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KRAKOW. — DRUK W. L. ANCZYCA I SPOEKI.

Rozdziat I.
Rozwiagzywanie tréjkatéw prostokatnych.
§ 1. Wstep.

W nauce planimetrji i stereometrji zaznajamiamy sie z $wiatem utwo-
réw geometrycznych, poznajemy ich wlasnosci i zwiazki zachodzace miedzy
nimi. Na podstawie tych wiadomosci mozna juz rozwiazywaé rozmaite
zagadnienia geometryczne badzto $cisle, rachunkiem, badzto w przybliZeniu,
rysunkiem. N. p. znajac dwa katy tréjkata, potrafimy obliczyé trzeci,
znajac dwa boki tréjkata prostokatnego, potrafimy obliczy ¢ bok trzeci,
znajace trzy boki trojkata, mozemy obliczy ¢ jego pole i t. p. Podobnie
mozna wykreslié trojkat, znajac trzy dowolne wyznaczajace go ele-
menty, a przez to znalezé pozostale elementy w przybliZeniu; potrafimy
rysunkiem znalez¢ bok dowolnego umiarowego wielokata wpisanego w dane
kolo (uzywajac katomierza) a metoda geometrji wykreslnej pozwala nam
rozwigzac graficznie wielkg obfitos¢ zagadnien stereometrycznych.

JednakZe juz miedzy znanemi nam zagadnieniami istniejg takie, ktore
nauczylismy sie rozwiazywac¢ dotychezas tylko rysunkiem, a wiee
tylko z przybliZzeniem takiem, na jakie pozwalaja . przyrzady rysunkowe
i granice naszego widzenia (n. p. znalezé rzut odcinka o znanej dlugosci
nachylonego do plaszezyzny rzutéw pod znanym katem o= 53°). Pomi-
ngwszy juz fakt, ze takie przybliZenie nie zawsze wystarcza nawet dla
celow praktycznych (n. p. dla miernictwa, astronomji), musimy sie domagaé
Scislego rozwigzania takich zagadnien droga rachunkowa, przedewszystkiem
ze wzgledow naukowych. W matematyce Scislej bowiem dopiero wtedy
uwazamy jakas wielkos¢ za znang, znaleziona, jeZeli posiadamy prawo,
pozwalajace jag obliczy¢ z przyblizeniem dowolnem, niezaleZnem

- od czynnik6w natury zewnetrznej (n. p. od dokladnosci przyrzadéw rysun-

kowych lub od chropowatosci papieru). ;

Postaramy si¢ wiec uzupelni¢ te luke w dotychezasowych wiadomo-

sciach. Zagadnienia, o ktérych wspominaliSmy powyzej, a ktérych rachun-

kowego rozwiazania nie posiadamy dotychczas, sprowadzaja sie najczesciej

do obliczenia nieznanych elementéow tréojkata przy po-
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mocy innych, podanych, czyli do rachunkowegorozwigzywania
trojkatow.

N. p. @) Znajac promien kola i kat srodkowy obliczy¢ cieciwe nalezaca do niego.
Zagadnienie to sprowadza sie do rozwiazania tréjkata réwnoramiennego, w Ktorym
znamy ramiona’i kat u wierzcholka. Rozwiaz to zadanie rysunkiem!

b) W stozku prostym znamy promien podstawy i nachylenie boku do podstawy;
obliczy¢ powierzchnie i objetos¢ stozka. Do rozwiazania tego zagadnienia trzeba roz-
wiazaé tréjkat prostokatny, utworzony przez bok, wysokos¢ i promien podstawy, znajac
podstawe i dwa katy przy niej lezace.

Wykaz to dla zagadnienia o rzucie odcinka! Podaj inne przyklady z planimetrji
i stereometrji!

Dzial matematyki, zajmujacy sie rachunkowem rozwigzywaniem tréj-
katéw, nazywamy trygonometrja (zpiywvov = tréjkat).

Zajmiemy sie najpierw tréjkagtami prostokatnymi, takie bo-
wiem najczesciej spotykamy w zastosowaniach. Trojkaty ukosnokatne be-
dziemy nastepnie mogli bada¢, rozkladajac je na prostokatne zapomoca
ktoérejkolwiek wysokosci, w dalszym za$ ciggu poznamy ogoélniejsze, bez-
posrednie metody rozwiazywania ogélnych trojkatow.

§ 2. Zwigzki miedzy elementami tréjkata prostokatnego.

Wiadomo z planimetrji, Ze kazdy trojkat jest jednoznacznie wyzna-
czony zapomoca trzech swoich elementéw, dobranych odpowiednio wedlug
jednego z czterech przypadkow przystawania. To znaczy: wystarczy podac
trzy elementy, aby z nich mozna zbudowaé trzy
pozostale elementy tréjkata. Jezeli je mozna zbu-
dowaé rysunkowo, to musi istnie¢ takze sposéb obli-
czenia tych niewiadomych; musza wigc istnie¢ ja-
kie§ zwiazki, jakie$ réwnania, zachodzace miedzy
szescioma elementami trojkata. Poniewaz zas w kaz-
dem takiem zadaniu sa 3 liczby niewiadome, przeto
muszg istnie¢ trzy réownania, zachodzace mie-
dzy szescioma elementami tréjkata, a pozwalajace
wyrazi¢ 3 z nich zapomoca 3 pozostalych.

Zbadajmy te zwiazki dla tr(')jk@téw prostokat-
nych. Niech a, b, ¢, oznaczaja boki, a a, B, v, katy naprzemw nich lezace
w dowolnym tréjkacie prostokatnym-(fig. 1).

Uwaga. Ten sposob oznaczania bokow i odpowmda]acych im katow ulatwia
zapamielanie wzoréw i pozwala przenosi¢ Wzory wyprowadzone np. dla @, b, o, na
B dilub e, a. i tp:

Znamy z planimetrji zwiazek miedzy 3 katami trojkata, mia-
nowicie:

@ By = 180°

Dla trojkata prostokatnego y=90° wiec zostaje:
@ a -+ B=90°

Znamy rowniez zwiazek miedzy 3 bokami tréjkata prostokatnego,
mianowicie twierdzenie Pitagorasa:

(IT) a®+ b?=c?

Rownanie (I) pozwala wyliczy¢ kat, jezeli znamy drugi kat, a réwnanie (II)
pozwala wyliczy¢ trzeci bok, jezeli znamy dwa inne. Juz przy pomocy
tych dwu rownan mozemy czesciowo rozwiazac trojkat.

N. p. @) Dane sa elementy tréjkata ¥ =90°, a=32° 45, a =6 cm. UZywajac
rownania (I) obliczamy (= 90° — a czyli f =57°15". Do obliczenia bokéw & i ¢ mamy
tylko jedno réwnanie (II) o dwoch niewiadomych. Nie potrafimy wiec rozwiazaé calko-
wicie naszego zagadnienia przy pomocy dotychczasowych wiadomosei.

b) Dane sa elementy trojkata: y=90°% & =3 cm, ¢ =25 cm.

Przy pomocy rownania (II) obliczamy b = y¢?— a? czyli: b =4 cm. Do obliczenia
katéow o i B mamy tylko jedno réwnanie (I) o dwoch niewiadomych a wiec i to proste
zagadnienie jest dla nas dofychezas nierozwiazalne.

Brak nam jeszcze trzeciego réwnania, podajacego zwigzek mie-
dzy bokami a katami. Réwnanie takie pozwoliloby obliczy¢ boki ze
znanych katow i katy ze znanych bokéw. Brak tego trzeciego rownania
stanowi wladnie luke w naszych wiadomosciach: uzupelnienie tej luki jest
gléwnem zadaniem trygonometrji.

Ze istnieje zwiazek miedzy bokami a katami, o tem wiemy juz z nauki
o podobienstwie trojkatéw. Wiadomo mianowicie (patrz tom I.1) str. 121),

L ze stosunek bokow trojkata zalezy

B : tylko od wielkosei katow i odwrotnie;
majac bowiem podane stosunki bo-
kow tréikata, mamy temsamem wy-
znaczone katy trojkata i odwrotnie:
majac podane katy trojkata, mozemy

T __LAA znalez¢ (konstrukeyjnie) stosunki jego
G ey bokoéw. Biorac szereg trojkatéw pro-
Fig. 2. ~ stokatnych o kacie ostrym «, jedna-

kowym dla wszystkich trojkatow, wi-
dzimy, ze, jakkolwiek te trojkaty maja rézne dlugosci bokéw i rézne pola,
to stosunki odpowiednich bokow sa dla wszystkich trojkatéw rowne, n. p.
na fig. 2: -5
OB U BT GBS e Y
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wskutek podobienstwa trojkatow.

1) A. Lomnicki. Geometrja. Cz. I. Wydanie 4. Lwéw 1923.



Jezeli zas$ kat o sie zmieni, musi sie zmieni¢ takze wykladnik sto-
sunku bokéw, chociazby sie nawet jeden bok nie zmienil. N. p. na fig. 3
mamy szereg trojkatéw prostokatnych o rownej podstawie 4 C a o réoznych
katach przy A.

Stosunki:

CB CB CB”,
I ey e o

L. d.

maja wykladniki rézne. Widzimy wiec, Ze ze zmiana kata zmienia sig
stosunek przyprostokatni. Podobnie stosunki te bylyby roézne, gdyby sie

B zmienialy naraz trzy boki przy zmianie kata o.
iER Gdyby bowiem cho¢ jedna para stosunkéw byla
réwna, to odpowiednie trojkaty prostokatne by-
lyby podobne (wedlug ktorego przypadku podo-
bienstwa?) a wiec katy musialyby by¢ réwne
wbrew zaloZeniu.

Z tych rozwazan widzimy, Ze stosunek
dwoch bokéw trojkata prostokatnego zalezy od
wielkosci kata ostrego i jest jednoznacznie wy-
znaczony zapomoca tego kata.

Gdybysmy wiedzieli, jaka wartos¢: s, ma
ten stosunek dla kazdego kata o, moglibySmy
Fig. 3. rozwigzywa¢ wszystkie tréjkaty prostokatne;

trzecie brakujace nam rownanie moglibysmy

przyja¢ w postaci:

=S

SalRS

Rownie dobrze moznaby wyj$¢ od stosunkow: — — — — -

§ 3. Sinus (wstawa) kata ostrego.

Cala trudno$é¢ polega teraz na obliczeniu wartosci (wykladnika) ta-
kiego stosunku dla wszystkich katow a. Poczatkowo (az do XVI wieku)
uzywano tylko stosunku: :

% w2

(I11) s
t. j. stosumku przyprostokqini, leiqcej naprzeciw kqla o, do przeciwpro-
stokqitni.

Zajmijmy sie dokladniej tym stosunkiem. Zobaczymy przedewszyst-
kiem, Ze dla niektérych katéw znamy wartos¢ tego stosunku juz

z planimetrji. I tak wezmy jakikolwiek trojkat prostokatny 4 B C (fig. 4)
o kacie ostrym o=30° Mozna go uwazaé za polowe trojkata réwnobo-
cznego: A D C, podzielonego wysokoscia. Poniewaz

AD
BC= 5

» przeto stosunek:

dla wszystkich trojkatow prostokatnych o kacie ostrym 300.

Uzywajac réwnan (I), (IT) i tej wartosci stosunku @ ¢ mozemy wiec
rozwiazaé kazdy tréjkat prostokatny o kacie o= 30°.
Jezeli =45 to trojkat prostokatny jest row-

B noramienny (bo i B=45"), wiec a="0b. Z twier-
3 dzenia Pitagorasa otrzymujemy wtedy
a 7 o=y a?-5° czyli c=ay 2. Wiec dla a=45° jest:
A S e
C N i e o 006,
/’/ Jezeli a=260° to z figury 4 (zmieniajac
e - oznaczenia 4, a i @ z B, b i ) latwo obliczy¢:
o -
D °= K_; — 086602...
Fig. 4

Podobnie z twierdzenia o boku dziesigcio-
kata umiarowego (tom I str. 155) otrzymujemy dla o= 18° wartosé:

e 151
"~ —

Tl 0'30902...

Oblicz @:c¢ dla o= 15° przy pomocy 12-kata umiarowego, dla
o=22° 30’ przy pomocy osmiokata umiarowego!

- Sa to, jak widzimy, przewaznie liczby nie-

wymierne; wszystkie s3 mniejsze od 1.
RozwazZmy jeszcze graniczne wartosci sto-
c sunku @ :c. Jezeli kat o (na fig. 5) dazy do zera
(n. p. przy niezmienionej przeciwprostokatni), to
przyprostokatnia a dazy rowniez do zera, a za-
tem i warto$é stosunku a :c¢ dazy do zera. Je-
b — zeli stanie sie zerem, to trojkat prostokatny prze-
5. staje istnie¢, jednakze i teraz mozemy mOWi¢
o wartosci stosunku a:c, przypisujac jej wartosc
graniczng 0. A wiec dla a=0° jest stosownie do naszej umowy: @ :c¢==0.
Podobnie wnioskujemy, Zze dla «=90° najwygodniej jest nadaé¢ stosunkowi




a:c wartos¢ graniczng =1, wtedy bowiem a dazy do ¢, wiec ‘-Z— dazy

do 1. W ten sposéb unikamy skokéw i nieoznaczonos$ci w wartosci stosunku a -c.
PoznaliSmy wiec juz warto$é e :c=s dla kilku katéw o.

Dla innych katow (n. p. dla o= 379)
] nie potrafimy jeszcze obliczyé a :e¢. MozZna
jednak latwo otrzymaé te wartosci w prazy-
T blizeniu, zdpomoca rysunku.

522 BiE N. p. chcemy znalezé wartosé a:c
. dla kata a=37° Wykreslamy w tym celu
S : (fig. 6) dowolnie wielki trojkat prostokatny
EEEEEEE a2 o kacie 37° n. p. na papierze milimetrowym,
fEasts H mierzymy przeciwprostokatnie i przy-
prostokatnie, lezaca naprzeciw tego kata:
= @ =35mm, c= 58 mm. Wobec tego

Fig. 6. BT 80 05 dla G370

6. =hH8
Przy pomocy tej wartosci przyblizonej moznaby juz rozwiazywac
wszystkie trojkaty prostokatne o kacie o= 317° (n. p. rozwiaz tréjkat znajac
Y =90°% =37 a=18dm).
Wartosci otrzymane w ten sposéb sa przyblizone tem wiecej, im
dokladniejszy rysunek i pomiar. Jednakze nawet przy najdalej posunietej

T T T
T 1T

dokladnosci nie mozna sie spodziewaé poprawnych piatych i dalszych -

miejsc po kropce dziesietnej. Pozniej poznamy sposoby dokladnego obliczenia
wartosci takiego stosunku z takiem przyblizeniem, jakiego zechcemy. War-
tosci te obliczono istotnie dla wszystkich katéw w odstepach 1° lub 1’ lub
nawet 1" i spisano w tablicach, podobnie jak logarytmy (patrz str. 10).

Porownujac wartosci stosunku % dla rozmaitych katow, np. dla
a=30° i «=060° widzimy, Ze warto$¢ ta nie wzrasta proporcjo-

nalnie do kata: gdy kat o stanie sie dwa razy wiekszy, % nie wzrasta
bynajmniej podwdjnie!

(Sprawdz tosamo dla o =45° i o =90°!)

Wszystkie te przyklady i uwagi prowadza do nastepujacego wniosku:

Wartosé stosunku a:c zaledy tylko od kala o,

kazdej bowiem wartosci kata o odpowiada pewna $cisle okreslona wartosé
stosunku @: ¢, ktérg potrafimy obliczy¢ dla niektérych katéw scisle, dla
innych za$ na razie tylko w przybliZeniu.

Taki zwiazek dwoch wyraZen posiada w matematyce osobng nazwe.

Jezeli mamy dwa wyrazZenia ogélne: iy (np. unas o is=— %) i jezeli kazdej

e

o i

9

wartosci szezegélowej & z pewnego zbioru wartosci odpowiada pewna $cisle
okreslona warto$¢ wyrazenia y, to mowimy, ze wyraienie y jest Junkcjq
wyrazenia 2.

Wiele przykladéw takiej zaleZmosei funkcyjnej znajdujemy zaréwno w matema-
tyce, jak i w tych naukach, w ktérych matematyka znajduje zastosowanie. Np. w wy-
razeniu y = bx — 6, y jest funkeja a, bo kazdej wartosci x odpowiada jakas wartosc y;
np. dla =0, 1, 2, 8, 4,.... otrzymujemy y = — 6, — 1, + 4,4+ 9,4 14,.... Liczbe ogdlnag z
nazywamy zmienna niezalezna, y za$ zmienna zalezna. Mozna jednak to wyraZenie
takze tak przeksztalcié, Ze y bedzie zmienna niezaleZna z zas zalezna, a mianowicie

Y16
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Podobnie pole kola jest funkeja promienia kola, bo p = r?x, kazdej wiec wartosei
r odpowiada Scisle okreslona wartos¢ pola p. MoZnaby wiele podobnych przykladow
poda¢ z dziedziny geometrji.

D=

; ta funkeja nazywa sie odwrotng wzgledem poprzedniej.

Zmany z mechaniki wzor s:‘;iﬁ poucza, ze droga w ruchu jednostajnie przy-
spieszonym jest funkeja dwoch zmiennych: czasu ¢ i przyspieszenia g. Wogdéle wzory
fizyki podaja zaleznosci funkeyjne miedzy pewnemi wielkogciami zmiennemi, jak: czas,
droga, objetos¢, sila, temperatura, praca itp.

Stosujac to pojecie funkeji do naszego przypadku, powiemy:

& -, 3 R " r s

S'tosunelk b Jest funkcjq kqta o; znamy jej wartos¢ dla kazdego kata

od 0° do 90° wlgcznie.

Funkcji tej dano osobna nazwe, mianowicie:

Stosunek przyprostokatni, lezacej naprzeciw kata o, do przeciwprostokatni
w dowolnym tréjkacie prostokatnym nazywamy wstawa kata o lub sinus kata «
i piszemy w skréceniu:

(III) %‘=sina ()

(podobnie jak log o oznacza funkcje logarytmiczng; pochodzenie tej nazwy
wyjasnimy pézniej). Stosujac to okreslenie do kata B, otrzymamy takze:

(I1I") b:c=sin B.

Jest to trzecie réwnanie niezbedne i wystarczajace do rozwiazywania
wszystkich trojkatow prostokatnych. Aby tego réwnania (III) mozna uzywag,
trzeba naturalnie zna¢ wartosci funkcji sinus dla wszystkich katéw o,
tudziez odwrotnie zna¢ wartosci kata « dla kazdej wartosci siwa mie-
dzy 0 a 1 (innych bowiem wartosci nie moZe przybiera¢ stosunek a :c).

Podajemy tutaj (na str. 10) tabelke I, wartosci sinoa dla wszystkich
katéw od 0° do 90° w odstepach jednostopniowych; wartosci te sa zaokra-
glone do 4 miejsc dziesietnych. Obok tego podana jest tabelka II, odwrotna,
z ktérej mozna odezytaé, jaki kat nalezy do kazdej wartosei sima od 0
do 1 w odstgpach 001, przyczem wartosci katéw sa zaokraglone do minut.

Moznaby takze nie podawaé osobnej tablicy do odezytywania kata,
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Tablica

Tablica II.

ol

00
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100}
11e
120
13°
140
15°
160
e
180
199
200
21°
2200
230
240
259
260
270
28°
290
300
310
320
330
340
350
36°
S
38°
390
400
410
420
430
440

450

sin o

sin o H o ‘ sin & a ‘ sin o ‘ o
0-0000 | 0:00 0 0
00175 || 46° | 07193 001 00 31" | 051 300 40’
00348 || 47 | 07313 0:02 10 9 | 052 310 20/
00523 || 48 | 07431 003 10 48" | 053 320
0:0698 ] 490 | 07547 004 20 18’ | 054 320 41’
00872 | 50° | 07660 005 20 52" | 055 330 99/
01045 || 51° | 07772 006 30 26" | 056 840 g
01219 \ 520 | 0-7880 007 80 59" | 057 840 45
01892 | 53° | 07986 008 40 85" | 058 350 97’
11564 ] 540 | 0:8090 009 5 10’ | 059 360 9 |
01737 || 550 | 0:8192 010 50 44’ | 060 360 52 |
01909 || 560 | 08290 011 60 19’ | 061 370 35/
02079 | 570 | 0:8387 012 60 54’ | 062 380 19
02250 || 58 | 0:8481 013 70 98" | 063 890 g’
02419 | 590 | 08572 014 80 8 | 064 390 48’
02588 || 600 | 0:8660 015 80 38 | 065 400 32’
02756 | 610 | 08746 016 90 18’ | 066 410 18
02924 | 620 | 08830 017 90 47 | 067 490 4
03090 | 63° | 0:8910 018 100 22" | 068 490 51’
03256 | 640 | 0:8988 019 100 57 | 069 430 38’
03420 || 65° | 09063 020 110 82 | 070 | 440 26’ |
03584 || 66° | 09136 021 S Al 450 14" |
03746 || 670 | 09205 022 120 43" | 072 460 8
03908 || 680 | 09272 023 130 18’ | 073 460 53
04067 || 690 | 09336 0-24 130 53’ | 074 470 44
04226 || 700 | 09397 025 140 29’ | 075 48° 35’
04384 || 710 | 09455 026 150 4° | 076 490 28’
04540 || 720 | 09511 0:27 150 40" | 077 500 21’
04695 || T3° | 09563 028 160 16’ | 078 510 16’
04848 || 740 | 09613 0-29 160 51" | 0-79 520 11’
05000 | 75° | 09659 0-30 170 277 | 080 530 g
05150 || 760 | 09703 031 180 4 | 081 540 6
05299 || 770 | 09744 032 180 40° | 082 550 B
05446 || 78 | 09782 033 190 16" | 083 560 6
05592 || 790 | 09816 034 190 53’ | 084 57" &
05736 || 800 | 09848 035 200 29’ | 085 580 13’
05878 | 81° | 09877 036 210 6 | 086 590 19’
06018 | 820 | 09903 037 210 43’ | 087 600 28’
06157 || 83° | 09926 038 290 20’ | 088 610 40’
06293 | t4° | 09945 0-39 990 57’ | 089 620 52 |
06428 | 85° | 09962 0-40 930 35’ | 090 64° 10" |
06561 || 86° | 09976 041 240 12’ | 091 650 30’
06691 || 87° | 09986 042 240 50 | 092 66° 56’
06820 || 88° | 0:9994 043 250 28" | 093 68° 26’
06947 || 89° | 09999 0-44 260 6 | 094 700 8
07071 || 900 | 1:0000 045 260 45" | 095 710 48’
046 270 28’ | 096 730 43’
5 047 280 2 | 097 750 56’
0-48 980 41’ | 098 780 32/
049 290 20’ | 099 810 54’
050 300 — | 1:00 900 —

»
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wtedy jednak dla znalezienia kata, odpowiadajacego danej wartosci sto-
sunku siz o, musieliby$my postepowa¢ podobnie, jak przy szukaniu liczby
logarytmowanej, t. j. uzywac¢ interpolacji.

Przypatrujac sie liczbom zawartym w tej tablicy widzimy, ze sin o
nie wzrasta proporcjonalnie do kata a. N. p. jezeli kat wzrasta z 20° do
wartosci dwa razy wiekszej 40° to sinwo wzrasta od wartosci 0-342 do
06428, a nie do 0:684!

Sinus wzrasta najszybciej z poczatku, t.j. dla katéw bliskich 0° Np.
gdy kat zmieni sie od 3° do 4° to sinwo wzrasta od 00523 do 00698
t. j. o 0:0175; przy wzroscie kata od 59° do 60° mamy juz wzrost sina
tylko o 0-0088, a przy wzroscie od 87° do 88° tylko o 0-0008.

Tabelke taka takze mozna przedstawi¢ rysunkiem, czyli graficznie,
jak to dokladniej wyjasnimy w nastepnym ustepie. :

§ 4. O graficznem przedstawieniu funkcji’).

Funkcje podang tabelarycznie lub zapomoca réwnania, wigZacego
zmienna, zalezna ze zmienng niezalezna, mozna przedstawi¢ rysunkiem. Do
tego celu uzywa sig ukladu osi wspolrzednych, znanego juz z niektorych za-

gadnien planimetrycznych. o

Sa to dwie proste prostopadle ' e

do siebie. Ich punkt przecie- o i

cia sie nazywamy poczat- e

kiem ukladu. Od tego pun- AR R

ktu poczgawszy odmierzamy il _] :

na obu osiach w dwie strony o o A ey e o e N . *‘{

jednostki zmiennej zaleznej
iniezaleznej w dowolnej skali.
Jedng o§— zwykle pozioma—
nazywamy osia odcietych
lub osig 2-6w: na niej odmie- e
rzamy wartosci zmiennej nie- b .
zaleznej, w prawo dodatnie,
w lewo ujemne. Prostopadla
do niej o$ nazywamy osia rzednych lub osig y-6w i na niej odmierzamy
wartosci zmiennej zaleZznej, w gore dodatnie, na dol ujemne.

Aby przedstawi¢ na rysunku, ze do pewnej wartosci zmiennej nieza-
leznej, np. do =3, naleZy jaka$ warto$¢ zmiennej zaleznej, np. ¥y =2,
wykreslamy przez punkt odpowiadajacy wartosci = 3 na osi x-0w prosta
do niej prostopadla i odcinamy na niej odcinek y = 2 (por. fig. 7) do punktu A.

1) Ustep ten mozna pominaé, jezeli w poprzednim toku nauki (np. w algebrze)
poznano juz zasady graficznego przedstawiania funkeji.
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43 13
Odwrotnie, z poloZenia punktu 4 odczytujemy, Ze do wartosci # =3 na- 9 5 e .
a1 3 kres funkeji, podanej réwnaniem:
lezy warto$¢ y=2. Odleglo$¢ punktu A od osi y-6w z uwzglednieniem Przyktad 2. Znalezé wykres funkeji, p i
znaku nazywamy odcieta punktu 4, (w naszym przypadku jest to y=1b =
liczba z=3), odleglosé zas od osi x-0w nazywamy rz¢dng punktu A » (y jest proporcjonalne do #). Dla wartosci =0, 1,2, 3,4,.. —1, —2,... otrzy-

(w naszym przykladzie jest to liczba y=2). Odcieta i rzedng obejmujemy
wspélna nazwa: sa to wspoélrzedne prostokatne punktu 4. W taki
spos6b mozna przedstawic¢ geometrycznie kazdg zaleznos¢ funkceyjng: w pun-

ktach odpowiadajacych rozmaitym wartosciom zmiennej x Kresli si¢ pro- nych silnie na figurze 9. Spostrzegamy z lat- *Y‘G
stopadle do osi «-6w i odcina si¢ na nich odpowiadajace im wartosci y. woscia, ze te wszystkie punkty leza na jednej g
Bardzo dogodnem jest przy takich rysunkach uZycie papieru milimetrowego t.j. linji prostej. Gdybysmy obliczyli y dla posre- b
podzielonego na kratki milimetrowe. : dnich wartosci @, np. dla &= 14, otrzymali- +3
Przyktad 1. PrzedstawiC graficznie przebieg temperatury powietrza bys$my takze punkty lezace na tej linji prostej. 2

w ciagu doby, t. j. temperature jako funkcje czasu.

mujemy odpowiednio y =0, 1'5, 3, 4'5, 6,.. —1'D, —3,... Wrykreslajac w ukla-
dzie wspolrzednych prostokatnych punkty, odpowiadajace kazdej parze war-
tosci @, y, otrzymamy zbiér punktow oznaczo-

X

Wynika to z podobienstwa tréjkatéw prosto- X . » "%

katnych OAB, OA'B',.. w ktorych stosunek LR Sy
Zanotowano nastepujace spostrzezenia: b przyprostokatni »:2 ma zawsze stala war- :;
0 godzinie: : tos¢ 1'h. -3¢
12n‘1’2‘3|4‘5‘6|7‘8'9'10[11'121)11’2‘3’4‘5|6|7’8|9|10’11’12n Obrazem wzrastania proporcjonal- -4
temperatura wynosila: nego jest wiec zawsze linja prosta. ort =5y
_30—6"—60&—70-—8“—60_-3"!—1‘7 00 +1°+4°‘+8° 1100| +-110| 120 +10“+6°j—|—2“ 00 —10—30—40\—60—50 — 40 : Przyktad 3. W fizyce znany jest zwiazek Fi; 9

Odcinajac na osi @-6w godziny jako jednostki, a na osi y-6w i na pro-
stych réwnoleglych do niej stopnie temperatury, otrzymamy szereg punktow
przedstawiony na figurze 8. Laczac te punkty jedna nieprzerwang linjg

5 otrzymamy przyblizony obraz

' zmian temperatury w ciagu

doby. Przypuszczamy bowiem,
ze W czasie, w ktéorym nie za-
pisywano spostrzezen, np. mie-
dzy 7 a 8 rano, temperatura
wzrastala stale od wartosci
—10 do 0% nie wykonujac zad-

TN S Ml Al e ol L 750 1) Pl il

Al . nych znaczniejszych wahnien.
= W praktycznem zastosowaniu
" uzywa sie specjalnych przyrzadow,
Al rysujacych automatycznie taka li-

nje, t. zw. termografow.
Fig. 8. Z figury naszej odczytu-
jemy odrazu, bez zadnych po-
szukiwan w tabelce, Ze o godz. 4 rano temperatura byla najnizsza, nastepnie
wzrastala az do godz. 2 popol., poczem znowu nastapil spadek az do 10 rano
itd. Widzimy takze, kiedy zmiany temperatury byly silniejsze, a kiedy slabsze.
Linje krzywa otrzymang w ten sposéb, nazywamy wykresem.

I"

e o RN,

o

miedzy objetoscia v, gazu, a jego preznoscia p,
a mianowicie: pv=liczbie stalej, np. pv=3_8.

Stad p=§. Uwazajac v za zmienng niezalezna, a-p za jej funkcje, wykre-

$lamy obraz tej funkeji podobnié, jak w poprzednim przykladzie. Dla v=0,

1,2, 3, 4,... (tylko dodatnie wartosci v trzeba tu bra¢ pod uwage) otrzymu-

P —2—7

r i otrzymujemy linje krzywa, ktéra jest czescia

hyperboli réwnobocznej, znanej ze stereometrji

jako jeden z przekrojow stozka (druga galaz hy-
perboli lezy symetrycznie do tej wzgledem po-
czatku ukladu O). Z figury 10 mozna odczytac
preznosé dla wszelkich wartosci v, nawet dla
takiej, ktorej nie obliczalismy z wzoru, byleby

i tylko byla zawarta w granicach rysunku.

2 Korzysei wynikajace z graficznego przed-
stawienia funkcji sa nastepujace: 1-o przejrzyste
ujecie z jednego rzutu oka wszystkich faz zmien-

nosci danej wielkosci, 2 o przybliZone zbadanie wartosci zmiennej zaleznej

dla kazdej wartosci zmiennej niezaleznej bez rachunku. Dzieki tym zaletom
rozpowszechnila sie ta metoda nietylko w matematyce i fizyce, ale takze

w badaniach statystycznych i w naukach przyrodniczych opisowych.

jemy p =oo, 8§, 4 2,... Odcinamy v na osi odei@tYoh, a p na osi rzednych

Fig. 10.
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§ 5. Graficzne przedstawienie funkcji sinus i interpolacja tablic.

Z.as?osujmy rpetod@ graficzna do przedstawienia przebiegu wartosci
funkecji sinus. Odcinamy na osi 2-6w jako stopnie dowolne jednostki (np.
na naszej figurze 11 odpowiada 1 stopniowi: 1 mm) a na linjach prosto-

padl.‘ych do osi &-6w odpowiednie wartosci funkeji si o wziete z tablicy I.
(za jednostke obraliSmy na osi g-6w 1 am).

chzag konce tych prostopadlych jedna nieprzerwang linja, otrzy-
mamy graficzny obraz przebiegu funkcji sina. Linje te nazy-
wamy sinusoida,. '

B L ——————————————

-
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Uwaga. Kreslac luk kola przechodzacego przez trzy dowolne punkty tej linji,
latwo sprawdzié, ze linja ta nie jest lukiem kola. Wykonaj taka konstrukecje!

Obraz ten mozna takze ofrzymac¢ bez pomocy tablic, kreslac ¢wiartke kola o pro-
mieniu 1 dm (patrz -¢éwiczenia I. nr. 4. str. 18).-

Przy pomocy graficznego obrazu funkeji sinus latwo wytlumaczyé
interpolacje tablic. Jezeli mamy podane wartosci funkeji sinus np.
dla katow 27°1i 28° a chcemy znalez¢ sinus kata posredniego, np. sin 27° 10',
to rozumujemy tak:
sin 27°= (0454
sin 28° = 04695
o 00155, jezeli wiec kat wzrosnie tylko o 10° t. j. o 4 cze$¢ stopnia, to

00155

sin o« wzrosnie o: —6—=0'0026. A wiec:

sin 27°10" = 0454 4 010026 = 04566.

Ogélnie: dla obliczenia dodatku uzupelniajacego nalezy roéznice dwoch sa-
siednich wartosci z tablicy, tak zwana »réznice tablicowa«, pomnozy¢
przez liczbe, wskazujaca, jaka czescia jednego stopnia jest dodatkowy
kat. Mozna takze obliczy¢ najpierw dodatek przypadajacy na wzrost kata
o 1 minute i pomnozy¢ go przez liczbe minut. Podobnie postepujemy, gdy
w tablicach podane sg wartosci sima w odstepach mniejszych, np. co 10°
lub co 1.

Postepowanie to nazywamy interpolacja (wstawianie pomiedzy dwie
znane wartosci trzeciej nieznanej). '

Rozumowanie to jednak nie jest Scisle: sinus o nie wzrasta propor-
cjonalnie do kata; gdyby tak bylo, obrazem funkeji sinus bylaby linja
prosta (obraz wzrastania proporcjonalnego, por. fig. 11).

Ot6z blad, jaki popelniamy, polega na tem, Ze 1uk sinusoidy migdzy
27%a28°zastepujemylinjgprosta, laczaca te punkty, t.j. sieczng.
Z figury widzimy, ze blad ten jest bardzo maly, na rysunku wprost nie-
widoezny; w rachunku ten blad wplywa dopiero na dalekie miejsca dzie-
sietne, a przy 4 cyfrowych tablicach mozna go zupelnie opusci¢, zwlasz-
cza, gdyby odstepy katéow w tablicach byly 10" lub 1.

Dla Scislosci jednak zapamietajmy, Ze przez taka interpolacje po-
pelniamy zawsze blad przez niedomiar, sinusoida bowiem, jako linja
wszedzie wypukla, wznosi sie wszedzie wyzZej, anizeli punkty posrednie
cieciwy laczacej dwa dowolne jej punkty.

} jezeli kat ‘wzrasta od 27°0 1° to wartos¢ sin o wzrasta

Uwaga. Gdyby chodzilo o scislejsza interpolacje, zastapiliby$my luk sinusoidy,
laczacy trzy znane punkty, lukiem jakiejs linji krzywej wypuklej, laczacej te
3 punkty, np. lukiem paraboli.

Obszerniejsze tablice i opis ich uzycia znajdujemy w ksiazkach za-
wierajacych tablice logarytmiczne.
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§ 6. Rozwingrwanie tréjkatow prostokatnych przy pomocy funkcji
sinus.

Posiadajac tablice wartosci funkcji siz o, potrafimy juz uzywac réw-
nania (III), mianowicie: jezeli mamy podany k@t o, znajdujemy w tablicach
warto$¢ sin a, a wiec znamy wartos¢ stosunku @ :c; odwrotnie, jezeli
znamy wartos¢ stosunku a:c, czyli sin o, znajdu-
jemy w tablicach odpowiednia wartos¢ kata o.
W ten sposob rozwigzywanie dowolnych trojkatow
prostokatnych jest juz dla nas zadaniem wykonal-
nem. Caly problem opiera sie.na rozwiazaniu 3 row-
nan o 3 niewiadomych:

@ o+ B =90°
1 a?+ b*=c?
et (111) %‘ — sin

Zobaczymy to najlepiej na przykladach:
1. Rozwiaza¢ trojkat znajac przeciwprostokatnie c¢=16 # i kat
B — 26°.
Z rownania (I) otrzymujemy:
o =190°— = 64" -
Rownania (IT) nie mozemy jeszcze uzy¢, poniewaz zawiera dwie nie-
wiadome: @ i b, natomiast z réwnania (III) otrzymujemy:

.

a=c. sin o czyli
a=16. sin 64°

W tablicach znajdujemy sin 64°= (0-8988, wiec:
a=16 m .08988 = 14-3808 m

Teraz mozemy obliczy¢ z (IT) rownania: b =yc? — a*=7(c — a)(c + a)

b=1716192.30-388 =T0137... m

Uwaga. Do obliczenia b mozna takze uzy¢ réwnania (I11°) na str. 9 zamiast (IT),
Wtedy b : ¢ = sin 3, czyli b =c sin 3. wiec
b =16 m . sin 26° =16 m . 0"4384 = 7-0144 ne.
Roznica w ostatnich miejscach dziesietnych pochodzi stad, ze wartosei:
sin 260 = 04384 i sin 64° = (:8988 sa zaokraglone (niezupelne).

2. Znamy przyprostokatnie b =23 km i kat a = 35°. Rozwigzaé
trojkat!
Z réwnania (I) otrzymujemy -3 = 55°.
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Z réwnania (IIT") zastosowanego do boku 0, otrzymujemy:
%:sinﬁ czyli c=0b:simf3
c=23: sin HH°
W tablicach znajdujemy séz 55°= 08192, wiec
¢c=2'3 km :08192=2-80T7 km
Bok @ mozna obliczy¢ badzto z réwnania (II)-a= Vm, badzto
prosciej z réwnania (III): @ :c=sina.
a—c.sina czyli a=2807T.sin 35°.
W tablicach znajdujemy sin 35°= 05736, wiec
a@=2807 km .05736 = 17101 Zm
3. Znamy przeciwprostokatnie c=0"T5c¢me i przyprostokatni¢ a =039 ¢ne.
Rozwiazaé trojkat!
7 rownania (II) otrzymujemy:
b=yc*—a*=y(c—a) (c+a)
b=7036.114 = 0-6406... cm
Kat o otrzymamy z réwnania (III):

a ¢ : ) 0-39
‘ i E_sma, wiee Sun o — m_OE)?
Do wartosci siwoa =052 znajdujemy w tablicy II (strona 10) war-

tos¢ kata:

o319 D0
Rownanie (I) pozwala teraz 6b‘1iczyé kat }=90°—«,
B =>58040’

Uwaga. MoZzna bylo najpierw obliczy¢ « i 3, a potem bok & przy pomocy, row-
nania b : ¢ = sin 3. Wykonaé rachunek w ten sposob!

4. Znamy obydwie przyprostokatnie @ =835 dm, b =926 dm. Roz-
wiagzac¢ ten trdjkat!
Z réwnania (II) otrzymamy:
_c=V)a?+b? czyli
c=7835%4 926 = V15047 01 = 124-687... dm.
Rownanie (IIT) daje:

Sin o — % czyli sin o= %ﬁ’% = 0'670...
Stad znajdujemy w tabelce II:
i— 4204
Na podstawie rownania (I) otrzymujemy wreszcie:
p=47°56'

LOMNICK!, GEOMETRUA. 3 9
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Posiadamy wiec dostateczne $rodki do rozwiazania kazdego trojkata
prostokatnego. Rachunki jednak uproszcza sie znacznie, skoro wprowadzimy
takze inne funkcje oprocz sin a.

Cwiczenia .

§ 2—3. 1. Z odleglosci b=15m od podstawy domu widzimy jego gorna krawedz pod
katem wzniesienia o= 34°. Widzac, e dla takiego kata @:b=s=0675, obliczy¢ wy-
sokos¢ domu. Wykonaj sam podobny pomiar!

2. Obliczyé wartosé stosunku @ :¢ w tréjkacie prostokatnym o kacie: a) a = 15°

(por. str. 7), b) a="T5° (dopelnicnie 159, ¢) 22080" (z osmiokata umiarowego), d) o="T72°"

(dopelnienie 18°).

3. Znalezé graficznie wartos¢ stosunku a:c dlay o =219 569, 149

4. Narysowaé ¢wiartke kola o promieniu 7 =1 dm, podzieli¢ ja przy pomocy kato-
mierza na 18 rownych wycinkéw i kreslac odpowiednie trojkaty prostokatne, znalez¢

- przez mierzenie sinus dla & =5 109, 15°, 209, 2BY & o & 850, 90° (uzy¢ papieru mili-

metrowego!).

5. Wykresli¢ sinusoide, odcinajac na osi 2-6w jako 1° odeinek 2w : 360 =0'0174...
(miara lukowa); za jednostke dtugosei obra¢ 100 mm =1 dm.

6. Zbudowad takie trojkaty prostokatne, w ktoryeh sin o wynosi: VRPHE R b R
Zmierzyé o!

. g s e 4 o o o s
7. Narysowaé¢ kat o = 40° znalezé w tablicach sin 3 t. j. sin 13020" i wykresli¢

przy pomocy tej wartosei kat % (podzial kata na trzy rowne czesci!)

8. Narysowaé dowolny kat ostry i zmierzyc go katomierzem. Nastepnie wykreslic
prostopadla z punktu na jednym ramieniu do drugiego ramienia, zmierzy¢ odpowiednie
odcinki i obliezywszy sin o, wyszuka¢ kat o w tablicach. Porownaé wyniki!

9. Narysowaé dowolny ftrojkat ukosnokatny i poprowadzi¢ jedna wysokos¢: mie-
rzac odpowiednie odeinki obliczy¢ sin o i sin i wyszukaé w tablicach katy o i (b le-
zace przy podstawie. 3

+ 10. Wyszukaé na podstawie tablic wstawy nastepujacych katow: 24°15', 63018,
41093’ 307, 71034’ 10”7, 2043’ 53".

11. Wyszukaé w tablicach katy, ktorych sinus wynosi: 036379, 0:8073, 0:21736,
0:732, 0°954.

12. Rozwiazaé trojkat prostokatny, znajac:

a) c=24-8 cm, a=26°40;
b) =095 cm, o—=>53°46";
c) a =42 dm, c=>56 dm;
d) a=70 m, b=133 m.
13. Obliczy¢ pole trojkata prostokatnego, znajac:
a) =86 cm, o=34948;
b) =309 dm, p=61°25"20".

14. Rozwiazad trojkat rownoramienny, znajac podstawe: 2 @ =4'6cmikat uwierz-
cholka 2 o=282°40" (podzieli¢ go wysokoscia na dwa trojkaty prostokatne!)

15. Jak wielka jest cieciwa w kole o promieniu »=3 cm, nalezaca do kata $rod-
kowego ¢ =48°10"? '

16. Tle wynosi bok umiarowego: a) 9-kata, b) 360-kata wpisanego w kolo o pro-
mieniu » =100 mm? :
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17. Znajac przekatnie prostokata d =74 ¢m i jej nachylenie do podstawy o=25°4

obliczy¢ jego pole.

18. Pod jakim katem wznosi sie droga, jezeli na 1 km drogi mierzonej wzdluz

po chylosci wzniesienie wynosi 24 m? .

19. Szezyt gory wysokiej 2300 m wida¢ z pewnej odleglosei (poziom 0 2) pod

- katem wzniesienia 21° 20'. Jaka jest odleglosé od szezytu w linji powietrznej?

- 20. Wahadlo ma dlugosci 1 m 27 em; odleglos¢ pozioma konca wahadla przy
~ npajdalszych wychyleniach wymnosi 48 cme. Jaki jest najwiekszy kat wychylenia tego

~ wahadla?

3 21. Promien kola wymnosi 4 dm. Z pewnego punktu poza kolem wida¢ je pod katem
- ¢0° 20", Jak daleko lezy ten punkt od srodka kola? :

. 292, Odleglos¢ ksiezyca od ziemi wynosi 6028 promieni ziemskich (R =6377 km),

a kat widzenia tarczy ksiezyca 31°8”. Obliczy¢ jego promien. ‘

23. Obwod sruby wynosi 56 em, a dlugosé jednego skretu 62 em. Obliczy¢, jaki

kat tworzy linja srubowa z podstawa. (Rozwinac linje srubowa!) :

24. Sile 600 &g rozlozy¢ na dwie skladowe w kierunkach prostopadlych, tworza-

eych z nia katy a=20° 35" i B =90° — a. Obliczy¢ wielkosé sil skladowych. ¢

25. Wykaza¢, ze znajac wartosé stosunku «:c=s w trojkacie prostt;katnvm, mo-

zemy obliczy¢é pozostale stosunki @:b, b:c, c:a, b:a, b:c, przy pomocy twierdzenia

Pitagorasa (np. a:c¢=1:2). Wskazowka: celem otrzymania b:c nalezy wyrazi¢ bok &

przy pomocy twierdzenia Pitagorasa i podzieli¢ obie strony wzoru przez‘c. Podobnie

dla innych stosunkow.

Rozwiazania ¢wiczen:

= 10:125 m. 2.:a)

i Tsfiba Al i N S SR, "
JVE—V3, b VZEys g2 —ve
110 +2v5
4
E z wartosciami- zawartemi w tablicy I na str. 10. 6. W przyblizeniu-
b a—19° 20', 114° 164" 11. 21° 20/, 53° 50", 12° 33:2, 47° 3" 177, 72° 33" 13",
12. a) B=163°20, @ =22'162¢cm, b= 11"13 cm; b) 3 =136 14, c=1'178 cm,
B 0696 cme; c) ao—48° 35, f=41% 25', b=23Tdm, d) a=27% 456"
- =020 145, ¢=1503 m; 13. a) 1713302 cm?®; b) 87643 dm’. 14. Kat
przy podstawie B=48" 40'; bok b= 3482 cm. 15. C=244842 cm.
16, b, = 68404 mmn, by = 1"746 mm.
daz sin 2 o
18, =125 19. d=063223 m. 20. a=21° 47". 21. d="T96 dm.
23, y = 027487, R = 1701 &m. 23. o = 25° 25". 24. P —561'696 kg.,

3. 0454, 083, 0242. 4. Wartosci powinny sie zgadzac¢

1%, P= — 21-:378 cnd®.

“ =l ¢ 4 a $ b —_——— § (5 1
R T AR S e o B s
4 ? b y1—s 37 0—1/1—32_1_/2_, BT
B 2B b

e e e el

L 4
)
o
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§ 7. Dostawa kata « (cosinus kgta o).

Jako trzecie rownanie potrzebne do rozwiazywania trojkatow prosto-
katnych obralismy zwiazek (1) ... a:c=sin a. Roéwnie dobrze moznaby
obra¢ zamiast stosunku a:c¢ ktorykolwiek inny z stosunkéw b:c, @:b it. d.
Funkcje te istotnie wprowadzono, obliczono tablice ich wartosci i nadano
im osobne nazwy.

Zajmiemy sie¢ w tym ustepie stosunkiem b:c. )

Stosunek przyprostokatni przylegtej katowi o do przeciwprostokatni w do-
wolnym tréjkacie prostokatnym nazywamy dostawa kata o czyli cosinus

kata i piszemy w skréceniu

@ : %: cos «

Podobnie dla kata 3 mamy: %: cos .
Wartosci tej funkcji nie trzeba juz osobno obliczac, skoro znamy
wartosei sino dla wszystkich katow od 0° do 90° Jezeli bowiem wez-

miemy pod uwage kat [, to z okreslenia funkeji sinus wynika, zZe

—sin-p ale §=90" — o; wiee

(o ] R BT R R

=sin (90° — ).

Poréwnujac to rownanie z réwnaniem (2), otrzymujemy:
3) cos o. — sin (90° — )

To znaczy: dostawa (cosinus) jakiegokolwiek kaqta rdwna si¢ wsta-
wie (sinus) kqta dopelwiajgcego (po lacinie: sinus complementi, stad skro-
cona nazwa: Co—sinus). :

Aby wiec rnalezé¢ w tablicach cosinusy katow 5°, 10°, 15°,..., szukamy
sinusow katow 85°, 80°, T5°... Zwykle urzadza sie juz tablice wstaw tak,
aby byla zarazem ‘tablica dostaw. W tym celu wypisuje si¢ po prawej
stronie kolumny wstaw stopnie w odwrotnym porzadku: od 90° do 0° ku
dolowi, a pod kolumna wstaw dajemy napis: cosinus (poréwnaj uzywane
tablice!). ¥

Jezeli przedstawimy graficznie (figura 13) przebieg funkcji: cosa,
otrzymamy linje PBX symetryczng wzgledem sinusoidy, zwana cosi-
nusoida. Dla o =4b" obydwie funkcje maja tesama wartos¢, bo cos 4E)°=‘
sin (900 — 45°) = sin 45°. W obrazie geometrycznym przecinaja sie wiec oby-
dwie linje w punkcie, odpowiadajacym katowi 45°. Prostopadla do osi &-0w
przechodzaca przez ten punkt B jest osia symetrji tej figury. Do kazdego
punktu np. C sinusoidy znajdziemy symetrycznie lezacy punkt 2 cosinu-
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‘soidy- Konce X i /' odcinkéw, odpowiadajacych katom o i 90°— o sg
 powiem rowno oddalone od punktu 4, odpowiadajacego katowi 45°% a war-

 tosci cos a i sin (90° — a), przedstawione liczbami wymiarowemi odecinkéw

e

i 7'C, sa rowne. Punkty C i D leza wiec na tejsamej linji CM prosto-
- padlej do AM, w réwnych odleglosciach od punktu M.

Jezeli wiec mamy narysowana sinusoide, to cosinusoide otrzymamy

‘jui bez pomocy. tablic, jako jej symetryczny obraz.

-

Z obrazu tego widzimy, ze gdy funkcja siwa rosnie od 0 do 1,

~ to réwnoczesnie funkcja cosa maleje od 1 do 0. Dla a=0° jest

€08 0°=1; dla a=090° jest cos 90°—=0. Im wiekszy kat, tem mniejszy

9 _cosinus. Przy interpolacji tablic trzeba wiec dla cosa poprawke,
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pochodzaca z reszty minut i sékund, odejmowac¢ od wartosci znale-
zionej w tablicy.

Podobnie, jak doszlismy do zwiazku (3), mozna wykaza¢ przy uzyciu
stosunku a:c¢ prawdziwos¢ zwiazku.

(4) sinac=cos (90° — a)

Wypowiedz slowami!

Jezelibysmy wiec obliczyli wartos¢ dwoch funkeyj sino i coso dla
wszystkich katéw od 0° do 45° to wzory (3) i (4) dalyby zarazem wartosci
tych funkeyj dla wszystkich katéw dopelniajacych, t. j -dla katow od 45°
do 90°. Dlatego to w tablicach (por. ponizej) mamy podane katy tylko od 0°

( [
o sin o ‘ Ccos 2 a

’ 0° | 000000 I: | 90°
1| 8°| 008716 099619 | 85°
10° | 017365 098481 | 80°
15° | (25882 096593 | T5°
200 | 034202 093969 | 70°
250 | (42262 090631 | 65°
30° | 05 086603 | 60°
35° | 057358 081915 | B5°
40° | 064279 076604 | 5O° || 1

45° | 00711 | 070711 | 45° ‘
o CcoSs o E sin o o. J
] )

do 45° ale zato mamy osobng kolumne dla sino, a osobna dla cosa. Po
prawej stronie sa wypisane katy dopelniajace, a u dolu kolumna Siw 0. Ma
napis cosa i odwrotnie. Np. liczba 05 przedstawia sin 30°, a rownoczesnie
cos 60° liczba 096593 przedstawia cos 15°, ale zarazem sin T5°. Przy
takiem urzadzeniu tablic nie trzeba juz zamienia¢ kata na Kkat dopelnia-
jacy, tylko odrazu odczytuje sie wartosci funkeji takze dla katow wiek-
szych od 45°

(W obrazie geometrycznym wystarczy zna¢ linje krzywa lamanag
0 B D P, aby mozna odtworzy¢ przebieg funkeyj sin o i cos o dla katow
od 0° do 90°).

Istnieje prosty zwiazek nietylko miedzy sin (90° — &) 1 cosa, ale

wprost miedzy sinwa i cosa, t. j. migdzy funkcjami tegosamego kata.
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Zwiazek ten zawiera si¢ w twierdzeniu Pitagorasa: a®--b*=c’ Jezeli
bowiem obie strony podzielimy przez c? otrzymamy:
@\ Eh\? LEind
(c) + (E) = 1, czyli: (sinw)? -+ (cosa)? = 1.
Zwykle piszemy to bez nawiaséw, w sposob nastepujacy:
{5) sin? o -} cos? a =1
Jest to trygonometryczna forma twierdzenia Pitagorasa. Przy pomocy
tego rownania mozna obliczy¢ cosinus kazdego kata, znajac jego sinus.
Uwaga. Przy sporzadzeniu tablic wystarczy wiec obliezy¢ sin a dla katow
od 0° do 45°, wtedy bowiem z wzoru (5) obliczymy cos o dla o =0° .... 45° a wiemy
juz, ze stad przy pomocy wzordw (8), (4) oblicza sig¢ wartosci tyeh funkeyj dla katow
Mo . . . (900,
Znajac nature zwigzku b:c = cos a i opanowujac to réwnanie licz-
bowo, mozemy go uzy¢ do rozwiazywania trojkatow. Mozemy wiec zamiast
ukladu rownan (I), (II), (ITI) na str. 16, uzy¢ roéwnan:

o+ 8=90°
at + b2 = c?

b a
S=cos (lub 5= o8 B)

Mozemy jednak takze zamiast niedogodnego do rachunku logaryt-
micznego twierdzenia Pitagorasa uzy¢ zwiazku a:c=sin o i wtedy mamy

~ uklad rownan:

a4+ B =90°

b a i
—=Cosa, — =8N o
c c

lub odpowiednio dla kata .

Przyktady.
1. a= 3182 m, ¢ = H16'8 m. Rozwiaza¢ trojkat!

: LS ;
Z réwnania: P il otrzymamy:

St o= %;% = (065744, a stad znajdujemy w tablicach:
or— 4126415"
wiec B=90°—a=48°43' 45"
Bok b obliczamy z réwnania b:c=cos o czyli b =c.cos
b=>576'8 m.cos 41°6’ 15"
b=>516'8 m.075352 = 43462 m.
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i
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CZYyZNna rzutow, obliczyé. jego rzut.
Z tréjkgta prostokatnego 4 B C znamy
Funkqa cosinus odgrywa wiec wazna
role przy rzutach prostopadlych: podaje
' /;\ geograficzng ¢ jakiegos réwnoleznika, obliczy¢
- L 7A\B . jego promiei..

2. Znajac dlugos¢ odcinka d i kat ¢, jaki ten odcinek tworzy z plasz-
aieo.
Bok p znajdziemy z réwnania:
P :
/ g = ¢os ¢ wiec
p=d.cos ¢
ona stosunek zmniejszenia odcinkéw (a takZe powierzchni plas-
kich!) nachylonych pod znanym katem do plaszezyzny rzutow.
3. Zmnajac promien ziemi & i szeroko$c
d 1 Z troéjkata  prostokatnego O A B otrzy-
P mamy:

0
r > e
p= 59 czyli r=1"i cos @

Promienie a wiec i obwody réwnolezni-
, kow malejg w stosunku dostawy szerokosci
Fig. 15, . geograficznej. . ;

Cwiczenia II.

§ 4. 1. Obliczyé wartosé stosunku b :e w tréjkacie prostokatnym o kacie ostrym
o =30 60°, 15°, 18°, opierajac si¢ na znanych twierdzeniach plahimetrycznych.

2. Znalez¢ graficznie warto$é¢ stosunku &:e dla o =289, 41°, T3¢,

3. Narysowaé ¢wiartke kola o promieniu »=1 dm, wykreslic w niej katy srod-
kowe #8510 150, 505 850, 90° katomierzem i znalez¢ rysunkiem cosinus tych wszyst-
kich katow. r !

4. Przy pomocy poplzedme] figury wykresli¢ cosinusoide.

5. Zbudowaé trojkaty prostokatne, znajac cos o = Zmierzy¢ kat o!
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£515:

6. Wykreslic kat o= 50°, znalez¢ w tablicach cosg i przy pomocy tej wartosei
podzieli¢ kat na 3 rowne czesci.
= 7. Wynalez¢ w tablicach dostawy nastepujacych katow: 16010, 75° 25’ 38° 10’ 20",
1023’45".

8. Znalez¢ w tablicach k@by, ktorych dostawy maja wartosc: 093042, 06648,
0-85456, 0-385.

9. Wykazaé, Ze: cos (4504 a)= sin (45° — o).

10. Znajac sin 42°10" = 06713, obliczy¢ cos 42°10".

11. Rozwiaza¢ trojkat prostokatny, znajac:

a) c=5 km, a=2010';
c) b="104 cm, c =1 m;

b) =42 m, a =48°15’;
d).o= 20 cm, bi=21 ‘cm.

12. Obliczy¢ pole trojkata prostokatnego, znajac ¢ =453 cm i a=T1°40"wlicz-

13. Obliczy¢ pole frojkata réwnoramiennego, znajac ramie & =123 em i kat
— 64025/, lezacy przy podstawie.

3 14. W trojkacie rownoramiennym znamy ramie & i kat u wierzcholka 2 «. Obli-
czyé jego pole w dwa sposoby: uzywajac wysokosei wa lub s, Z poréwnania tych
 wzorow wyprowadzié zwiazek:

‘ sin 20.=2.sin o. cosa,

~(z ktorego widzimy, Ze sinus nie wzrasta proporcjonalnie do kata).

: 15. Obliczy¢ promien » kola wplsalleO'o w 11-kat umiarowy wpisany w kolo

o promieniu R =10 cne.

© 16. Obliczy¢ pole 40-kata umiarowego wpisanego w kolo w promieniu R = 12 dn:.
17. Droga wznosi sie pod katem 3°10°. Ile kilometrow mierzonych w poziomie

odpowiada dziesieciu kilometrom drogi?

g 18. Obliczy¢ rzut prostopadly odcinka d =25 em. nachylonego do plaszczyzn_v

rzutéw pod katem ¢ == 19°30".

I 19. Pole pxostokdtue o powierzchni 3560 m? jest nachylone do poziomu pod ka-

tem 230 Ile wynosi rzut tego pola? Ile em? zajmic to pole na planie w skali 1 :1000?

Czy wielko$¢ rzutu zaleZy od poloZenia tego pola na plaszezyznie lldChV'IOIIE]

~ do poziomu pod katem 2802 : 2

20. Podstawa trojkata jest rownolegla do pldSALI\ zny rzutow, d,]euoplauczvzna

. tworzy z plaszezyzna rzutow kat a. Obhczvc pole rzutu znajae tylko pole trojkata

kat o. JeZeli podstawa nie jest rownolegla do pl. rzutéw, dzielimy trojkat na dwie

zesci linja, przechodzaca przez jeden wierzcholek, a rownolegla do pl. rzutow i otrzy-

mujemy tensam wynik, ' :

y 21. Kolo o promieniu »= 254 cm Jest nachvlone do plaszezyzny rzutow pod

‘katem 39°15". Obliczy¢ o$ mala eliptycznego rzutu tego kola.

922, Zmaja¢ obwod podstawy stozka ‘prostego u = 124 m i nachylenie boku do

podstawy o = 65°24’, obliczy¢ powierzchnie i objetosé tego stoZka.

- 23. Obliczy¢ kdt dwuscienny ¢, utworzony przez dwie sasiednie sc1any osmio-

p_a,

anu umiarowego (cos 39y Vg)

24. Obliezy¢ kat nachylenia krawedzi czworoscianu do Sciany laczacej dwie sa-

siednie krawedzie. -

| 25. Slofice oswietla plaszczyzne prostopadla do promieni z nateZeniem 61000 $wiec,

‘ ajdujacych sie w odleglosci 1 m. Jakie bedzie oswietlenie plasaczvzns odchylonej

od tej plaszezyzny o kat 33°50'? (. j. jaka czesé promieni pierwotnych trafi te plasz-

- ¢zyzne nachylona?)

~ 26. Wierzcholek drzewa Alamaneoo w1chrem dot\ ka ziemie pod katem 25° w od-

eglosm 34 m od pnia; obydwie czesci drzewa sa jeszeze zlaczone w miejscu zlamania.

- Obliczy¢ dlugosé obydwu czesei.

.' 27. Obliczy¢ promien rownoleznika zi.emskiego (promien ziemi B = 63774 /Zm)
¢ szerokosei geograficznej @ = 49°50" 11" (dla Lwowa).

28. Zmierzono, Ze w szerokosci geograficznej 50° wypada na 1° dlugosci geogra-

fieznej luk 7155 Zm. Obliczy¢ promien ziemi.
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29. Jak daleko widaé¢ ze szezytu gory o wysokosei 2000 7? Obliczy¢ odleglosé
w linji powietrznej i luk (promien ziemi R = 6377 km).

30. Czy z Krakowa widaé szezyty Tatr? (Garluch 2663 2: odleglos¢ Krakowa
od Tatr okolo 100 %we). Poréwnaj wynik poprzedniego zadania!

Rozwiazania ¢wiczen:

:% 1 1 ey e 1 B S
1. % 7 312+13 1 V1042y5. 2. 0883, 0:755, 0454, 5. o=
= 15D H3% 231° 7. 096046, 025179, 0°78616, 0-99983. 8. 21° 307, 48° 207,
19174, "63°,.21% 287 9. Zastosowa¢ twierdzenie: cos x=sin (90° — x).
10. Zastosowat wzor cos @ = |1 — sin®x; cos 42° 10’ = 0-7412. 11.
B=81° 50", b= 499645 km, a=18905km. b) 3=41°4Y, c=
=0564m, a=312m. c)a="T102cm, a=45°1%, §=44°45. d) c =

2
=29 cm, a ==43° 36'1’, §)=:46° 23-9". 12. P=2 sin o cos oo = 30634 cm2®.

2

13. P=10" sin § cos B ="5892"D cm. 15. r = 95949 cm. 16. P= 45052 dm?.
17. 99847 km. 18. 23566 cm. 19. P = 3276'98 m?, p’ = 327698 cm.
20. P'=P. cos a. 21. b =197 cm. 22. P—=2086'4 m? V= 17581 m>.
3. ¢=109° 28" 16”. 24. cos & = ¥3:3. 25. n = H06T0 Swiec. 26. 3751 m,
1585 m. 2%, r = 4113 km. 28. R = 63776 km. 29. 1558 km. 30. Tak.

§ 8. Styczna kata (tangens kata).

WidzielisSmy w poprzednim ustepie, jak mozna ominac¢ twierdzenie

Pitagorasa, uzywajac stosunkow %l i cli Gdybysmy jednak mieli podane

boki @ i b, to nawet przy uzyciu funkcyj sinwa i cosa nie moglibysmy
omina¢ twierdzenia Pitagorasa. Aby i w tym wypadku udogodni¢ rachu-
nek, wprowadzono takze wartos¢ stosunku @:b w zwigzku z katem o.
Stosunek %— jest bowiem takze funkecja kata o (por. str. 6). Funkcja ta

ma osobng nazwe: nazywa sie styczna kata o lub tangens kata o.

Otoz: Stosunek przyprostokatni przeciwlegtej katowi o do drugiej przy-
prostokatni nazywamy styczng kata « lub tangens kata o i piszemy w skré-
ceniu:

a
LA

®) S =tga

Pochodzenie tej nazwy wyjasnimy poézniej.

Stosujac nasze okreslenie do kata B, otrzymamy: b:a =ty {3
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Wartos¢ tej funkeji latwo obliczyé¢, znajac wartosci funkeyf sin o
i cos a, albowiem stosunek «:b jest ilorazem stosunkow a:c i b:e¢, wiec

b e b sino
e s o0 ol
sin «
Y = COS o

Otoz: Funkcja tangens jest ilorazem fumkcyj sinus i cosinus.
Aby unikngé dzielenia dwu liczb wielocyfrowych, podano w tabh-

~ cach takze wartosci tej funkcji dla wszystkich katow.

Uwaga. Funkcja tangens pozostaje takze w innym zwiazku z funkeja cosinus,
jak to latwo spostrzec, dzielac rownanie Pitagorasa: a?-- ? = ¢? przez b2 Otrzymamy:

(5 +1=(5)

ezyli tg* a++1= R

Zwiazku tego uzywa sie jednak rzadziej, poniewaZ obliczenie sin o lub tg o z tego
wzoru wymaga pierwiastkowania sumy lub réznicy.
Natomiast odwrotnie mozna z korzyscia uzyé funkeji tangens i cosinus do obli-
czenia drugiego pierwiastka z sumy lub réznicy przy pomocy logarytméw. N. p-:
a5 Do £ /[3678\
@ = 36787 f 5326% = 5326 - V(er) A

3678
Kladac 5896 = !9 ¢ otrzymamy przy uZyciu tablic logarytmicznych ¢ = 34037 40"
Wobec tego
L 2D 5326

CO-S‘ CP

— 5326 yig® 9 F 1= 3% - |/

cos? Cp

Teraz moZna juZ i « obliczy¢ przy pomocy logarytmow:
a nastepnie x =

log x = log 5326 — log cos @
6:4726. Podobnie moZna przy uZyciu funkeiji sinus przeksztalei¢ pier-
wiastek z réznicy tak, Ze sie da obliczyé przy pomocy logarytméw. Przeksztalcenia te
sa korzystne zwlaszeza wtedy, jezeli w wyrazZeniu Ja £ & znamy nie same liczby a, b,
tylko ich logarytmy (tak n.p.w naszym przykladzie latwiej byloby wykona¢ rachunki
majac podane logarytmy wyrazen 3:6782 i 5:326?). Kat ¢ nazywamy kqtem pomocniczym
(lub posilkowym), a cala metode rachunku nazywamy metodg kqta pomocniczego.

Jezeli na podstawie tablic sporzadzimy obraz graficzny przebiegu
tej funkcji, otrzymamy linje krzywa, wznoszaca sie nieograniczenie ponad

08 x-6w, zwang tangensoida.

(Na naszej figurze obraliSmy za jednostke 25 mum a 1° przedstawiono
odcinkiem } mum).

Dla a=0° jest tg 0°=0, poniewaz sin 0°=0, a cos 0°=1.

Dla o =45° jest /g 45° =1, poniewaz sin 45° = cos 45° (trojkat prosto-
katny o kacie 45° jest réwnoramienny). Gdy o zbliza sie do 90°, to sin o
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dazy do 1, a cosa do 0, wigc ich iloraz, czyli tg «, daZzy do nieskonczo-
nosci. Piszemy to w postaci réwnania:

lim fga—=occ
a =80

TT omms

] Pttt

T

(niewlasciwie pisza czasem:
tg 90° = co)

lim czyta sie: limes (granica)
¥ % —> 900

IT

TTTIT

dla o dazacego do 90°.

TITT

Funkeja tangens przybiera wszel-
kie wartosci od O do oo, podczas
kiedy ftunkcje sin a i cos o przybie-
raja tylko wartosci od 0 do 1. Tak
wiec n. p. nie istnieje taki kat, aby
] : Sim oo =15, natomiast dla g o« =5 mo-
w F 1 Zna znalezé¢ odpowiedni Kkat.

TIT

SEainite o Sitssn Wyjasni¢ na figurze 16. dopusz-
gt Hiate  czalnos¢é  interpolacji - prostolinjowej
EESiasEEt: ‘ H —+=5t4  (proporcjonalnej) dla funkeji tangens!
SEidssan FEE HHH Przyklad interpolacji:
BemadE R sa SRS SdSERat it e Obliczy¢ tg 34° 46" w tablicach o od-
Eamatis g ! 7 HH H stepach 10°. W tablicach znajdujemy:
T £ T & " g 810 40" = 069157

tg 349 50" = 0:69588

T
T
T
T
T
T

HH Przyrostowi kata o 10" odpowiada tu przy-
BEnmNNENE NN AmNnuN) BIANEEmAmEREAEEE H rost wartosci funkeji tangens o 0°00431 (jestto
roznica tablicowa), a wiec prazyrostowi kata
o 1" odpowie przyrost fg o 00000431, o ile
przyjmiemy, ze tangens wzrasta w tym nie-

TTIIIT

1T

TTTT
T
T

Sasan acaniasamsis - e wielkim przedziale proporcjonalnie do kata;
ZEESEEE HH ] dla 6" otrzymamy wiec przyrost o 00002586

Iub przy zafrzymaniu 5 miejse po kropce
Fig. 16. dziesietnej: 0:00259. Wobce tego:
tg 340 46" = 0'69157 4 0 00259 = 0-69416.

Stad wynika praktyezna regulka interpolacji zupelnie tasama, ktorasmy otrzymali dla

funkeji sinus (por. str. 15). }
Ten obraz graficzny moZna otrzymac takze bez pomocy tablic, wprost
z rozwazan geometrycznych. Poniewaz fg o —a: b, to, aby otrzymac¢ war-
tos¢ fg o dla réznych katow, najprosciej bedzie zostawic: | rzyprostokatnie b
stala, n. p. réwng jednostce dlugosci (na naszej figurze obrali$my za jed-
nostke 25 mm). Wtedy dlugosé boku @, wyrazona w tych jednostkach, t.j.
liczba wymiarowa boku @ przy uZyciu boku & jako jednostki, da nam
wprost wartos¢ funkeji g a dla wszelkich katéw. Odcinki O 4, OB, 0 C..
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na figurze 17. przedstawiaja wtedy wprost wartosci funkeji tangens dla
katow O M A, OMB, OMC ..... (n. p. w odstepach 10°).

Ot6z w odpowiednich punktuch osi #-0w kreslimy prostopadle do
niej odcinki réwne 04, OB, OC it.d. Laczac ich konce ofrzymamy tan-
gensoide, przedstawiong na fig. 16.
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Fig. 17 Fig. 18

Zestawiajac na jednej figurze (fig. 18) przebieg funkcji sin o i tg o
(za jednostke obraliSmy 25 mum, a jeden stopien przedstawiliSmy odcin-
kiem § mm) widzimy, ze funkcja tangens wzrasta o wiele szybciej, ani-
zeli sinus.

Mozna to takze z latwoscia sprawdzi¢ rachunkiem. Np. sin 30°=1,

3
a dla kata dwa razy wiekszego sin 60°=V§ =0866..., funkcja nie wzrosla
: 5 1/3— | o : :

wiec nawet dwukrotnie. Tymczasem #g 300 = ga tg 60° :1/0; gdy wiec
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kat wzrésl dwukrotnie, funkcja tangens wzrosla trzykrotnie. Wzrastanie
kata przedstawilibysmy na figurze linja prosta styczna do sinusoidy i tan-
gensoidy, przechodzaca przez poczatek ukladu O. Linja ta przebiegalaby
miedzy sinusoida a tangensoida, (powyzej pierwszej a ponizej drugiej).
Funkecja tangens jest wiee o wiele »czulsza« na zmiany kata, . ani-
zeli sinus i to dla kazdego kata. Tak n. p. gdy kat wzrosnie z 30° na
30°10°, to sinus wzrosnie o 000252, a tangens o 000389, jak to latwo
sprawdzi¢ w tablicach. Najsilniej wystepuje ta réznica w poblizu kata 909;
tam sinus zmienia si¢ bardzo powoli, a tangens wzrasta bardzo szybko,

nieograniczenie. Natomiast w poblizu kata 0° obydwie funkcje zachowuja -

si¢ podobuie, a ich wartosci bardzo malo sie réznia (sprawdzic w tablicach).

Zbadac podobnie przebieg funkcji: logtgo i logsina, biorac z ta-
blic wartosci tych funkeyj! Sprawdzi¢ w tablicach, ze logsino rosnie
o wiele powolniej, anizeli Zog tg o!

Wskutek wiegkszej »czulosci« funkeji tangens na zmiany kata uzywamy
przy wykonywaniu rachunkéw liczbami szczegélowemi zawsze chetniej
funkeji tangens anizeli sinus.

Tak np. mamy wyznaczy¢ pewien kat x z warunku:

log tg 2 = 1161399 — 10.
W tablicach logarytméw f. trygonometrycznych znajdziemy:
e x = 88° 36’ 24", :
Przy uzyciu tunkeji sinus otrzymaliby$my na tensam kat wyraZenie:
log sin 2 =9"99987 — 10
z ktorego jeszcze nie wiadomo, czy o= 88°35, czy 88°36, czy tez 88° 37"
(sprawdz w tablicach!), wszystkim tym bowiem katom odpowiada w ta-
blicach tasama warto$¢ funkeji log sin, a mianowicie 999987 — 10. W ta-
kich przypadkach (t. j. dla katéw bliskich 90°) staramy sie uzywa¢ funkeji
tangens nawet wtedy, gdyby zadanie prowadzilo bezposrednio do funkcji
sinus. N. p. gdyby sie zdarzyl taki przypadek przy rozwiazywaniu troj-
kata prostokatnego z elementow a i ¢, to obliczylibysmy najpierw bok b
a

(z tw. Pitagorasa), a potem Kkat a z warunku Zg %= zamiast odwrotnie:

najpierw o z warunku s s
Uzycie funkeji tangens do rozwiazywania tréojkatow jest pozyteczne

zwlaszcza wtedy, gdy znamy obydwie przyprostokatnie. Sprawdzimy to
przerabiajac przyklad 4 na str. 17 przy uzyciu funkeji tangens.

Przyktady.
1. Znamy a =835 dm ib=92'6 dm. Rozwigzac¢ trojkat prostokatny!
Dawniej obliczaliSmy najpierw ¢ z wzoru ¢=7ja*- b? a potem katy.
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Obecnie unikniemy zupelnie niewygodnego do rachunku twierdzenia Pita-
gorasa, uzywajac systemu réwnan:

3= 900

Z:f{] o

=Sin o
835 :
096 — 090173
Do tej wartosci /g « znajdujemy w tablicach kat:
o= 42023’
Wiee B—=90°— o — 47957y
Z réwnania @ :c=sin o otrzﬁe_my c=a:sino czyli
€==83D dm : 066967 = 1248 .. . dm.
Sposob ten jest dogodniejszy gléwnie przez to, ze mozna uzyc loga-
rytmow zaréwno do obliczenia kata a, jak i do obliczenia c.

) / 2. Pret dlugosci g=1 m, przytwierdzony po-

Otoz tg o=

o ziomo do $ciany pionowej, rzuca na nig cien e. Obli-
= czy¢ dlugosé cienia, jezeli promienie slofica padaja
pod katem o= 54° wzgledem poziomu.

Pret taki, t. zw. gnomon, jest ist.dtna czescia skladowa
zegara sloneczn('go.

A Y

7 fig. 19 widzimy, 7’,egi?‘g o, wiec:

c=g.lg a

W naszym przykladzie:

c=1 m.tg 54°= 13764 .

Uwaga. Wskutek tego zwiazku z cieniem funkcje @ :
>umbra versa« (cien przewrécony).

Z wlasnosci cienia latwo stwierdzi¢, Ze 29 0° = 0, a g o dazy do oc, gdy o dazy do 90°.

Zobaczymy réwniez, ze funkcja tangens odgrywa wazng role przy trygo-
nometrycznych pomiarach wysokosei (por. ¢wiczenia I11. str, 35. nr. 27—29.),
co zreszta jest jasnem z figury 17., jezeli MO uwazamy za poziom.

AR i

Fig. 19.

nazywano dawniej

§ 9. Dotyczna (cotangens) pozostate funkcje.

Funkcja b:a, ktéra jest styczna kata B, t. j. kata dop iajacego
do @, nazywamy dotyczna kata « czyli cotangens kagta «
(=tangens complementi) i piszemy w skréceniu:

®) b —otg a
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Dotyczna (cotangens) kata jest to stosunek przyprostokatni przylegtej
katowi o do drugiej przyprostokatni.
Wartos¢ tej funkeji latwo obliczy¢, znajac warto$é Zga. Mamy
bowiem:
b:a=1tg B=1tg (90°—a) wiec:

9) ctgo=1tg (90° — o)
Tworzac clg B wykazujemy, ze takze odwrotnie:
(10)  tga—ctg (90° — )

Stosunek b :a jest odwrotno$cia stosunku e :b, wiec miedzy funk-
cjami fg i ctg tego samego kata zachodzi zwiazek:

1

(11) : ctgoc_tg—a

Dla funkeyj fg i c¢fg mamy wiec prawo: funkcja kata dopelniajacego
jest zarazem odwrotnoscia funkeji samego kata. (Nie mieliSmy zas takiego
zwiazku dla funkeyj sin i cos). Wystarczy wiec zna¢ wartos¢ #g o dla
katow od 0° do 45° aby mozna obliczy¢ wartosci ¢ty o dla katow od 0°
do 45°% a co zatem idzie wartosci 7g a dla katow -od 45° do 90%

W tablicach sa ulozone wartosci funkcyj tangens i ootanoens podobnie
jak sinus i cosinus (por. str. 22) :

Ze zwiazku (11) widzimy: poniewaz z wzrostem kata tangens
rosnie od 0 do oo, to cotangens maleje réownoczesnie od co do 0.
(Przy interpolacji poprawke odejmujemy!) Graficzny obraz tej funkcji
otrzymamy, tworzac symetryczne odbicie tangensoidy. Jako o$ symetrji
nalezy obraé¢ prosta prostopadla do osi a-6w, a wykreslong w punkcie
p% (Dowodzi sie podobnie, jak dla funkeji

cosinus!) Narysuj!
Funkeja cotangens jest w bliskim zwiazku z cieniem prostym. Pret pio-
(gnomon) rzuca cien na plaszezyzne pozioma, wskutek promieni pa-
dajacych pod katem o wzgledem poziomu.

nowy dlugosei g

Poniewaz: ;: clg'a, to c=g.ctga

Dlugos¢ cienia jest wiee proporcjonalna do
wartosci funkeji cfg .. Jezeli dlugos¢ gnomonu g =1,
to wprost ¢ = cfg o. Dlatego funkecje cotangens na-
zywano dawniej: »umbra recta« t. j. cien prosty.
Z wlasnosci cienia jest widocznem, %e cfg o maleje
od oo do 0, gdy kat wzrasta od 0° do 90°.

Funkeji tej uzywa sie przy rozwiazywa-
niu trojkatow prostokatnych o wiele rzadziej, anizeli funkcji sézn, cos lub Zg.

Poréwnaj na graficznem przedstawieniu i w tablicach wzrastanie
funkeyj cosinus i cotangens! funkeyj log coso i log ctgo!

Sty i
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Dla niektérych katéw, n. p. 30° 45° i t. d. mozna obliczyé wartosei
tg o« i clg o juz przy pomocy znanych twierdzen planimetrji, podobnie,
jak wartosci sin o (por. str. 7) i cos a (por. Cw. IL zad. 1). W podanej
ponizej tabelce zestawiono $cisle (nie przyblizone!) wartosci funkeyj sinus,
cosinus, tangens i cotangens dla niektérych Wazmerzych katow. Uklad

tablicy podobny, jak na str. 22.

o sin o CoS o tg o ctg « o
6—12 | f6+12 . 5
150 V6 —1 % .
; : 273 2473 75
35 = = %
180 15—1 V104215 |V25—1015 | Y5 a5 | 70
4 4 )
99030 | V2 ;ﬁ V2 '|2' 12 | 31 1241 | 67080
1 V3 ag &
30° = 5 - 0
- v 73 V3 60
ggo - |J10—2y5 1541 Vo—275 V25 41015 | 540
4 4 5 3
: 1
459 = 23 1 A 459
12 i
o cos o sin o ctg o tg o ocJ

Z pomiedzy szesciu mozliwych stosunkéw bokéw w trOJkadcle prosto-
katnym (por. str. 6) zbadaliSmy dotychczas cztery:

0410
&[G

%t. i- odwrotnoéé funkeji cosa nazywa sig sieczng kata o czyli secans o,
w skréceniu:

2'—890 o
e

LOMNICKI. BEOMETRUA. 3
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2 t. j. odwrotnos¢ funkeji sin « nazywa slg dosieczna kata « czyli cosecans «,
w skréceniu:

C

— = C0Sec o

a

Funkcje te sa wiec "zwiazane z poznanemi juz funkcjami zapomoca,
rownan:

(12) sec o — i
1
(13) cosec o — For

Wartosci tych funkeyj nie wypisuje sie zwyczajnie w tablicach i wo-
gole rzadko sig¢ ich uzZywa.

Uwaga: ctg o wypisuje sie w tablicach dlatego, Ze jest to funkeja kata do-
pelniajacego do (potrzebnej i bardzo czesto uzywanej) funkeji fg o, a wiec tablica
tangensow jest juz zarazem tablica cotangenséw. Dla funkeji zas sec o i cosec o trze-
baby otwiera¢ w tablicach nowa rubryke podwojna.

Cwiczenia III.

§ 8—9. 1. Obliczy¢ wartosé stosunku @ : 4 w trojkatach prostokatnych o katach o = 45°,
o =30° a=18° o=15, z rozwazan planimetrycznych.

2. Znalez¢ graficznie wartosé stosunku a :0 dla katow o =59, 100, 15°, 200, 25°,
300, 0. 908 *

2
3. Wykreslié tangensoide, odcinajac jako 1° odeinek 3—%=O'Ol7
4. Zbudowa¢ trojkat prostokatny znajac g a:g, %, 3, 15.

5. Wynalezé w tablicach #g o dla katow: 20307, 42°36’, 58925', 73%42'20”,

6. Znalezé w tablicach katy, ktorych tangens ma wartosci: 065771, 115715,
040312, 15247, 4.

7. Obliczy¢ tg 86°52'12", wiedzae, Ze sin 36952/12" — (6.

1. a) Wykazaé, Ze jezeli we wzorze x=}a®- b2 podstawimy a=bi#g &, to

s o (wzér przydatny do rachunku logarytmicznego).
7. b) Znamy log o= 345762 i log b = 2-93826. Obliczy¢ wartosé Va4 52, pod-
stawiajac za a =10.%9 a (patrz zadanie poprzednie).
8—14. Wykonaé¢ zadania 1—7 dla funkeji b : @ = ctg o.
15. Rozwiaza¢ przy uzyciu funkeyj sin o, cos o, tg o i ctg o tréjkaty prosto-
katne, znajac: ;
a) @ =041 cm, o= 62°4'30";
b) b =504 m, o = 30°16’;
c) @ =3726'5 m, b = 4081'7 m.
16. Obliczyé pole trojkata prostokatnego, znajac b i o w liczbach ogélnych
i szczegoélnyeh (np. b =508 m, o= 71%).
17. Rozwigza¢ trojkat réwnoramienny, zmnajac podstawe: @ = 0'534 m i wysokosé
w = 1097 m.
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18. Obliczy¢ promien kola wpisanego w 17 — bok umiarowy o boku & — 12 em.

19. Obliezy¢ pole 25 — hoku umiarowego, ktérego bok wynosi b = 35 em.

20. Obliczy¢ réznice miedzy obwodem 60 — kata umiarowego, opisanego na kole,
a wpisanego w kolo o promieniu 1 .

Obliczy¢ z tego przybliZona wartosé liczby .

21. Jakie katy tworzy z bokami prostokata przekatnia, jezeli boki WYNosza:
o =614 m, b = 1052 m?

22. Sily P=6 kg i Q=10 kg dzialaja pod katem prostym na tensam punkt;
jakie katy tworzy wypadkowa z kierunkami tych sil?

23. Cieciwa ¢ =4'6 cm jest oddalona od $rodka kola o d=2'2 cm; obliczy¢ pole
odpowiedniego wyecinka kola.

24. Z punktu, lezacego poza kolem o promieniu 7 = 381 dmz, poprowadzono styezne;
kat miedzy niemi zawarty wynosi 2 o = 16°0". Obliczy¢ odeinki stycznych.

25. Zmajac wysokos¢ ostroslupa 6-bocznego umiarowego w =5dm i kat nachy-
lenia krawedzi bocznej do podstawy ¢ = 54°35’, obliczy¢ jego objetosc.

Z miernictwa.

26. Pociag jedzie z szybkoscia 80 Zm na godzine; strumienie deszezu padajacego
pionowo wydaja si¢ jadacym nachylone pod katem 30° do poziomn. Jaka jest predkosé
kropel deszczu?

27. Pod jakim katem wznosi sie droga, majaca 29, spadku? (Spadek jest to sto-
sunek wysokosei do odleglosci poziomej).

28. Nachylenie toru kolejowego wymnosi 486”; ile wynosi spadek?

29. Szezyt wiezy, odleglej (w kierunku poziomym) o 600 »e, widaé pod katem
wzniesienia 12930, Jaka jest wysoko$¢ tej wiezy?

30. Z goscinca widaé¢ koseiol w bok na prawo pod katem 53° wzgledem kierunku

. goscinca. Posunawszy sie 2 km prosto naprzod, widzimy ten koseié! wprost na prawo.

Jaka jest odleglos¢ kosciola od drugiego punktu obserwacji?

31. Droga wznosi sie do géry pod katem 4925 na dlugoseci poziomej 8 %m, a na-
stepnie po dalszych 5 km (liczonych w poziomie) osiaga wysokosé 430 m wzgledem
punktu poczatkowego. Jaki jest spadek drogi wzdluz ostatnich 5 Zme?

32. Rozpiecie dachu wynosi 20 », a wysoko$é 4 me; jaki jest kat nachylenia
plaszezyzny dachu do poziomu?

33. Na scianie oznaczono dwa punkty, lezace na jednej linji pionowej, dla kto-
rych réznica pozioméw wynosi 2#2. Dolny punkt widzimy pod katem wzniesienia 5°30’.
a gorny pod katem 38°. Jaka jest odleglos¢ Sciany od naszego oka? (Wykonaj podobny
pomiar w sali szkolnej!)

Kat yidzenia.
. 34 Pod jakim katem wzniesienia wida¢ wierzcholek slupa 10 # wysokiego z od-
leglosei (poziomej) 500 e ?

35. Kat widzenia pewnego przedmiotu wymnosi 30". Ile razy jest wieksza jego
odleglos¢ od dlugosei ? :

36. Jak wielki musi by¢ przedmiot na ksiezycu, aby byl widzialny golem okiem
z ziemi (odleglos¢ 60 .6370 ki), jeZeli najmniejszy mozliwy kat widzenia wynosi 40”?

37. Jak daleko wida¢ czlowieka (2 m wysokosci), jezeli granica kata widzenia
jest 40”?

38. W jakiej odleglosci zbiegaja sie pozornie szyny kolejowe (szerokosé¢ toru
1'435 m), jezeli graniczny kat widzenia jest 40" ?

Ciefi. - -

39. Jak dlugi cien rzuca pret pionowy o wysokosei 1me, jezeli promienie slonca

padaja pod katem 40°? o
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40. Jaki jest stosunek zmniejszenia odeinkow prostopadlych do plaszezyzny obrazu,
jezeli promienie rzucajace tworza kat 63° z plaszezyzng obrazu? (Zastosowanie w per-
spektywie rownoleglej!) ,

41. Pod jakim katem padaja promienie slonca, jezeli pret pionowy, o dlugosci 1m,
rzuca na poziom ciefi o dlugosci 087 »7z? (Kat ten nazywamy wysokoscia sloncal)

42. Pod jakim katem padaja promienie, jezeli odcinki prostopadle do plaszezyzny
obrazu doznaja skrécenia: 0'3:1 (stosunek rzutu do pierwotnego odcinka).

43. Jak dlugi cien rzuca na poziom pret pionowy, 1 dlugi, na biegunie po-
ludniowym z koncem grudnia (slonce jest wtedy odchylone od rownika niebieskiego
o0 kat & — 23927, o tyle wigc wznosi sie nad poziom obserwatora znajdujacego sie na
biegunie pd.).

44, Dnia 21 marea w poludnie slonice jest we Liwvowie wzniesione o kat 7 = 40°9'49”
(poniewaz szerokos¢ geograficzna Liwowa wynosi ¢ =49°50'11", a slonce znajduje sie
wtedy nad réwnikiem, wiee /2 = 90° — ¢); jak dlugi cien rzuca wtedy pret o dlugosei 1 »e?

45. Cien preta, 1m dlugiego, wynosi w pewnem miescie w poludnie dnia 21 marca
¢ = 0345 m. Jaka jest szerokos¢ geograficzna tego miejsca? (¢ = 90° — Z). Por. poprze-
dnie zadanie!

46. Jak dlugi jest cien preta, 1me dlugiego, we Lwowie, w poludnie w dniach
91 czerwea (letnie przesilenie dnia znoca)i21 grudnia (zimowe przesilenie dnia znoca)?
W tych dniach slonce odchyla sie od réwnika o kat € =23°27" na pdélnoc lub na po-
Iudnie. (Szer. geogr. Lwowa wynosi okolo ¢ = 49°0"). -

47, @) Jak szeroka musialaby by¢ ulica biegnaca ze wschodu na zachod w Kra-
kowie (¢ = 50°3'50"), aby nawet 21 grudnia w poludnie cien kamienic siggal tylko do
przeciwlegltego brzegu ulicy? Przyjmujemy srednia wysokos$¢ kamienie 25 #72. (W tym
dniu kat wzniesienia slonca wynosi 2= 90°— ¢ — ¢, gdzie & oznacza najdalsze odchy-
lenie slonca od réwnika i wymnosi 23°27"). '

b) Jak waska musi byé ulica w tychsamych warunkach, aby nawet 21 czerwea
byla w cieniu calkowicie, az do przeciwleglego brzegu?

48, Przedluzajac w trojkacie prostokatnym bok & o dlugos¢ ¢ poza punkt A i la-
czac koniec tego odeinka z wierzcholkiem B wykazaé, ze:

tg_ c— b
&

49. Wyrazajac bok & zapomoca ¢ i & wyprowadzi¢ z wzoru, otrzymanego w po-
przedniem ¢wiczeniu, wzor:

e /1 — cos o

93 = Vifcosa

Rozwiazania ¢wiczeni:

$0 g, V25_—51_Ol@, 2 — 3. 5. 004366, 091955, 162655, 342103,

6. 33020, 49010, 21°57'18", H6°44'25”, T505748”. 1. 075. 8. 1, V3,
V5+2y5, 273, 12. 22:9038, 10875, (6148, 0:29231. 13. 56°40, 40°50,
68°2/42", 33°15'35”, 14°2'12". 14. 4. 16. a) B=27%5'30", b=021731cm,
c=0464cm, b) p=D59%44, a=294'12m, c="58458m, c) o =42°23'43",
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b2 tg a
2

= 76°19'15"”, b= 11291 m. 18. r = 32:09886 cm. 19. P = 67555 cm?.
20. d=00084m. 21. a=30°16', J = 59%44". 22. a= 30%8, [B=0582".
23. P=281814cm? 24. s=21'163bdm. 25. V=38'4T dm?. 26. ¢ = 46188
km|godz. 27. o =1°8'45"." 28. a = 046%,. 29. w = 133'014 m. 30.
d = 2:66408 km. 31. s =432°, 32 a=21°48. 33. d =291 m. 34.
o = 1°8'45". 3b. Przeszlo 114 razy. 36. d = T4 km. 37. d = 10309 .
38. d ="T39Tm. 39. ¢ = 119175 m. 40. s = 0:50953. 41. o = 48°58'37".
42, a="T318". 43. c=2-300317 cim. 44. c=1'18487 m. 45. ©=19°2'5",
46. ¢, = 049604 m, c,=332352 m. 4. a) s=84'414m, b) s= 12527 m.

B=47°86'17", c=552T m. 16. P— = 3TH4bm2 17, o= 27°21'30",
p

\
§ 10. Zestawienie okreSlefi i zasadniczych wlasnoS$ci funkcyj try-

gonometrycznych.
a ’ :
—=8In « — = COSEeC o
C a
b c
(a) Z: cos o z—_—sec o
b, 3
Z— — tg oL g: ctg o

7

Funkcje te nazywamy wspolnem mianem: funkcje trygono-
metryczne (poniewaz sluza do rozwiazywania trojkatéw) lub funkcje
goniometryczne (poniewaz zalezg od wartosci kata; yovie =kat).

Miedzy temi funkcjami zachodzi 5 nastepujacych zwiazkéow dla
tegosamego kata:

sin? o | cos? o — 1 I

sin «

tga—= .
coS
(b) L L tg «

sec o —

cos o

c0SeC o0 — ———

sin o

Uwaga: Zachodza takZe inne zwiazki, ale sa one juz wyniklem tych pieciu;
w przeciwnym razie mielibySmy 6 rownan niezaleznych o 6 niewiadomych, wszystkie
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wiec funkcje dalyby sie obliczy¢ jako liczby stale, miezaleZne od kata o, a przeciez
dla réZznych wartosci kata o kazda funkeja przybiera“r6zne wartosei.

R R sin? o
N. p. istnieje zwiazek 1 - #® o = sec® a, bo .1 g — i =
A ’ cos? o
_costaf-sinta 1 3
= cos? & S PR e

Pierwszy z tych zwiazkow jest trygonometrycznag forma twierdzenia
Pitagorasa. '

Znajac wartosci jednej funkcji, mozemy zapomocg tych 5 zwiazkow
obliczy¢ wartosci wszystkich innych. Jest to wielkiem ulatwieniem przy
sporzadzaniu tablic. ¢ -

N. p. obliczy¢ wartos¢ wszystkich funkeyj, wiedzac, ze tg o = m,
(¢ kat ostry).

Otéz przedewszystkiem: cilg o= %

Wartosci sin o i cos o obliczamy z 2 réwnan o 2 niewiadomych:

sin® o 4 cos? o =1 l
Stn o l Podstawiajac z drugiego réwnania:

cos o

sin o=m cos o, otrzymamy m? cos® o -+ cos? o =1 a stad:

CoSRo— % (znak pierwiastka -, bo cosinus kata ostrego jest zawsze
Y1+ m?
liczba dodatnia).
: : m .
Stad sin & = m cos & = V__iTm“

1+ m? e
a wiec cosec oc=1/—1—|;$ﬂ sec o =1 + m?

Podobnie postepujemy, jeZeli podana jest wartosé ktorejkolwiek innej
funkeji.

Wszystkie takie zwigzki mamy zestawione w nastepujacej tabelce:
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Sin b=m | cos a=m | fga=m |cltg a=m
sin o= m 11— m? 2 -
V14 me? V1 4 m?
cos 0. = V1 — m? m L s
V1 + me? V14 m2
m T=m? 1
tg o0 = e S
% V1—m? m & m
1— m? Ll 1
clg o= =
m V1 — m? m L
1 1 N W
sec o= — — 2 “1+M22
V1 — m? m Wi m
il il 1+ m2 ke &
cosec oL — —= g L &
= s i3 V1 4+ m

Tabelka ta odnosi sie tylko do ostrych katow o; przy innych ka-
tach moga wystepowaé przy pierwiastkach znaki: 4 lub — (zob. § 20).
: Oprécz zwigzkéw miedzy funkcjami tegosamego kata, wyprowadzi-
lismy takZe zwigzki miedzy funkcjami dwéch katéw dopelniaja-
cych sie:

sin (90° — o) =cos «
cos (90° — o) =sin « '
tg (90° —a)=ctg «
‘otg (90° —a)=1tg «
sec (90° — o) =cosec «
cosec (90° — o) =sin «

Krotko ujmujemy te wzory w jedno prawo:

Funkcja trygonometrycena jakiegokolwiek kqta réwna sie cofunkcyi
kqta dopetwiajqcego i odwrotnie.

Wystarczy wiec zna¢ wartosci funkeji i cofunkeji dla katéw od 0°
do 45°: dalsze wartosci sa juz ich powtérzeniami (z pomienianiem funkecji
z cofunkeja). Na tem polega urzadzenie tablic (patrz str. 22).

§ 11. Systematyczne rozwigzywanie tréjkatéw prostokatnych.

Posiadajac tablice wartosci funkeyj trygonometrycznych, mozemy
rozwigza¢ kazdy tréjkat prostokatny, przyczem nie potrzeba nawet uZy-
wa¢ niewygodnego twierdzenia Pitagorasa, natomiast trzeba uzyé dwoéch
z pomiedzy zwigzkow (a) i réwnania o -+ = 90°.
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Réwnania (a) str. 37 i odpowiednie rownania dla kata 3 przedsta-

‘wiamy zwykle tak, aby jeden bok byl wyrazony wprost zapomocg dru-

giego i odpowiedniej funkcji.

I tak z okreslen: 3 = Snai %:cos B, wynika:

(d) a=c sin o.=¢c cos J3
i podobnie dla boku b. Slowami:

Przyprostokatnia réwna sig przeciwprosto-
katni pomnozZone]j przez sinus kata przeciw-
legtego lub cosinus kata przyleglego tej przy-
prostokatni.

Z rownan tych wynika odwrotnie:

AR a
“sino cos f

Przeciwprostokgtnia réwna sig przyprostokatni podzielonej przez
sinus kata przeciwlegtego lub cosinus kata przylegtego tej przyprostokatni.

Wreszcie z rownan a:b=1lg a, a:b=clty } wynika:
() a=>b.tg o =0.ctg B
i podobnie dla boku b. Slowami:
Przyprostokatnia réwna sig¢ drugiej przyprostokatni pomnozonej przez

tangens kata przeciwlegtego lub cotangens kata przylegtego pierwszej przy- -

prostokatni.

Funkeyj secans i cosecans nie uzywa si¢ zwyczajnie.

Wrzory te i prawa nalezy dokladnie pamieta¢; stanowia one podwa-
line calej trygonometrji. Dla zapamietania ich zwréémy uwage na to, Ze,
jezeli przyprostokatnia jest przeciwlegla danemu katowi, uzywa sig
funkcji, a jezeli przylegla — cofunkecji

Wiszystkie te wzory nadaja sie do rachunku logarytmicznego. Dla-
tego tablice logarytmiczne zawierajg zwykle obok wartosci samych fun-
keyj o wiele obszerniejszy zbiér logarytméw funkeyj trygonometrycznych.
Urzadzenie tych tablic jest bardzo podobne do tablic samych wartosci
funkeyj; na jedna tylko okoliczno$¢ nalezy zwroci¢ uwage: dla jednostaj-
nosci rachunku i oszczedzenia miejsca wszystkie te logarytmy sa zwykle
sprowadzone do wspélnej cechy: — 10, ktérej nie wypisuje si¢ w tablicach.

Jezeli wiec w tablicach odczytamy n. p. dla logsin 19°26" wartos¢
952207, to nalezy dopisa¢ ceche — 10, wiec:

logsin 19°26" = 952207 — 10.

Blizsze objasnienia uZycia tablic i interpolacji znajduja sie w ksia-

zeczce logarytmicznej. v
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Zastosujmy te wzory do rozwiazywania trogk@tow prostokatnych.
Elementami podanymi moga by¢:

1) Przeciwprostokatnia i jeden kat ostry

(cia lub cif)

2) Przyprostokatnia i jeden kat ostry

@iaaifB bia dilf)
3) Przeciwprostokatnia i przyprostokatnia
(¢cialub ci d)

4) Obydwie przyprostokatnie (@ i b).

W kazdym z tych przypadkéw staramy sie elementy nieznane
wyrazi¢ wprost zapomocy elementéw podanych.

A wiec n. p. w pierwszym przypadku, jeZeli znamy ¢ i a, to wyra-
zamy @ i b zapomocg wWzorow:

@=C.Sin o
Di=—C» C0S 0L
a kat B=90°— a.

Moglibysmy wprawdzie po obliczeniu boku @ uzy¢ do obliczenia
boku & takze wzoru: b=a clg a, jednakowoz tak nie postepujemy, bo juz
liczba @ jest obliczona niedokladnie, z bledem wynikajacym z uzycia ta-
blic, a wiee & byloby obliczone jeszcze z mniejsza dokladnoscia. Taksamo,
gdybysmy przy obliczaniu @ popelnili przypadkowo jakis grubszy blad,
to blad ten weciagnelibySmy niepotrzebnie w dalszy rachunek; chociazbys$my
potem & obliczali zupelnie poprawnie, wynik musialby by¢ bledny. Ostro-
znos¢ taka staramy sie zachowaé przy wszystkich $ciSlejszych oblicze-
niach trygonometrycznych, nie zawsze jednak jest to mozliwe i nie zawsze
dogodne. N. p. jezeli dane sa obydwie przyprostokatnie: @ i b, to obliczamy
najpierw kat o z wzoru a:b=1tg a, a pozniej, przy pomocy tego znale-
zionego o bok ¢ z wzoru: c=ua:sin a. (Odstepujemy wiec od zasady:
wyraza¢ szukane elementy wprost zapomoca podanych!) MoglibySmy
wprawdzie obliczy¢ bezposrednio ¢=7Va?-+ 0%, jednakowoz przy wielo-
cyfrowych @ i b ten sposéb bylby bardzo niedogodny, poniewaZ nie mozZna
uzywac logarytmow (por. jednak uwage na str. 27).

Po wykonaniu zadania moZna jeszcze sprawdzié rzetelno$¢é wyniku
zapomocg pewnych préb, n. p. sprébowac, czy a®-+ b>=c?%

Przyktad. Dane z tréjkata prostokatnego elementy &=32764 cm,
o =42°35"20". Obliczy¢ pozostale elementy c, @i 3. Trzeba wiec wyrazié
a i ¢ wprost zapomoca b i a. Otoz:
a="b tga
b
cos
f=190°—a
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Najlatwiej obliczy¢ [B=90°—42°35"20" czyli B=47°24"40". Do
obliczenia pozostalych elementow potrzebne sa wartosci g a i cos «, ktére
znajdujemy w tablicach (o odstepach 10'), przez interpolacje:

tg o=091633

- 286 53:6.5' 20" =536.538 ... .=2857

=091919

€os o= 073128 - 19:7 .5:332 v .= 1050 . ...

— 105
073623

Wobec tego a=32754 cm.091919 =2301'07 cm
¢=232154 cm:0"13623 = 444'89 cm

Przy uzyciu logarytinéw unikniemy mozolnych mnozen i dzielen.
Rachunek przedstawi sie wtedy w nastepujacy sposob:

B=1900— a=47°24" 40"
log a=1log b+ loglg o

Rachunki pomocnicze.

log b =251521 13.04

—2:515H25
-+ 996340 — 10 o 2—51—2;2% e
= 1247865 — 10
log a = 247865
ol TR A B T 3010 log tg = 996332 — 10 20.042
814 =106 -+ 8 84
a=30106 cm = 9:96340

log ¢c=1Ilog b — log cos o
10
= 251525 — 10

log cos oo=986700— 10 019 .20

— 986701 10 ) —33
s 986701 — 10
RIS e s btk 4448
RESIO=—(:8
c=444-88
Préba: ¢? —a?=1"0? czyli (c—a).(c-+ a) ma byé réwne b2 At

Otéz 143:82 . 74594 = 1072810908
0 =10728,2-4516

w szostej cyfrze znaczacej. Przy uzyciu logarytméw pieciocyfrowych nie
mozna zada¢ wiekszej dokladnosci.

} niezgodno$¢ wystepuje wiec dopiero
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.55 12. kukowa miara kata. WartoSci funkcyj trygonometrycznych
~ dla matych katéw.

: Jezeli w trojkacie prostokatnym jeden kat ostry jest bardzo maly,
czyli jezeli jedna przyprostokatnia roimi si¢ bardzo malo od przeciwprosto-
katni, rachunki mozna znacznie uprosci¢, nawet tablice funkcyj staja sie
zbyteczne.

- Poniewaz to uproszczenie opiera sie na uzyciu t. zw. lukowej
E'a,ry kata, przeto najpierw zajmiemy sie nieco dokladniej tem po-
em (por. takze tom L str. 160). Dotychezas uzywaliSmy jako jednostki

do mierzenia kata “jednego stopnia, t. j. %60 czesci kata pelnego. Umowa
byla jednak zupelnie dowolna; moznaby réwnie dobrze przyja¢ za jed-
Z(l)—O czes¢é kata pelnego (t. j. ﬁ czesé kata prostego), jak to uczy-

iono we Francji, lub tez jakakolwiek inng czes¢ kata pelnego. W mate-
matyce wyzszej i w mechanice uZywa sie jednostki innej, nie podlegajace;j
juz zadnej dowolnosci.

E Wiadomo z planimetrji, ze przy stalym kacie $rodkowym o w kole
stosunek luku 7, do promienia # jest liczba stala, niezaleZng od rozmiaréw
a zalezna jedynie od wielkos$ci kata srodkowego. Ot6Zz warto$¢ tego
unku 4, :7 moze sluzy¢ do wyrazenia wielkosci kata i to jest wlasnie
owa miara kata. Warto$¢ tego stosunku 7,:7 oznaczamy symbo-
arc o (czytaj arcus a, t. j. luk kata «). Gdybysmy uzyli kola o pro-
iy — 1,-to wprost Z,— arc o.

Mozna wiec takze powiedzie¢: Zukowa miara kqta jest to tuk nale-
do tego kqta (jako kata srodkowego w kole o promieniu réwnym
nostce.

Wobec tego jednostka do mierzenia kata bedzie taki kat, dla ktérego
(kola majacego srodek w wierzcholku kata) réwna sie promieniowi,
0 tylko wtedy 7, :7»=1; te jednostke nazywamy radjanem. Radjan
noZemy wyrazi¢ w stopniach, uzywajac znanej proporcji:

= B 2 —iok 360° czyli
' :
— 2gr=— o= 3602 ek czyli
r
(A) : QL0 0520 — 013600

- Jezeli arc « =1, to z proporcji tej otrzymamy:
__360°

27
ko wielko$¢ radjanu wyrazona w stopniach.

=Db5T7°17" 44-8"...
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W lukowej mierze wyrazi sie kat pelny liczba 2 &, ktérg otrzymamy
z proporcji (A), kladage a = 360°. Zatem arc 360° = 2 w. Podobnie

arc 180°=m, arc 90° =7—2t. Ogolnie:

arc a:gﬂ lub po uproszczeniu:
360°

arc a— =%
180°

Wzor ten sluzy do zamiany miary stopniowej na lukowa. Znajac
dostatecznie dokladnie liczbe

T =314159 26535 89793 23846 26433
otrzymamy z powyzszego wzoru z latwoscia:

arc 19=00174532925...
arc 1"= 00002908882...
arc 1” = 00000048481 ...

Liczby te ulatwiaja wyrazanie w mierze lukowej dowolnego kata
podanego w stopniach, minutach i sekundach.

Odwrotnie, chcac zamieni¢ miare lukowa na stopniowa, obhczamy
z proporcji (A) kat o i otrzymujemy:

= ‘ﬂ—%c'—lsoj =arc o .b1° 17 44:8”...

Uzywajac miary lukowej mozemy z latwoscia rozwigzywac trojkaty
prostokatne o malym kacie ostrym bez uzywania tablic wartosci funkeyj
trygonometrycznych.

Narysujmy trojkat prostokatny o malym kacie o, biorac przeciw-
prostokatnie C A roéwna jednostce n. p. 1 dm (fig 22). Wtedy sin a jest

EC

D 4

Fig. 22.

liczba wymiarowa boku C B, jako stosunek C B : A C. Widzimy jednak,
%e bok ten bardzo malo rozni sie od Yuku C D, nalezacego do kata srod-
kowego o w kole o promieniu 1. (Zbadamy pozniej, ile ta réznica moze
wynosi¢). Luk za$ taki (Scidlej: jego liczba wymiarowa przy uzyciu pro-
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'-’enia jako jednostki) jest lukowa miarg kata a; oznaczamy go sym-

holem: arc o.. Wiec dla malych katow sin o bardzo malo si¢ rozni od arc a.
Podobna wlasnos¢ ma i Zg «. Wykreslmy w punkcie D prostopadla £ D do

promienia 4 D, to tg o= ?, wiee funkcja tangens jest liczba wymiarowa

u £D. Odcinek KD takze bardzo malo sie rézni od luku -C D, tem
me], im mniejszy kat. Uzywajac znaku ==, jako znaku przybliZonej réw-
po$ci, mozemy napisac: :

i arc o ==sin owtg o

Mozemy wiegc dla matych kqtow zastqpié funkcje sinus lub tangens
samym kaqtem wyrazonym w mierze tukowej.

Do jakich granic ta zgodnos$¢ wartosci siega, zobaczymy n. p. z ta-
blicy, podajacej te 3 wielkosci do 4 miejsc dziesietnych w odstepach 10':

o arc o Sin o tg a
000 0:0000 0:0000 0:0000
0010’ 00029 - 00029 0:0029
00207 0:0058 0:0058 0-0058
0° 30’ 00087 0:0087 0:0087
0040 00116 00116 00116
0050’ 00145 00145 00145
1.9:0% 00175 00175 00175
1°10” 00204 0:0204 0:0204
%205 00233 00233 + 00233
1° 30’ 00262 00262 00262
1740’ 0:0291 0:0291 0:0291
19507 0:0320 0:0320 0:0320
2 . 00349 0:0349 0:0349
200085 00378 00378 00378
2020" 0-0407 00407 00407
20307 00436 00436 00437
20 40’ 00465 0-0465 00466
2050’ 00495 0:0494 0:0495
)4 00524 (:0523 = === (0524

~ Funkcje sin a i tg o dla katow nie wiekszych od 1° réznia sie od arc o
iero od sz6stego miejsca po kropece, dla katéw nie wiekszych od 1’ do-
ro w 12 miejscu dziesigtnem, a dla «<1" jeszcze mniej. jak to pozniej
zemy. Ot6z z dokladnoscia do ostatniego micjsca dziesigtnego mamy:

sim 1°=001746 =19 1°

sin 1" = 00002908882 =g 1’

sim 1" = 0-0000048481 = tg 1”
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Sinus i tangens innych katow mniejszych od 2° obliczamy mnozac te
liczby przez liczbe -sekund i minut, poniewaz tak si¢ oblicza arc o.

Przyktady.
1) sin 12/ 30" = arc 12' 30" =126 arc 1
= 125. 00002908882 = 0:0036361 . . . .
2) Jak daleko wida¢ pas czarny 10 cm szeroki na jasnem tle, jezeli

najmniejszy mozliwy kat widzenia wynosi w tych warunkach 20"'?
Prowadzac od oka promienie

B
e r\ widzenia O A i 0 B, otrzymujemy
A d tréjkat prostokatny. Przyprosto-

katnia: 10 cm=d . tg a, ale
Fig. 23. tg a4 arc a=arc 20".
Poniewaz arc 1" — 010000048481, to arc 20" = 0000096976
Wiec d =10 c¢m : 0:000096976...= 103118 me
3) Spadek drogi wynosi 24°),. Pod jakim katem wznosi si¢ ta droga?
7 figury 24 widzimy, Ze

e
J =00

24| &
100

Fig. 24.

Takasama warto$¢ ma w przyblizeniu arc .

Wiec arc «=0025 jednostek miary lukowej. Aby ja zamieni¢ na
miare stopniowa, obliczamy « % proporcji (A). str. 43, i otrzymamy:

o =— 15261

4) Trojkat rysunkowy o kgcie prostym zrobiono niedokladnie. Przy-
kladajac go do linealu prostego i kreslac wzdluz niego linje prostopadle
do linealu w dwéch polozeniach zaznaczonych na figurze, widzimy, ze
w odstepie 20 c¢m te linje
sa oddalone o 04 mm. O ile
rézni sie kat B od kata pro-

!Ob mm

o stego?
e — i = 0001 Farc a
200
Z proporcji (A) otrzy-
mamy:
& —326"
o Taka jest niedokladnos¢
Fig. 25. kata prostego.
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§ 13. Zadania sprowadzajace si¢ do rozwiazania tréjkata prosto-
katnego.
A) Tréjkat ré6wnoramienny.
® Wiysokos¢ dzieli trojkat réwnoramienny
na dwa trdjkaty prostokatne o bokach b,
b a . .
w, 51 katach j iP5
W
Znajac odpowiednio dobrane dwa z tych
elementow (nie moga by¢ nimi dwa katy)

LB rozwiazemy z latwoscia tréjkat prostokatny
a wiec i caly tréjkat réwnoramienny.
N. p. 1) Znajac @ i 3 obliczymy:

o a a
§=900——[3, b=y :cos B, w=§tg{3

2) Znajac b i o, obliczamy:

o a (o
B=00"—3, S=bsing w=bcosi’25. (Por. C'wicz. IL Nr. 13 i 14).

W podobny sposéb rozwiazujemy: deltoid, romb, trapez, pro-
stokat, r6wnoleglobok.

B) Kolo.

Jezeli konce jakiejkolwiek cieciwy polaczymy z s$rodkiem kola,
otrzymamy réwniez tréjkat rownoramienny, ktéry rozwiazujemy w sposob
podany poprzednio.

Jezeli znamy promien kola i kat srodkowy, to z trojkata mozemy
obliczy¢ cieciwe i jej odleglos¢é od
srodka:

¢ —ysinZ wi
m M — W1
2 S

c=2p sinw (1)

2

o
a . p=7rcosy

Cieciwa ma wiec bliski zwigzek
z funkecja sinwus. Jeszcze wyrazniej
wystapi ten zwiazek, jezeli promien
l;ola Za—lY Wtedy: %:s'm g.

Wiec polowa cieciwy (t. j. jej liczby
wymiarowej), w kole o promieniu=1,
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réwna sie wstawie polowy kata srodkowego lub wstawie
calego kata obwodowego, nalezacego do tej cieciwy. Tablica, po-
dajaca wartosci cieciw, nalezacych do kazdego kata, zastapilaby wiec
w zupelnosci tablice wstaw. N. p. wiedzac, ze dla kata o =38° cieciwa
(w kole o promieniu 1) wynosi 0:65114, wiemy zarazem, ze sin 19° = 0-3255T7.

Najdawniejszé tablice trygonometryczne zawieraly wlasnie nie sinusy, tylko
cieciwy. Obliczyli je jeszeze w starozytnosci Hipparch i Menelaos, do nas jednak doszly
dopiero tablice Ptolomeusza (II. wiek po nar. Chr.), tworey systematyeznej trygonometrji.
W dziele znanem pod tytulem »Almagest«, ktore obok astronomji (system Ptolomeusza!)
zawieralo takze trygonometrje, znajduja sie wartosei cieciw dla wszystkich katow
w odstepach 30’ z dokladnoscia do 5 miejsc dziesietnych. Sa to wiec zarazem tablice
wstaw w odstepach 15". Dopiero Hindusi w IV. i V. w. po nar. Chr. wprowadzili po-
lowe cieciwy t. j. sinus do rachunkow; od nich pochodzi takze nazwa. W jezyku Hin-
duséw cieciwa znaczy dziwa; Arabowie przekrecili slowo cieciwa: dziba na dzaib t.j.
zatoka, po lacinie sinus).

W zastosowaniach technicznych czesto potrzebny jest odcinek pro-
mienia prostopadlego do cigciwy, zawarty miedzy cieciwa a obwodem kola;
odcinek ten nazywa sie »strzalka« s, luku AB.

Otoz:

S=r—p=r (l—cos%)

Strzalke mozna obliczy¢ takze z proporcji (fig. 27) s Yu— 2 :2r. BPo-

: o
niewaz x=2r sin e przeto

S
§ =2 sin?-;
4

Uwaga. Stad wynika zwiazek:

1—cos 2 =2 sin? = zachodzacy dla kaZdego kata wkleslego a.

2 4

Przy obliczaniu luku znamy zwykle promien i albo cieciwe, albo
kat $rodkowy. Jezeli znamy kat srodkowy, to luk obliczamy ze znanej pro-
porcji, jezeli za$ znamy cigciwe, obliczamy najpierw kat srodkowy z row-
nania (1). Taksamo obliczenie powierzchni odcinka kol a, nalezacego do
danego kata srodkowego, wymaga znajomosci cigciwy.

Takze wiele innyeh zagadnien, dotyczacych kola, sprowadza si¢ do
rozwiazania tréjkata prostokatnego. N. p. kolo o promieniu wida¢ z punktu
P pod katem 2a; obliczyé odleglos¢ tego punktu od $rodka kola! Lub od-
wrotnie: kolo, ktérego odleglos¢ od punktu P jest znana, wida¢ z punktu
P pod katem 2a; obliczy¢ promien tego kola! Pod jakim katem wida¢ kolo
o promieniu 7 z odleglosci d? : ’ :
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C) Wieloboki umiarowe.

Laczac konce jednego boku wieloboku umiarowego z jego srodkiem

. - ’ , . . . !

otrzymamy trojkat réwnoramienny. Znajac liczbe bokow: 7, znamy za-
360°

razem kat o ———
7

Mozemy wyrazi¢ b, p, lub » zapomoca kata i innych danych elementéw.
I tak odczytujemy z fig. 28:
i o
§=¢.szn§=p.tg§
b

5
il -

cos % Sin >
g Sty
' Na podstawie tych wzoréw mozna wyrazié¢ pole
wielokata umiarowego zapomoca kata o i jednego
7 odcmkogv b, , p. N.p. jako funkecja boku b:
2 0
P:nb-‘oznb-gcho—Lzﬁb— al
2 T R T e

jako funkcja promienia #:z

b o o
; p———gcfg;: r €os

P=n .27 sin c0s = =mr? sin’ cos%
5 =nr? Sin= cos
2 v

ro| 2

a,
2

jako funkcja promienia p:
oL 8
P=mn-2p tg; . 99:%92 z‘g%

: Uw_a)g a. Problem podzialu kola na dowolna liczbe réwnych czesei (por. Plani-
mPt]]Ja § 12) mozna rozwiaza¢ trygonometrycznie z dowolnem przybliZeniem. Trzeba
Zuqey:é = .’ at Oy R . T ‘ . 3 R . 3 :

E: bok wielokata umiarowego o odpowiedniej liczbic bokéw, znajac promien kola.

o
Obli I iR e SEAE : o
czamy b 7 sin g 1 biorac taki odeinek w rozwartosé¢ cyrkla, odeinamy go na

- ara . 7 M y “
kole. Jednakze zaréwno potrzebny tu kat @, jak i sin o nie da sie w ogdlnosci otrzy-

mac pray bomoey cyrkla i linji, bez uzycia katomierza, W znaczeniu platonskiem kon-
strukeja ta jest wiec mie zawsze mozliwa. (Por. Planimetrja str. 93 i str. 156)

D) Zastosowania stereometryczne.

'D’o rozwiazywania tréjkatow prostokatnych sprowadza sie wiele za-
gadmei.l stereometrycznych zwlaszcza, gdy elementami podanymi lub szu-
kanymi sa katy.

Rzuty. Przyklad: Znamy katy trojkata ostrokatnego e, B,‘ Y i na-
4

LOMN €KI. GEOMETRUA. .



chylenie & plaszczyzny trojkata do plaszczyz,ny rzut()’w, (fi’g. 29);“]ede.n
bok AB lezy w plaszezyznie rzutéw. Obliczy¢ katy o 3, ¥ w tréjkacie
A rzuconym.

Aby obliczy¢ rzut kata o, wyrazamy od-
cinek 4D raz z trojkata ACD, a drugi raz
z AC'D:

AD=—"CD clgc

"AD=C'D ctga’ = CD cos? .clge'.

Z poréwnania tych dwu wartosci otrzy-
mujemy po uproszezeniu przez CD:

ctg o= c0s o .ctg & czyli

tg o/ =19 o .cosd ,
Podobnie oblicza si¢ 3 a nastepnie Y'=_1§9°* (g’—}-ﬁ'). Latwo tez wy-
azac, 7 ' pola tréjkata P wynosi P.cos ¢. _
kdzao(,} fix ;Ziu; sltjo sp ; upy. JCf}ca,c obliczy¢ kat utworz?ny przez dele prze-
katnie szescianu lub prostopad_loéciar}u,'blerzemyy pod u;vatgnei
trojkat prostokatny, ktorego przeciv.vprostokatm@ :]est pOlowae;I;rzﬁaﬁ) >
a przyprostokatnia polowa krawedzi, wychodzacej z tegosameg

3 '

(naryi?)';r obliczy¢ objetos¢ prostopadloé'cianu, W kto(li“y.m znir;g
n. p. jedna krawedz a i katy o, B zawa_rte mled?y t:@ kmw?i @atbiir;)em
katniami dwoch scian, przecinajacych SlQ’ wzdluz te]'krawez il, miami‘ Sy
pod uwage dwa trojkaty prostokatne, ktorych przecmfprobsf) a e Suj%
owe przekatnie i obliczamy z nich. pozostale krawedzie L ( t 317( t

W rownoleglos$cianach prostych ale nleprods ,‘; k%a_
nych czesto elementem podanym jest kaéF o utworzlqny %rztez WZI s
wedzie podstawy a i b; wtedy oblicza si¢ wysokos¢ podstawy p

iedni bjkata prostokatnego.
Wlednésfgogf"r;)]n?asfoslupach pochylych ’iW Walfza.u.zh p}?ihn}iré
Iy ch mozna obliczy¢ wysokosé znajac krawedZ boczng i jej nachyle
do podstawy.

Przyklad.
- W roéwnolegloscianie pochylym znamy trz;;
krawedzie @ = 8 ¢cm, b=3 cm, c=12 cm, kat t=56

zawarty miedzy krawedziami podstawy @ b (.fig. 30)
-1 kat [.3>=73° nachylenia krawedzi bocznej ¢ do
podstawy. Obliczy¢ objetosc.

4 7 tigury widzimy, ze h="5 sina, w=c sin

V=a.h.w=abc sino sinf
Fig. 30 V—8.3.12.sin 56" sinT13°= 228338 cm’.
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Gdyby$my znali jeszcze kat Y utworzony przez krawedzie b i C,
moglibySmy obliczyé kgt dwuscienny 3, lezacy przy krawedzi DC.
W tym celu prowadzi sie 4D | BC i laczy sie £ z D.

Z tréjkata AED otrzymujemy:

stnp AL _c sinp_sing
AD ¢ siny siny

N. p. jezeli y=282° to simd=sin73% sin820 a stad przy uzyciu
tablic & = 74°57"16".

Kreslac z punktu A prosta prostopadla do FC mogliby$my podobnie obliczy¢
kat dwuscienny przy krawedzi FC i kat plaski zawarty miedzy krawedziami AC i FC;
nalezaloby zaczaé rachunek od obliczenia < ECD z trojkata prostokatnego ZCD, a po-
tem uzyé kata << ECF = 180° — o — X< ECD.

Ostroslupy. W ostroslupach wystepuja katy utworzone przez Sq-
siednie krawedzie boczne, katy nachylenia krawedzi bocznyeh do pod-
stawy, katy (dwuscienne) nachylenia $cian bocznych do podstawy i $cian
bocznych do siebie, katy podstawy i t. p- O ile ktory z tych katéw jest
elementem podanym lub szukanym, uzywamy rozwazan trygonometrycznych.

Przyktady.

1. W ostroslupie umiarowym czworobocznym znamy krawedz pod
stawy @ i kat nachylenia $ciany bocznej do pod-
stawy a (fig. 31). Obliczyé powierzchnie i objetosé.

A
Ze stereometrycznych rozwazan wiadomo, ze
h w ’
P=a2+4a-§; V=a2-§.

Z figury odezytujemy: v
k=g W 60Sio; w:?-tga, wiec 3 ﬂ
P=a2+4a. & —q? (1+ 1 Fig. 31.

4cosa CoS o

a a?
V=a?_  lga=—".tga

Uwaga. Katy 8 iy oblicza sie z latwoscia z trojkatow ABC i AOC, w ktorych
CB=Z2, oc=2.y3.

2 2 /

2. W umiarowym ostroslupie pieciobocznym (fig. 32) znamy kat o
utworzony przez dwie sasiednie krawedzie boczne, np, o= 4()°. Obliczyé
kat dwuscienny B $ciany bocznej z podstawa i kat dwuscienny 7 utwo-
rzony przez dwie sgsiednie $ciany boczne.

Z tréjkata SOD otrzymujemy

cos 3= 0D: SD.
4%
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Wyrazamy 0D i SD zapomocy tegosamego
odcinka np. 4D, to
0D = AD. ctg 3 AOD = AD . ctg 36°

SD=AD.ctg°2_‘

Zatem
260
08 @=—40tg o6 =cty 36 - tg%
o
cly 9
W naszym przykladzie o= 40°, wiec

cos p=ctg 36° - lg 20°, a stad przy pomocy tablic
otrzymamy

B=60°52"9"

Uwaga. Gdybysmy znali jeszcze n. p. krawedz boczna, moglibysmy obli- :

czyé SD, nastepnie SO a stad powierzchnig i objetosé bryly.

Celem obliczenia kata dwusciennego lezacego przy krawedzi 5’4 po-
prowadzmy przez prostg CB plaszcezyzne BCE prostopadle do krawedzi S'4,
to 3L BEC =1 jest miarg zadanego kata dwusciennego.

7 trojkata prostokatnego EFB otrzymujemy:
sinl —FB: EB. o
FB=—AB .sin BAO=AB .sin (90" — 36°)=AB . cos 36°
EB=— AB.cos X EBA= AB . cos g, albowiem katy < ZBA i
X ASD sy réwne jako katy o ramionach zgodnie prostopadlych.

0

Zatem Smx __cos 3(1
2 o

c0S )

: : ; cos 36°
W naszym przykladzie o=40° wigc sm’gzm a stad

Y — 590 25 17" cayli y=118°50'34".

3600 "
cos o -

Uwaga. Przy pomocy poOwWyZszego Wzoru na sing:— cosg (gdzie n ozna-
2
cza liczbe bokow podstawy ostroslupa) mozZna oblicza¢ katy dwuscienne wielogcia-
néw umiarowych (por. éw. 56—59).

W stozku wystepuje czesto jako -element podany kat nachylenia
boku do podstawy lub kat osi z bokiem. Podobne rozwaia'ma stosujemy

do stozkéw i ostroslupow $cietych.

=y b—a cosy
. rytmicznego).

Stozki i ostroslupy wpisane i opisane na
kuli o znanym promieniu oblicza sie réwniez
latwo, znajac kat nachylenia boku do podstawy.

B
.
W kuli przy obliczeniach dlugosei row- [ d%\

noleznikéw, powierzchni czaszy, pasa, objetosci 0
wycinka, odcinka i t. p. trzeba réwniez naj-
czesciej rozwiazaé trojkat prostokatny OBA
(fig. 33); jezeli miedzy elementami podanymi
jest kat o, (szeroko$¢ geograficzna), proste

wzory trygonometryezne prowadzg do celu. Fig. 33.

E) Rozwiazywanie tréjkatéw uko$nokatnych przy pemocy prostokatnych.

Jak wiadomo z planimetrji, trojkat ukosnokatny jest wyznaczony
albo 1) zapomoca 2 bokéw i kata miedzy nimi zawartego, albo 2) zapo-
mocg boku i 2 katow, albo 3) zapomoca dwoéch bokéw i kata lezacego
naprzeciw wigkszego z nich, albo 4) zapomocy trzech bokéw.

W kazdym z tych przypadkéw potrafimy - rozwiazaé tréjkat, uzy-
wajac pomocniczych tréjkatéw prostokatnych. Prowadzimy zawsze wyso-
kos¢ tak, aby jeden z powstalych tréjkatéw prostokatnych zawieral dwa
znane elementy. Da sie to latwo zro-
bi¢ w przypadku 1) 2) i 3) bez wzgledu
na to, czy trojkat jest ostrokatny, czy
tez rozwartokatny. W przypadku 4)
trzebaby jeszcze zastosowaé z plani-
metrji twierdzenie Carnota (por. Pla-
nim. str. 158). :

Oméwmy n. p. przypadek pierw-
szy. W tréjkacie 4BC (fig. 34) znamy
@, b iy. Prowadzimy wysoko$¢, nalezaca do boku b. W tréjkacie prosto-

4‘; katnym BDC znamy dwa elementy a i vy, potrafimy go wiec rozwiazaé:

w—a sin’y
x=a cosy

Wobec tego: y =0 — a cos v. Teraz przechodzac do drugiego trojkata
prostokatnego BAD, znamy w nim dwie przyprostokatnie w i g, obli-
czamy wiec:

o oS b a stagd a (wzor nieprzydatny do rachunku loga-
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Znajac katy « i y, mozemy obliczyc
E= 180° — (a4 17)

: w a Sin
Wreszcie ¢ = — = i
— SN O Sin o

Tak postepujemy, jezeli katy o i y sa ostre. Jezeli kat y jest roz-
warty, wzory zmieniaja sie. Wysokos$¢
B D (tig. 35) trafia przedluzenie boku
b. Wtedy w trojkacie B CD wystepuja

jako znane elementy a i kat:

¥ BCD =180° —v. Wigc

w=a sin (180°—7)

x=a cos (180°—¥)
Wobec tego y=>b-+a cos (180° — ).
Przechodzae do trojkata BAD, znamy

w nim: w i g, obliczamy wiec:

: i
£y _w a sin (180°—17)

— tad obliczamy a.
Yy b+ta cos (180"—'{)&LSal : %

Wzér ten rozni sie od wzoru dla trojkata ostrokatnego tem, Ze za
siny przychodzi sin (180°—r), a za—cosy wyrazenie - cos (180° — ).
Przy pomocy kata a obliczamy B i ¢ tak, jak poprzednio.

W podobny sposéb nalezy osobno rozwazy¢ przypadek, kiedy kat o jest
rozwarty. Zapomoca elementéw a, b, 7, latwo wyrazi¢ pole trojkata:

b.w b asiny

P=2—2

, jezeli kat y jest ostry

b a sin (180° — )

3 2

, jezeli kat y jest rozwarty.

Rozwazanie cale uprosciloby sie znacznie, gdyby$my wprowadzili obok
funkeyj trygonometrycznych katow ostrych, takze funkcje katow rozwar-
tych, kladac n. p.

sin (180° — y)= siny

cos (180° —y)=-—cosy
gdzie v jest katem rozwartym, a 180° —1 ostrym. Wtedy mieliby$smy przy-
najmniej te same wzory na wyliczenie o, B, ¢, P, bez wzgledu na to, czy
katy sa ostre, czy rozwarte.

Podobnie postepujemy w przypadku 2) i 3) i tam takze sprawdzamy,
Ze pozytecznem byloby rozszerzenie pojecia funkeyj trygonometrycznych
na katy rozwarte, w tensam sposéb jak w przypadku 1).
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W przypadku 4), gdy dane sg trzy boki a, b, ¢, a checemy wyliczyc
kat v, prowadzimy (fig. 36) wysokos$¢ w, nalezaca do boku b. Z trojkata

prostokatnego BCD znamy a, a odcinek » mozemy obliczyé przy pomocy
twierdzenia Carnota (latwo je wyprowadzi¢ wprost, wyrazajac w z 2 tréj-
katow).
¢*=a®+b*—2br dla tréjkata ostrokatnego przy C.
E=a*+0b*+2br « « rozwartokat. « C..

Ale r=a cosvy dla kata ostrego,
r=a cos (189°—v) dla kata rozwartego. Wiec:

=a’+b*—2ab cosy dla ostrego
*=a’+b-12ab cos (180°—vy) dla rozwartego.

Z tych wzoréw obliczymy v, a potem « za ,posrednictwem w i c.
Znowu widzimy, Ze zamiast dwoéch réznych wzoréw mieliby$my jeden
wspolny:

c=a*+0"—2ab cosy

gdybysmy polozyli — cosy = cos (180° — v) t. j. gdyby$my w taki a nie inny
sposob okreslili cosinus kata rozwartego.

Proba stosowania trojkatow prostokatnych do rozwiazywania troj-
katow ukosnokatnych prowadzi nas do wnioskéw:

Oméwiony sposéb rozwiazywania tréjkatéw uko$nokatnych jest nie-
dogodny, poniewaz: : -

1) trzeba osobno rozrézniaé¢ tréjkaty ostrokatne i rozwartokatne;

2) nie caly rachunek da si¢ przeprowadzi¢ przy pomocy logarytmow;

3) otrzymane wzory s3 niesymetryczne a przez to trudne do zapa-
mietania.

Dlatego w dalszym ciagu wyprowadzimy dogodne ogélne prawa, sto-
sujace si¢ do wszystkich gatunkéw tréjkatéw. Poprzednio jednak musimy

rozszerzy¢ pojecie funkcyj trygonometrycznych takze na katy rozwarte
wklesle. S
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Cwiczenia IV.

§ 10—11. 1. Wiedzac, Ze sin o.=s, obliczy¢ pozostale funkeje.
2. Wiedzac, Ze cos o= c¢,»obliczyé pozostale funkeje.
3. Wykazag¢, ze:
a) tg « - clg x =sec x . cosec .
LS 1--cos a

1—cosa sin o
4. W trojkacie prostokatnym boki @, b, ¢ wynosza:
a)Llb, 8wl ), 200218295
c) 1:2,:3:6 3:T; d) 036, 0'319, 0-481:

a) @ i we (Wysokos¢ nalezaca do przeciwprostokatni);

o, q przy f);
¢) pole trojkata i przeciwprostokatnie.

8. Rozwiazaé bez uzycia logarytmow trojkaty prostokatme:

Dane: Szukane:
A —20; o =10° (B =80, b = 1418,
b) b= 800, o =810 =199 a = 5048,
¢) a=100, B =64 (v =269, b = 205,
d) b=544, B =519 (@ =139% a = 4406,
e)ci="137 o = 44° (= 46, a = 07645,
f) ¢=400, =240 (05=1669, a = 3656,
2) ~a — 109, b =205 (oo = 289, B=162¢,
h)’ ¢ = 80f, a =105 (ar=200, B= 109,
Wi ici =0T b=49 (o0 = 43°, B =470,
g e= 108} o= 394° (B =506°, a = 5064,
k) . ¢ =0:857, 3= 5780 (o — 820, a = 04632,
g —436, o =—41-2° (B =488, c=—204:9,
m) b= 849, o = 24:8° (B =652, =950,
Ny o — 11, a—3 (los— 6550, B =245,
0) a=174, b=474 (o= 2028 gi—69:80,
9. Rozwiazaé przy uzyeiu logarytmow trojkaty prostokatne:
Dane: Szukane:
a) e.— 3361231, o = 42019'85” © (@ =226702, - b =2489'T6,
b) ¢ = 783133, B = 12030'44-9” (@ = 23533, b = T4:6939,
¢) a = 145597, o = 49°28'10” (b = 124-486, ¢ —191°66,
d) @ = 0915766, B = 84012'13-1” (b = 062244, ¢ — 1107210,
e) b= 27664, o = 81°13/22" (@ =1791696, ¢=18:1292T7,
f) b=108267, B =85%23'809" . (¢= 152392, ¢ = 186936,
g) a = 00769, b = 00895 (¢ = OHilS, o = 40°4011-1”,
h) @ = 40021-2, ¢ = 40067, (b = 1915218, = o =18715367",
i) b= 226635, ¢ = 589251 (@ = 543924, o = 67922485",

Obliczyé wartosé wszystkich funkeyj trygonometrycznych kata o i katy o 18
5. Obliczyé funkeje trygonometryczne w trojkacie prostokatnym, w ktérym znamy:

b) odeinki p i ¢ utworzone przez we na przeciwprostokatni (p leZy przy

6. Kat ostry u podstawy trojkata prostokatnego podzielono na 3 réowne czesci.
Jaki jest stosunek odcinkow drugiej przyprostokatni? Czy moga byé réwne?

7. Obliczy¢ katy trojkata prostokatnego, w ktérym prostopadla z wierzcholka
kata prostego na ‘przeciwprostokatnie dzieli ja wedlug podziatu zlotego.

.
c=144)
¢ = 5115)
¢ = 228'3)

L =1

b = 07909)
b= 1628)
c = 2324)
b — 28858)
@ = 45'695)
b = 6°165)
b= 0-72183)
b =1542)
o= 8922)
b = 32:29)
¢ = 50'43)

B = 4740515")

o = 17929'15:1”)

© B =40%31'50")

o = B304T'46:9”)
B = 8046'38")

o = 54936'29+1")
B = 49019'48'9")
B = 2044'233")
B = 22037'11'5")
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§ 12. 10. Rozwiazaé nastepujace trojkaty prostokatne o malych katach bez uLycm tablie,
obierajac dowolne dwa elementy jako dane:

a lub ¢ b B
573 1 1
2438 1 i
206265 1 ; e
4000 1 51-57”
100 2:02 199:5/
30000 21 356"
171-9 5 1040"
27385 10-154 124477

Se13. i Rozwia;za(f: trojkat rownoramienny znajac:
a) a=2364 cm, b=>5'8T em _
b lg—1 ", B=1580

¢) a=0612 mm, o= 84°20

d) b =435 cm, o = 42038’ 10"
e) b =002 m, 8= 50

e 0i="15m2; w— 1 "%n

g) a=306 m, w= 301 m

h) w=1534 cm, o = 71034 28"
i) w=0032860 km B = 0053 265"
12. Kat 33° u wierzcholka trojkata rownoramiennego
o podstawie b = 12 em podzielono na 5 réwnych ezesei. Obli-
ezy¢ czesé srodkowa i czesei skrajne podstawy.
18. W trojkat réownoramienny o podstawie b =4 cm
i kacie przy podstawie o = 68°40 wplsano kolo; obliczy¢ pole kola i stosunek pola
trojkata do pola kola. ’
d4. Na kole o promieniu 7 = 2 em opisano trojkat rownoramienny o kacie przy pod-
stawie o = 52°; obliczy¢ podstawe trojkata i cieciwe styeznoscei rownolegla do podstawy.
15. W kolo wpisano tréjkat rownoramienny o boku @ =25 em i kacie przy pod-
stawie o = 70%; obiczy¢ promien kola.
16. W kolo o promieniu &= 3 em wpisano trojkat rownoramienny, majacy u wierz-
cholka kat (3= 37°40". Obliczy¢ podstawe i pole tego trojkata.

Koto.

17. Obliezy¢ cieciwe, naleZaca do kata a) @ =61° b) o= 115944’
c) o =176945"28" w kole o promieniu 100 7.

18. Cieciwa 12 nalezy do kata $rodkowego: &) o =>54% h) a=123°20;
¢) oo =166°36"20"; obliczy¢ promien kola.

19. W kole o promieniu 12 ¢m pewna cieciwa ma dlugos¢ 10 em. Jaki luk odeina
ta cieciwa ?

20. Rozpietosé (cieciwa) luku w moscie wynosi 402, a wysokos¢ 8m. Obliczy¢
dlugos¢ tego luku i powierzchnie wewnetrznego sklepienia mostu, jezeli szerokos¢ mo-
stu wynosi: 5.

& 21. W kole o promieniu =18 ¢z wspiera sie na pewnej cieciwie kat obwo-
dowy 48°; obliczy¢ dlugosé tej cieciwy (zbudowaé na tej cieciwie kat obwodowy 48°, kio-
rego ]edno ramie jest srednica!)

22. Dwa kola o promieniach ¢ =24cem i b=14cm stykaja sie zewnetrznie
obllczyc kat utworzony przez wspélne styczne zewnetrzne.
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23. Dwa kola o $rednicach 80 cme i 30 cm, ktorych srodki sa oddalone o 504 m,
polaczono pasem transmisyjnym. Obliczy¢ dlugos¢ pasa.

24. Obliczy¢ strzalke luku, nalezacego do kata 40° w kole o promieniu 50 .

25. Aby- zmierzy¢ krzywizng toru kolejowego, zmierzono odleglos¢ 2 punktow
toru d=30m i strzalke tego luku s=05m. Obliczyé promien krzywizny trygono-
metrycznie, za posrednictwem kata srodkowego.

26. Obliczy¢ pole odcinka kola o promieniu 634 din, naleZzacego do kata $rodko-
wego o = 51°34,

21. Zmajae pole P odcinka kola i promien kola », wyprowadzi¢ réwnanie na obli-
czenie kata srodkowego, wyrazonego w mierze lukowej.

Uwaga: Otrzymane rownanie nie da sie rozwiaza¢ elementarnymi sposobami,
chyba tylko w przybliZeniu. Jest to réwnanie przostepne.

Wielokaty umiarowe. %

28. Obliczy¢ bok wielokata umiarowego, jezeli liczba bokéw #=48, a promien
kola opisanego » =58 cme.

29. Wykonaé¢ trygonometrycznie podzial kola o promieniu 5 eme: a) na 7 rownych
czesei; b) na 13 réwnych czesei.

30. Pole 18-boku umiarowego wynosi 336 e¢m?; obliczyé a) jego bok; b) promien
kola wpisanego.

31. Obliezy¢ pole 25-boku umiarowego o boku b = 1 dme.

32. 9-bok umiarowy i 10-bok umiarowy maja réwne obwody. W jakim stosunku
sa ich pola? Kfore jest wieksze?

33. Jakie pole ma 14-bok umiarowy, opisany na kole o promieniu 18 ¢uz?

34. Obliczy¢ stosunek pola wielokata umiarowego o 7 bokach wpisanego w kolo
do pola wiel. um. o tej samej liczbie hokow opisanego na tem samem kole. Jakie stad
liezby ograniczajace wynikna dla liczby 7 ? (Wskazowka: poréwnaj te pola z polem kola).

35. Obliczy¢ pole pasa, zawartego miedzy obwodem 23-boku wpisanego w kolo
0 promieniu 1, a opisanego na tem kole.

Inne zagadnienia planimetryczne.

36. Znajac przekatnie & prostokata i kat o, jaki ona tworzy z bokiem, gbliczy¢

pole w liczbach ogdlnych.

37. W prostokacie znamy przekatnie: ¢ i kat ¢ miedzy niemi zawarty. Obliczy¢
boki i pole.

38. Przekatnie rombu wynosza d; = 36 ¢m, dy = 20 cm; obliczy¢ katy i boki.

39. W rownolegloboku znamy dwa boki @, b i kat & miedzy nimi zawarty. Obli-
czy¢ pole.

40. W trapezie rownoramiennym znamy dwa boki rownolegle a = 806 #z, b= 574 m
i kat przy podstawie o = 63°45"; obliczy¢ pole i boki nieréwnolegle.

41. Na kole o promieniu »=2'4 ¢ opisano trapez rownoramienny, w ktérym
kat przy podstawie o =50° Obliczy¢ boki i pole trapezu. . ig

42. W kolo o promieniu R=3'8¢m wpisano trapez rownoramienny, w ktérym
wysokos¢ w=2cm a kat przy podstawie o=40°; obliczyé boki i pole trapezu. (Wez
pod uwage trojkat rownoramienny, ktérego podstawa jest bok nieréwnolegly, a wierz-
cholkiem frodek kola).

43. Boki deltoidu wynosza: a =12 ¢m, b = 8 cm, a przekatnia 6 cm. Obliczy¢ katy!

44. W trapezie znamy podstawe @ =454 cm, dwa katy przy niej lezace: o —=46920’,
=176°30" i jeden bok nieréwnolegly np. przy kacie o, bok b =38 cm. Obliczyé pozo-
stale boki i pole. (Odeiaé trojkat zapomoca prostej rownoleglej do boku ).

45. Obierz dowolnie dwa sasiednie boki i 3 katy trapezoidu i staraj sie go roz-
wiazaé¢, rozkladajac na-odpowiednie trojkaty prostokatne i trapezy.
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Zagadnienia stereometryczne. e

46. Tréjkat, ktorego jeden bok lezy mna plaszezyZnie rzutéow, a dwa inne sa na-
chylone do niej pod katami o= 479, ’=232° jest nachylony do plaszezyzny rzutow
pod katem &= 50° Obliczy¢ katy tego trojkatal

47. W prostopadloscianie znamy boki podstawy e« =8cm, b=6cm i kat utwo-
rzony przez przekatnie podstawy i przekatnie calej bryly o= 64°; obliczy¢ objetosc.

48. Pod jakim katem mnalezy poprowadzi¢ w prostopadloscianie o krawedziach
a=46cm, c=58cm przekrdj, zawierajacy bok b, aby bryla odecieta byla ! czescia
calej bryly?

49. W rownolegloscianie prostym o podstawie rombowej poprowadzono przekroj,
rownolegly do dluZszej przekatni rombu z tego naroza podstawy, przy ktorem lezy kat
rozwarty rombu. Pod jakim katem (wzgledem podstawy) wykreslono ten przekroj, jezeli
on jest kwadratem? Znamy kat ostry rombu o= 36°.

50. Graniastoslup pochyly ma za podstawe trojkat réwnoboezny o boku 2 dime,
a krawedz boczna b=6m jest nachylona do podstawy pod katem ¢ = 69°32’. Obliczy¢
jego objetos¢!

¥ 51. Os walea pochylego o boku s=21 cm jest nachylona do podstawy pod katem
72014’; promien podstawy wynosi =6 em. Obliczy¢ objetoscé!

52. Ostroslup umiarowy 9-boczny ma krawedz podstawy k= 53 cm, a krawedz
boczna b = 16'4cm. Obliczy¢ jego powierzchnie i objetosc!

53. W ostroslupie umiarowym 8-bocznym nachylenie krawedzi boeznej do pod-
stawy wynosi 54°, a krawedz podstawy 1 dme. Obliczy¢ jego objetosc!

54, W ostroslupie 15-bocznym umiarowym o wysokosei 2 wysokosé tworzy
z wysokoscia boezna kat 8°385'. Obliczy¢ powierzchnie i objetos¢ tej bryly! )

55. W ostroslupie umiarowym 12-bocznym, ktorego objetos¢ V=238 em?, Sciany
boezne sa nachylone do podstawy pod katami (8= 175°; obliczy¢ krawedz podstawy i po-

wierzchnie,
56. Obliczy¢ kat dwuscienny miedzy sasiedniemi Scianami czworoscianu umia-
rowego.

57. Zmamy krawedz podstawy b i wysokos¢ % uaczy'uia w postaci prostopadlo-
scianu. Wlano wody do wysokosei 2. .0 jaki kat najwyZej moZna to naczynie obrocié
okolo drugiej krawedzi podstawy, aby sie woda nie wylala?

58. Obliczy¢ kat dwuscienny miedzy sasiedniemi scianami dwudziestoscianu umia-
rowego.

59. Obliczy¢ kat dwuscienny miedzy sasiedniemi scianami dwunastoseianu umia-
Trowego.

60. Ostroslup Sciety o podstawach kwadratowych ma krawedz podstawy & =82 cm,
a krawedz bocezna b = 10 eme jest nachylona do podstawy pod katem 80° Obliczy¢ jego
objetosc¢!

61. Celem zmierzenia objeto$ci kopca w postaci stozka zmierzono obwdd jego
podstawy U =425 i nachylenie boku do podstawy o= 38°. Obliczy¢ objetosc!

62. Kat u wierzcholka przeciecia osiowego stozka wynosi 35°, a promien pod-
stawy #= 3 dm. Obliczy¢ powierzchnie i objetosé!

63. Obliczy¢ P i V bryly, jaka zakresla trojkat prostokatny, obracajacy sie do-
kola przeciwprostokatni. Przeciwprostokatnia ¢ =23 m, a kat o = 46°.

64. W stozku $cietym znamy obwody obu den: U; =28 em, U, =18 cm i nachy-
lenie boku do podstawy o = 51° Obliczy¢ objetosé¢ i powierzehnie!

65. W kule o znanej objetosci ¥ wpisano stozek prosty o znanym kacie u wierz-
cholka a. Obliczy¢ objetos¢ tego stozka!

66. Na kuli o promieniu » =2 em opisano ostroslup umiarowy 5-boezny, w kto-
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rym znamy kat utworzony przez dwie sasiednie krawedzie boczne o — 469, Obliczyé
objetosé¢ ostroslupa.

67. W kule o promieniu R=4 ¢ wpisano ostroslup umiarowy 8-boczny, w kto-
rym krawedz boezna jest nachylona do podstawy pod katem & — 540, Obliczy¢ jego
objetosc! .

68. Znajac promien kuli R =36 cm i kat u wierzeholka wyecinka tej kuli (w prze-
kroju osiowym) 2@ =45934’, obliczy¢ objetos¢ wyeinka i odeinka.

69. Dwa miejsca A i B kuli ziemskiej maja wspolna szerokosé geograficzng
¢ =150° a dlugosci geografiezne A, =5, A, =40 Obliczy¢é ich odlegloi¢ AB mierzona

e~
na réwnolezniku. Nastepnie obliczy¢ cieciwe AB i luk A B kola wielkiego, przechodza-

cego przez te punkty. Poréwnaé luki ABi AR (R=63T74 km).
70. a) Strefa zimna poélnocna zaczyna sie w szerokosci geograficznej @ = 66°32"32";
promien ziemi wynosi 6370 Zme. Obliczy¢ powierzchnie strefy zimnej!
b) Obliczy¢ powierzchnie strefy umiarkowanej (zaczyna sie w szerokosci
=238027"28" a konczy sie w ¢=66032"32").
Tréjkat ukoSnokatny.
71. Rozwmm(, trojkat ukosnokatny, znajac bok a i dwa katy przy legle, np.
a) @ =9305 cm; [3 42053"; y="T0°9"; b) a =637 cm; §=125080"; v =28°20'.
72. Rozwiazaé trOJkat ukosnokatny, znajac:
a) a=402cm; 0=642cm; =5208;
b) a=8m; b=5Tm; Y=130° 18"
Obliezy¢ pole!
73. Rozwiazaé trojkat ukosnokatny, znajac:
a—12ms b= Ym: o— 64° 347,
4. Obliczy¢ katy trojkata, ktérego boki wynosza:
a=18cm; b=10cm; c=15 cm.

y

Zagadnienia z trygonometrji praktycznej.

Uwaga: W zadaniach 75—82 nie uwzgledniaé kulistosci ziemi.

5. Na szezycie gory znajduje sie pal pionowy o znanej dlugosci 82; z pewnego
punktu u stép gory widzimy dolny koniec pala pod katem wzniesienia 30°20 a gorny
pod katem 32°10°. Jaka jest wysokos¢ (wzgledna) gory?

76. Z pewnego punktu widaé¢ szezyt goéry pod katem o, Zblizywszy sie w kie-
runku poziomym wprost ku szezytowi o odleglosé: @ widzimy go pod innym katem 3.
Obliczyé wysokos¢ wzgledna tej gory. Wykonaj taki pomiar w polu!

77. Celem zmierzenia szerokosci rzeki posuwamy sie wzdluz brzegu o odeinek
AB =48 m; pewien punkt C przeciwleglego brzegu widzimy z A w kierunku prosto-
padlym do AB, a z B pod katem ABC = 36°20". Jaka jest szerokos¢ rzeki?

8. Z wieZy o zmanej wysokosci @ = 30m widzimy OkletTJOd katem depresji 3910
(kat poziomu z prosta, laczaca okret z obserwatorem). Jak daleko jest okret od pod-
néza wiezy?

79. Podstawa wiezy i domu leza w {ym samym poziomie. Wierzeholek wiezy
0 wysokosci 42 widzimy z okna wzniesionego o 12# nad poziom pod katem wznie-
sienia 12°30’. Jak daleko jestesmy od wiezy?

80. Z dwdeh okien latarni morskiej, lezacych pod soba w odstepie 6, widzimy
okret pod katami: &= 76° i 3=176°30". Jak daleko jest okreft od podnéza wiezy?

81. Balon wzlecial pionowo do goéry. Obserwator, znajdujacy sie w odleglosei
4 /eme od miejsca wzlotu, widzi balon kolejno pod katam1 189, 200, 26°. Jak wysoko byl
balon w tych chwilach obselwach"
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82. Jeden obserwator A spostrzega meteor I/ w kierunku s$cisle poludniowym
pod katem wzniesienia o= 54°, drugi B oddalony od pierwszego 0 a—SO km na za-
chod, spostrzega rownoczesnie ten meteor w plaszezyznie
lezacej pod katem [3=56° na wschod od poludnika. Jaka
jest wysokos$¢ meteoru w tej chwili? (por. fig. 38).

Kat widzenia.

83. Jaki jest kat widzenia przedmiotu o rozmiarze 72 me
z punktu lezacego na osi symetrji tego przedmiotu w od-
leglosei 570 m2?

' 84. Pod jakim katem wida¢ sygnal, ktérego dlugose
jest 8000 razy mmniejsza od odleglosei sygnalu od obserwa-
tora? (rachunek malymi katami!)

85. Jak wielka jest srednica ciala niebieskiego, kto-
rego kat widzenia jest 31 594" z odlegloscei 20,665.840 mil.
(slonice), (rachunek malymi katami).

86. Promien ziemi widac¢by bylo ze srodka slonca pod katem 838”. Jaka jest od-
leglos¢ slonca od ziemi? (Promien ziemi R = 6377 km. Kat ten 88" nazywamy para-
laksa slofica).

87. Odleglos¢ Srodka slonca od $rodka ziemi wynosi 2406333 promieni ziemskich
(R =631T km). Ze $rodka ziemi widzielibysmy slonce pod katem 32" 0:88”; pod jakim
katem widzimy je z powierzchni ziemi (kat ten nazywamy pozorna srednica slonea)?

88. Planeta Wenus, krazac dokola slonca, oddala sie od niego dla obserwatora,
znajdujacego sie na ziemi najdalej o kat 47°30°. Znajac odleglos¢ slonea S od ziemi
Z:d = 2406333 . 6377 Fm, obliczy¢ odleglos¢ slonca od Wenery (W.S) i odleglosé ziemi

- od Wenery w chwili, gdy ta pldncla jest majblizsza ziemi. (D1001 planet uwazanmy za

kola!)

Rozwigzania ¢wiczeifi :

r

1. Poréwnaj wyniki zad. 25 w Cwiczeniach 1. 2. Poréwnaj wartosci

- 15 15 17
J i 8 2 e T ) = S — =, = —
z tabelki w § 10. 4. a) sin o i COS:0L 7 tg o 3 cosec o, 15,
13 8 Pl s : 20

sec & =~ cty o= o =61°5'38", B =28%'22". 4. b) sin 1
91 2 009270 DR ORR ”
008 &= 55, tgac=2—l, a=43%36"9", B =46°23'51". 4. c) a = 18°55'26",

;=

: &0
@:7&&M.Ld)m:%%ﬁﬁ3B=4mw%ﬂ5.msma=ﬂi_@i

?

a
coea—iﬂ’ tga—m—u‘ b)smoc—/ P cosu— iy o= /[3
. a’ We 1p+¢ ) +q q-
T PR [=3 _/,2_

5. ¢ sina:VC -|-4P:|—10 4p} cosoc=w G 410,
2¢ 2¢
-t —Yct—T6p® B 20 o
tgo = v . 6. = bigg, y=">0 (tg tgg):

=0 (tgoc—— tg %%); gorny odcinek jest najwiekszy, dolny najmniejszy.
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7. 0 =>51%49'33". 1l. a) a =85°2231", § = 9°14'58”. 11. b) a = 61°,
b=096962 m. 11. ¢c) B=11°20, b=012086 mm. 11. d) a=47°2150",
=28512'20", a =296 cm. 11.e)x —=87°30,a =023 m. 11.1) o — 89033,
B=>54, a=9994T7 m. 11. g) b=11018 m, o =81°42, f=16°36". 11. h)
f=386"14", a=161169 cm, b=10221 em. 11. i o— 89358 6308
a=0032866 km. 12. 2x=233586 cm (Srodkowa czesc), y= 246399 cm
(skrajna czgs¢). 13, P =D5862 cm? s = 1747. 14. b—=82012 cm.
c=315204 cm. 1b6. R=266 cm. 16. b=366642 cm, P— 98528 cm?.
17. a) ¢=101508 m. 1%. b) c=169362 m. 17. ¢) ¢=19992 m. 18. a)
r=11013 m. 18.Db) »r=0568 m. 18. c) r=050343 m. 19. 7= 1031 cm.
R0. 7=144'14 m, P=220"T m? 21. ¢=26"15304 cm. 22. o= 30°30'H4".
23. 1, =11'82 m, jezeli pas biegnie wprost, /,=11'87, jezeli sie pas
krzyzuje. 24. s=230155 m. 25. »=22525 m. 26. P=2345 dms?.
2. m"coc~smoc=gl—). 28. 6=01T5864 cm. 29. a) b, —43388 cm.
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R9. b) b,;,=2-3932 cm. 30. b,y=—3629 cm, 7,=10289 cm. 31. P—

— 49478 dm®. 32 Pyy: P, = 100816, P,;>P,

0 0
33. P=147,2%. 19 ?2— = 1035342 cm? 34. cos? l—io—

35. D=005753 m®. 36. P=d? sina cosoa. 37. a=d sin %’

. G
b=d cos g, Pz%smcp (por. Cwicz. IL Zad. 14). 388. a=121°2'30",

B=180°— a, @=2059 cm. 39. P= absin a. 40. ¢ — 26227 m,
P = 162307 m® 41. a = 10294 cm, b= 2238 cm, ¢ — 6266 cm,
P =30019 cm® 42. a = 68405 cm, b= 20736 cm, c—= 31114 cm,
P=289141 cm® 43. J=44°250", a=28%720". 44. c=2'8267 cm,

= 12564 cm, P =T9663 cm® 46. a=T5%T'20", [ = 43°4614"
Y =60°16"26". 47. V=984'144 cm® 48. a=28%4550". 49. x="T71°,
50. V = 971891 dm? bl. V=2261"T1 cm?® b2 P = 55943 cm?,
V=283543 cm®. 53. V=1H218 dm?®. 54. P=22374 m?, V=019371 m?.
5. @ = 1135 cm, P=293b6b cm® B56. cos y=14, 1="10°31'42".
67. tga=2 (h—w):b. B88. v=138"11"36". B9. v =116°33"44".
60. V=483'66 cm® 61. V=253200 m?. 62. P=122'3 dm?, V=89-673 dm?.
635. P=1201"6 m? V=231816 m? 64. P—=146'8 cm?, V—=8404 cmd.
65. Vs=7zfsm2 o (14 cosa)= I;k (sin o . cos %)
B). 66, V=_81358 cm3, 67. V="7T144T7 cm® 68. TV, =29306 cm?,

9

* (por. uwage w § 13.

)

V,=22550 cm?®. 69. AB = 25042 km, AB=— 24654 lom, AB— 2481 km,

p———

AB<AB. %0. a) Z—21,010500 Em?. 70. b) U= 132,393.900 km?,
1. a) a=066°8", b=~08807 cm; ¢=234334 em. T1. b) a=26%10,
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b= 1176 cm, c=68DHDT cm. T2 a) o= 38°45"46", B = 89°6'14",
¢="507 cm, P=101871 cm?. 112. b) a=29°18, §=20°24’, c = 12'468 m,
P=1T7389 m? 73. p=42°38/, v ="T2%8', ¢c=12693 m.

4. o= 89°44'32", B=233%4Y, v=>56"30"28". 5. w=1069 m.
76. x:“?ig“—';gg. . AC=353 m. 8. d=>542:25 m.

gp—ug y

79. d=13532 m. 80. d— 6487 m. 81. 1'3 km, 1:456 km, 1:951 km.
82. w—"T427 km. S3. a=7°8. 84. a—1'88". i

85. 2 R=—96.150 mil. 86. d=149,480.000 km. 87. p=232'0"96".
88. = 6321:93.6317 km.




Roz('dzia{ IL.

Rozszerzenie pojecia funkcyj trygonometrycznych i badanie ich
wlasnosci (gonjometrja).

§ 14. Funkcje trygonometryczne katéw od 0° do 360°.

Zaréwno w miernictwie praktycznem i w astronomji, jak i w geo-
metrji naukowej, uzywa sie czesto ukladu wspélrzednych prostokatnych.
Polozenie kazdego punktu wyznacza sie zapomoca jego odleglosci od dwu
stale obranych osi prostopadlych, przyczem te odleglosci odréZniamy zna-
kami, jak wiadomo z graficznych przedstawien funkeyj (por. § 4).

© Odleglo$ci od osi 2-6w, zwane
Y rze¢dnemi, sa dodatnie nad nig,
a ujemne pod nia; odleglosci od osi
y-0w, zwane odcietemi, sg do-
datnie na prawo, a ujemne na lewo
6 X X od osiy. Liczby te nazywamy wspol-
: rzednemi prostokatnemi punkta i no-
tujemy to: 4 (#, ¥,). PoloZenie ta-
=% kiego punktu mozna jednak réwnie
L dobrze wyznaczy¢ zapomocy jego
odleglosci- #» od poczatku ukladu
6 X O (bez uwzglednienia znaku) zwanej
promieniem wodzacym iza-
Fig. 89. pomoca kata, jaki ten promien two-
rzy osia @-ow. Kat ten liczymy od
dodatniego klerunku osi 2-6w w kierunku przeciwnym ruchowi wskazéwki
zegaru od 0° do 360°. Cwiartki plaszczyzny, jakie przebiegamy kolejno
przy tym obrocie, numerujemy: I II. IIL. IV. N, p. dla wyznaczenia punktu
A trzeba i wystarczy poda¢ 7 i «. Liczby te nazywamy wspolrzed-
nemi biegunowemi punktu 4
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Z ftigury latwo odezytujemy, ze

sin a=@
7

Xy

COS Oh— —
r

&
GOt
Y1

Slowami: Sinus kata jest to stosunek rzednej do promienia wodzacego.
Cosinus kata jest to stosunek odcigtej do promienia wodzacego. Tangens kata
jest to stosunek rzednej do odcietej.

Takie okresienie funkcyj trygonometrycznych nie nawiazuje juz do
trojkata prostokatnego. Mozemy wiec mowic o funkcjach katéw nawet roz-
wartych i wkleslych. Widzieli$my za$ przedtem, Ze takie rozszerzenie jest
pozgdane przy rozwazaniu tréjkatow ukosnokatnych. Otéz: rozszerzamy de-
finicje funkcyy trygonometrycanych i nazywamy wstawq (sinus) jakiego-
kolwiek kata, juz niekoniecznie ostrego, stosunek rzednej dowolnego punktu,
lezqecego na ramienin (ruchomem) tego kata do odpowiedniego promienia,
przyczem rzedna bierzemy z odpowiednim znakiem, a promien zawsze do-
datni: jedno ramie meruchome obieramy pl zytem na dodatniej czesci osi

_ odcietych.

Dostawq (cosinus) nazywamy stosunek odcietej do promzema a stycang
(tangens) stosunek rzednej od odcietej.

Funkcje secams, cosecans i cotangens okreslamy jako odwrotnosci
funkcyj cosinus, sinus i tangens.

Przy temnowem okresleniu funkcje moga wiec mlec takze wartosciujemne.

OkaZemy, ze miedzy temi nowemi funkcjami dla tegosamego kata za-
chodza tesame zwiazki zasadnicze, ktoresmy wyprowadzili dla katow ostrych
(zwiazki (b) na str. 37). -

I tak twierdzenie Pitagorasa:

2 2 2 . (2\* 9\’ - :
2 y?=r? czyli = -+ o= 1 _daje zawsze
sin*o -+ cos? o =1 m
bez wzgledu na to, czy 2 i y maja znaki 4 czy tez —.
iy #Y:
Funkcja tga:%»z %, wiec podobnie jak dla katéw ostrych:
r
Sin o
i ks e )
Wreszcie z okreslenia funkceyj sec, cosec, i cty wynika:
ctg o — @3)

tga

COMNICKI. GEOMETRUA. D
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cCoOS o
: 1
CO8SeC 0L — — (5)
Sin oK

Uwaga. Z wzoru 1) obliczalismy sin o — J1 — cos? . jednoznacznie, obecnie zas
nalezy uwzgledni¢ obydwa znaki pierwiastka, poniewaz sin o moze mie¢ zarowno war-
tos¢ dodatnia (dla katow wypuklyeh) jak i ujemna (dla katow wkleslych).

Zastanowmy sie nad przebiegiem kazdej funkcji co do znaku i co do
wartosci bezwzglednej.

a) Znaki. Funkcja sinus, jako rzedna (w stosunku do promienia),
jest liczba dodatnia w ¢wiartce L. i I1. (tig. 40) (t. j. dla katow od 0° do 180°),
a ujemna w_céwiartee III 1 IV. (t. j. od 180° do 360°).

Funkcja cosinus, jako odcieta
+Y (w stosunku do promienia), jest do-
datnia w c¢éwiartce 1. i IV. a ujemna

w cewiartkach II. i IIL
A, Funkcja tangens jest dodatnia

VA w cewiartce 1. (stosunek dodatniej rze-
= 0 e y“ dnej do dodatniej odcietej)iw ¢wiartce
+x UL (stosunek ujemnej rzednej do ujem-

nej odcietej), ujemna za$ w ¢wiartkach

III. i IV. jako stosunek dwoch liczb

o réznych znakach.

Odwrocenia tych funkeyj maja
takiesame.znaki, jak i same funkcje.
Dla latwiejszego zapamietania zesta-

Fig. 40. wiamy znaki w tabelce:

sin & (i cosec a) l cos o (i seca)

l T +
o

tga (i ctga) }

I, o
B it e
T RS S
I — o1 | et

b) Aby zbada¢ przebieg wartosci funkeyj, obierzmy promien wo-
dzacy réwny jednostce (n. p. 1 dm). Konce wszystkich promieni wodza-

cych, wychodzacych z punktu O, (fig. 41) leza wtedy na obwodzie kola

0 promieniu réwnym jednostce. Wtedy:

s B AR e
g T a

0B 0B :
('Osaz—OTdvng_OB_‘ll

g : 67

Podobnie dla punktow 4,, 4,, 4, ...,

a wiee: ; 54

W kole o promieniu réwnym jednostce E As
liczba wymiarowa rzednej dowolnego punktu A
przedstawia sinus odpowiedniego kata, a od- A

cigtej cosinus.

MozZnaby tez powiedzie¢: w kole o pro-
mieniu rownym jednostce sinus kata jest D
rzutem odpowiedniego promienia na o$
Y-OW, a cosinus na o$ x-ow.

Jezeli kat o wzrasta od 0° poczawszy,

to sinus (rzedna) wzrasta od wartosci £ Y
0 do+ 1, (= OE), ktéra to wartosé osiaga
dla a« =190 nastepnie maleje, a przy Tion

% =180° osigga znowu wartosé¢ zero. Poza
1890 sinus maleje dalej, jest bowiem w trzeciej ¢wiartce liczba ujemna;
najmniejszg wartos¢: — (= OF') osiaga sinus dla a=270% a stad znowu
wzrasta do wartosci 0, ktorg osiaga dla a = 360°.

Rozwazywszy podobnie przebieg funkcji cosinus (odcietej), otrzymamy
nastepujaca tabelke: &

‘ 00 L. 900 i 1800 | L 2700 | IV. | 3600
e ke s o
sinus 0 st ek maleje 0 maleje —1 wzrasta 2
2 SF o o
cosinus l —+1 maleje 0 maleje ’ =1 wzrasta 0 WZ;L_Sta k

Co moZna powiedzie¢ o przebiegu funkcji Zg o na podstawie tej ta-
belki?

JezelibySmy rozwazali katy ponad 360° (n. p. kilka calkowitych obrotow
promienia 0 A4), to z figury 41. widzimy, ze powtorzy si¢ po raz drugi i trzeci
it d caly zaséb wartosci funkeyj sinus i cosinus, tak, ze:

sin (o -+ 360°) = sin a

: cos (oo 4+ 360 = cos o
lub ogélniej po wykonaniu obrotéw w liczbie I:
[ 8in (@ +360°.7)=sin o
| cos (a4 360°.7) = cos o
Wilasnos¢ te nazywamy perjodyeznoscia funkcyj. Otéz:
Funkeje sinus i cosinus sq funkcjami perjodycznemi; perjodem ich
Jest 360° lub w mierze tukowej 27, to znaczy: wartosci tych funkeyj nie
zmieniaja sie, gdy kat wzrosnie o 360° (czyli 2m).

(6)

5*
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Uwaga. Wlasnosei takiej nie spotkalismy dotychezas przy zadnej funkeji: ani
funkeja calkowita wymierna, ani ulamkowa, ani pierwiastek, ani funkcja logarytmiczna
nie mialy tej wlasnosei, aby z wzrostem zmiennej niezaleznej powtarzal sie caly zasob
wartogei funkeji w tym samym porzadku. Wskutek perjodyeznosci funkcje trygono-
metryezne znajduja obszerne zastosowanie w badaniu licznych zjawisk przyrody, od-
bywajacych sig perjodyeznie (n. p. drgania spreZzyste, jak glosowe, S$wietlne, ruchy
wahadlowe, prady elektryezne przemienne i t. p.).

Obok katéw dodatnich (obrot przeciwny ruchowi wskazowek zeg.) uzywa
sie czesto takze katow ujemnych (obrot zgodny z ruchem
wskaz zeg, na fig. 42. kat 3¢ B OA’). Funkcjami trygonometrycznemi
(sin. i cos.) takiego kata nazywamy takze stosunki rzednej i odcietej do-
wolnego punktu, lezacego na ruchomem ramieniu tego kata, do promienia.
N Poniewaz promienn wraca do pierwotnego
Y * polozenia, jezeli wykonamy jeden pelny
| obrot dodatni, to i wspélrzedne dowolnego
punktu na tym promieniu nrie doznaja
zmiany, a wiec:

[ sin (—a)=sin(—o+ 360°)
| cos (—a)=cos (— o -+ 360°

Widzimy stad, Ze perjodycznos¢
A utrzymuje sie takze dla funkcyj
katow ujemnych. Na tej podstawie
mozemy zawsze funkcje kata ujemnego
zamieni¢ na funkcje kata dodatniego. N. p.
majac obliczy¢ sin (—52°), piszemy na
, podstawie wzordéw (7):
sin (— 52°%) = sin (— 52° +.360°) = sirn 308°
Podobnie: cos (— HT71%) = cos (— HT1 + 2.360°) = cos 149°
Prostszy zwiazek miedzy funkcjami kata ujemnego a dodatniego
otrzymamy z rozwazania symetrji (fig. 42). Punkt A kola o promieniu 1,
lezacy na ruchomem ramieniu kata o i punkt 4’ lezacy na ruchomem
ramieniu réownego mu kata ujemnego, leza symetrycznie wzgledem osi .
Odcieta tych punktéw jest wiec wspolna, to znaczy:

X & BIX

Fig. 42.

cos(— o) =cos o (8,)
Rzedne roéznia sie tylko znakiem, wiec:
sin(—o)=—sino (8.)

Wreszcie przez dzielenie otrzymamy stad:
tg(—a)=—1tga iy (8;)
Narysuj odpowiednia figure dla katow rozwartych, wkleslych!
Otoéz: funkcja kata ujemmego réwna sig¢ co do wartosci bezwzglednej
funkeji kaqta dodatniego; co do znaku, to cosinus (i secans) zachowuje
enak, inne zas funkcje zmieniajq.

69

Uwag a. Funkeja, ktorej wartoscé nie ulega zmianie, chociaz zmienna niezaleZna
zmieni znak, nazywa sie funkcja parzysta (n. p. ¥y =a?); funkcja zas zmieniajaca
znak, ale nie zmieniajaca wartosci bezwzglednej, gdy zmienna niezaleZna zmieni znak,
nazywa sie funkeja nieparzysta (n. p. y=a%. W mysl tego okreslenia sin o jest
funkeja nieparzysta, a cos o parzysta. .

§ 15. Graficzny obraz funkcyj sinus i cosinus.

Zbadalismy przebieg wartosci funkeyj sin « i cos  przy pomocy
kola; wyrazniej wystapi zbiér tych wartosci na graficznem przedstawie-
niu funkeyj:

Yy=sinx i y=cosx

Aby ten obraz otrzyma¢, trzeba odcina¢ na osi x-6w katy, n. p. na
kazdy stopien 1 mwm, jak to uczynilisSmy np. na fig. 111 13, a na prostych
prostopadlych do osi #-6w odpowiednie wartosci funkcji siz x lub cos w,
otrzymane n. p. z fig. 41. Nie wiele zmieni si¢ rysunek, skoro wyrazimy
katy w mierze lukowej, t. j. zapomoca liczby wymiarowej luku, naleza-
~cego do danego kata w kole o promieniu 1. Wtedy, jak wiadomo, (por.
§ 12) katowi 360° odpowiada caly obwod kola o promieniu 1, t.j. 2w, katowi

180° liczba «wt, katowi 90"liczb_a;—L i t. d. Jednemu stopniowi odpowiada

27
m=0017453 .....

Aby wiec przedstawi¢c na rysunku zbior wartosci sin x dla
x=0°....360° odcinamy na osi x-6w odcinek 27 =628318..., odpo-
wiadajacy 360° Polowa tego odcinka t. j. ®@ odpowiada katowi 1809,
T 37T : o .
§...90°, 72—...2’?00 I t. d. Podzieliwszy kazdy odcinek dlugosei gn p-
na 9 rownych czesci otrzymamy punkty odpowiadajace katom 0°, 109,
290,... it d az do 360°%. W kazdym z tych punktéow wykreslamy odpo-
wiednia rzedna wzieta z kola o promieniu 1.

T T

1T T
15 T
]

T

T

PN

Fig. 43.

Na naszym rysunku (fig. 43) obraliSmy za jednostke 1 cme. (Narysuj
tosamo na papierze milimetrowym, obierajac za jednostke 1 dm!) Laczac
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konice rzednych jedna nieprzerwana linjg, otrzymamy graficzny obraz

funkcji:
Y= Sin x
Linje te mozemy przedluza¢ poza 27 (katy wieksze od 360°) i poza
punkt O (katy ujemne). Wskutek perjodycznosci otrzymamy wtedy linje
przystajace do OABCD. Cala te linje nieskonczong nazywamy sinu-
soida lub linja falowa, (poniewaz znajduje zastosowanie w ruchu

talowym). Linja ta narysowana dokladnie, na papierze milimetrowym, moze .

zastapi¢ tablice funkeji sinus. Jezeli n. p. »=1dm, to z figury mozna
odczytac jeszcze dosy¢ dokladnie 0001 dme; figura zastepuje wtedy 3-cy-
frowa tablice wartosci funkeji sinus. Z tego graficznego przedstawienia
widzimy, ze funkcja sinus zawiera sie zawsze w granicach —1....41,
i przybiera wszystkie wartosci zawarte w tych granicach. Najwieksza

czyli 90° najmniejsza;

. 4 5 TG
wartos¢: 1 t.zw. maximum osiaga dla x =

<

— 1 t.zw. minimum dla w—é—; t. j. - 270°. Pomiedzy 0° a 360° linja ta

sklada sie z 4 symetrycznych czesci 04, AB, BC, CD; narysowawszy
wiec jedna czes¢, mozemy reszte otrzymac przez symetlyezne odbicie, bez
pomocy kola lub tablic. Wystarczy wiec zna¢ wartosci sin 2 dla katow
od 0° do 90° dalsze otrzyma sie z rozwazan symetrji.

Do kazdej wartosci kata nalezy tylko jedna wartos¢ funkcji sinus,
ale odwrotnie do kaédej wartosci funkcji sinus naledy nieskoriczenie wiele
réénych kqtéw. Tak n.p. jezeli sin x =1} to « moze mie¢ wartosci: 307
150°, 390°,..., —210°, —330° .... (por. fig. 44, gdzie linja kropkowana
jest narysowana w wysokosci y =1).

ST
X 3300 -zlw“ y 0 :slo" 1510" \/ 390° ;;( :
15 N
Fig. 44

Nawet, jezeli sie ograniczymy do katow wypuklych, t.j. od 0°do 180°,
to do kazdej warto$ci funkcji sénwus naleza dwa rozne
katy: i 180°—x, z wyjatkiem séin x=-+1, do ktorego nalezy
tylko jeden kat wypukly @=90° Na to trzeba bardzo uwazac przy wszel-
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kich dyskusjach i przy réwnaniach, w ktérych niewiadoma wystéPuje pod
znakiem funkecji sinus.
Wszystkie wartosci, dla ktorych sim 2= 1, mozemy uja¢ w jeden

b wzor ogolny. Widzimy bowiem, Ze na jednej pelnej fali (na pierwszej)

znajduja sie tylko dwie z tych wartosei: 30° i 150° ogélnie o i 180° — o
czyli o 1 @ —a, nalezagce do punktow 4 i A’ na fig. 44. Wszystkie inne
katy dajace tesamg warto$¢ funkcji sinus réznig sie od tych dwéch katow
o calkowita dodatnia lub ujemna wielokrotnos¢ liczby 360° czyli 21 (sg
przesuniete o jeden lub wiecej perjodéw na prawo lub na lewo). A zatem
liczby te zawieraja sie w nastepujacych dwoch szeregach wartosci:
2nn+a i 2un+1m—a
przyczem » przebiega wszelkie mozliwe liczby calkowite dodatnie i ujemne
nie wylaczajac zera. Jezeli wiec m wystepuje parzysta liczbe razy, to .
kat o trzeba bra¢ ze znakiem -, jeZeli za$ nieparzysta liczbe razy, to
wystepuje — «. Razem ujmujemy te dwa szeregi wartosci jednym wzorem:
(a) xrx=m.%T A (—1)". o
przyezem. wm=o, + 1, + 2,;

Istotnie, jezeli m jest hczb@ parzysta (ogdlnie: m = 2u), to (— 1)»=
=1 i mamy pierwszy szereg wartosei: 2um + o; jezeli za$ m jest liczba
nieparzysta (ogélnie: m =2n 4 1), to (— 1)y =—1 i otrzymujemy: (2% 1)
T —a, czyli drugi szereg wartosci: 2nw + n — a.

Wzér (a) przedstawia wiec juz wszystkie wartosci #, jakie moze
przyjmowac¢ kat x w réwnaniu sinw x=c (c liczba stala), jézeli znamy

jedna z tych wartosci: a. W naszym przykladzie 'x:m.n-{— Sy 1)7n.E

Prosta réwnolegla do osi 2-6w w odstepie zawartym miedzy —1 a 41
przecina tylko raz te czesé sinusoidy, ktéra jest zawarta miedzy punktami
B i C (na fig. 44). Zawsze wiec jeden pierwiastek réwnania sinz—c za-
wiera si¢ miedzy — 90° a -+ 90°. Ten pierwiastek najmniejszy co do war-
tosci bezwzglednej, nazywa su; pierwiastkiem gléowny | réwnania
SUI0- 22— G

Przeprowadzajac taka sama konstrukcje dla funkeji:
y=cosx
przy pomocy kola o promieniu 1, otrzymamy te sama linje tylko przesu-
; : T e
nieta o odcinek 5 (t.J. kat 90°) na lewo (por. fig. 45). O$ y-6w przechodzi
przez punkt 4. Innemi slowy: piszemy liczby 0, g—, ..., tam, gdzie byly
5. = 3T : i . S, ;
5T g oo DA sinusoidzie (na fig. 43). Linja ta jest obrazem funkecji cosinus.

: : i . . ; i T
Cosinusoida jest wiec sinusoida przesunieta o g na lewo. Funkeja cosinus
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przybiera podobnie, jak sinus, kazda warto$¢ pomiedzy — 1 a -1 nie-
skonczenie wiele razy.
1
N. p. jezeli cos x=ﬁ, to.x =1 45°% - 315° - 4069% ... (sprawdz,
rysujac linje rownolegla do osi @-0w przez ten punkt cosinusoidy, ktéry

- o 2T
odpowiada wartosci 45° czyli 5+ 2)
Wszystkie te wartosci mieszcza sie we wzorze:

x=mn.360°1 45" ° (=g, Al 2 Sl
lub x——_n.?n-l_-g

Ogolnie, jezeli cosx=d, a o jest jedna z wartosci spelniajacych to
rownanie, to wszystkie wartosci spelniajace to réwnanie mieszcza sie we
WZOrze: :

(b) x=2nm+ a =g vt 2 a0

Jezeli sie jednak ograniczymy.do katow wypuklych t. j. od 0° do 1809

Y
A E
//
/// \B e éz"[/}
XE 0 3 D 21 X
4 C
Fig. 45

to widzimy z figury 45, Ze do kazdej dane/ warlosci funkcji cos x naledy
tylko jeden kaqt zawarty miedzy 0° a 180° i ten kat nazywa sie pier-
wiastkiem gl6wnym réwnania cosx = d.

Uwaga: Za pierwiastek glowny nie obieramy tu kata o najmniejszej wartosci
bezwzglednej, albowiem wskutek symetrji istnieja tu dwa takie katy: + o i — o ma-
jace ten sam cosinus. Nam za$§ chodzi o jednoznaczne wybranie jednego kata zasadni-
czego.

Odezyta¢ z graficznego przedstawienia, ze sin (— x) = — sin x,
€0s (— ) = -+ cos x! - :
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§ 16. Wzory redukcyjne.

Z graficznego przedstawienia widzielisémy, %e cosa ma taka sama
wartos¢, jak sin (o + 90°). Zwiazek ten zachodzi dla wszystkich katow a
dodatnich i ujemnych, wkleslych i wypuklych. Okazemy to przy pomocy
kola o promieniu réwnym jednostce (fig. 46 a).

C &
: , =
= ] -
\p
X N S\
2 B ° A
B N s O M A Y
P‘)
: D
Fig. %6a.0 ; Fig. k6.

Wezmy najpierw kat o ostry (fig. 46a). Do kata o nalezy rzedna

MP a odcieta OM, wiec sino=— MP, coso—= OM. ’Aby z kata a przejsc
do kata 90°+ a, obracamy ramie ruchome OP o kat 90° w kierunku do-
datnim, do polozenia OP'. Kat 4= P’OA = 90° + a, odcinki zas NP' i ON
przedstawiaja wobec tego sin (90° 4 a) i cos(90° 4 «). Tréjkaty prostokatne
OMP i ONP’ sa przystajace, bo 9C NP'O=a (ramiona zgodnie prosto-
padle); a wiec NP’ = OM, przyczem obydwa te odcinki sa dodatnie. Zatem
stn (90° + o) = cos o -2 9,)

Z przystawania wynika takze ON= MP ale teraz liczba wymia-
rowa odcinka ON jest liczba ujemna, a odcinka MP dodatnia, wiec

c0s (90° 4+ o) = — sin o 9.)

Drzielac réwnania (8,) i (9,) przez siebie stronami otrzymamy
‘ tg (90° + o) = — ctg o (9:)
ctg (00" +o)=—tga (CA)

Gdyby kat o byl rozwarty (fig. 46b), to otrzymalibysmy réwniez
dwa trojkaty prostokatne przystajace. Teraz funkcja siz (90° 4+ @) ma war-
to$¢ ujemna i cos o roéwniez. '



Zwiazek (9;) utrzymuje sie zatem bez zmiany. Podobnie- cos(90° - &)
jest teraz liczba ujemna, a sina dodatnia, rowna co do bezwzglednej war-
tosci, a wiee i rownanie (9;) utrzymuje sie bez zmiany.

Podobnie latwo okazac, ze te same zwiazki zachodza dla katow wkle-
slych (t. j. z IIL. i IV. ¢éwiartki) tudziez dla katow ujemnych (wykaz przy
pomocy- odpowiednich figur!)

Wzory te sa wiec zupelnie ogélnie prawdziwe dla wszelkich katow o.

Zawsze wiec sinus kata powiekszonego o 90° réwna sie cosinusowi
kata mniejszego, co do wartosci i co do znaku, a cosinus kata wiekszego
rowna sie przeciwnej wartosci sinusa Kata inniejszego

Otoz: gdy kat wzrosnie o 90°, to funkcja nowego kqta réwna sie
co}‘zmkq;v dawnego kqta co do wartosci bezwzglednej, a co do znaku, to
sim (o090 (i cosecans) zachowuje znak, inne zas funkcje zmieniajq.

Uwaga. Gdybysmy za o-90° podstawili 3, to za o nalezy podstawi¢ [ — 90°,
Otrzymaliby$my w ten sposob zwiazek miedzy funkcja kata zmniejszonego o 900
a funkeja kata pierwotnego. Wypowiedz te wzory !

Z wzoréw tych widzimy najlepiej (na coSmy zwrécili uwage juz
przy graficznem przedstawieniu), ze do wszelkich obliczen wystarcza ta-
blice, zawierajace wartosci funkcji dla katow ostrych. Funkcje katow 919,
92° i t. d. do 180° majg te same wartosci bezwzgledne, co cofunkcje ka-
tow 19 2°...do 90% a réznia sie tylko znakami. Posuwajac sie dalej o 909,
otrzymamy wartosci funkcji dla katéw od 180° do 270° i t. d.

Stosujac wzory (9) do katéw ujemnych, otrzymamy:

sin (90° — a) = cos (— )

cos (90° — o) = — sin (— a)
19 (90° — a)= —cly (- @)
ctg (90° — )= — fg (— a)

a stad stosujac do prawej strony wzory (8) na str. 68, otrzymamy:
sin (90° — o) = cos «
cos (90° — o) = sin o
tg (90° a)=ctga
ctg (90° —o)=1tg o :

Wyprowadz te wzory wprost, uzywajac kola o promieniu 1, dla katow
ostrych, rozwartych, wkleslych!

Zwiazki te wyprowadziliSmy dawniej dla katow ostrych, obecnie
wyprowadziliSmy je ogodlnie, dla wszelkich katow. Slowami wyrazamy te
zwiazki tak: : ]

Funkcja kata dopetniajacego réwna sig cofunkeji kata pierwotnego (co
do znaku i co do wartosci bezwzglednej).

Wazne sa jeszcze rownania, zachodzace miedzy funkcjami katow

(10)

5

spelniajacych si¢ t. j. kata o i 180° —a. Staramy sie wiec wyprowadzi¢
ogolnie zwiazki miedzy funkmann katow spelniajacych sie, t. j. zwiazki
miedzy:

sin (180° — o), cos (180° — o), i t. d.
a St o, -cosa, it d.

Zwiazki te wyprowadzimy odrazu ogélnie, nie zwazajac na to, czy
kat o jest ostry, czy tez rozwarty lub wklesly. Mianowicie przedstawmy
180° — e w postaci 90°—a + 90°, to uzywajac wzorow (9) i (10) otrzymujemy:

sin (180° — o) = sim (90° — o + 90%) = + cos (90° — o) = sim o

cos (180° — a) = cos (90° — & + 90°) = — sim (90° — &) = — ¢os «

Stad za$ przez dzielenie otrzymujemy odpowiednie wzory dla funkcji
tangens i cotangens. Mamy wiec nastepujace zwiazki:

sin (180° — o) = sin o
cos (180° — o) = — cos o

tg (180° — )= —tg « (1
ctg (180° —o)=— —ctg «

Funkcja kata spetniajacego sie rowna sig funkcji kata pierwotnego i to
sinus nawet co do znaku, inne za$ funkcje tylko co do wartosci bezwzgledne;j.
Wyprowadz te wzory wprost, przy pomocy kola, obracajac o§ @-6w
o kat 180° wstecz!

Stosujac te wzory przy rozwiazywaniu trojkatéw ukosnokatnych,
przy wyslowieniu twierdzenia Carnota i t. p. (por. str. b4 i 5b), nie : po-
trzebujemy juz osobno rozwazaé tréjkatéw ostr ok@tnych i rozwartokatnych:
wzory beda mialy jednakowa posta¢ w obydwu przypadkach.

Wzoréw tych uzywamy najezesciej, aby sprowadzi¢é funkecje kata
rozwartego do funkecyj kata ostrego. N. p. majac obliczy¢
sin 137° uzywamy wzoru:

Sinm 137° = sin (180%— 137°) = sin 43°
a te wartos¢ znajdujemy juz w tablicach. Podobnie:
€0s 1529 = — ¢o0s (180° — 152°) = — cos 28°.

- Mozna tez lMVC wzorow (9), wtedy jednak funkeja przeehodzi na
cofunkeje.

Katy wklesl’e sprowadzamy najpierw do wypuklych, korzystajac
z perjodycznosei funkeyj, a potem stosujemy wzory (11), o ile otrzymamy
kat rozwarty.

Dalszem zastosowaniem tych wzoréw jest zmiana znaku funkcyj.
Jezeli z jakiego$ rachunku wypadnie na cos o lub #g o wartos¢ ujemna,
to, aby mozna uzy¢ tablic, ktére zawieraja same dodatnie wartosci, za-
stepujemy kat o katem spelniajacym: 180° —a. Wtedy cos lub Zg ma
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wartos¢ dodatnia; znajdujemy w. tablicach kat 180°—a, a z niego otrzy-
mujemy sam kat o. N. p.:
tg a = — (0040741 to
tg (180° — o) = -+ (0r40741.
W tablicach znajdujemy: 180° — a=22°10, wiec
g= 1060, '
Dla funkcji sinus zdarza sie to nierownie rzadziej; wtedy trzebaby
uzy¢ wzoru:
sim (360° — o) = — sima lub
cos (o0 + 90°) = — sin o ' .
W podobny sposéb mozna wyprowadzi¢ wzory na siz (180" 4 «),
sin (270° — o), sine (270° 4 o), i dla innych funkeyj tryg. Trzeba tylko roz-
lozy¢ katy na:
90° 4 (90° + &), 90° + (1800 — ), 90° - (180° 4 o)
i bez zadnych rozwazan geometrycznych zastosowaé wzory (9) i (11).
Ostatecznie otrzymamy zwiazki zestawione w nastepujacej tabelce:

2= |.90°— o | 9094 o | 180° — o | 18004 | 2700 — & | 2700+ ¢ | 360°-- o |
Il .
sinz=| cosa cos o sin o | —sina|—cosa|—cosa| —sina
tos - — sin o —Ssin o | —cos a| —cos oL| —sin o sin o cos o
g x— cty o —clgo| —lga tg o ctg o —clg & — g o
clg r— tg o —tgo | —ctg x| clga tg o — g a — cty o

Wszystkie te wzory nazywamy wzorami redukcyjnymi, poniewaz
przy ich uzyciu mozna sprowadzi¢ obliczenie funkcji dowolnego kata do
obliczenia funkeji kata ostrego.

§ 17. Graficzne przedstawienie funkcji tangens i pozostatych funkcyj. :

Wilasnosci funkeji tangens wynikaja juz z wlasnosei funkeji sinus
i cosinus, ktorych ilorazem jest tangens. Jasniej jednak wystapi przebieg
tej funkcji, jezeli i ja rozwazymy przy pomocy kola o promieniu 1.
Okreslilismy:
Yx 5

&

g or—

-1

-1

Aby przedstawi¢ fg o jako liczbe wymiarowa jednego odcinka
przy uzyciu tej samej jednostki, ktorejsSmy uzywali dla siz a i cos a, sta-
ramy- sie mianownik tego ulamka t. j. 2,
uczyni¢c =1. W tym celu powiekszamy
trojkat OAB (fig. 47) tak, aby podstawa D
byla réwna promieniowi, ktéry obralismy 2 '
=1, a wtedy druga przyprostokatnia lezy / %
na stycznej do kola. L& Xy C
Yl TS Sl
A e

Otoz: odcinek stycznej do kota na koricu
ramienia nieruchomego, siegajacy od ramie-
nia nieruchomego do ruchomego, przedsta-
wia tangens kata (Scislej: liczba wymia- Fig. 47.
rowa tego odcinka przedstawia wartoscé
fg o). Stad tez pochodzi nazwa: styczna (tangens) kdta

Wiedy: fga =

Uwaga. Z tej figury mosma. takzé odezytaé przebieg
funkeji secans «, bo

sec o :c—ni—a:% = gg :%): 0D. Wiec liczba wymia-
rowa odeinka siecznej przedstawia funkcje secans o, skad
tez pochodzi nazwa tej funkeji.

Nie potrzeba wiec odtad dwéch odeinkow: xiy
dla rozwazania przebiegu funkcji tangens, wystarczy
jeden odcinek:

L Dla katow rozwartych mzebaby ramie 0OA’
yi s (fig. 48) przedluza¢ wstecz, (za jednostke dlugosci
obralisSmy na tej fig. 1 c¢m) poza punkt O; otrzy-
mamy wtedy odcinek s stycznej, lezacy pod osia
2-6w, a wiec ujemny, zgodnie z dawniejszem ozna-
czeniem znaku (w drugiej ¢wiartce tangens ujemne!)
W ¢éwiartce III takze nalezy przedluzyé ramie ru-
Fig. 48. chome wstecz; wartos¢ funkeji tangens jest znowu
dodatnia M7". W éwiartce IV tangens jest ujemne.

Gdy a=0° fga=0. Gdy a wzrasta, rosnie i g @ i to bardzo szybko.
Gdy o dazy do 90°, tangens o wzrasta nieograniczenie, pozostajac zawsze
liczba dodatnig: moéwimy, Ze #g « dazy do -+ co. Gdy o przekroczy nie-
znacznie 90°, fg o ma wielka (co do bezwzglednej wartosei) warto$¢ ujemna.
Gdyby kat o zblizal sie do 90°, malejac, wartos¢ Zg o« bylaby ujemna
i wzrastalaby nieograniczenie co do wartosci bezwzglednej. A wiec Zg «
dazy do — oo, gdy kat dazy do 90° rpalejqc (od katéow rozwartych).

.t
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W punkcie odpowiadajacym katowi 90° nastepuje skok wartosci funkeji
tangens od —+ oo do — co.
Poza 90" tangens jest ujemne i maleje co do bezwzglednej wartosci,
a wiec wzrasta w znaczeniu algebraicznem (podnosi sie!) Dla o = 180° jest
fga=0°% a stad znowu wzrasta, dazac do - oo, gdy a zbliza sie do 2700,
Poza 270° znowu 7g o rosnie od bardzo wielkich wartosci ujemnych do zera
przy 360° Widziny wiec, ze dla katow 90° i 270° tangens o nie ma zadnej
okreslonej wartosci. Obraz funkeji jest w tem miejscu przerwany, funkeja
jJest nieciagla dla wartosci 90° i 270° Podobnie zachowuje sie 7g o
dla katow 90° 4 2.180° 90° + 3.180° i t. d. ogolnie dla katéw: 90° -+ 7.180°,
gdzie [ jest liczbg cala. Poza tymi punktami tangens zawsze
wzrasta przy wzrastaniu kata, przebiegajac wszystkie mozliwe
wartosci rzeczywiste: od — co do — oco.
Jeszcze wyrazniej wystapi przebieg wartosci funkceji tangens na gra-
ficznem przedstawieniu (fig. 49.). Obieramy znowu miare lukowa (jednostka
dlugosci jest na rysunku odcinek 1 em) i w punktach odpowiadajacych
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Fig. 49.

katom: 10° 209 30,... Wykreélam'y rz¢dne, ktérych wielkosci i kierunki
bierzemy z fig. 48 (odcinki stycznej). Otrzymang linje zlozona z kilku od-
dzielnych galezi nazywamy tangensoida. Przedluzajac obraz poza 2w

i poza O spostrzezemy, %e wartosci gy« powtarzaja sie perjodycznie co
180° (m).

T

. Otoz: perjodem funkeji tangens jest 180° czyli .

Z figury widzimy, ze dla kazdego kata—z wyjatkiem 90°i 90°4-7. 180°—
tangens ma tylko jedna wartosc¢. Natomiast do jednej wartosci funkeji tazn-
gens nalezy nieskonczenie wiele roznych katow: a, a+.180° a+ 360°,...
a1, 1800,

Ogoélnie, uzywajac miary lukowej, mozemy ten zbiér katow napisac¢
W postaci:

(c) =0+ nt

(=0, +1, +2,..)
Wzor ten zawiera wszystkie katy x spelniajace warunek g =,
wyrazone zapomoca jednego z tych katow: a.
Z pomiedzy tych wszystkich katow jeden lezy zawsze w przedziale
od — 90° do +90° i ten kat (najmniejszy co do wartosci bezwzglednej) na-
zywamy pierwiastkiem gléwnym réwnania lgx=k.

To = DiT%

Kreslac w punktach o ?i t. d. prostopadle .do osi x-6w, otrzymu-

jemy linje, do ktérych tangensoida zbliza sie nieograniczenie. Linje takie
nazywaja sie: asymptoty (ledwoniestyczne). Sa one pomocne przy wy-
kreslaniu tangensoidy.
Wykresl przy pomocy fig. 48. obraz graficzny funkeji secans.
- Przebieg funkeji ¢tg o mozna otrzymac przez proste przeksztalcenie
tangensoidy, opierajac si¢ na znanym wzorze:

Yy=clgx=—1g (90°+ ) -
Trzeba wigc tangensoide przesunac o 90° t. j. o g na lewo i obrocic

calg linje okolo osi z-6w tak, aby kazda rzedna zmienila znak. Otrzymana
linja (kropkowana na fig. 49) jest obrazem funkcji c¢tg «. Przebieg funkcji
tga 1 ctga mozemy zestawi¢ w nastepujacej tabelce;

1
X 00 1. ‘ 900 ‘ 1I. j 1800 1LT, 2700 IV. 3600
+ 2 oL
ga 0 wzrasta =00 wzrasta ! 0 wzrasta 100 wzrasta 0
= = s e |
ok l £ | maleje maleje I o maleje 0 maleje | <




Uw a ga. NiezaleZnie od tangensoidy moglibysmy otrzymac cotangensoide wprost
z Kola o promieniu 1. Wykreslamy styczha do
kola w punkeie ' (fig. 50).

& Z podobienistwa tréjkatow 0AB i OFG
& otrzymujemy:

ctg o /7\10

wartosé ctg o (w L i II1. ¢wiartee na prawo od
punktu #, w IL i IV. na lewo). Podobnie mozna

: ©w_ FG _FG

% O P i L
wywnioskowa¢, ze liczba wymiarowa odecinka
OG przedstawia cosecans kqta. Wykonaj przy

: F

/1
_K) B a stosunek ten jest zarazem dotyczna kata a.
pomocy takiego kola konstrukeje contangen-

Wiec liczba wymiarowa odcinka FG przedstowin
Fig. 50. soidy, cosecansoidy!

§ 18. Zasadnicze prawo rzutéw.

Przy rozwazaniu tréjkatéw prostokatnych wspominali$my, ze rzut
(prostopadly) jakiegokolwiek odcinka na linje prosta lub na plaszczyzne
rowna sie dlugosci tego odcinka pomnozonej przez cosinus kata nachylenia,
przyczem ten kat byl zawsze ostry. Obecnie wezmiemy pod uwage ogél-
niejszy przypadek, mianowicie rzut wektora, t. j. odcinka pojmowanego
wraz z kierunkiem, na 0§, to znaczy na linje prosta, na ktérej odréznilismy
zwrot dodatni i ujemny (np. o$ x-6w, o »-6w i t. p.). Kat takiego wektora
z dodatnim zwrotem osi moze przybieraé¢ wszelkie wartosci od 0° do 360°.
Np. na fig. 51, wektor @ tworzy z osia @-6w kat ostry a (taki bowiem kat

a I ! b
!
a’ | b !
x !
X p r

tworzy z osia & réwny mu wektor a’; wektory tylko wtedy nazywamy row-
nymi, jezeli leza na prostych réwnoleglych, sa zwrécone w te sama strone
i maja dlugosci rowne), wektor 3 tworzy z osia x-ow kat rozwarty 3, wek-
tory za$ ¢ i d katy wklesle v io. :
Uwaga. Odcinek rzucany i o$ nie musza leZe¢ na jednej plaszezyznie.
Utworzmy rzut kazdego z tych wektoréw na o$ «, zachowujac od-
powiedni zwrot; mianowicie zwrot rzutu jest kierunkiem od rzutu punktu
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poczatkowego wektora, do rzutu koncowego punktu. Rzut p wektora @ i rzut s
wektora d (fig. 51) maja zwrot dodatni, a wiec i ich liczby wymiarowe
sa dodatnie, rzuty zas$ wektorow 7 i c, tworzacych katy wieksze od 90°
a mniejsze od 270° sy ujemne. Zasadnicze prawo rzutéw opiewa:

Rezut kaidego wektora na o$ réwna sig co do wielkosci i co do znaku
dtugosci tego wektora, pomnosones Dprzez cosinus kata, jaki ten wektor tworzy
2 0siq (z jej dodatnim zZwrotem; kat dodatni liczy sie przeciwnie do obrotu
wzkazowek zegara). Oznaczamy dlugo$é wektora a brana bezwzglednie
litera @, dlugosé (bezwzgledna) rzutu tego wektora literg & a wielkos$é rzutu
z uwzglednieniem znaku litera p, to twierdzenie nasze mozna napisaé
W. postaci:

pP=a.cosu (12)

N

g

o vy ek e
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=
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a’ a i
Al A

a) b) Fig. 52. c) d)

I tak: a) Jezeli kat jest ostry, to rzut p =4 5. Z trojkata prosto-
katnego 044’ (fig. 52 a) wynika, Ze b=a' cosa—a cos o, wiec:

0 — 0= cos'w. :

b) Jezeli wektor tworzy z osig kat rozwarty, to rzut ma zwrot ujemny,
Biec:p—"p) :

Ale b=a.cos (180°—q)—_ ¢ cosa, wiec: p=a cosa.
(.3) Jezeli kat jest wiekszy od 180° ale mniejszy od 270 to p = — 5. °
Ale (fig. ¢)b=a cosB=a cos (@ — 180% =@ cos (180°—a)=—a cosa.

Wiec p=a cosa.
d) Jezeli kat jest wiekszy od 2700 g mniejszy od 360° to rzut e
=-b. Ale: ‘
e b=a cosB=a cos (360° — a)=g . cos (—)=a cosa.
Wiec i w tym przypadku: D= cos c.
Y Prawo rzutéow jest wiec ogolnie udowodnione.
W zastosowaniach trzeba czesto znalezé rzut
kilku wektoréw. '
p Wykaiemy, ze rzuly kilku wektoréw moina
- X zastq 1.nc’ rzm‘e:’mjed%ego wekitora wypadkoweqo i od-
0 wrotnie: rzut jednego wektora moina zastqpic sumq
Fig. 53. rautow wektordw sktadowych.

LOMNICKI. GEOMETRJA. 6
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Uwaga. Wektorem wypadkowym dwu wektorow nazywamy — jak wiadomo z pla-
nimetrji — przekatnie rownolegloboku utworzonego z tych 2 wektorow: poczatkiem prze-
katni jest punks, w ktorym sie schodza poczatki obydwu wektoréw skladowych. Jezeliby
wektory skladowe nie schodzily sie swymi poczatkami, przesuwamy jeden z nich réwno-
legle tak, aby mialy wspolny poczatek. Rozklad wektora wykonuje sie, obierajac jakies

dwa kierunki OX i OY z punktu poczatkowego i kredlac z konea danego wektora linje

rownolegle do tych kierunkow (fig. 53). Wektory p i ¢ otrzymane w ten sposéb na linjach
0X i 0Y sa wektorami skladowymi.

Udowodnimy to prawo dla dwoéch wektorow. Nazwijmy odpowiednio
A' B’ C' D' rzuty punktow A4, B, C, D. Chcemy wykazaé, ze zawsze A'C’ +

+ A" B'=A"D'. Otéz, poniewaz wektory 4 B
D i CD saréwne co do kierunku i co do wielkosci,
to ich rzuty sg rowne, wiec:

ane— Oal);

Zatem:

ACH+AB=A4C+CD =A4'D

Tak jest, jezeli rzuty B’ i C’" leza po tej
samej stronie punktu 4. Wykazac, ze ta sama
rownos¢ zachodzi i wtedy, gdy B'C’ leza po prze-
ciwnych stronach punktu A4’! Stad juz latwo
przejs¢ do 3 i wiecej wektorow.

Trygonometrycznie wyrazamy to prawo wektorow skladowych i wy-
padkowych réwnaniem: . ’ :

c.cos (cx)=a cos (ax)-+ b cos (bx)

przyczem (cx), (ax), i (ba) oznaczaja katy wektoréw ¢, a, b, z osia @ (@ oznacza
dlugos¢ wektora 4B, b... AC, c... AD). Prawo to mozna tez wyslowi¢ tak:
rzut odcinka laczacego dwa dowolne punkty (np. 4 i D) moZna zastapic
rzutem dowolnej linji lamanej (np. A CD) laczacej te dwa punkty i od-
wrotnie rzut linij lamanej mozZna zastapi¢ rzutem odcinka, laczacego jej
konce.

Mozemy wiec celem znalezienia rzutu jednego wektora, majacego
kierunek dla nas niedogodny, zastapi¢ go dwoma wektorami skladowymi

>

o]

oy et Bl I

q e e

Fig. 54.

- o kierunkach dogodnych, utworzy¢ rzuty tych wektoréw i znalez¢é ich sume

(z uwzglednieniem znaku!). Odwrotnie postepujemy majac znalezé rzut kilku
wektorow. Zastosowanie tego prawa znajdziemy w nastepnym ustepie.

§ 19. Teorem dodawania funkcyj trygonometrycznych.

Zbadalismy juz, jak sie zachowuja funkcje trygonometryczne, jezeli
kat wzrosnie 0 90° i wyprowadziliémy z tego wiele waznych zwigzkow. Teraz
zajmiemy sie zagadnieniem ogolniejszem: pytamy, jak sig¢ zmienig wartosci
funkeyj trygonometryeznych, jezeli kat o wzrosnie o jakikolwiek inny
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kat B, czyli, jezeli dodamy do « kat B. Chcemy wiec obliczy¢ sin (o -+ ),
cos (- B)it. d.... znajac sina, cosa, sinfB, cosBit.d..... t.j. funkcje
sumy wyrazi¢ zapomoca funkcyj dodajnikéw. Wzory, jakie
otrzymamy, nazywamy teoremem dodawania. (N. p. dla funkcji wy-
kladniczej znamy juz teorem dodawania: @*+7— a7~ @, tunkcja zas logaryt-
miczna nie posiada prostego teoremu dodawania).

Obré¢émy uklad wspélrzednych (X, Y) o kat a (fig. 55); otrzymamy
nowe osie 0X’i 0Y’. W tym nowym ukladzie obierzmy prosta 04, tworzaca
z nowa osig kat 3 i na niej Y
dowolny punkt A. Wspélrzedne
OB i BA tego punktu w daw- Y
nym ukladzie oznaczamy li-
terami x,y a wspolrzedne OB’ X
i B’4 w nowym ukladzie, po
obrocie, «’, y'. Oznaczajac od- J g B
leglos¢ tego punktu 4 od po- N
czatku ukladu litera » mamy
wedlug detinicyj funkcyj try-
gonometrycznych: ‘

% =sin(a 4 ﬁ),% =cos (a4 ),

{ ’

= sim f3, x7 = cos .

D
R
2
45
(=]
?)
><

SIS

Aby uzyskaé zwiazek miedzy
cos (o f jami s7
Hbharee e e

) ystarczy
wyrazi¢ dawne wspolrzedne z, » zapomoca nowych z’, y’. Wezmy pod
uwage odcieta x i obliczmy # w dwa sposoby: raz jako rzut wektora 04
na os$ a-6w, to

x=7r cos (a+f)

a drugi raz jako rzut linji lamanej 0 B’ A, laczacej te same punkty O i A,
na te sama o$ x-6w, to teraz

x=x" cosa—+y cos (90°+ )
(08 OY iréwnolegly do niej odcinek Yy tworzg z dawng osig z-6w kat 90° + a).
Ale wedlug wzoru redukcyjnego (9,) na str. 13, cos (90° 4 o) = — sin o, wiec

x=ux" cosa—y sina (a)

Wzér ten sluzy do obliczenia odcietej dowolnego punktu w dawnym ulﬂadzie,
Jjezeli znamy jego wspolrzedne w nowym ukladzie i kat obrotu; ma on
obszerne “zastosowanie w geometrji anality cznej.
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Wprowadzajac tu za «, ' iy’ ich wartosei wynikajace z definicji
funkeyj trygonometrycznych otrzymamy:
r.cos (a—+B)=7.cosP coso—r sinf sino
a po uproszczeniu przez 7
cos (o4 B)=cosa .cos — sima . sinf (13

Uwaga: Na figurze 55 uzylismy katéw ostrych a i 8, jednakze caly tok rozu-
mowania odnosi sie do wszystkich mozliwych katéw. Narysuj odpowiednie figury, jezeli
jeden z katow jest rozwarty, obydwa rozwarte, jeden wklesly, jeden ujemny i t. p.

Wyprowadziliémy wiec teorem dodawania dla funkcji cosinus ogdlnie

“dla wszystkich katow o i {3,

Uwaga. Podstawiajac za sin &=+ V1—cos® a, a za sin B=+V1—rcos?B mogli-
bysmy wyrazié cos (& + (3) zapomocy samych dostaw.

Stad juz latwo przej$¢é do teoreméw dodawania dla innych funkeyj,
opierajac sie na zwiazku cos (¢ + 90°) = — sin ¢.

Zastosujmy wzor (13,) do kata [( [os—|—90°)+ﬁ to

cos (o = 90° + B) = cos (@ 4 90°) cos B — sin (- 90°) sin 3
czyli €0s(90° 4 o 4+ B)= — sina cos  — coso sinf3
lub zmieniajac znaki i stosujac do prawej strony prawo dodawania kata
90°, t. j. wzor (9,), otrzymamy: y
sin (o 4 3) =sin o cos 3 cod o sin 3 _ (13,)

Jest to teorem dodawania dla funkeji sinus.

Wzor ten moznaby wyprowadzi¢ takze wprost z fig. b5, tworzac
rzut wektora OA na o$ y-6w i rzut linji lamanej OB’A na te samg oS.
Otrzymaliby$my najpierw na obliczenie y wzor

y=a sinoe—+y .cosa (b)

a stad juz latwo otrzymac (13,).

Uwaga: Inny sposéb dowodzenia teoremu dodawania (prostszy, ale .

dluzszy!) podajemy w éwiczeniach V. Nr. 23, 24, 25. Twierdzenie to jest

takze w Scislym zwiazku z twierdzeniem Ptolomeusza (por. § 32).
Dzielaec rownanie (13;) przez (13,), otrzymamy:

sin o cos 3+ cos o’ sin 3

cos o. cos B — sin o sin 3

tg (o 4 B) =

Dzielac licznik i mianownik przez cos o .cos 3 i uwzgledniajac,

e =10 % g =10 b trrymamy
tgo -t
tg (o + ﬁ) = T—g—tg_l(;-%—g% (13;)

Jest to teorem dodawania dla funkcji tangens.
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Jezeli jeden z katow jest prosty, np. « =90°% to dowodzenie nasze

- nie utrzymuje sie, bo cos « =0, a wigc dzielenie przez COS O . cosﬁ nie jest

wtedy dozwolone.

Wtedy jednak teorem dodawania wynika odrazu z wzoru (Y9s),
bo tg (90°+ B)=—cty B.

Podobna uwaga dotyczy przypadku, gdy o - =90°

(Z teoremow dodawania widzimy, Ze zadna funkcja trygonometryczna
nie ma tej wlasnosci, aby f («+ ) byla wprost rowna f(x) 4 f(3)").

Z tych wzoréw moznaby juz takze wyprowadzi¢ teoremy dodawania
dla pozostalych funkcyj, ale sa one mniej wazne.

Wzory te odnosza sie do wszelkich katéw bez ograniczen. Zasto-
sujmy je do katow « i 360°—3, to:

sin (o =+ 360° — ) = sin o cos (360° — B) -+ cos a sin (360° — ).

Wskutek perjodyeznosci funkeyj otrzymujemy stad:

sin (o — )= sin o cos(— B)+ cosa sin(— )

czyli:
sin (x — )=sin 3 cos 3 — cos a sin f. (14,)
Podobnie wyprowadza sie dla funkeyj cosinus i tangens wzory:
cos (e — [3)=cosa cos 3 sina sinf3 (14,)
g tge—tg B 7

Teoremy dodawania stanowia podstawe do badania wlasnosci funkeyj
trygonometrycznych. Zawieraja one w sobie przewazng ilos¢ wzorow,
ktoresmy poprzednio wyprowadzili. _

N. p. wzory z § 16 na f(90°—a), f(90°+ o), f(180°— o), otrzy-
mamy z nich, kladac kolejno za « katy 909, 90°, 180° a za [ katy —a,
~+a, —a. Takze twierdzenie Pitagorasa miesci sie w tych teoremach
(podstaw we wzorze 14, : o= 3!).

Przy pomocy tych wzoréw wyprowadzimy szereg nowych zwigzkow,
bardzo waznych dla dokladniejszego zbadania natury funkeyj i dla ich
zastosowan.

§ 20. Mnozenie i dzielenie kata.

Znajac funkcje jakiegokolwiek kata mozemy znalezé funkcje kata
dwa razy wiekszego, 3 razy wiekszego i t. d. i odwrotnie znajac funkcje
jakiego$ kata. mozemy znalezé funkcje polowy tégo kata, trzeciej czesci
tego kata i t. d.

MnozZenie i dzielenie kata przez 2:

Podstawmy w teoremach dodawania (13) kat oc={3.'
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Wtedy:
sim (o —+ o) = sin a cos o« -+ sin o cos o
czyli:
sin2a=2sina coso (15,)
Podobnie: : d
c0s 2 o« = cos® o — sin®« (15,)
2tga
t2o=g=5 (15;)

Jezeli kat 2 o nazwiemy v, to azgi mamy:

siny =2 sin ¥ cos g

2
cosy=cosz%— sm2l2, (a)
2tg%’
gy =——
l—tg“’g

W tej formie uzywa si¢ bardzo czesto wzordw (15). Sluza one wtedy
do wyraZenia funkcyj calego kata zapomocs funkcyj polowek kata.

Uwaga. Przy pomocy tych wzoréw mozna wszystkie funkcje wyrazié przez

th. Kladac tg%:t, otrzymamy tg*{:%, a dzielac rownania na siny i cosy

przez 1= smEY -+ cos? Y, otrzymamy siny = , COSN — Inne funkeje sa od-

21 1—2
1 142
wrotnosciami tych trzech. Widzimy wiee, Ze zapomoca tgg wszystkie funkeje kata y
wyraZaja si¢ jednoznacznie i wymiernie (bez drugich pierwiastkow!).

Wzory te maja ciekawy zwiazek z trojkatami, ktorych wszystkie boki wyrazaja
sie w liezbach calkowitych przy obraniu odpowiedniej wspélnej jednostki mierniczej;
sa to t. zw. trojkaty Pitagorasa Iub e gipskie. Podstawiajac mianowicie w tych
wzorach za ¢ dowolny ulamek wlasciwy wymierny, otrzymujemy na Y kat naleZacy
wlasnie do jednego z takich tréjkatow egipskich prostokatnych. Jezeli bowiem ktory-
kolwiek bok, n. p. @ wyraza sie liczba wymierna, to poniewaZ wobec powyZszych

wzorow takZze sinY i cosy beda wymierne, a wiec i boki bic (bo b=a: Lgifaee

c=a :sinY); wszystkie boki wyrazaja sie wiec liczbami wymiernemi. Powiek-
szajac taki trojkat tyle razy, ile wynosi wspélny mianownik tych trzech liczb: a,?,c,
otrzymamy oczywiscie znowu trojkat prostokatny o tym samym kacie v, boki jego
wyrazaja sie juz Jednak liczbami calkowitemi.

N. p. jeZeli =14, to biorac ¢=1 otrzymamy a =4, b=3, a stad otrzymamy
trojkat egipskiobokach ¢/ =5, @’ =4; 0’ =3. Biorace=1 a¢t=2, 1 it. d. ofrzymamy

trojkaty o bokach:

=13, &’ =12, b’ =5
¢ =11, &’ =8, ¥ =15.
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7 trojkatow prostokatnych o bokach wymiernyeh mozna sklada¢ ukosnokatne o bokach
wymiernych. Odrazu mozZna otrzymaé wszystkie trojkaty Pitagorasa prostokatue z wzo-
row: @ = m?— n?, b= 2mn, c=m?-+ n? biorac za m, » dowolne liczby calkowite.
Przy pomocy wzoréow (a) mozemy otrzymac¢ odwrotnie funkcje
polowek kata wyrazone przez funkcje calego kata.
Do tego celu uzywamy twierdzenia Pitagorasa: .

I=—gos? g—l- sin? g i wzoru

T
2

Dodajac te réwnania stronami, otrzymamy:

cos Y = cos® % — sin?

2cosg%= 1+4cosy a stad:

cos V s LS (16,)

Odejmujac dane réownania stronami, otrzymujemy:

2sm21_——_ 1 —cosy a stad:

sin = V1 A (16,)

Wreszcie dzielac sm%’ przez cos% mamy:
T 1—cosy 16
t92_“:1/14-%” (16,)

Co sie tyczy znaku, to jezeli mamy kat vy, znak jest oznaczony,

wiemy bowiem, do ktérej ¢wiartki nalezy 1. jezeli jednak znamy tylko

27
cosy, to mozliwe sa obydwa znaki, albowiem do jednej wartosci cosy na-
leza katy: vy, (ostry) i 360°—1;, 860y, i t. d..... (por. str. 72), a wiee
g moze by¢ katem ostrym Y2‘, lub rozwartym 180° — YQ‘, iR a wiec

znak kazdej funkeji moze by¢ -+ lub —.

Polowiac kat kilkakrotnie, moglibysmy obliezy¢ funkeje trygonometryczne do-
wolnie malego kata, wychodzac n. p. z kata 90° dla ktérego znamy:
gin90° =1, ¢0s 902 =—20;
caly rachunek polega na kilkakrotnem wyciaganiu pierwiastka. Uzywajac na‘stgpnie
teoremu dodawania, moZnaby obliczy¢ funkeje kata, skladajacego sie z dowolnej liczby
tych malych czesci, t. j. kata zblizajacego sie dowolnie do kazdego z gory podanego :
kata. Przez to za$ obliczylibysmy zarazem z dowolnem przybliZzeniem funkcje po-

danego kata.



Potrajanie kata i podzial kata na trzy ré6wne czesci.
Znajac cos o i sin o, cheemy obliczyé sin 3 %, cos 3« i odwrotnie. Wy
chodzgc z teoremu dodawania otrzymamy:

cos3a=2¢os(2a 4 o)=1c0s2x.coso — sin20.Sino—
= (cos* o — sin* ) cos o — 2 sin’a cos o
a poﬁstawiajac za 8in* o =1— cos® &, otrzymamy ostatecznie:
cos 3o =4 cos*o. — 3 cos o
. Podobnie wyprowadza sie:
Sin3oe=—4sin®oe-4 3sino

Jezeli teraz chcemy odwrotnie wyrazi¢ simo i cos e zapomoca cos 3 «
isin3 a, t. j. znajac funkcje kata 8o — B, znalez¢ funkcje trzeciej czesci
kata: g, to naleZy rozwiaza¢ réwnanie trzeciego stopnia. N. p. dla cosinus:
znane cos 3o oznaczamy litera a, a szukane cos « litera 2, to mamy roz-
wigzaé réwnanie: :

42° —3x=a. (Dla sinus otrzymalibySmy 4 2° — 3 2 = — q).

Otoz: problem podziatu kata na 3 czesci prowadzi do réwnania trze-
ciego stopnia. '

GbybySmy rozwigzali to rownanie, t. j. znalezli « = cos g, to wykre-
Slajac (fig. 56.) w kole o promieniu 1 kat B i odeinajac na nieruchomem

ramieniu odcinek = cos gotrzymahbyémy

z latwoscia sam kat g Trzeba tylko na
koncu C odcinka « poprowadzic¢ prostopadlg,
do ramienia nieruchomego i punkt D, w kto-

rym ta prostopadla przecina kolo, pola-
czyé z O.

3-go stopnia nie da sie rozwigza¢ przy
uzyciu samych drugich pierwiastkow, Iub
Fig. 56. interpretujapc to geometrycznie: nie da sie
rozwigza¢ jedynie przy uzyciu cyrkla
i linealu, konstrukcja platonska.
Natomiast da sie rozwiazaé to zagadnienie przy uzyciu trzecich pier-
wiastkow.

Uw aga. Mimoto usilowano — naprézno — zagadnienie to rozwiazaé przy pomocy
linji i cyrkla, zapomoca skonczonej liczby. konstrukeyj. Przez dlugie wieki problem
podzialu kata na trzy czesci byl — obok kwadratury kola — ulubionem zagadnieniem
matematykéw. Obmyslano teZ rozmaite mechanizmy do wykonania tego zagadnienia,
i wprowadzono rozmaite linje krzywe, ulatwiajace konstrukeje. Do zajmowania sie ta

‘Wykazano jednak, Ze ten problem .
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kwestja przyczynilo sie i to, Ze do obliczenia tablic funkeyj tl')*g0110me§1'ycz11ych po-
trzebna jest znajomosé wartosei sin 1° i cos 1% Ot6% z planimetrycznych rozwazan mozna
obliczy¢ sinus i cosinus katow 18° i 15° przy pomoey dziesieciokata i dwunastokata
umiarowego (por. str. 7). UZywajac wzorow na sin (& —f3) i cos (2 — ) mozemy stad
nastepnie obliczyé:

sin 3°=sin (18°—15°) i

cos 3°=cos (18°— 15°)

Pozostaje jeszeze do rozwiazania zadanie: obliczy¢ sin 1° i cos 1° znajac sin 8°
i cos 3° a wiec podzial kata 3° na trzy rowie czesei.

Dopiero z koricem XVIIL wieku poznano, Ze nie obejdzie sie przy tem zadangu
bez trzecich pierwiastkéw, a wige, Ze niemozliwa jest dla tego zagadnienia konstrukcja
platonska. /

W podobny sposéb rozwaza sie zagadnienia podzialu kata na dowolna liczbe

rownych czesei. :

§ 21. NieréwnoSci dla funkcji sinus. Obliczenie tablic.

Majac obliczone wartosci funkeyj trygonometrycznych dla 1°, 1’ lub 17,
mozemy obliczy¢ kolejno wartosci funkeyj dla wszystkich wiekszych katow
w odstepach 1° 1' lub 1” przy pomocy teoremu dodawania, a wiec uzy-
wajac tylko czterech dzialan arytmetycznych.

N. p. znajac sin1° i cos 1% obliczymy:
sim2° =2 sin 1° . cos 1°; cos 2° = cos? 1° — sin? 1°, potem rozwiniemy sz 3°=
=g (2°4 19, i cos3°=cos(2°+ 1% i t. d.

Widzielismy jednak, Ze juz $cisle obliczenie funkeji 1° sprawia znaczne
trudnosci, a jeszcze wieksze mielibysmy dla 1’ lub 1”. JednakowoZ przy
tak malych katach moZemy sie oprze¢ na innej zasadzie. Wyprowadzimy
mianowicie pewne wazne nieréwnosci dla sin .

Narysujmy kolo o promieniu 1 i kat ostry . Wykreslmy linje, kto-
rych liczby wymiarowe daja sinx i g «. Liczba wymiarowa luku 4D jest
lukowg miarg kata . Poréwnajmy pola trojkatow OAD i OCD i pole wy-

cinka OAD (tig. 57). C
OAD<< 0OAD < OCD czyli 5

0D, o O] 0D A tg X
A8t el sin

Upraszczajac przez % otrzymamy:

AB<AD< CD cayli

sinae <<a <tga a7
Dila kazdego kqla ostrego jest wiec sinus tego kata mmiejszy od kqta
wyrazonego w mierze tukowej, a ten kqt mmiejszy od tangensa kqta. (Na

Fig. 57.
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obrazi_e ff_fraficznym: prosta y == biegnie powyzej sinusoidy: y = sin x
a ponize] tangensoidy: y =1{gx dla katéw ostrych. Narysuj!)

Wartos¢ sinx jest wiec ograniczona z géry; aby ja ograniczy¢ takze
z dolu, wychodzimy z wzoru:

z 2 Smg x
AT A e B ) S x S
n x 2sm2@os2_2 s 00822—-—2 tgg-(l—sng)
co0S —
5 2
Ale wedlug wzoru (17) mamy:
2 2\ 2
l T
g > ) ,1—sin >1 (2)
; 2 ) x 4
A wiec: smw}?-‘—)(I — %) czyli ostatecznie:
x?a
sin =
x*X =0 4

Otéz sim x dla katéow ostrych zawiera sie mi@dz'y nastepujacemi
wartosciami:
3

w>sinw>w—% : (18)

Réznica wartosci ograniczajacych wynosi st, jezeli wiec za sin x
wezmiemy wartosé przyblizona popelnimy blad mniej-
szy co do bezwzglednej wartosci od & (k@t Z wyrazony w mie-

rze lukowej!).
Zastosujmy to przyblizenie do kata 1° W mierze lukowej:

x:2m=1°:360° stad &= 00174532925 .... wiec
2=0:02

Biorac « za sin x popelniamy wiec przy katach nie przenoszacych

1° blad mniejszy od “ t. j. mniejszy od 073_0‘02000_820'000002. Blad

ten da sie wiec odczuc dopiero na széstem miejscu po kropce dziesiqtnej.
Jeszcze korzystniejsze bedzie to przyblizenie dla kata 1. W tensam sposob,
jak dla 1° obliczymy, Ze biorac x za sin «, popelniamy wtedy blad mniejszy
od 000000 0000007, a wiec blad dajacy sie odczu¢ dopiero na dwunas-
tem miejscu po kropce dziesietnej. Przy kacie 1” blad ten moZe wy-
stapi¢ dopiero na siedemnastem miejscu po kropce. (Por. § 12).

Otoz biorac za podstawe rachunku n. p. warto$cé;

sin 1’ & arc 1’=00002908882 (poréwnaj str. 45)
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popelniamy blad dopiero w dalszych miejscach dziesietnych, nie wypisa-
nych tutaj. Obliczamy stad cos 1’ przy pomocy wzoru:

cos 1’ =11 —sin?1’

a potem przy pomocy teoremu dodawania: sin 2, cos 2, sin3’, cos3'it.d.....
Dalsze wartosci nalezy skrocié do mniejszej liczby mlerc dziesietnych,
poniewaz przy rachunku bledy wzrastaja.

Skoro dojdziemy do jakiego$ kata, ktorego funkcje znamy scisle,
wprost z rozwazan planimetrycznych (n. p. do kata 3° 15° 60° i t. p.)
poprawiamy koncowe miejsca i liczymy dalej wzorami na sim (o 17,
cos (41" it d.

Uwaga. Przy takich rachunkach z korzyscia mozna uzywac¢ wzoru:
sin(n+41).1'=2sinn.1 cosl'—sin (n—1).1, zwanego wzorem Simpsona. Wzor
ten otrzymuje sie przez dodanie wzoréw na s ( aL—I—@) i sin(e—0f) i podstawwnle
B=1!%—, B_n 1

Tak powstaly tablice w historyeznym rozwoju trygonometrji. Dzisiaj jednak po-
siadamy o wiele dogodniejsze sposoby. Analiza wyZsza podaje szeregi nieskonczone,
pozwalajace obliczyé funkeje trygonometryczne kazdego dowolnego kata z dowolna
dokladnoscia (n.p. do 30 miejsc dziesigtnych, do czego omoéwione sposoby nie na-
daja sie zupelnie) i to wprost, bez obliczenia wartosci poprzednich. Jezeli miano-
wicie kat « jest wyrazony w mierze lukowej, to wprost:

a8 a5 a7
i e T T VBT s TR B O W L

22 xt s
cose=1—7o+7 534 1.2.5.4.5.67T "

Wykazano, Ze szeregi te sa zbieZne (t.j.suma dazy do skonczonej granicy, gdy
liczba wyrazow wzrasta nieograniczenie) dla wszelkich wartosei «; kilka wyrazow sze-
regu wystarezy, aby otrzymaé juz bardzo dokladnie wartosei tych funkeyj. N. p. dla
katéw nie przekraczajacych 45° — a takie tylko trzeba bra¢ pod uwage przy sporza-
dzaniu tablic — piaty wyraz szeregu wplywa dopiero na miejsca dalsze od szostego
miejsca po kropce dziesietnej.

Historyczne uwagi o tablicach funkeyj trygonometrycznych.

Wspominali$my juz, ze pierwsza tablice funkeyj sinus, a wlasciwie tablice cieciw,
podal astronom Ptolomeusz w II. wieku po nar. Chr. Indyjskie tablice funkeji sinus
nie byly dokladniejsze; dopiero Arabowie posuneli naprzod trygonometrje wogdle,
a w szezegolnosei obliczenie tablie. Abul Wafa (X. wiek po nar. Chr.) podal tablice
funkeyj sinus, cosinus, tangens i cotangens w odstepach 15 z dokladnoscia 7 miejse
dziesietnych; on tez pierwszy uzywal kola o promieniu 1. Prace te poszly w wiekach
srednich przewaZmie w zapomnienie; dopiero w epoce odrodzenia powstaja dokladniejsze
tablice: Regiomontana (Miillera) i Kopernika (wiek XV.), a najdokladniejsze podal uezen
i przyjaciel Kopernika: Rhaeticus (czytaj: Retikus) narodowosei niemieckiej, profesor
akademji krakowskiej (od 1. 1559 do 1574). Obliczyl on wartosei wszystkich 6 funkeyj
trygonometryeznych w odstepach 10” z dokladnoseia 10 miejsc dziesietnych. Do wyko-
nania tej olbrzymiej pracy oplacal Rhaeticus z wlasnych funduszow przez 12 lat Kilku-
nastu rachmistrzow, a mimoto dopiero po jego $mierci ukonczono prace i wydano ja
pod tytulem: >Opus palatinume. Wszystkie pozniejsze tablice byly tylko poprawniej-
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szemi — najezeseiej skroconemi — wydaniami tego epokowego dziela. Wiek XVII przy-
niost odkrycie logarytméw. Neper, tworca logarytmow, wprowadzil je wlasnie dla ula-
twienia rachunkow trygonometrycznych. Sporzadzil on pierwsze tablice logarytmoéw
funkeyj trygonometrycznych w odstepach 1’ z dokladnoscia 10 miejsc dziesietnych.
Wszystkie te rachunki waonywauo bardzo mozolnie opierajac sie na teoremie doda-
wania. Dopiero szeregi trygonometryczne, odkryte przez Newtona (koniec XVIL i po-

czatek XVI1II. wieku), ulatwily znacznie prace i daly moznos$¢ szybkiej kontroli ra-"

chunku. Wr. 1794 wydal Vega wielkie tablice logarytméw funkeyj trygonometrycznych
w odstepach 10 do 10 miejsc dziesietnych. Dalsza praca polegala juz tylko na prosto-
waniu bledéw, w tych tablicach zawartych.

Z wzoru (18) wysnuliSmy wniosek, ze dla malych katow sin « zbliza
si¢ do . Sciflej to zblizanie si¢ mozemy okresli¢, przechodzac do granicy.
I tak dzielgc te nier6wnosc¢ (18) przez , otrzymamy:
sin i

>1— 2

1>ac 4

i 2
Jezeli kat « maleje i dazy do zera, to 1—% dazy do 1; a wiec
—,, Zawiera sig stale miedzy dwoma wyrazeniami, dazacemi do 1, musi

zatem i samo dazy¢ do 1. Piszemy to:
lim sinx

N e (19)

sin

wm} gdy kqt x dqdy do zera, jest liczba 1.

Grawicq wyraienia

Teraz juz mezemy zrozumie¢ droge prowadzaca do zbudowania szeregow na sinx
i cosz. Otz podobnie do wzordéw na sin2a, sindo rozwija sie wzory na sin4 o
it.d. i ofrzymuje sie ogdlnie:

. : "1 pn—Dn—2) n—3
SN =nsiNa cOS O&———7 5 5 — sin®a cos o4 .enn. Kladac tu » oo =,

sprowadzamy ten wzor do postaci:

sinoc)_w(x—-a) (x—2a) sin o

3
smm:m-cosn—m-( = 1.9.3 cosn—la-( = ) + ..

77
Jezeli # rosnie nieograniczenie przy stalem x, to o dazy do zera (bo o= )

.. sind
a wiee

dazy do 1; wszystkie potegi cos o daza do 1,a &, 2 .... do zera i z ca-
lego wzoru zostaje:
j 23 x®
_ FUAR SR g S E By 6, B
przyczem szereg jest nieskonczony.
Zupelnie podobnie wyprowadza sie szereg na cos z.
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§ 22. Zamiana sum i réznic na iloczyny.

Teorem dodawania oddaje wielkie uslugi, jezeli chcemy uzy¢ loga-
rytmow do obliczen trygonometrycznych. Czesto mamy do c.zynienia Z SU-
mami lub réZnieami dwoéch funkeyj, co—jak wiadomo — jest powodez:n
znacznych niedogodnosci przy logarytmowaniu. Wykazemy jednakze, ze

‘takie sumy (réznice) mozna zamieni¢ na iloczyny Wezmy naj-

pierw sume:

siny -+ sind
Podstawmy: y=oa - e “=YP+_8
d=a—_8 2
=
R

Wtedy siny -+ sind = sin (@4 B) 4+ sin (@ — ) ;
— sina cosf + cosa sin B+ sina cosP — coso sinf}
=2sina cosp

Podstawiajac za o i B wartodci, otrzymamy ostatecznie:

sin~{+sin8=2siny_ga cos 7;8 (20,)

Mamy wiec sume dwoch funkeyj zamieniong na iloczyn.
Podobnie wykazuje si¢ prawdziwo$¢ wzorow:

sinY—sin'8=2sinY;'8 cos Y;;—B (20,)
GOSY+COSB=2GOSY—;8 cos Y;B (20,)
t:osy—t:os8=—2:’.inx{_;_'5 sin 7;8 (20

Wzoréw tych uzywa sie takze, aby wyrazenia: 1-sind, 1 — sin 3,
1 cos3, 1—cos® zamieni¢ na iloczyny. Wtedy trzeba zamiast 1 pod-
stawi¢ sim 90° lub cos 0°.

Przy pomocy tych wzoréw i wzoru (19) moZemy obliezy¢ szy bkos¢ wzrasta-
nia (pochodna) funkeyj trygonometrycznych, t.j. granice, do jakiej da Zy s t’o- )
sunek przyrostu funkcji do przyrostu kata, gdy prayrost kata dazy

~do zera.

Jezeli kat wzrosnie od wartosci x do x -0, to sina wzrosnie od sina do
sin (x4 8). Przyrost funkeji sin 22 wynosi wiec:

sin (x-8) — sina czyli po zastosowaniu wzoru (20)

2 sm% - cos (af: —I—%)
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Stosunek przyrostu funkeji do przyrostu 8 zmiennej x wynosi wiec:

.8 ' 5
St T 5 SiﬂT
R
9

=)
Jezeli przyrost & dazy do zera, to i 5 dazy do zera. Wtedy pierwszy czynnik:

3

Sin—g—

5 : .
cos (m - §) dazy do cos x, a drugi czynnik: —g— dazy do liezby 1, wedlug wzoru (19).

2
Caly wiec iloczyn dazy do wartosci cos .
Zatem szybkosé werastania (pochodna) funkeji sinx dla kazdego kata wynosi
cos x. Podobnie w Jkazuje sie: dla cos x szybko$c wzrastawia (pochodna) dla kazdej war-

tosci x wynosi: — 8in x dla tg x zas —o.:_w czyli 14 tg% x.

Poniewaz > cos « dla wszelkich katow roznych ad 2n T (przy = calkowitem)

cos?x
(dlaczego?) przeto funkeja fangens rosnie zawsze szybciej, anizeli sinus z wyjatkiem
katow & = 2n T, dlaktorych szybkos¢ wzrastania obu funkeyj jest jednakowa i rowna sie 1.

Cwiczenia V.

§ 14. 1. Obliczy¢ funkeje trygonometryczne kata X0A = o (fig. 389, str. 64), jezeli wspol-
+
rzedne punktu A sa: a) (5, 3), b) (—3, 2), ¢) (—3, —8), d) (4, —6).
9. Jaki znak maja wartosci funkeyj:
sin 140°, cos 1200, #g 210°, cos 240°, sin 2900 ctg 32007

9. Ktére funkcje wyznaczaja jednoznacznie wartos¢ kata mnuiejszego od 180°
a ktore nie?
§ 15. 4. Wykreslié sinusoide na papierze milimetrowym, uzywajac miary lukowej dla
katow; za jednostke obra¢ 1 dune.

5. Wykresli¢ obrazy funkeyj:

: T .
a) y=sin (@+); b) y=sin (x+3);
¢) y=sin (x —2%), uzywajac miary lukowej.
6. Wykresli¢ obraz graficzny funkeji (miara lukowa): a) y=sin2 x; b)y=sin2x;

¢) Y= sin 27;'70; d) y =sin 20?3190-

. Wykregli¢ obraz graficzny funkeji (miara lukowa):
DTE R S (2 T X 3)
. S0 :

-

a) y=23sin(Re+4); b) y= 001 00Tk

¢) y=p sin (nx--m), obierajac za p, n, m dowolne liczby stale.

2T (¢47)

7 gdzie ¢ jest zmienna niezaleina, a @, T, T sa liczbami

d) y=ua sin

stalemi.
8—11. Wykona¢ dla funkeji cosinus obrazy graficzne takie, jak w zadaniach 4,
5, 6, 7 dla funkeji sinus.

12. a) Jakie katy maja cosinus rowny wartosei: - cos 150302

b) Jakie katy maja cosinus réwny wartosci: — cos 320202
Rozwiazaé te zagadnienia takze graficznie, przy pomocy. cosinusoidy!
13. Jakie katy (w mierze lukowej) maja sinus rowny wartosci:

a) sz‘n%; b) — sin 3%:?
Rozwiazaé to zagadnienie takze graficznie, przy pomocy sinusoidy!
14. Obliczy¢ wartosé pozostalych funkeyj trygonometryceznyeh, wiedzac, ze:

a) sin210°=—05; b) cos & = — & (dwuznacznosc!)

¢) 191950 =2 —13; " d) ctg @ =25 (dwuznacznosé!)

§ 16—17. 15. Wynalez¢ przy pomocy tablic wartosei:
a) sinm o dla o =135, 1949, 3159, — 32°;
b) cos o dla o = 98°, 205°, 2849, 308° 26" 15"
¢) tgo dla o — — 859, 123°, 2920, 103042';
d) ctg o dla o= 174°, 1989, 347°, 212031’ 6".
16. a) Wyprowadzi¢ zwiazki miedzy funkcjami kata a, a funkejami kata 180° +- o
przez obrét osi i przez zastosowanie wzorow na funkcje kata 900+ a.
b) Wyprowadzié zwiazki miedzy funkcjami kata o, a kata 270°a.
17. Obliczy¢ wszystkie wartosci «, spelniajace nastepujace réwnania:
a) sin x= 037461; b) sinx=— 02;
¢) cos x = 0405; d) cos @ = — 0-81748;
e) tg x = — 0:93252; ) tg x = -+ 1-14;
g) ctg x = — 2:745; h) ctg x = — 06172,
18. Obliczy¢ katy «, spelniajace warunki:

a) cos & = g; b) sin? x = 028;

c) tgx=—2. cos 28°30° d) ctg x=124685.,
19. Wykaza¢, ze twierdzenie Carnota ma postac:
@* = b+ ¢ — 2bc cos o
bez wzgledu na to, czy kat o jest ostry, czy tez rozwarty.
§ 18. 20. Rzut wielokata zamknietego, obieganego w pewnym kierunku, na dowolna os
rowna sie zeru. Zastosowaé te zasade do rzutu obwodu szesciokata umiarowego na os,
zawierajaca jeden bok. Jakie prawo stad otrzymamy?
21, Wykona¢ zagadnienie 20 dla wielokata
umiarowego o % bokach. Ea
22. Sily p; =30%kg, p, =46 kg ps =21 kg,
ps =8 kg, dzialaja na ten sam punkt. p; jest od-
chylona od osi x-6w o kat &, = 35°, p, 0 kat g = 969,
ps 0 kat a; =206 a p, o kat o, = 3020
Obliczy¢ skladowa wypadkowej tych wszyst-
kich sil w kierunku osi # i w kierunku osi y. Ry-
sunek!
§ 19—20. 23. Udowodni¢ teorem dodawania dla
sin (o B), jezeli a4 3 < 90°, uzywajac kola o pro-
mieniu 1. (Fig. 58).
" 24, Udewodni¢ teorem dodawania dla katéw
ostryeh o i 3, ktorych suma jest wieksza od 90° (a naturalnie mniejsza od 180°) przy
pomocy figury analogicznej do fig. 58. (Ramig OC utworzy kat rozwarty z promieniem OA).
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25. Wiedzac, ze teorem dodawania jest prawdziwy dla katéw ostrych, rozszerzyc
to prawo na katy wieksze, uZywajac wzorow redukcyjnych (na powiekszanie kata o 90°).

26. Wyprowadzi¢ teorem dodawania dla funkcji cotangens!

27. Znajac funkecje kata 18° i kata 15°, obliezy¢ funkcje:

a) kata 33°% b) kata 3°.
(Dane: sin 18° = 030902, cos 18° = 095106, tg 18° = 0-32492)
sin 150 = 0:25882, cos 15° = 096593, tg. 15° = 0:26795)

28. Biorac wartosci sin 189, cos 18%, sin 15°, cos 15° z tabelki w § 9, obliczy¢ sin 3°
do 7 miejsc dziesietnych.

29. Wykaza¢, Ze

0 0
180 Sz 1 > smS

i wyznaczy¢ wartosé tych liezb ograniczajacych do 7 znakow dziesietnych (za sin 3° wziaé
warto$¢ wynikajaca z Gwicz. 28).
30. Wykazac, zZe:
a) cos* o — sint o= cos2a
b 14-sin 20 14l a
)= e 2.0 Tl —tga
c) ctgo. —1tgo=2cty 20
31. Obliczy¢ funkcje trygonometryezne kata 10°, wiedzac, Ze:
cos 20° = 0'93969.
32. Obliczy¢ funkcje : trygonometryczne kata 6°, wiedzac, Ze:
sin 3° = 0°052336.
33, Wyrazié sin 3 o zapomoca sin 0.
34, Wyprowadzi¢ réwnanie podzialu kata na 5 réwnych czesei:
cos b a=1>5cos & — 20 cos® & -'16 cos® o
35. Wychodzac z wartosei cos 90° obliczy¢: 2
cos45°, . c0s22°30" cos11°15’ i t. d...

(Otrzymamy ogélnie cos o = %‘/2 -|—V2 —H/2 +72.. —)
36. Wykazac, ze

smw_Qsmgsm +TC
o Em x+7c e 7 x-43m 4
= 28 sin 4sm i sin i sin =

o
37. Wykaza¢, Ze: a) cosec o —|-ctg 0. = ctg 3

a
b) cosec o — ctg & = tg§

: _ simo
9 g 1—|—cos o

_14-sina
\1—|—tg —1—sina

o il

sin (& + S)

c0s & cos {3

) 1+§§“—tg(45°+oc)

(uzyé wzoru c)

38. Wykazaé, ze: a) tga +tgf =

917

39. Wzbr cosc=cosa cosb-sina sinb cosy sprowadzié przez podstawienie
tga.cosy=1tg® do formy:
cosa cos (b— )
cos @

CoS ¢ =

przydatnej do rachunku logarytmicznego.
40. Zastosowa¢ wynik poprzedniego zadania do wartosei: @ =470, b=103°, T—=51%
Obliczyé¢ c!
41. Udowodnié, Ze sin® o — sin? 3= sin (& 4 f) . sin (& — B).
42. Wyrazi¢ tg (o + 34 y) zapomoca tga, tgf i tgy.
§ 21. 43, Obliczyé¢ sin 1”7 do 15 miejsc dziesigtnych:
(Tt =314159 26535 89793 23846 ...... )

44. O ile roZni sie od liczby 1 stosunek ‘Z;i‘zdla katow 10, 1/, 1”2

45. Udowodni¢ prawdziwosé nastepujacych wzoréw (zwanych wzorami Simpsona):

: sin m-41) . a =2cosa sinna—sin (n—1)a

cos (m+1) . x =2cosa cosna—cos (n—1)a

Przy pomocy tych wzorow obliczono tablice fnnkey;j mygonometlycznvch biorge
np.' @ =10 a za » kolejno- 1; 2;.8,....'6, T,.

46. Obliczy¢ funkeje tlygonometlyczno 20, 30, 49, znajac sin 10 = 0017453, cos 1° =
= 0:99985.
§ 22, 47. Udowodni¢, Ze: sina . sinf =1 [cos (& — B) — cos (a + B)]

cos o . cos3=14 [cos (& — B) + cos (a4 B)]

48. Uzywajac wzordw poprzedniego zadania, wykona¢ mnozZenie:
0:47971 . 0:59248 przy pomocy tablicy wartosei funkeyj sinus i cosinus.

(Wskazéwka: uwazajac te liczby za sin o i sin 3, znalezé w tablicach o i {3 i obli-
czy¢é na podstawie znalezionych katéow wartosé prawej strony).

49. Wykaza¢, Ze dla o -+ [ 4y = 180° zachodzi zwiazek:

a)tgattglttgy=tgo . tgfB . tgy:

o o
b) ctg§+ctg%+ctg%=ctg§ . cig% . ctgg—

50. Wyrazenie:
sim 200 - sin 20 - sin 2y
zamieni¢ na iloczyn, jezeli a [ -y = 180°.
51. Wykazac, ze jezeli a4 B -y =180°, to
sin o+ sin 4 siny =4 cos% - cos % . cos %
52. Wykaza¢, Ze:
a) sin (30° - o) - sin (30° — o) = cos &;
b) cos (30° — &) — cos (30° 4 o) = sim a;
¢) sin (30° 4 o) = sin (30 — )+ V3 . sin o;
d) sin (3004 o) = V3 . sin (60°+ a) — sin (90° — a):.
(Wzoru ¢) uzywa sig, aby obliczy¢ wartosei funkeji sinus dla katéw od 30° do 609,
jezeli znamy wartosci sinus dla katow od 0° do 309). ;
53." Wykazaé, ze:
sin (600 + a) = sin (600 — o) -+ sin a.

(Wzoru tego uzywa sie, aby obliczy¢ sina dla =600 .... 90% jeZeli znamy
st - dla e =00 7609,
LOMNICKI. GEOMETRJA, 7
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54. Udowodni¢, Ze: ;
sin &+ sin (36° — x) 4- sin (12° + ) = sin (36° + ) - sin (120 — z)

wiedzac, ze sin 540 = Y5+ ;I__l, sin 180 — /5 —1

55. Wykazaé, Ze:
c0s x +- cos (2~ b) 4 cos (2 + 2 b) - cos (z + 3b) + cos (x4 b) =
singb.cos (x+20)

sing
Wskazéwka: PomnoZy¢ obie strony przez sin gi kazdy wyraz lewej strony przed-
stawi¢ jako rézmice 2 sinusduw. »
55. a) Wyprowadzi¢ dla funkeji sinus wzor podobny, jak w zad. 55 dla cosinus.
56. Wykaza¢, ze pochodna funkeji:

a) cos x jest — sin x; b) Zg x jest

cos?x

Rozwiazanie éwiczen.

1. a) sima=—, cosoc=i_, tgoc=§; b) sina:i, GOS 06 —
- i /34 5 V13
e tg o . o)smac—:§ o P tga—g' d) sin o=
¥ _Vﬁ, 37 m? _‘/Tg’ 3?
oy
p =%§, cosa=%, tgoc———g. 8. 4 =+ —— — .8, Cosinus, tan-

gens, cotangens i secans jednoznacznie, a sinus i cosecans dwuznacznie.
4. Sinusoida bedzie powiekszeniem fig. 43. 5. a) Sinusoida przesunieta
0 % na lewo (w kierunku ujemnym); b) sinusoida przesunieta o 3 jednostki
na lewo; c) sinusoida przesunigta o 24 jednostki na prawo. 6. a) Dlugosé
fali jest 2 razy mniejsza a wysoko$¢ taka sama, jak dla pierwotnej sinu-
b | soidy y=sin x; b) Dlugos¢ fali wynosi 1 i wysokosé 1; ¢) Dlugosé fali
wynosi 3, wysokos¢ 1; d) Dlugos¢ fali wynosi 0:01, wysokosé 1. 7. a) Fala
jest przesunigta o 4 jednostki na lewo, dlugo$¢ wynosi ®, a wysoko$é
i kazda rzedna sg powiekszone trzykrotnie; b) Fala przesunieta o % na
prawo, dlugos¢ wynosi 0:01 a wysokos¢ 1600 w; ¢) 2 oznacza przesuniecie
na lewo, » skrécenie dlugosci fali a p powiekszenie kazdej rzednej
sinusoidy y = sim «; d) przesuniecie fali na lewo %,
soko$¢ a. 8—11. Obrazy powstaja z odpowiednich sinusoid przez przesu-

dlugos¢ fali T, wy-

o e v TC
niecie na lewo o dlugosc >

)

eI T T

90

12. a) 2 =n.360°+ 15°30’
b) & =1n.360° + 147040/

m=0,+1,+2,...);
e'e= O AR

13. a)x:m.n—}—(—l)m.g m=0,+1, +2,...);
b)x:m.n—(—l)m.?%t m=0,+1, +2...);

14. a) cos 210° = — 086603 (dlaczego znak — ?), #g 210° — 057735,
clg 210° = 1'73205; b) sin o = + 094281, lga = T 2:82843, clga—

— F03714; o) g 195°—2+ 13, sin 1950=—%-V2_1/§, cos 1950 —

1. ——
—§V2+V3; d) tga=04, sina=—037139, cosa=— 0:92848. 15. a)

070711, — 024192, — 070711, 052992; b) — 013917, — 0:90631, 0-24192
062166; c¢) — 070021, — 153986, — 247509, — 4:10299; d) — 951436,
307768, — 4:33148, 1'56858. 16. a) b) Poréwnaj tabelke w § 16-tym.
17. a) 2 =22°, 158° 382°,.... — 202°, — 338°,.... ogélnie: x=m.180 -
+(—1y".22°% b) x=m .180° 4 (— 1)».11°822"; c) x=mn.360°~ 66°66;
d) x=mn.360°1.125°10"; €) x = 137°+ 7. 180% f) z = 48°44'34" 4 1. 180°;
8) x=159"59"4-%.180° h) x=121°41'4%.180°. 18. a) x—n.360°+
+50°45°52"; b) x=2381°36'53" 4+ %.180°, c) x=—47°21?}’—|—n.180~°,

d) 32°28" 32 + #.180°. 20.1—|—cosg—|—cos%ﬁ—|—cosg—;t+cos %E+CDS%T—E=
— (L il 1+cos%—|—cos?.%§—|—....—|—cos(n~,1)27n=O. 22. B, —

: : £33 : tgo.ctgf—1
— 513089 kg, R —46:96515 kg. 26. ct — S gl g

9, 96515 kg ctg (o +B) T 27. a)
sin 330 = 0'b4464, cos 33° = 083867, 17 33°— 0'64941; b) sin 30— 0:05234,

cos 3°=099863, Zg3°=005241. 28. 0:0523360. 29. 0-0174533> sin 10>
0:0174453.  31. sim 10°=017365, cos 10°= 098481, #¢¢ 10°=0-17633.
32. sin 6° = 010453, cos 6° = 099452, #g 6° = 01051. 33. siw 3o —3 siw o—

__4sin® o 35. cos450=%.V§, cos 22030'=%.V2—+V—§, cos 11° 15’ —

/———i
= %V 2412472 40. (p=34°049"), c=11250"25". 42. g (x + B+ y)—

tgo+tgPB4+tgy —tgo.tg .ty ; e | g
= z:ga.z‘fﬁ—tha.tgy—thﬁ.tg\;' 43. sin 1" = 0-00000 48481 36811.
44. Bezwzgledna wartos¢ réznicy wynosi 0:000762... dla 1°, 0-0000000213...
dla 1’, 0:0000000000059... dla 1”. 46. Wyniki sprawdzi¢ w tablicach (np.
w tablicy I na stronicy 10). 48. 0-28422. 49. a) Wskazéwka: za tgoa—+1tg3
podstawi¢ warto$¢ z wzoru (13;) a nastepnie wyrazié a4 przez v;

b) Wskazowka: sprowadzi¢ wszystko do funkcji g i za tg%—i—tgg podi

&
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stawié wartosé z wzoru (13;). 0. 4sino sinB siny. B2. ¢ Wskazowka:
przenies¢ sin (30° — @) na pierwsza strong i zastosowaé wzor (20y); d) Wska-
zoéwka: przeniesé sin (90° — o) na pierwsza strong i zastosowaé wzor (20;).
56. b) Wskazowka: zastosowaé do réznicy dwoch tangensow wzor z Gwi-

czenia 38.

§ 23. R6wnania gonjometryczne.

Réwnania, w ktéorych niewiadoma wystepuje pod znakiem funkeyj
trygonometrycznych, nazywamy rownaniami gonjometrycznem’i.
Rownania takie posiadaja nieskonczenie wiele rozwigzaln, a wie nalezg,
do réwnah przestepnych, kazde bowiem réwnanie algebraiczne po-
siada tylko skonczona liczbe pierwiastkow. Wezmy n.p. hajprostsze 16-

wnanie gonjometryczne:
stnax =20

(1

Wiemy, ze oprocz x; =10, spelniaja to réwnanie takze katy:

.%2 = + 1800, wg _ 1800, .504 = +36
ogoblnie: x=1mn . 180° (lub w mierze lukowej
wolng, liczba calkowita, dodatnig lub ujemna.

ckaé te rozwiazania w nastepujacy sposéb: liczby spelniajace réwnanie 1),

spelniaja takze uklad réwnan:
(y=sinz

{u="0

a wiec sa wspolnymi punktami linji y=sinx t.j. sinusoidy i linji =0

0°, a5 =—360°....
x=mn.n), gdze » jest do-
Geometrycznie mozemy Uzy-

-

t.j. osi @-o6w. Na figurze 59 sa takimi punktami:
A, B, S oS N (RS

Y

F ¥

Odpowiadaja one wartpéeiom:
. =0, i_ %) __‘— 2m, .
Ogolne rozwiazanie ma wigc postac:
x—N .
gdzie » jest dowolna liczba calkowita dodatnia,
Al R, T8, e

.

ujemng lub zerem, t. joe—10
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W podobny sposéb moznaby rozwigzac¢ roéwnania:
simx=m, tgxr=c it. d ;
opierajac sie na wzorach (a) (b) (¢) z §§ 151 17 lub graficznie (poréwnaj
figure 44 w § 15)...

Zajmiemy sie tu tylko niektérymi typami takich réwnan, poniewaz
rozwiazywanie ogélnych réwnan gonjometrycznych sprawia wielkie trud-
nosci, nawet przy uzyciu analizy wyzszej.

1. Réownania typow:

Sl % % e e el T e s )
BRI BRI . 5i A R e A g i (8)
LD (GO it e s e e < (2)

rozwiazuje sie bezposrednio przez zastosowanie wzoréw (a), (b), (¢) z § 15
i 17. Jezeli bowiem dwa katy ax ibx daja te sama warto$¢ funkeji sinus,
to sa zwiazane wzorem @x=mnT - (— 1)*bx, przyczem =0 F 1, =%
+3,..., a stad juz latwo obliczyé . Podobnie z warunku (s) wynika
cx=2nn+dx, a z warunku (t) wynika pr=mnmn-+q .

Przyktad. RozwiazaC rownanie:
Sin 22 = sim 3x
Stosujac wzor (a) z § 15 otrzymujemy:
: 3x=mnm-+(— 1)y 2.

Dla # parzystego, t. j. dla »=2m jest (—1y*=-1 1 ofrzymamy
po uporzadkowaniu: &= 2mT. y

Dla % nieparzystego t. j. dla #=2m-4-1 jest (—1y'=— i otrzy-
mamy po uporzadkowaniu: &= 2m+1) - g '

Wszystkie rozwiazania naszego réwnania sa wiec zawarte we wzorach:
2, =2m%

TR R e e

lub w mierze katowej (ponieWai g odpowiada 36°).:

x, =0, + 360° +2.360°, 3 .360% . ..
x, =+ 36°% +3.36° +5.36%....
Jéieli po jednej stronie réwnania wystepuje funkcja, a po drugie;j
stronie cofunkcja, to zamieniamy cofunkcje na funkcje kata dopelniaja-
cego i sprowadzamy takie réwnanie de poprzedniego typu.

Przyktad.
tg 4o — clg bx
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Przeksztalcamy te réwnanie na:

Zg 4o =1y (g — 550)

a stad na podstawie wzoru (c) z § 17 otrzymujemy:
4x=nn—|—(g—5x)
a wiec

a)=(2n+1).% =0, +1, +2 +3,...)

ST
Wobec tego, ze 18

mujemy nastepujacy szereg rozwigzai:
= 0% 300 008 5

2. Jezeli w réwnaniu wystepuje kilka funkcyj tego samego kata z,
a nie wystepuje sam kat a, wyraiamy wszystkie funkcje zapomocq jednej
fumlkeji n. p. zapomoca sinz. To sie da zawsze zrobi¢ przy uzyciu co naj-
wyzej drugich pierwiastkéw. Wprowadzajac nowa zmienng, n. p. sin x =1,
otrzymujemy réwnanie algebraiczne na y. Rozwiazujac je, otrzymujemy
wartodci funkeji simx, jednak tylko te wartosci y sa przydatne, ktore sa
rzeczywiste i zawarte w granicach — 1 ....4 1. Nastepnie znajdujemy
samo « z tablic trygonometrycznych i z wzoréw (a), (b), (c) z § 151 17,
podajacych wszystkie katy, nalezace do tej samej wartosci funkcji.

odpowiada 10° stopniom Ww mierze stopniowej, otrzy-

rzyk ady. a) Rozwigza¢ réwnanie:
tg x=—coS &

Wyrazamy #gx przez sina i cosx

sin x
— oS
coS &
stad sinax—=costx—1— sin’x

sin*x—+ sinx=1
Kladac sin x =y otrzymujemy réownanie algebraiczne:
; ¥ ty=1
stad wedlug znane reguly:

TS =115
%:—2_—]/:; Jrre—a==p = o

: —1—75 i3
Pierwsza warto$¢ jest jednak nieprzydatna, bo __2_1/_ < —1 a musi

by¢ zawsze sinax>—1. Z drugiej wartosci:
Y, = 061803

103

otrzymujemy: sin x = 061803, a stad jeden kat (warto$¢ gléwna):
x=38°10"24". Wszystkie katy majace te sama wartos¢ funkeji sinus sa
zawarte w ogolnym wzorze:

x=mn.180° - (— 1) . 38° 10’ 24” fi== 0 1 =B
lub w dwéch prostszych wzorach:

o | 38°10°24” - . 360°
141049 36" 4 m . 360°

Graficznie rozwiazaliby$Smy to réwnanie, znajdujac punkty przeciecia
tangensoidy: y=—1fgax z cosinusoida y = cos . Odciete x tych punktow
przeciecia sa pierwiastkami danego réwnania. (Narysuj!).

b) Rozwiazaé réwnanie:

=0 1,5 20 UL

clgax—cosx=1—sinx
cos x
Sin a

—coswx=1—sinx

cosx (1l —sinx)=sinx (1 — sin x)
(+ V1 —sintx —sinz) (1 —sinax)=0
(F11—92—y) 1 —y)=0
Stad albo: 1 —y=0 czyli y=1

albo: + V1 —y2—y=0 czyli + ]/1 —yi=y
1 —y2=y?
it

Ot6z albo simax=1 a stad o =90, ogdlnie:

2 =90"47.360° n=0, +1. +2,...)

-~ albo sin w:é a stgd £ =45° i £=180° — 45° a ogolnie:

2y = 45° -+ 7 360° -
(225 =138H° -} % 360°)

A 1
albo wreszcie, sin o= — V_§ a stad = — 45° i = —135° a ogblnie:
(22, = — 45° + n 360°)

X5 = — 135° 4 72 360°

Niektére z tych wartosci sa jednak nieprzydatne, bo nie spelniaja
pierwotnego rownania, a mianowicie wartosci @, i 2, spelniaja tylko ré-
wnanie — ctg x -+ cos x = 1 — sin x, (prowadzace go do tego samego réwna-
nia koncowego dla zmiennej y). Wszystkie pierwiastki sa zatem zawarte
we wzorach x;, @, i ;.




104

Uwaga: MoZznaby takzZe rozwiazac¢ nasze rownanie bez wprowadzania zmiennej ¥,
rozkladajac cos x (1 —sinx) =sinx (1— sinx) na dwa prostsze rownania 1 —sinx =0
1 cosx— sina= 0.

Gdybys$my sie ograniczyli do katéw dodatnich, wypuklych, otrzymali-
bysmy tylko:

oy — 908 20— 450.

¢)Owieledogodniej rozwiazuje sie takierownania, wyrazajac wszystkie funkeje przez .

x
tgg:t, co prowadzi do wyrazen wymiernych, bez drugich pierwiastkow i bez po-

@
dwojnych znakow, (por. str. 86). Znalazlszy wartosci 4, znajdujemy w tablicach ka:bg

do kazdej danej wartosci £ (bez ograniczenia do przedzialu —1....-4 1, jak dla funkeji -

sitnus).
Przyklad:

14 cos & = V3 (sin x -+ tg )
Nazwijmy tg;ﬁ =

e : o = e O :
Podstawiajac (str. 86) wsina = ira COS 2% — iFw U — =@ otrzymamy
po uporzadkowaniu:
#2}213¢=1 .
a stad: t=—13 + 9, wiee ¢ —tg 21 =+ 026795 . . . .
Y p) -
a:tg%=—3'73205 S I8N ?)

Z pierwsze] wartosci otrzymamy:

5 =15 ogolnie: % =154 . 1800

wiec: &, = 309  ogoélnie: & = 30° -7 . 360°

Z drugiej wartosei:
1800 — % — 7589,  ogélnie: 1800 — ¥ — 750 45 . 1800
caylide Ly — 2100 ogoélnie: = 210° -+ 7 . 360°

8) Czesto mozna sobie ulatwi¢ rozwigzanie réwnania przez wuiycie
teoremu dodawawia, zwlaszcza w postaci, pozwalajace] sumy i roznice
zamienia¢ na iloczyny. N. p.:

sin da — sin 22 = sin x.
Zamiast rozwijac sindx i sin2x i zastepowac funkcje cosxz wyra-
1— tg —
Zeniem: + J1 — sin® 2, lub -, stosujemy do lewej strony wzor (20,)
1+19? 5

str. 93, i otrzymujemy:

5
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2 sin o 1 008 o = sinz, czyli
28ina . cos 3 x=Ssinx
sina(2cos 3w — 1)=0;
Wiec albo: sinax =0, stad =0°, + 180° ogélnie x =1 .180°
albo: 2cos 3w —1=0, czyli cos 3x =1,
a wiec: 3x¢ =+ 60° ogélnie 32 =+ 60°—4» . 360°
a stad: =+ 20° lub ogdlnie
D= WP, JBOR L =0 A b R, e )
4) Réwnania_postaci ogolnej: 4
i a sinx—+0b c0sx—c (1)

latwo sie rozwigzuje przy pomocy tearemu dodawania. Gdyby zamiast @i b
wystapily wspoélezynniki cos ¢ i siz ¢, moglibySmy lewa strong sprowadzi¢
do postaci: :
sin (- @)
Aby to uzyskac, polézmy:
b_simyp
a  cos o =P @)
Wtedy rownanie (1) przechodzi na: 2
sin a4+ tg ¢ cos w=§

i

sim 2 oS P +- sin @ cos x=—- cos @ czyli

(5
a
5 (6

sin (2 —+ ) = 2005¢ (3)

To réwnanie rozwiazujemy juz przy pomocy tablic, poniewaZ znamy

wartosc wyrazenia  cos 9. Kat ¢ oblicza si¢ bowiem poprzednio z row-
nania (2).

Ten sposéb postepowania nazywamy metoda kata pomocniczego.

Uwaga: Aby rozwiazanie bylo mozliwe, musimy otrzymaé¢ na sin (z -4 @) war-

tos¢ zawarta w granicach — 1 .. - 1, musi wiec byé§ cos cp" zawarte w tych gra-

c? -~ 5 h2 c?
1 i 2 ="+ v e 1 o ok by . =
nicach, a wiec 21608 @ =1; wyrazajac tu cos®@ przez fg? Q= = otrzymamy i = 1

jako warunek mozliwosci rownania (1).

Przyktad. 6 sinax-+5 cosx =1
Kladziemy: #go=4%
W tablicach znajdujemy ¢ = 39°48' 21"
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Wiec: sin(x - ¢)=7] - cos 39°48" 21"
log sin (x4 @)= 995243 - - 10
x + @ =1063°40" ogolnie 63°40" 47 . 360°
Titbe==a116%20% » 116°20" 47 . 360°
Stad: a; =23°51" 39", lub ogolnie 23°51°39"" % . 360°
225 — 6 SUEB IS » 76°31"39” +n . 360°
5) Z réwnan gonjometrycznych o dwoch niewiadomych najwazniejsze
sg takie uklady réwnan, w ktérych jedno réwnanie zawiera same katy,
a drugie same funkcje trygonometryczne katow. Zwlaszcza czesto zdarzaja
si¢ rownania, z ktérych jedno jest suma (lub réznica) dwéch nieznanych
katow; wtedy staramy sie obliczyé roznice (lub sume) tych katow.
Przyktady.
Obliczy¢ katy ostre (dodatnie i ujemne), spelniajagce nastepujgcy uklad
réownan:
x4+ y=40°
@) { sin - siny = 4
Zamieniajac drugie r(')wnanie na iloczyn otrzymamy:

+g r—y_ 4
2 sin cos — 15czyh
T O e IO
2.- & e

Stad obliczymy przy pomocy tablic:

x_;y =67°3"20" lub — 67°3" 20" i ich perjodyczne powtérzenia. Stad otrzy-
mamy (ograniczaj ac sie do katow ostrych):
2 _Y 6103 20" 2ol 813 20"
2 2 S R
tudziez )
Loy Y- ope Pl o0
2 + 2 2 + =29
= — 810 3% 207 x=-47%3" 20"
y=—47°3" 20" o 8% 8201
b) Znajac sume dwoch katéw i stosunek wstaw tych katow, obliczyé¢ je.
zty=a
1) , sin x i
siny p

Chcemy, znajac x -y, znalezé x —y. W tym celu stosujemy do
drugiego réwnania znane twierdzenie z nauki o proporcjach.

Sinx—-siny m—p
Sinx+siny  m-+p
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Przy pomocy wzoréw (201) i (20,) przeksztalcamy to wyrazZenie na:

.

. X— x+y
2 sin 5 Y cos 5  m—p
2sinx:’_ycosx;y et
2 2
czyli:
r—y
tg 2. m—=p
x m
a stad:

x—y m—p , 21y
2 " m+ p'tg 2 @
Poniewaz znamy « + y = a i liczby m, p, przeto calyg prawa
strone moZemy obliczyé. Przy pomocy tablic znajdziemy z tego wzoru

+J

tg

u, a wtedy w polgczeniu z a, otrzymamy katy « i i
9 B ¥ ¥ ¥ Y.

Uwaga. Aby rozwiazanie bylo mozliwe, nie moZe byé x -y =0 ani 1809,
chyba gdyby bylo:%:_—tl. Z réwnaniem tem spotkamy sie jeszcze w dalszym ciagu
nauki, przy rozwiazywaniu trojkatow i czworokatéw.

Przerobione tu przyklady sa tylko specjalnymi przypadkami réwnan

3 - gonjometrycznych. Istniejg jednak réwnania, ktérych nie moZna rozwiazaé

zadna z podanych metod. ’

Takiem jest n. p. slawne réwnanie Keplera (XVIL wiek):

ax+bsine—c.m

(gdzie @, b, ¢ sy liczbami znanemi, stalemi). Réwnanie to nasunelo sie
Keplerowi przy badaniu ksztaltu drogi Marsa. Do takich réwnan stosuje
sie metody graficzne lub metody kolejnych przyblizen.

N. p. réwnanie Keplera:

x++simr=3iw

mozemy rozwiaza¢ graficznie, bada]@c punkty przeciecia sie sinusoidy:
Yy=1% sinx z linjg prosta y=—x -+ 2=, albowiem wartosci , spelnia-
;ra:é"é réwnoczesnie te obydwa réwnania, spelniaja takZze réwnanie dane
i odwrotnie. Wykonaj odpowiedni rysunek!

Cwiczenia VI.

1. Rozwiazaé¢ réwnania: cosx =0 i #g x =0 rachunkiem i graficznie.
2. Rozwiaza¢ rachunkiem i graficznie rownanie:
a) sitnx=4%4; b) cos x = —1; ¢) tg = 10.
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3. Rozwiazaé rachunkiem i graficznie rownanie:
L

a) sin (m +%)=——g; b) cos (2.70—771) =032; c)g (?2——}—%):1% uzywajac
“miary lukowej.
Uzywajac wynikow zadan 46 i 47 z éwiczen V rozwiazaé réwnania:
d) sin o+ sin (o -+ )+ sin (o 4 22) =0;
e) cos o cos (o x) - cos (0.4 2x) =0.

Rozwiaza¢ nastepujace réwnania gonjometryczne:

4, cos Tx=cosdx.
5. cos x = sin x.
6. sim 22 = cos 3.
ot 20— 1giec.
8. 2 sin®x 4 4 cos? x = 3.
V19, blety? a— 4 costoei—1.
10. 3isin x'=2.cos? x.

5 cos &
11'm+tgx_2.
12. tgx +2 V3 cos x=0.
18, 3 sinda— cos? x.

14. sin x—cosz =16 sing— 1.

15. sin - cos x=12.
16. sin 3 x = 2 sin .
17. tg 2+ ctg 2 = 2'5.
18. 1 cos # = sin® x — cos? .
19. a sin?x~+b sinx cos x4 ¢ cos? x = Qy Dyskusja!
20. .1 =2 cos2x 44 cos®.
sin x
21 tg x4 ctg x =4 sin 2 z.
292. 8 sinx+5 cosx=6.
23. 5 sin o+ 12 cos x = 13.
24, sin (4 20°) 4 cos (@ — 20°) = cos (x - 20°).
25. 4 (ctg z -- tg ) = cos 2. .
26, ty2xtg3x =31y .
27. cos & — cos 3 & = cos b x.

28. 6 (cosx+sinz) =5 (14 sin2x). s
29. x4y =42°

sin x — sin y = 0:32423.
30, o+ y="T4°

cos z 4 cos y = 1°55634.
31, z —y=30°

cos x — COSY = 4.
32, -+ y = 150°

sinx 1
siny 2

33. & — Y = 15°
SMZ _ (55355
siny
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34, x4y =62040
fgw_ 631
tgy  2000°
35. Rozwiazaé graficznie rownanie Keplera:
ax+bsinr=cT
obierajac: a) a=1, b=1% c=4%.
b)a=4% bv=3, c=1%
przy uZyciu miary lukowej dla kata .
36. Kladac w dowolnem rownaniu drugiego stopnia
a x22+bxtc=0

m:tgy sprowadzi¢ je do formy:

27
A cosy -+ B siny = C. .
Rozwiazujac drugie rownanie trygonometrycznie, obliczy¢ rozwiazanie rownania
pierwszego.
N. p.: 7851 a? — 34752 — 8431 =0.
37. Rozwiazaé uklad rownan:
reosP=a
- rsinpg=2> (obliczy¢ 7 i @),
przyczem o= 1288, H—8:219;
38. Rozwiaza¢ wedlug 7, 9 i ¢ uklad trzech rownan:
7 cosY cosPp—=a
r cosY sin®=>0
rsiny=c (obliczyé 7, ¥ i @),
przyczem a=>5, b =12, c =284 y

Rozwiazania éwiczen.

l.z=2n-+1).90% x=mn.180° 2. a) x= 180°. % 4 (— 1) 48°35'26";
b) &=~ 101°32' 12" 4 % . 360°; c) x=284" 1721”4+ n . 180°% 3. a) z=—
— [1.180° 4 386° + (—1)722° 1" 2T"]: b) v = =+ 71°20'18"" 4 22°30" - # . 180°;

” 27T 2nTm
¢) &= —30°39’ 30" + # . 180°. d) X =5 XLy =N T—%; €) =3

: T 2uTw 2n T TTh o

wg__—_(2%+1)§—oc. 4. ==y A= S 5. w=m7c—|—1. 6. 2 =
2mm , T Wi s - Tl T S T

=T+16’ x2=2mn—§.7.x_nn.8.m_2nni4.9.m_nni 5

4 T 1Y p
10, z=nm+(— 1)1;%. Lo=2nnt3 12 #=2n7— g 13. s=nnt

i 1)71(;. 14, 27— 20T, @y = 30°+ n . T20% @y = 150° 4 . 720"

15. x=2n7‘:—|—g. 16. 2, —n, a:2=n7ci%. 17, ,—63'26'6" - . 180°,



i
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2y =26°31" 54" 4% . 180°. 18. 2, — 4 5338’ ~+n . 860°% 2, =+ 147°28" 4
—b+75" 4 ac g
=2 v 360%519. fgw= ——-—Tﬂ: réwnanie jest tylko wtedy roz-

wigzalne, gdy 52 >4ac. 20. x—=wn . g—{—(— 1) % 21. Wskazéwka: spro-

wadzi¢ wszystkie funkcje do funkcji sin 2 @; x=(4m-+} 1)%’. s —

=1929"19" 4. 360°, 2, = 108°30’3’ ++ 2 . 360° 23. 2 — 22°37°11" —+ % . 360°
24;' Wskazéwka: cos (#—20° przeniesé na drugg strone i zastosowac
wzor (20,) a nastepnie sprowadzi¢ wszystkie funkcje do funkeji cotangens;

x=mn.180°—11°53"42". 2. x=2n + 1) g 26. Wskazowka: sprowa-

dzic wszystkie funkcje do tg 2=y i uwolni¢ od mianownika; otrzymamy
na y rownanie: y (4y*—y’—1)=0; &, =unw, x,— + 38°40"7" -7 . 180°.

e T Toa T
Ri. x,=02n-+1) o By =10y = i 8. Wskazowka: zastapié¢ cosx przez

sin (90° — ), a 1 przez sim 90° i zastosowaé po obu stronach wzor (20,);

I
Z=En+3),, 2 =183 8"+ n . 360% a,="T6056 52" - . 3600,

29. 2,=314-n.360, y,=11"—n.360% wz,—191° 1-7%.360° ¢y, ——
—149°— % . 360°, 80. o, —50°+n . 360, ¥, =24°—n . 360°; @, = 24° -
+% . 260°% y, =50°—#n .360°% 381. x, —— 25°5 19" +n . 360°% y, ——
—55%°12" 4 m . 360% @, =—235%’'12" +# . 360° g, =205°'12" 4 . 360°.
32 & =234T31"—n.180°% y = 126°12'23"+ 7. 180°. 33. 2 — — 7954’41+
+7.180°% y = — 22°54’41" + 7. 180° 34, 2, — 17940’ — s,.. 360° y, = 454
+ 7 . 360; x,=—45"—n. 360°, y, = 10740’ +.360° 35. a) x=1617....
(lub w mierze stopniowej okolo 1014%). b) &, = 1-117 (64%), ac, = 2:304 (132°);
procz tego jest kilka wartosci 2 >>360°. 36. Wskazéwka: Po pomnozeniu

Y ; :
przez cos2§zastosowao wzory (16,) i (16,); otrzymamy P="T7°34"H7";
&y =— 086, 2,=1333. 37. Wskazéwka;: podziéliwszy drugie réwnanie
przez pierwsze otrzymamy na obliczenie kata ¢ réwnanie tggo:é.
a

r=1528, ¢ =232°33". 38. Wskazéwka: podzieli¢ drugie réwnanie przez

pierwsze, obliczy¢ stad ¢ a nastepnie przy pomocy sin ¢ obliczyé 7 cos9-

z drugiego réwnania. Dobierajac trzecie rownanie sprowadzamy zagadnienie
do przykladu 37. » =285, ¢ =281°12’, ©=386°36".

Rozdziat 1II.

Rozwiazywanie tréjkatéw ukosnokatnych.

§ 24, Twierdzenie wstaw.

Przy rozwiazywaniu trojkatow prostokatnych widzielismy, ze tréjkaty
ukosnokatne mozna rozwi@zywaé,' rozkladajac je na prostokatne. Metoda
ta jest jednak niedogodna do rachunku logarytmicznego i wymaga osob-
nych rozwazan dla trojkatéw rozwartokatnych. Wyprowadzimy obecnie
wzory ogolne, wychodzac z ogdélnych rozwazan matematycznych.

Poniewaz z szesciu elementéw trojkata trzy sa wyznaczone zapo-
moca trzech pozostalych (dobranych wedlug czterech przypadkéw przy-
stawania), przeto musza istnie¢ trzy niezalezne zwiazki miedzy elemen-
tami trojkata. Znamy jeden zwiazek miedzy katami tréjkata:

o+ B4 vy=180°
Dwa pozostale zwiazki otrzy-
mamy, wyrazajac wysokos¢
tréjkata dwoma sposobami.

We=a.sin

‘w,=0b.sina
asinB="0sina
a:b=sine:sinj

a stad:

Jezeli tréjkat jest rozwarto-
katny przy B, to
we=a sin (180°—B), ale sin(180°—P)=sinB, wiec i wtedy takze
We = QSN {3; podobnie, jezeli o jest rozwarty. Proporcja utrzymuje sie
wiec bez zmiany takze dla tréjkatéw rozwartokatnych. Prowadzac wyso-
ko$¢é wy , nalezaca do boku b, udowodnimy w ten sam sposob, zZe

@:Cc=38ino.siny

Proporcje te nazywamy twierdzeniem wstaw (sinusow) i wy-
powiadamy je slowami:



112 .

Boki tréjkata maja si¢ do siebie, jak wstawy katéw przeciwlegtych.
Twierdzenie to odnosi si¢ zaréwno do trojkatéw ostrokatnych jak i do
prostokatnych i rozwartokatnych. Piszemy je zwykle w postaci:

Qe G A o @1)

sine  sin 3 siny
Wraz z rownaniem: o+ -+ vy=180° mamy trzy zwiazki, ktore wystar-
czaja do rozwigzania trojkata we wszystkich przypadkach. Wszystkie
inne zwiazki, zachodzace miedzy elementami trojkata, o ktéorych bedziemy
w dalszym ciggu moéwili, sa tylko wynikiem tych trzech réwnan. Dlatego
nazywamy te rownania zasadniczym ukladem rownan dla
trojkata ukoénokagtnego. OkazaliSmy dotychczas, Ze, jezeli a, b, ¢
sa bokami a a, B, v katami tréjkata, to spelniaja si¢ réwnania (21)
i o+ B+1=180° Nasuwa sie¢ pytanie odwrotne: jezeli jakies dowolne
liczby @, b, ¢, @, {3, v spelniaja te trzy rownania, czy mozZna je uwazac
za liczby wymiarowe trzech bokow i trzech katéow tréjkata? Okazemy,
ze tak jest zawsze, o ile te liczby sa dodatnie.

Dow6d. Zbudujmy trojkat, w ktérym katy wynosza o, B iy, co
jest mozliwe, i to na nieskonczenie wiele sposobow, bo a4 4y =180°
i sa liczbami dodatniemi. Z posréd tych tréjkatow wybieramy ten, kto-
rego bok przeciwlegly katowi' o wynosi a. Pozostale boki tego trojkata
oznaczmy b; i ¢,. Do tego trojkata, jak do kazdego innego, stosuje sie
twierdzenie wstaw, t. j;

bia=sinP:sino  cayli
asin
SUT O

1

Ale na podstawie réwnania (21) takze liczba b, spelnia taki sam zwia-
asin

zek, a wiec b= Pt stgd wynika b=2b;.

Tak samo stwierdzamy, Ze ¢=c;, a wiec istotnie liczby a, b, ¢, a,
B, v sg bokami i katami trojkata (tego mianowicie tréjkata, ktorysmy
wlasnie wyznaczyli).

Zobaczymy, jak sie przedstawia rozwiazanie tréjkata przy uzyciu
tych réwnan w kazdym z czterech przypadkow.

§ 25. Rozwiqzywanieltr(’)jkatéw w przypadku (II) i (I1I) (por. Plani-
metrja str. 42, 45).

Dany bok i dwa katy (Il praypadek przystawania) np. a, B .
Kat o obliczamy z réwnania o —+ 34y =180°
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