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Podrecznik jest opracowany zgodnie z programem licedw
ogblnoksztalcacych z roku 1936.

Na poczatku kazdego paragrafu wskazano, dla jakiego typu
liceéw jest przeznaczony material naukowy tego paragrafu:

K — typ klasyczny,
H — typ humanistyczny lub przyrodniczy,
M — typ matematyczno-fizyczny.

Litera umieszczona w nawiasie (oquglym) oznacza, Ze mate-
ria! naukowy jest obowiazkowy W odpowiednim typie liceum;
natomiast litera umieszczona W klamrze [kwadratowej] oznacza,
ze material naukowy zawiera jeden z tematéw pozostawionych
w odpowiednim typie liccum do wyboru nauczyciela.

Tak np. [K] (H) (M) oznacza, e dapy material naukowy
w liceum klasycznym jest pozostawiony do uznania nauczyciela,
natomiast obowiazuje w liccum humanistycznym lub przyrodni-
czym, a takze w liceum matematyczno - fizycznym. Natomiast
symbol [M] oznacza, ze dany material naukowy zawiera jeden
7 tematéw przeznaczonych w programie liceum matematyczno-
fizycznego do wyboru nauczyciela, natomiast w programach pozo-

stalych typéw liceum material ten jest pominigty.

Oznaczenia powyzsze dotycza nie tylko tekstu paragrafu,
ale i nastepujacych po tym paragrafie ¢wiczen.

Cwiczenia oznaczone gwiazdka * przeznaczone sa dla uczniéw
zdolniejszych.

[: Niektore trudaniejsze sformulowania i dowody sa ujete
w klamry. :]
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CZESC |
ROZDZIAL |
Nierdwnosci
(K) (H) (M)
§ 1. Wiasnosci zasadnicze nierownosci.
Jezeli dwie liczby rzeczywiste *) a i b nie sg réwne, wéwczas
zachodzi jedna z dwéch ewentualnosci: albo a jest wigksze od b

(oznaczamy to w ten sposéb: a > b), albo tez a jest mniejsze
od b (co oznaczamy w ten sposéb: a < b).

Jest rzecza jasna, ze nieréwnoé¢;
a>b
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy réznica a — b jest liczbg do-
datnig, a nieréwnosé:
a<b
zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy réznica a — b jest liczba
ujemnay.
Opierajac si¢ na tej prostej uwadze, fatwo ustalamy nastgpu-
jace wlasnosdci: -
Wiasnosé I, Nieréwnoéé:
a>b
pociaga za sobg dla kazdego ¢ nieréwnosé:
a+tec>b+e

*) Liczba rzeczywista jest to liczba wymierna lub niewymier-
na — dodatnia. ujemna lub zero.



Istotnie, gdy réznica a — & jest liczba dedatnia, wéwczas
takze réznica (a +¢) — (b + ¢) jest dodatnia, gdyz:

(@+c¢)—0®B+c)=a—0b

a w mysl zalozenia jest to liczba dodatnia. Wlasnoéé te wy-
razamy stowami:

Do obu stron nierdwnosci wolno dodaé tg samq liczbe,
Wiasnoéé 1l. Nieréwnosé:
a>b
pocigga za sobg dla kazdego ¢ nierédwnoéé: :
a—c>b—c

Wlasnoé¢ IT wynika bezpoérednio z wlasnoéei I, gdyz odjecie
liczby ¢ jest réwnowazne z dodaniem liczby — ¢. Slowami:

Od obu stron mierdwnosci wolno odjadé tg samq liczbg.
Wtiasnosé Iil. Nierédwnoéé:
a>b
pociaga za sobg dla kazdego dodatniego ¢ nieréwnoéé;
ac=>be,

Istotnie, gdy réznica @ — b jest dodatnia i ¢ jest liczbg dodatnia,
wéwezas takze réznica @ ¢ — b ¢ jest dodatnia, gdyi;

ac—bc=c (a—0),
iloczyn zad dwéch liczb dodatnich jest dodatni. Slowamit
Obie strony mierdwnosci wolno pomnozyé przez tg samq licabg
dodatnig.
Wtasnosé IV, Nieréwnoéé:
a>b
pocigga za sobg dla kazdego dodatniego ¢ nieréwnoéé:
a- b

c c

Wiasnoé¢ IV wynika bezposrednio z wlasnoéci 111, gc.iyz
dzielenie przez liczbe dodatnia ¢ jest réwnowazne z mnpozeniem

g .
przez liczbg dodatnia 7 - Stowami:

Obie stromy wierdwnosci wolno podzielié przez tg samq liczbg
dodatniq.
Przyklad. Nieréwno$c:
10> 7
pocigga za soba nieréwnosci:

10+4>7+4 t. 14>11
10—¢>2—4&: tf: 6> -3
10 - 4> 7 - 4, tj. 40> 28
108 Jilo 4 3
o Y100 tj. 2 > 15
T sl
Wiasnoéé V. Nieréwnoécé:
a>b
pociaga za soba dla kazdego ujemnego ¢ nieréwnoé¢i
ac <bc.

Istotnie, skoro réznica @ — b jest dodatnia, a liczba ¢ jest
ujemna, wéwczas rézuica a ¢ — b ¢ jest ugemna, gdyz

ac—bc=c(a—10),
iloczyn za$ liczby ujemnej ¢ i dodatniej a — b jest ujemny. Wigc:
Munozqc obie strony mierdwnosci przez liczbg ujemng, musimy
amienié kievunek mierdwnosci.
Wiasnoéé VI. Nieréwnoéé:
a>b
pociaga za sobg dla kazdego ujemnego ¢ nier6wnosci
a b
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o E Wlasno:éé VI \ivynika bezposrednio z wlasnoéci V, gdyz dzie-
enie przez liczbe ujemna ¢ jest rownowazne mnozeniu przez liczbe

ujemna —01— Stowami:
L rrdesesiastiuaete
Przyklad. Nieréwno$¢:
: 10 = 7
pociaga za soba nieréwno$ci:
2 e T e G e ) e

10 7
_2<~9’

=}

tjc b <3
Witasnosé VII. Nieréwnodci:

&= b
c>d

pociagaja za soba nieréwnoéé:
a-+c>b-td.

: Istotnie,.skm:o f)bie réznice: @ —b i ¢ — d s3 dodatnie
wéwezas takze réznica (@ +¢) — (b +d) jest dodatnia, gdyZ’
@+ —0+d=@=0b+¢—a,

suma za$ dwoch liczb dodatnich jest dodatnia.
‘qusnoéé VII wyrazamy stowami krétko w tem sposéb: ‘
Nierdwnosci tego samego kierunku wolno dodawaé stromams.
nieré\lxrt:;sé:ﬁsc VIIi.  Jezeli liczby: a, b, ¢, d sa dodatnie, wowczas
a>b
c>d

pociagaja za soba nieréwnoéé:

aco—bd.

Istotnie, wobec ¢ > 0, mamy: ac > bec, wobec b >0
mamy: bc¢ > bd, z czego wynika, ze ac > bd. Slowami:

Nieréwnosci tego samego kierunku, kidrych lewe 1 prawe strony
sq dodatnie, wolno mnozyc stronama.

Przyklady:
1. Nieréwnosci:
6> 4

Lats 25
pociagaja za soba nieréwno$c¢:
Calg RERSEE Bt
9. Nier6wnosci:
8=
5> 4
pociagaja za soba nieré6wno$c¢:
B T Ay 4028,
Wiasnoéé I1X. Jezeli liczby a 1 b sa dodatnie, wéwczas nie-
réwnosé:
a>b

pociaga za soba dla kazdego naturalnego # nieréwnoéc¢:
ar > bl
Wiasnoéé IX wynika, jako latwy wniosek, z wlasnoéci VIIL
Wiasnoéé X. Jezeli liczby a i b sa dodatnie, woéwczas nie-

roéwnosc:
a>0b

pociaga za soba dla kazdego naturalnego 7 nieréwnoéc:
V(R e 5,
,\/ a > \/ b.

Istotnie, gdyby bylo: \/7\< V/Z,_ to podnoszac obie strony
do n-tej potegi mielibysmy, w my¢l wlasnoséci IX: a <0, co jest

. sprzeczne z zalozeniem.,



|

Przyktady:
1. Nieréwnogé;

4> 356
pocigga za soba nieréwnoéci:
4% > 3,6%, 1j. 16> 12,25
43 > 3,6% tjr 64 > 42,875
itd.
2, Nieréwnoéé:
50 > 49

pociaga za soba nieréwnoéé:
A/ 50 >4/49, tj. 1/50> 1.

Cwiczenia.
1. Wykaz, ze dla kazdego a spehione sa nieréwnoéci:
a) 204+ 1>2(a+ )
b) 3a+5>3@+1)+1
c) a(a+2) <a®+4 2a+ 1
2. Wykaz, Ze nieréwnoéé:
a>0
pociaga za sobag nieréwnoéé:
ba + 4> b5a - 4.
8. Wykaz, ze nieréwnoéé:
" 3< 3 a2
spelniona jest dla kazdego a, réznego od zera.
4. Wykaz, Ze nieréwnodé:
a®+ 0> 2ab
jest speliona, gdy a jest rézne od b.
*6. Opierajac si¢ na zadaniu poprzednim ~Wyka:é e
a® 4 0% + ¢ > ab + be + ca,
gdy liczby a, b, ¢ nie sa wszystkie réwne.

10

6. Wykaz, ze gdy a <?b, wowczas!

a-+b
a < B) <bd

7. Wykaz, ze gdy a < b, wowczas:
7 histRS b a-+b a+3 a+T7
a+b _3a+ +b _at3

o e S =g 4 BT b
8. Wykaz, ze gdy a i b sa dodatnie, wéwczas nieréwno$é: -
a>b
pociaga za soba nieréwnos¢:
1 1
S

9. Wykaz, ze zachodzi nieréwnoéé:

314 <4/2+4/3<3,16

(K) (H) (M)
§ 2. Rozwiqzywanie nieréwnosci w najprostszych
wypadkach.

Zajmiemy sie nieréwnogciami, w ktérych czy to strona lewa,
czy to prawa lub tez obie s3 wyrazeniami algebraicznymi zawie-
rajacymi jedng zmienna.

Moga zachodzi¢ trzy przypadki nastepujacei

a) Nieréwnoé¢ jest spetniona dla kazdej warto$ci zmien-
nej. Taka nieréwnoscia jest np. nastepujaca:

i s e o

Istotnie, wartoéé lewej strony jest zawsze wigksza od wartoéci
strony prawej. Nieréwno$¢ taka mozemy nazywaé bezwarun-
kowg.

b) Nieréwnoé¢ nie jest spelniona dla zadnej warto$ci
rzeczywistej zmiennej. Taka nieréwnoécia jest np. nastgpujacat

aesT=
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o jI:;:t‘I;l'ei( Wartojé lewej strony jest zawsze mniejsza, a nigdy
1gksza od wartodci strony j i

i . prawej, a wiec dana nij

6 Z 3 i o

’Wnoé’é nie moze. by¢ spetniona przy zadnej wartoéci x. Nie-

rownos¢ taka mozemy nazywaé sprzeczna i

: c) I.\Iieréwr.loéé spelniona jest tylko dla pewnych v.vartoéci
zmiennej, dla innych za$ nie. Taka nieréwnoécig jest
stepujaca: ] e

3x —8> x -4
Istotnie, jak tatwo sie przekonaé, dla x — 7 nieréwnoéé

£ Ao FE B il
¢ .spe’}{na, = dla ¥ = 5 nieréwnoé¢ nie jest spelniona. Taka nie-
rownosc¢ mozemy nazywa¢ warunkowg

: }VRozw’1ac'zaé gieréW’noéé —toznaczy: znalezé wszystkie
€ wartosci zmiennej, ktére te nieréwnog¢ spelniajg
Aby rozwiaza¢ powyzsza nieréwnogé warunkowa

(1) 3x — 8> x,+4,

zastosujemy nastepujace rozumowanie:

réwnzoas’lfﬁf)ly,OZe ¥ oznacza jedng z wartodci, speliajacych nie-

: ejmujac od obu stron tej nieréwnosci
: ] s NOSCI W S

otrzymujemy, w mys$l wlasnosci I1: T

(2) 3x —x —8> 4.

Dodajac teraz do obu stron nieréwnogci
> : : nosci (2 S 5
mujemy, w mys$l wlasnodci I; e
(3) 3¥ —x >4 +38,

czyli:
(4) 225 12,

Dzielgc obie strony nieréwnoéci
s SC1 (4) TrZez dod tni :
otrzymujemy, w my<l wlasnodci TV: T A

(5) x > 6.
A wiec wartoéé zmiennej x, ktéra spelnia nieréwnoéé (1)

musi by¢ wigksza od 6. Ale i odwrotnie: kazda wartoéc x, wieksza

12

od 6, spetnia nieréwnos¢ (1). Latwo sie o tym przekona¢ wykonu-
jac powyzsze przeksztalcenia w odwrotnym porzadku, tj. od nie-
réwnoéci (B) do nieréwnodci (1).

Rozwiazaliémy wiec mnieréwnoé¢ (1). Jako rozwiazanie
otrzymaliémy zbidér wszystkich liczb wigkszych od 6.

Uwaga. Przy rozwiazywaniu nieréwnoéei (1) otrzymali$my,
jako wynik kolejnych przeksztalcen, szereg nieréwnosci, ktére dla
lepszej orientacji wypiszemy jeszcze Taz:

(1) 3x —8>1x +4,
@) 3y —x —8>4,
(3) 3y —x >4 -+8,
@) 2%z 12,
(5) s B,

Otéz nieréwnoéé (2) powstaje z nieréwnoéci (1), jezeli od obu
stron tej ostatniej odejmujemy wyraz %, innymi slowy, jezeli
w nieréwnoéci (1) przenosimy wyraz x ze strony prawej na lewa
ze zmiana znaku. Podobnie nieréwno¢¢ (3) powstaje z nieréwnoé ci
(2), jezeli do obu stron tej ostatniej dodamy wyraz 8, innymi
slowy, jezeli w nieréwnosci (2) przenosimy wyraz — 8 ze strony
lewej na prawa ze zmiang znaku. Nier6wnoéé (4) powstaje z nie-
réwnosci (3), jezeli po lewej stronie tej ostatniej wykonamy re-
dukcje. Wreszcie nieréwno$¢ (9) powstaje z nieréwnoéci (4),
jezeli obie strony tej ostatniej podzielimy przez 2.

Przyklad powyzszy poucza nas, Ze przy rozwigzywaniu nie-
réwnodci wykonujemy szereg przeksztalcen, przy czym wolno —
podobnie jak w réwnaniach — przenosié wyrazy z jedne]
strony ma drugq ze zmiang znaku.

Podamy jeszcze kilka przykladéw rozwigzywania nieréwnosci:
1. Rozwiazaé nieréwnosc¢:

2% — 3
& i

18



Mnozac obie strony przez dodatnia liczbe 4 otrzymujemy

2x — 3 < 4,
Przenoszac wyraz 3 n
— a stron 7 i .
R ¢ prawg ze zmiang znaku
B 7

Dzielac wreszcie obie stron ig li
rze
e ¥ przez dodatnig liczbe 2 otrzy-
1
Jako rozwigzanie danej nieréw

: nosci otrzymalig ; :
wszystkich liczb mniejszych od 31 ymalismy wiec zbidr
5

2. Rozwiazaé nieré6wnoéé :
10x —1
3

Aby uwolni¢ sie od utam
przez dodatnig liczbe 3 i o

Sl

ka, mnozymy obie strony nieréwnogci
trzymujemy:

10x —1 > 6« + 3.

Przenosimy wyraz niewiadomy na lews strone,

: wiadomy za$
na prawa (ze zmiang znakoéw) :

1 otrzymujemy:

: 10x —6x>3 41,
czyli po redukcji:

4 x> 4

Dzielac obie strony nieréwnogcr pr ig li

| 10$¢C zez dodat licz -
mujemy ostatecznie; ; aeoh

x> 1,

8. Rozwigza¢ nieréwno$é;
5 ,+ 3x s 4x — 10

2 3
.Aby uwolni¢ sie od ulamkéw, m
nosci przez dodatnig liczbe 6 i ot

.
nozymy obie strony nieréw-
rzymujemy :
15 +9x>8x—90 + 6 x.
14 |

Porzadkujemy nieréwno$¢ przenoszaC Wyrazy .niewiad.ome
na lewa, a wyraz wiadomy na prawa strong (oczywﬁme Ze zmiang
znakéw). Otrzymujemy:

9y —8x —6x> —20—15
czyli po redukcjit
—bx> —8b.

Dzielac obie strony przez ujemna liczbe — b musi_my zmienié

kierunek nieréwnoéci. Otrzymujemy wigc ostateczniei
Rl

4 Rozwiazaé nieré6wnoéé podwéjnat

1<3x—8<b

Nieréwnoéé ta (podwéjna) jest réwnoznaczna z ukladem
dwéch nieréwnoéci (pojedynczych):

3x —8>1,

3x —8 < b,
ktére jednoczeénie winny by¢ speinione. Rozwiazujaec pierwsza
z tych nier6wnosci otrzymujemy: ¥ > 3; rozwigzujac drugg otrzy-
mujemy: % < 4%. Uzgadniajac te wyniki otrzympjemy osta-
tecznie: i

3 < x <43,

Ewiczenia.
10. Rozwiaz nieréwnoécii
a) 4x—3<x+6 by 5x+1<x+T

1

c)§x+1>x_3 d) éx—6>2x—8

4x+1_x+4
e)x'gl<x+2 ' Jeremir B
8)3x2'_-7+x<2(x—1) h) (x—424+6>x*+2x+8

) Br—12+@x—12<(B5x— 1)

15




11. Rozwiaz nieréwnosci podwoéjne:

a) 1<3x<18 b) l<2x—5<4

c) 0<3x—1<11 d —1<5—2x<6

4 —x

e) —5
) =F

<0
12. Dana jest funkcja:

f(x) =§1x—3.

Oblicz, dla jakich wartoéci x przybiera ta funkcja:
a) wartogé wieksza od 5,
b) wartoé¢ mniejsza od — 2,
¢) warto$¢ dodatnia, ale mniejszg od jednoéci
138. Wykaz, ze nieréwnoé¢:
244 <4y
nie jest spetiona dla zadnego x.

Wskazéwka. Przenieéé 4 j
| az( : X z pra i
many tréjmian odpowiednio przekszfalcvi‘:] ST e

14. Dane jest réwnanie:

2x—m =3 (m—1)— x.
1% Rozwiaz to réwnanie (wzgledem x).

2. Dla jakich wartodci m

. DI ierwias 280 16 i i
I gy Sy P stek x tego réwnania przybiera

15. Dane jest réwnanie:

2

¥ —6x4 (m—1) =0.
1%, Dla jaki ] i
S ']aklch wartoscl 7 réwnanie to posiada dwa pierwiastki?
. Dla jakich warto$ci  réwnanie nie posiada zadnego pierwiastka?

16
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§ 3. Nieréwnosci utamkowe.
Zajmiemy sie teraz nieréwnoéciami, w ktérych czy to strona
lewa, czy to prawa lub tez obie sa wyrazeniami utamkowymi
zawierajacymi zmienng w mianowniku.

1. Rozwiazaé nieréwnodc¢:
3x—2

=l

a
Przede wszystkim nalezy zastrzec, ze x — 4 * 0, gdyz w prze-
ciwnym przypadku utamek powyzszy nie mialby sensu liczbowego.
Nie mozemy tu uwolni¢ si¢ od ulamka mnozeniem obu stron
nieréwnoéci przez (¥ — 4), gdy wyrazenie ¥ — 4 moze przybierac
zaréwno wartoéci dodatnie, jak i ujemne, wiemy zaé z § 1, Ze obie
strony nieréwnoéci wolno mnozyé (albo dzieli¢) tylko
przez liczbe o znanym znaku, tzn. badz przez liczbe dodatnig
(i wéwczas zachowujemy kierunek nieréwnoéci), badz przez liczbe
ujemna (i wowczas zmieniamy kierunek nieréwnoéci na przeciwny).
Damy sobie rade w inny spos6b. Przenosimy w danej nie-
réwnoéci wyraz 1 ze strony prawe]j na lewa i otrzymujemy:
3x—2
; x —4
skad po wykonaniu dzialan mamy:

AL
w— 4

<t 0)

< 0.

Mnozac obie strony nieréwnosci przez liczbe dodatnia %
otrzymujemy:

s (el
= 0.‘
Licznik x + 1 przy ¥ = — 1 staje si¢ réwny 0, przy mniej-

szych wartosciach x licznik jest ujemny, a przy wiekszych — do-
datni. Co do mianownika x — 4 zastrzeglicmy, ze mianownik

17



nie moze przybieraé¢ wartodci zerowej ; otéz przy x = 4 mianownik
staje si¢ réwny 0 i ulamek traci sens liczbowy, przy mniejszych

wartoéciach # mianownik jest ujemny, a przy wigkszych — do-
datni.
Otrzymane wyniki zestawiamy w tabelce: *)
s gt gl BT
[lxe—=d
x> 4 = 2 s
== + 0 4
=T<aw<4 oy = 1
& =] 0 — 0
xr <—1 — s s

Widzimy wiec, ze dana nieréwnoéé spelnia sig, gdy
=damp il
2. Rozwigzaé nierédwnoéé:

4 —hHhy

AT 0.
W liczniku i w mianowniku wylaczamy wspélezynniki przy
zmiennej x przed nawias:

. . s B : h 2
Mnozac obie strony nieréwnoéci przez liczbe ujemna —
i zmieniajgc kierunek nieréwnoéci na przeciwny otrzymujemy:

4

5

3= 0.
Vst sa

*) W tabelce tej wartoéei » wzrastaja z dolu ku gérze,
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Ulamek ma sens liczbowy, o ile jego mianownik x + 5 nie
przybiera wartoéci zerowej. ;

Zbadajmy zraki licznika i mianownika. Licznik x — 5 przy
x = % staje si¢ réwny 0, przy mniejsz‘ych -wartoé?lach lx 131czmk
jest ujemny, przy wigkszych — dodatni. M ianownik % - g przy
x = —% staje si¢ réwny 0 i ulamelf tra(fi sens hclzzbowijy,v prz;z
mniejszych wartoéciach x mianownik jest ujemny, przy wigkszyc
— dodatni.

Otrzymane Wyniki zestawiamy w tabelce:

4

4 3 laX =5

X' =5 X+ 3 x—i—%

x>% ot i A
e 0 o 0
_%<x<% oy 3 =
ol e 4 0 #
x<—"‘g“ = Wi %

Z tabelki widzimy, ze nieréwno$é nasza jest speiniona wtedy
i tylko wtedy, gdy:

A
albo ¥ < —%, albo x > 3.
Cwiczenia.
18. Rozwiaz nierdéwnosdci:

' e

x—3 x—2 X o
Al P L e

%+ 1 3x—5 ; 2% -1

d) 9.5 e > 2 e

2x — 3
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(M]
§ 4. Wartosé bezwzgledna.

Okreslenie wartosci bezwzgledne;j.

\Vartoéciac' bezwzgledna liczby rzeczywistej a na-
zZywamy sama"llczotg a, gdy a jest nieujemne, za$ liczbe
—a, gdy a jest ujemne.

Wartogé bezwzgledna liczby a oznaczamy: Qa\
Mamy wigc np.: '

5] =5; |—=5]=5; |0]=0;

o3l

[ =/ 6] = 4.
Oznaczmy przez ¢ (grecka litera: epsylon) liczbe dodatni
Nieréwnodé: ‘

e

spe.}nion'a jest przez kazda liczbe x wigksza od &, a takze przez
kazda liczbe x mniejsza od — e,

Nieréwnoéé:
’ X f < &

spelniona jest przez kazda liczbe x, ktéra ]ost mniejsza od ¢, lecz
zarazem wieksza od — e, ' :

Nieréwnosci:
(5l <o iz g

sg wiec réwnowazne.

Bezwzgledna warto$é réznicy.

Nieréwnoéé:

|x —a| <e
rownowazna jest, w my<l powyzszej uwagi, nieréwnodci podwdjnej:
o g Et
Rozwigzujac te nieréwnoéé otrzymujemy :

@4 —¢<x<ate
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- wartoéci tych liczb. Np. dla a = — 2,

Gdy zachodzi nieréwnos$¢:
I X —a l <é
méwimy, ze liczba x rézni sig¢ od liczby a (lub tez liczba a
rézni sie od liczby x) o mniej niz e.

Poznamy jeszcze dwa wazne wzory dotyczace wartosci
bezwzglednej iloczynu i sumy.

Bezwzgledna wartosé iloczynu.

Por6wnajmy na kilku przykladach liczbowych wartoéé bez-

wzgledna iloczynu dwéch liczb a 1 b z iloczynem wartosci bez-
wzglednych tych liczb. Np.dlaa =8, b= — b mamy:

lab|=|—40|= 40, lal-{b] =8 5=40,
czyli: |ab|=|a|-|b|
Podobnie dla ¢ = —3, b= —4 mamy:
Fap] = 12— la]:|b=3:4=12,
cayli: |ab|:ja|-[b].
Przyklady te ilustruja wzor:
(©) [ebl=]al-|8]

ktéry zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b. Wzér
ten wynika bezpoérednio z definicji iloczynu liczb rzeczywistych.
Wzér (6) mozemy wyrazi¢ stowami w sposéb nastepujacy:

Warto$é bezwzglgdna iloczynu dwdch liczb jest réwna iloczynows
wartosci bezwzglednych tych liczb.

Bezwzgledna wartosé sumy.

Poréwnajmy teraz na paru przykladach liczbowych warto$¢
bezwzgledna sumy dwéch liczb @ i b z suma bezwzglednych
= — 6 mamy:
la +b6|=|—8|=8 |a|+|t]=2+6=38,

czyli: |a + 0| =|a] + 18]
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Natomiast dla ¢ = ¢, 4 = — 7 mamy :
,a+b[=f—3!=3, [a[+|b|=4+7=11,
czyli: |a +b| <|a|+]b].
Przyklady te ilustruja wzér:
(@) la+b] <[a|+]s],

ktéry, jak latwo zauwazy¢, zachodzi dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych a i b *).

Wzér (7) mozemy Wyrazié.siowami W spos6b nastepujacy:
Wartosé bezwzgledna sumy dwdch licz

b jest nie wigksza od sumy
wartosci  bezwzglednych tych liczb,

Wzory (6) i (7), jak tatwo widzie¢, daja si¢ uogélnié na do-
wolng ilo§¢ czynnikéw wzglednie skladnikéw,

Cwiczenia.
17. Rozwiaz nieréwnoéci:

1

a) |x—l[<m b) |x+5]<4 ¢ [3x—2|<1
—3 1 1 / 1
d) x5 (<—5 e) 5x—3’>10 f) ]2x+1]>§

*18. Oznaczmy przez a i b dwie liczby rzeczywiste nieréwne
Wykaz, ze wigksza z tych liczb wyraza sie wzorem:

a—l—b—l—]a—b;
e

mniejsza za$ wyraza si¢ wzorem:

a—}—b—[a—b[‘ ‘
g s

— s &

*) Znak: < czytamy: ,,jest mniejsze lub réwna sig alboy

»iest nis
wieksge*

SN

ROZDZIAL Il

Funkcja wykladnicza. Logarytmy.

(K) (H) (M) :
§ 5. Potega o wyktadniku wymiernym.

Potega o wyktadniku naturalnym.

Czytelnik zna juz z poprzedniej nauki pojecie potegi o wy-
kladniku naturalnym. ’ , oy

Jezeli a oznacza liczbe rzeczywista, # za$ ozna.cza liczbe
naturalng wigksza od 1, wéwczas rozumiemy przez a iloczyn 'VI
czynnikéw, z ktérych kazdy réwny jest a. Llc.zba al.r;ailwai
sie podstawa potegi a", liczba # nazywa si¢ wyxla ni
kiem potegi. Dodatkowo umawiamy sie, Ze przez a' rozu-
miemy liczbe a. s :

gla poteg o wykladnikach naturalnych zachodza, jak wiemy,
nastepujace wzory zasadnicze:

at - a” = gt
¢ (an)m — d"‘m
(db)m — a™b"

Inne wzory dotyczace poteg o wykladnikach n:}itufftlflych
wynikaja juz bezposrednio ze wzoréw (1), a w szczegdlnoscit

e )
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Obecnie rozszerzymy pojecie potegi w ten sposob, aby

wykladnik potegowy mégl by¢ zerem, liczba calkowita ujemng

albo dowolng liczba wymierna. Jest rzecza oczywista, ze dla
wykladnikéw niedodatnich lub ulamkowych okreélenie potegi
jako iloczynu jest bezsensowne, gdyz iloczyn nie moze skladaé
sie np. z e 3 Iub 4 czynnikéw. Cheac okresli¢ nowe symbole jak:

a% a', a? ktére w dotychczasowym naszym kursie arytmetyki
nie wystepowaly, mogliby$my nada¢ im dowolne znaczenje: wszak
kazda definicja jest tylko umowa, ustalajgca, w jakim sensie za-
mierzamy postugiwaé sie pewnym nowym wyrazeniem'lub sym-
bolem, ktéry nie wydaje si¢ nam bezposrednio zrozumialym,

Przy wyborze okreglen kierowaé sie bedziemy zasada, aby
wszystkie dzialania na potegach o wykladnikach niedcdatnich lub
niecatkowitych mozna bylo wykonywa¢ wedlug tych samych
wzoréw, ktére stosujg sie do poteg o wykladnikach naturalnych.
Jestto zasada zachowania praw formalnych arytmetyki;
W szczegblnosei z zasady tej wynika, ze wzory (1) winny zachowa¢
SW4 waznos¢ réwniez dla poteg o wykladnikach nicdodatnich lub
niecatkowitych.

Potega o wyktadniku Zerowym,

Zalézmy, ze podstawa a Jest rézna od zera. Aby w odpowiedni
spos6b okresli¢ symbol a9, we zmy pod uwage pierwszy ze wzoréw (1).
Skoro wzér ten ma zachowaé swg waznos¢ takze dla # = 0, wéw-

(,HI

czas winno byé: a® - g™ — a”, Czyii s — Pl 1. A zatem okre-
Slamy: :

Jezeli a + 0, wéwczas przez symbol a° rozumieé
bedziemy liczbe 1.

Potega o wyktadniku catkowity ujemnym.

Aby okredli¢ symbol a —?, gdzie P jest liczbg naturalna,

weZmiemy znéw za punkt wyjécia plerwszy ze wzoréw (1). Skoro

24

wz6r ten ma zachowaé swa wazno$é dla wszelkich wyl'dadnikc')w
calkowitych (dodatnich, ujemnych i zera), wéwczas winno by¢:

AP a—P =gt —P —g0—1,
G

G — 1

aP

czyli
skad

Zgodnie z tym okreslamy: '
Jezeli a > 0, p za$ jest liczbg naturalnag, woéwczas

przez symbol a—P rozumiel bedziemy liczbe s

Mamy wigc np. w my$l powyzszych okreslen:
1

Pl Rl o

=

wl>
l
I
i
|
=

(3

Potega o wykiadniku utamkowym dodatnim.

)

W dalszych naszych rozwazaniach bedziemy zaklada.li, ze
podstawa a jest liczbg dodatnig: a > 0. Okre‘éhmy 01.)ecme po-
tege w przypadku, gdy wykladnik potegowy jest jakimkolwiek

ulamkiem ﬂ, gdzie p i m oznaczaja liczby naturalne. Za punkt
m ’
wyjécia wezmiemy teraz drugi ze wzoréw (1). Skoro wzér ten ma

zachowaé¢ swa wazno$é takze dla wykladnikéw ulamkowych,
PN\ m
: P ey . SRR
wdéwczas kladge w nim np= ! Winnismy otrzymaé: ( ,m )
mozemy wiec przyjaé: a" — :/-4—17. Zgodnie z tym okre$lamy:
Jezelia> 0, a pim sa liczbami naturalnymi, wéw-

ﬁ . . m,
czas przez symbol a” rozumieé bedziemy liczbe \/a"

A e
(czyli pierwiastek arytmetyczny m-tego stopnia liczby a?).



Mamy wiec np.:
2

. 3 8
8 = /88 =1/64 = 4, 25° =4/35 =5,

Y=Y = (=t
4 i ) Xl 5B
Warto$¢ potegi o wykladniku utamkowym zalezy od pod-

stawy i od wartosci wykladnika, nie zalezy natomiast od po-
staci, w jakiej wykladnik napiszemy. Jezeli bowiem ulamek

[Slad

nieprzywiedlny % zastapimy dowolnym ulamkiem j)_kl o tej
mhk

samej wartosci (& oznacza liczbe naturalng), wéwczas:

ﬁ mk __ "o o

am™ — .\/apk o \/a’ — g
: Tak samo latwo zauwazyé, ze w przypadku, gdy wykladnik
= réwny jest liczbie naturalnej », okreélenie potegi o wyktadniku
ulamkowym pokrywa sig¢ ze zwyklym okre$leniem potegi o wy-
ktadniku naturalnym, Istotnie, skoro £ =mn, czyli p = mn
m ?

mamy .
14

a" == ="
Potgg'a o wyktadniku utamkowym ujemnym.
Okreslmy wreszcie potege w przypadku, gdy wykladnikiem
jest ulamek ujemny: —7772 (p i m oznaczaja liczby naturalne);

za punkt wyjécia weZzmiemy pierwszy ze wzoréw (1). Skoro wzér
ten ma zachowaé swa wazno$¢ takze dla dowolnych wykladnikéw

p b
ulamkowych, wéwczas winno byé: «”-a " =a' =1, czyli
=P ,
w 1

Zgodnie z tym okreflamy:

m
a \/ﬂ

|
P

‘»-
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Jezeli a>0, 4 p i m sg liczbami naturalnymi,

$

- woéwczas przez symbol a ™ rozumieé bedziemy liczbg

B

14

<3

Mamy wiec np.1
. 1 1

3 1
81 *= = e
e Ca )

1
3578 = —— =
3

HI =

)

3] =
(op]

w

Za pomoca powyzszych okreslef uog6lnilismy wige po-
jecie potegi liczby dodatnie) @ w ten sposéb, ze:
1°. Wykladnikiem potegi moze by¢ kazda liczba wymierna s.

90 Kazdemu wymictnemu s odpowiada écisle okreélona

| wartoéé potegi @', -przy czym warto$¢ ta jest zawsze dodatnia

30, W przypadku szczegélnym, gdy wykladnik s jest liczba
naturalng, potega @ sprowadza si¢ do iloczynu s czynnikow,

-z ktérych kazdy jest réwny a (lub do samej liczby @ w przypadku,

gdy s=1).
Dziatania na potggach o wyktadnikach wymiernych.
Wykazemy teraz, ze dla poteg liczb dodatnich a 1 b zachodzg
wzory zagsadniczel
@ a=at
(1) (@)’
(ab)f = = atb

przy dowolnych wyktadnikach wymiernych ris.

— ars

Ze wzorow zasadniczych (1%) wynikaé beda bezposrednio inne
wzory, tyczace sie dzialal na potegach, jaki

7—3

[
I
8
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W dowodach opieramy si¢ na znanych nam wlasnoéciach
pierwiastkéw i poteg o wykladnikach naturalnych.

Udowodnimy nasamprzéd pierwszy ze wzoréw (19), tj. wzér:

a’ . s — ar+s

Wz6r ten zachodzi na pewno, gdy » = 0, gdyz wobec a® = 1
otrzymujemy wtedy a° = a°; tak samo latwo zauwazyé, ze wzér
zachodzi, gdy s = 0. :

Mozemy wiec zalozy¢, ze # + 0 i s + 0. Rozréznimy trzy
przypadki:

a)r>0,s>0;

baria0its =0

c)r i s sg réznych znakéw,

l k

W przypadku a) mozemy polozyé: » = PR
Otrzymujemy wéwczas:

gdzie 1,

m, k, n s liczbami naturalnymi.
1

s e 5_"’—1 ey
a-at=a"-a" =\a -\ at —

mn

'\/aln ’\/akm — \/aln-l-km

i + k C It km o
ar+s g \/W,
a zatem: 4’ - a°= a’*,
% , , E3 D e
przypadku b) mozemy napisaé:» = — R
I, m, k, m sa liczbami naturalnymi. Otrzymamy wéwczas:
! k
— 1 1 1

mn

oz

_ln+km 1

mn —_———
(oo, Smmti U
\/ antkm

a zatem: a’ - a° = a’*s,

W podobny sposéb mozemy sprawdzi¢ wzér: a’-a®= a’+*
w przypadku c), tj. gdy 7is sa réznych znakéw. Dochodzimy
w ten sposéb do wniosku, Ze pierwszy ze wzoréw (la) zachodzi
dla dowolnych'wykladnikéw wymiernych 7 i s.
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Udowodnimy teraz drugi ze wzoréow (1), tj. wzor:
(“r)s - afS

Gdy » =0 lub s = 0, wzér ten zachodzi na pewno, gdyz

zar6wno lewa strona, jak i prawa strona réwna jest wtedy 1. Mo-

zemy wiec zalozy¢, ze» = 0is + 0. I tutaj wygodnie jest rozpa-

trzy¢ poszczegélne przypadki w zalezno$ci od znaku 7 i s. Gdy
l

7> 01is> 0, mozemy napisaé: » = Tl

Otrzymujemy woéwczas:

gdzie [, m, B, n

sa liczbami naturalnymi.

n ./ no/

(= V=V (el = Vv

(@) =

a zatem: (a’)* = a”. W zupelnie analogiczny sposéb sprawdzamy
wzor (a')° = a” w przypadku, gdy jeden z wykladnikéw 7 i s lub
tez oba sg ujemne. Dochodzimy w ten sposob do wniosku, ze takze
drugi ze wzoréw (1% zachodzi dla dowolnych wykladnikéw wy-
miernych 7 i s.

Udowodnimy takze trzeci ze wzoréw (19), tj. wzor:
(ab) =
Dla s = 0 wzdr ten jest oceywisty. Gdy s> 0, mozemy

k
napisac: s = ~, gdzie kin sa liczbami naturalnymi. Otrzymuje-

my wowczas:
k

(abfF =V (@} = Ve,

at b= b”:(/a \/Z)k v/ a*bF

a zatem: (ab)’ = a’t’. W zupelnie analogiczny sposéb spraw-
dzamy ten wzér dla s < 0. Dochodzimy wiec do wniosku, ze takze
trzeci ze wzorow (1) zachodzi dla dowolnego wykladnika wy-
miernego .

(;zb)s 2t
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Widzimy wiec, ze wszystkie dzialania na potegach o wy-
kladnikach wymiernych mozemy wykonywaé wedlug tych
samych praw, ktére stosuja sie do poteg o wykladnikach
naturalnych.

Pierwiastkowanie jako szczegdiny przypadek potegowania.

Zauwazmy jeszcze, ze pierwiastkowanie mozemy traktowaéd
2 % e 1

odtad jako szczegélny przypadek potegowania, gdyz \n/a e
Z tego punktu widzenia wzory (1%) i (2) zawieraja, jako przypadki
szczegdlne, zaréwno prawa tyczace sie dzialan na potegach o wy-
kladnikach naturalnych, jak i prawa tyczace si¢ dzialan na pier-
wiastkach. Osiaga si¢ przez to wazne uogélnienie, pozwalajgce
polaczy¢ w jednolitg caloéé nauke o potegach i o pierwiastkach.,

Rozpatrujac potege o wykladniku wymiernym zakladaliémy
-wyraznie, ze podstawa jest liczbg dodatnia. Jeéli bowiem pcd-
stawa jest ujemmna, wéwczas nie zawsze daje si¢ wykonaé pier-

1 ket o 3

wiastkowanie, tak ze np. wyrazenie (— 4)2 =4/ — 4 nie ma dla
nas zadnego znaczenia; jezeli za$ podstawa jest réwna 0, wowezas
1

nie daje si¢ wykonaé dzielenie, tak Ze np. wyrazenie: 0—1=7
nie ma Zzadnego sensu liczbowego.

Poréwnywanie poteg o jednakowych podstawach.

Udowndnimy jeszcze nastepujaca wlasno$é potegi o wykla-
dniku wymiernym:

Jezeli podstawa a fest wighksza iz 1, a wykladnik potegt s
jest liczbq wymiernq dodatniq, wowczas potega a° jest wigksza wiz 1,

Jeieli podstawa a jest mniejsza niz 1 (1 dodatnia), a wykltadnik
potegi s jest liczbq wymierng dodalniq, wdwczas polega a' jest
mniejsza niz 1.

k
Dowéd. Niech bedzie a > 11 polézmy: s = W gdzie ki n

sa liczbami naturalnymi. Nalezy wykaza¢, ze a* > 1. Ot6z pod-
noszac obie strony nieréwnosci @ > 1 do k-tej potegi mamy:
a* > 1, skad wyciagajac pierwiastek n-tego stopnia otrzymujemy:

A/a* > 1, czyli o > T.
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Zalozmy teraz, ze 0 < a < 11 ze s jest liczbg wymierng do-

: il
datnia. Skoro 0 <a <1, to i 1, a zatem, jak wyzej wykaza-

g 13\ 1
liSmy : <z—z> > 1, czyli: > 1, skad wynika, ze a® < 1.

Z powyzszej wlasnosci wynikaja latwo nastepujgce twier-
dzenia:

Twierdzenie l. Jezeli a > 1 i liczba wymierna s jest wighssa
mi liczba wymierna v, wéwczas takie potgga a® jest wigksza miz
potega a’. '

Dowéd. Poniewaz a > 11 s —7> (0, mamy:

S

@l 1. skad: it Lt czyiitssa’ = al

Twierdzenie Il. Jeieli 0 <a <1 i liczba wymierna s fest
wigksza niz liczba wymierna v, wowczas potgga a® jest MNIEjS2a NgL
potega .

Dowéd. Poniewaz: 0 <a<1lis—r>0, mamy:

L
a
a = e skad: o <l = ezylice gh =gl

Pojecie potegi mozna rozszerzyé jeszcze w ten sposéb, aby
wykladnik potggowy mégt by¢ nie tylko liczba wymierna, ale
nawet i niewymierna, czyli dowolng liczbg rzeczywistg. Wyia-

énimy to dokladniej w § nastepnym.

Cwiczenia.
19."% Oblicz:
a) 30 b) 8° c) 2-1 d) 3-2 e) 4-3
0
f) 10-3 g 106  h) 10-8 i) G;) i) 0,5-1
Y T
k) (g) 210,202 “m) (g) n) 8.2=3% o) 27.3-¢
s 1 3 5 91
p) 7-10- 9 g3 N = s) 55 t) o=y
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20. Oblicz:

a) 7-124+2.10'4+4.10°4+3.10-1 -+ 5.10-2

b) 4-103+3:1022.101 4+ 61094+ 7101+ 6.10-2

c) 2:1094+4.101+47.10—2+45.10-3

d) 3:10-3+9-10-4+6-10-°

21. Nizej podane wyrazenia przeksztalé w ten sposéb, aby nie

zawieraly potgg o wyktadnikach ujemnych lub zerowych (podstawy
a, b, ¢, d sa tu liczbami dodatnimi):

a3 b—Z
a) a—a b2 b) a_'l b—Z =3 C) —E_—l—
440 b? a-1b-3 1
9 =z ®) g ) seipe
ol ; 3 b=1 -1
8 o Y E By

22. Nizej podane wyrazenia przeksztal¢ w ten sposéb, aby nie
zawieraly poteg o wykladnikach ujemnych (podstawy a, b, ¢ sa tu
liczbami dodatnimi):

a—+b e e W B
?) a_i"{“p b) bC+Cﬂ+ab
b
2 Fﬁc—— ) et et et

23. Wykonaj wskazane dzialania: 1) stosujac okreélenie potegi
o wyktadniku zerowym; 2) zastepujac potegi o wykladnikach ujemnych
odpowiednimi potggami o wykladnikach naturalnych; 3) stosujac bez-
posrednio wzory dotyczace dzialan na potegach. Poréwnaj otrzymane
wyniki (podstawy a, b sa tu liczbami dodatnimi):

a) a?.d° b) a—*.a3 c) a?b—3 -.a—3b
d) a%—2 a%p0 e)ia>iia? B S
gf et 1o 8 h) ab—2 :a—1 i) (a—

i) (@) k) (a9 I) (”b*)
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24. Wykonaj wskazane dzialania (podstawy a, b, c,dsatu liczb_ami

3 “dodatnimi):

; a) ald . %a—Sb b) 5ab—3 - 252
c) 3a—3b - 2ab—! d) %ab——l 2. 4bc—2
e) 16ab—* : 847~ f) $adb—3c : gabe

@bt 200
L Ry B
2= =% { St
. : 33 ab—2)—2 . (ab
3 cd2  a2b—3 Tl ) (ab?)
k) (2ab— 3a—1v? 4 a%—1) - ad
1) (8a3b—! — 6a—2b + 4ab—?) : 2ab
m) (@—3a+1+at—22.(1+4a?)
n) 34+a-22—B8—a?

95. Sprawdz nastepujaca tozsamod¢ (podstawa x jest tu liczbg
dodatnia):

et — 1) (A F 1) (2 H]) (1) = x5 —1
26. SprawdZ nastepujaca tozsamo$é (podstawa x jest tu liczba
dodatnia):
(-t — 1) (1) (324 1) (st 4+ 1) (a8 4+ 1) = 210 —1

Jak mozna tozsamoé¢ te uogdlnic?

27. Oblicz:
1 1 1 1
a) 42 b) 92 q 25 d 8
1 ! L 1
) 643 f) 1253 g) 81% h) 2438
1 1 £ it
i) 0362 ) 0492 k) 0,125% 1) ‘(5)2
1 3 3 3
m) ()3 n) 42 0) 92 p) 16
e 1 it :
q) 0,008 1) 81 ? s) 100 2 t) 1000 3
2 2 1 125\ — &
u) (3)3 v) 0,09-2 w) ()7 x) (573



28. Nizej podane wyrazenia pierwiastkowe napisz w postaci pot
(zakladamy Ze a jest liczba dodatnig): g

= di ) =
a) Va b) Va c)\Va d) \/ad
1 1 1
e) 3 .. = LTS
) NZ ) Va ¢ V= h) \4/;“
9. Wykona: wskazane dzialania: 1) zastepujac potegi o wy~

ktadnikach ulamkowych pierwiastkami; 2) stosujac bezposrednio wzory

dotyczace dzialaf na potegach. Poréwnaj otrzymane wyniki (zakladamy,
ze a jest liczba dodatnia):

! Lt 2
‘ ol ‘@®a® F.'d) ava®

@ 0 () el B

30. Wykonaj wskazane dzialania (zakladamy, ze a, b sa liczbami
dodatnimi ;

A 1 :
a) 2a3 - 343 b) Fa .24 2
el i Ly 1
c) 5Ha? ga? d) a® - a3 - at
b Sested 1 1
e) 2a2b% % a2 bt f) a3b 2 :a2p2
it 4 31 45741
g) 10ab 2 :5a 2 b—! h) a88% :a 2 p?
% j 4 _1_ 1 12
iy (a0 pilasat)
1 4 4
ky (@4 242 +1) (a2 —1) 1) (a3—1)3

8l. SprawdZ nastgpujaca tozsamo$¢ (podstawa x jest tu liczbg
dodatnia):

1 1 1 1
i

U e WL Ry
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32. SprawdZ nastgpujaca tozsamo$¢ (podstawa x jest tu liczba
dodatnia):
1 1 1 1

@+ @+ F+1 "+ =

Jak mozna tozsamo$¢ te uogdlnic?

gl D

33. Oznaczmy dowolna liczbe wymierna przez s. Opierajac sig
na okredleniu potegi o wykladniku wymiernym wykaz, ze '=1

(K) (H) (M)
§ 6. Potega o wyktadniku niewymiernym.

Pojecie potegi mozna, jak wzmiankowaliémy, uogélni¢ w tea

'sposéb, aby wykladnikiem potegi mogla by¢ réwniez liczba nie-

wymierna. g
Okreélenie potegi o wykladniku niewymiernym wyjasnimy

Mo 2T
na przykladzie 3 -

Liczba niewymierna 4/ 9 — 1,4142... wyznacza, jak wiemy
z poprzedniej nauki, ciag przyblizen dziesigtnych:
(@) 1.4, 1,41, 1,414, 1,4142,
Utwoérzmy teraz nastgpujacy ciag:
1,4 1,41 1,444 1,46142
B 3 . B 3555 S s

Wyrazy ciagu () sa wigc potegami liczby 3 o wykladni-
kach wymiernych, utworzonych z kolejnych przyblizen dzie-

‘sietnych liczby niewymiernej 4/ 2. Oté6z, jak daje si¢ udowodnié,

wyrazy ciagu (f) mozna uwaza¢ réwniez za kolejne przyblizenia

(jednak nie dziesigtne) pewnej liczby rzeczywistej g, ktéra rézni

sie od dostatecznie dalekich wyrazow ciagu () dowolnie malo.
v ] z

Symbol 3 - okreslamy jako liczbe¢ rowna g.

W podobny sposéb okreslamy potege w przypadku, g.dy pod-
stawa jest dowolna liczba dodatnig, a wykladnik potegi — do-
wolng liczba niewymierng. Tym sposobem rozszerzamy pojecie
potegi liczby dodatniej, tak ze wykladnikiem. potegi moze by¢
kazda liczba rzeczywista (wymierna lub niewymierna).

2% 35



28. NiZej podane wyrazenia pierwiastkowe napisz w postaci
7 i ] ta
(zakladamy ze @ jest liczba dodatnia): 13 postaci poteg

Al 3
a) V/a b) Va c) \7/4- d) /@
1 _1_ 1
8 ya& M e

29. Wykona' wskazane dzialania: 1) zastepuj i 3
' . { : ¢pujac potegr o wy
ktadnikach ulamkowych pierwiastkami; 2) stosujac bezposrednio wzory

c'iotyc‘zacce dgizﬂarﬁ na potegach. Poréwnaj otrzymane wyniki (zaktadamy
ze a jest liczba dodatnia): l

e) \3/4_7 f) W

R by 4y 2

a) a*-a% b) a®.a 3 ) ‘W idb .58 gva®
1 1\6

e 3 EPlies e Pt

oty O 71 By

30. Wykonaj wskazane dzialania (zakladamy, ze a, b sa liczbami
dodatnimi ;

2 1

T o 1 :
a) 243 - 3a8 b) Fa .2a 2
é I lgedt L
c) ba? gaz d) a® - a3 -at
18 i 1 1
e) 2a20% T a2k f) a3b 2 : 4252
50 it 3 1 i
g) 10ab 2 :5a 2 bt h) a83 :a 2 52
2 3N4 1 1\12
i) <a3 bt i) Xa 8 bz)
t 1 ey
k) (a4 222 + 1) (a2 —)) 1) (a3—1)3

31. SprawdZ nastgpujaca tozsamo$é (podstawa x jest tu liczbg
dodatnia):

1 1 1 1

5 I

AT e T L e R e
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32. SprawdZ nastepujaca tozsamo$¢ (podstawa x jest tu liczba
dodatnia):
1 1 1 1
16

1
@+1) P+l F+D) @) (=1 =2x—1
Jak mozna tozsamo$¢ te uogdlnic?
33. Oznaczmy dowolna liczbe wymierng przez s. Opierajac sig
na okreéleniu potegi o wyktadniku wymiernym wykaz, ze 1° = L.
(K) (H) (M)
§ 6. Potega o wyktadniku niewymiernym.

- Pojecie potegi mozna, jak wzmiankowaliémy, uogélni¢ w ten

'sposéb, aby wykladnikiem potegi mogla by¢ réwniez liczba nie-

wymierna.
Okreélenie potegi o wykladniku niewymiernym wyjasnimy

; var
na przykladzie 3 -

Liczba niewymierna 4/ 9 = 1,4142... wyznacza, jak wiemy
z poprzedniej nauki, ciag przyblizen dziesietnych:
(@) 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142,
Utwérzmy teraz nastepujacy ciag:
1,4 1,41 1,614 1,46142
® 3 3, S B i

Wyrazy ciagu (f) sa wigc potegami liczby 3 o wykladni-
kach wymiernych, utworzonych z kolejnych przyblizefn dzie-

‘sietnych liczby niewymiernej 4/ 2. Oté6z, jak daje sig udowodnié,

wyrazy ciagu () mozna uwaza¢ réwniez za kolejne przyblizenia
(jednak nie dziesietne) pewnej liczby rzeczywistej g, ktéra rézni
sie od dostatecznie dalekich wyrazéw ciagu (f) dowolnie malo.

Vs
Symbol 3 2 okredlamy jako liczbe réwna g.

W podobny sposéb okreélamy potege w przypadku, gdy pod-
stawa jest dowolna liczba dodatnig, a wykladnik potegi — do-
wolng liczba niewymierng. Tym sposobem rozszerzamy pojecie
potegi liczby dodatniej, tak ze wykladnikiem. potegi moze by¢
kazda liczba rzeczywista (wymierna lub niewymierna).

2% 35



~Mozna udowodnié, ze dzialania na potegach o dowolnych

wykladnikach rzeczywistych daja sie wykonaé wedlug tych
samyc‘h wzoréw, ktére zostaly wyprowadzone dla poteg o wy-
kiadnikach wymiernych; w szczegélnosci zachodza WZOry :

at ¥ — gt

@y =a”
(3) (ab) = &%
ax
— — g"

ay
a\ a
et

Mozna réwniez udowodni¢ nastepujace twierdzenia, ktére
Sfa.l:lOWIQ uogélnienia tw. I i IT na przypadek, w ktérym wyktad-
niki potegi sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi:

: Twierdzenie I5. Jezeli a > 114 liczba rzeczywista vy jest wigksza
niz liczba rzeczywista x, wowczas taksze polega a’ jest wigksza nid
potega a*,

; Twie.rd'zenie Wa. Jeieli 0 < a < 11 liczba rzeczywista y jest
wigksza niz liczba rzeczywista x, wéwczas polega a’ jest mniejsza nit
potega a*. ?

; Cwiczenia.
24. Oblicz:
Ve
32 2—Vy  2Vy
a) QVE b) 4

35. Wykaz, ze 4VE < 8.

(K) (H) (M)
§ 7. Pojecie funkgji wyldadniczej.

Rozwazania tego § po$wigcone bedg funkeji y = a* (gdzie a
oznacza stalg dodatnig); funkcje te nazywamy funkcja wy-
ktadniczg. ] )

86

:

; ,avrﬂ, e

Rozpatrzymy najpierw przyklad takiej funkeji, ktory otrzy-
mamy przyjmujac a = 2. Funkcja

Y2t
posiada wlasnodci nastepujace:

1. Zmienna niezalezna x moze przybiera¢ kazda wartos¢
rzeczywista ; kazdej wartosci rzeczywistej x odpowiada oznaczona
warto$¢ dodatnia 2%

20, Wiekszej warto$ci ¥ odpowiada wigksza warto$¢ y (obacz
§5, tw. I i§ 6, tw.I?). Wlasnoé¢ te wyrazamy mowiac, Ze
funkcja y = 2* jest rosnaca.

30 Zauwazmy, ze 21> 1, 22> 2,23 > 3itd,, iw ogolnodci:
2" > u przy dowolnej wartoéci naturalnej #». Nadajac zmiennej
niezaleznej x dostatecznie wielka wartoé¢ dodatnig, mozemy uzy-
skaé, ze funkcja 2° przybiera warto$¢ dowolnie wielka. Wiasnosé
te wyrazamy moéwiac, ze 2 dazy do + oo (czytaj: do plus
wieskoniczonosct), gdy x dazy do + oco.

40 Zauwazmy, ze O O 17 9= % itd., i w ogdl-
noéci: 27" <:; przy dowolnej warto$ci naturalnej s, Nadajac
zmiennej niezaleznej x warto$é ujemng o dostatecznie wielkie]
wartoéci bezwzglednej, mozemy uzyskaé, ze funkcja 2* przy-
biera warto$¢ dowolnie bliska zera. Wlasnoéé¢ te wyrazamy
méwiac, ze 2% dazy do 0, gdy x dazy do — oo (czytaj: do
minus nieskonczonoscr).

5. Dla x =0 mamy y — 1. ]

Biorac pod uwage wilasnosci 1° — 50 otrzymujemy nastepu-

jaca tabelke zmienno$ci funkcji y = 2%:

xl—oo 20 7 + o0

y|- - 0 A1 A + oo

Czytamy to tak: gdy »# roénie od — codo 0iod 0 do + oo,
wéwczas y rosnie od 0 do 1iod 1 do + oo,



Miedzy ta
2% zachodzi prosty

Rozwazmy- teraz funkcje wykladniczag y — (-;)‘.
funkcjg a wyzej
zwigzek :

omawiang funkcjg y =

) =3
2 9*

A wigc warto$é funkcji (;;) jest odwrotno$cia wartodci
funkeji 2* przy tej samej wartogci zmiennej niezaleznej x. Stad

wynikaja natychmiast wlasnoéci funkeji Y= (%)":

1°. Kazdej wartosci rzeczywiste] x odpowiada dodatnia
wartos¢ funkeji 2%, a wiec kazdej wartodci rzeczywistej x od-
powiada réwniez dodatnia wartoéé funkcji (%)".

2% Wigkszej wartosci x odpowiada wieksza wartodé funkcji
2%, a wicc wigkszej wartoéei x odpowiada mniejsza wartos$é
funkcji (1)*. Wlasnoéé te wyrazamy méwiac, ze funkcja y = (g)"
jest malejaca. :
3. Nadajac zmiennej niezaleznej x dostatecznie wielkag war-
tos¢ dodatnia, mozemy uzyska¢, ze funkcja 2 przybierze wartosé
dowolnie wielka, a funkcja (;)" przybierze warto$¢ dowolnie
malo réznigca si¢ od zera. Wlasnoéé te wyrazamy mowiac, ze
funkcja y = ( )" dazy do 0, gdy x dazy do + oo.

40, Nadd]qc zmiennej niezaleznej x warto$¢ ujemna o do-
statecznie wielkiej wartodci bezwzgledrej, mozemy uzyskaé, ze
Innkc]a 2* bedzie dowolnie malo réznila sie od zera, a funkcja

()" przybierze wartoé¢ dowolnie wielkg. Wiasnogé te wyrazamy

mowiac, ze y = (1)* dazy do -+ oo, gdy x dazy do — oo.

5%. Dla x = 0 mamy y = 1.
Biorac pod uwage wtasnosci 10 — 50 otrzymujemy wicc
nastgpujaca tabelke zmiennodci funkcji y = (f?)‘“:
x| —oc0o A0 A + oo
Ty o N g 0

Czytamy to tak: gdy ¥ roénie od — codo 0iod 0do <+ co,
wowczas y maleje od 4 codo 1iod 1 dq 0.
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o 1 -T 05
]
Rys. 1.

Wyciagnieta linia na rys. 1 przedstawia wykres funkeji y— 2%,

Wykres funkcji y = (4)* przedstawia kropkowana linia na
rys.1. Linia y = (1) jest symetryczna do linii y = 2* wzgle-
dem osi y-6w,

Mozna w podobny zupelnie sposéb rozpatrzyé ogolme funkcje
wykladnicza: y = a*, gdzie a jest dowolng liczba dedatnig.
Nalezy tu rozrézni¢ 3 przypadki:

a) a> 1, blrai=="13 G0 <za<.1,

39



'lvay
0 swej wartosci.

a>1 =l
a) Gd}f a>1, .WéW'CZéIS funkcja y = a* jest rosngca; jej b) Gdy a = 1, wéwczas funkcja y = a* przyjmuje warto$é
tabelka zmiennosci jest taka, jak w przypadku funkcji y = 2%, réwna 1 dla kazdego rzeczywistego x. Wykresem funkcji bedzie
A wiec linia prosta, réwnolegla do osi x-6w, przechodzaca przez
4 punkt 0, 1). -
Vl<a<l
i I kP o = .
] c¢) Gdy 0 < a < 1, wéwczas funkcja y = a* jest malejgca;
F‘ T jej 'tabelka zmiennosci jest taka, jak dla funkeji y = (1)%
VP ] Im* Na rys. 2 linie kropkow;me Przedstalw'iajq funkcje:
1 \ 7 y =& iy=("
X H ' Krzywe te sa symetryczne wzgledem osi y-6w do krzywych:
\ \ { /r =ik ey — 35
7 !
| / | i
‘ l -
A 4 Cwiczenia.
K \ ] SR
N § l / : 86. Przedstaw graficznie iun<C]e. ! ;
® L} 4 x x x X—
N [ / a) y=4 b) ¥ = (i) S =275 e iy =2
"’\' ‘.‘ } /, *37. Dana jest funkcja: e
’0\ Ay / /, 3 Yis=d (1 +_)
< % 7 7 \ 100
= = b“ / gdzie a i p oznaczaja liczby dodatnie. Udowodnij, ze gdy ~ wzrasta o 1,
*3 wowczas y wzrasta o p 9, swej wartoscei.
-
— : ‘: ':‘ e | 5 *38. Dana jest funkcja:
—-9_2 Y e o ﬂ' y:a(l_ﬂ)
o 1 z 3 100
| gdzie a i p sa liczbami dodatnimi oraz p < 100. Udowodnij,. ze
o e 1 i i gdy x wzrasta o 1, wowczas y zmniejsza si¢ o p 9, swej waitosci.
Rys. 2. *89. Dana jest funkcja:
f ; ( 1 ')l()z
Linia I daje obraz funkcji y = 3* J : et .1 % 10
) 1y f
v L ” & v (;) | przy czym a oznacza liczbe dodatnia. Wykaz, Ze gdy x wzrasta o
2 III ” 2 2 =5 § x
s : (:i) : | woéwczas y wzrasta o
2 [\r Iz > kLl y T (:_j)r !

40
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(K) (H) (M)
§ 8. Logarytmy.
Okreslenie logarytmu.

1 O%naczmy przez a liczbe dodatnia, rézngod1. Gdy x jest
c;anq, liczbg rzeczywista, woéwcezas potega a* przyjmuje, jak wiemy,
okreslong wartogé dodatnig. Oznaczajac wartogé te przez ¢
mozemy napisad:
(4) F=

Liczbe x nazywamy wowczas logarytmem liczby p przy
podstawie a i piszemy: )

x = log, p

.Lf)g.gatytrfl liczby (dodatniej) przy podstawie a (do-
datmr'e] 1 roznej od 1) jest to wykladnik potegi, do ktérej
nalezy podnieéé podstawe a, aby otrzymaé¢ dana
liczbe .

Przyklady:
log, 8 =3, poniewaz: 23 — 8
log, 32 = 5, poniewaz: 2°— 32
logs 81 = 4, poniewaz: 3% = 81
log; 25 —= 2, poniewaz: 52 = 25
logg 6 =1, poniewaz: 6! —
log,, 1000 = 3, poniewaz: 103 = 1000
logyy 1 =0, poniewaz: 10° = 1
logyy 0,01 = — 2, poniewaz: 107* = 0,01
logy v/10 = e poniewaz: 102 = 4/1(
log% 8= —3, poniewaz: (4)7% = 8

Oznaczamy, jak wyzcj, przez a dowolna liczbe dodatnig rézna,
od 1. Zauwazmy, ze mamy:
log, 1 =0, poniewaz: a° = 1

log, a = 1, poniewaz: al = g

Logarytm liczby 1 przy kazidej podstawie jest réwny 0, a loga~
rytm podstawy jest réwny 1.

42

Okreélilid$my logarytmy jedynie dla podstaw dodatnich réz-
nych od 1. Liczba 1 nie nadaje sie na podstawe logarytméw,
gdyz potega 1° przyjmuje dla kazdego rzeczywistego x jedna
i te sama warto$é réwna 1.

Zauwazmy jeszcze, ze mozemy méwi¢ jedynie o logarytmach
liczb dodatnich, poniewaz potega a*, ktérej podstawa jest do-
datnia, moze przybieraé tylko warto$ci dodatnie.

Mozna wykazaé, ze przy danej podstawie a (dodatniej i réz-
nej od 1) istnieje logarytm dla kazdej liczby dodatniej p i ze
logarytm ten jest jednoznacznie okreslong liczbg rzeczywista.

Wyprowadzimy teraz prawa dotyczace dzialan na logaryt-,
mach. Bedziemy oczywiscie milczaco zaktadali, ze podstawa loga-
rytmoéw jest liczba dodatnia rézna od 1, liczby za$ logarytmowane
sg liczbami dodatnimi.

Logarytm iloczynu.

Udowodnimy najpierw wzér dotyczacy logarytmu iloczynu:

(5) log, (pg) = log, p + log, q

Dowéd opiera sig na znanych nam wlasno$ciach poteg:

Oznaczmy log,p przez x, log,q przez y. Skoro log, p = x
i log, ¢ =y, mamy w my$l okre§lenia logarytmu: a* = p
i @’ =gq. Mnozac stronami powyzsze réwnosci otrzymujemy:

a"™ = pg, a wiec: log, (pg) = x + v,
czyli: log, (pg) = log, p + log, q.

Wzér (5) daje sie oczywiscie uogélnié¢ na dowolng iloéé czynni-
kéw; wzér ten mozemy wyrazi¢ stowami w sposéb nastepujacy:

Logarytm iloczynu vdwny jest sumie logarytmdw poszczegdinych
cxynmikow.

Logarytm ilorazu.

Udowodnimy teraz wzér dotyczacy logarytmu ilorazu:

(6) logag = log, p —log ¢
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Dowé6d tego wzoru jest zupelnie analogiczny do dowodu
wzoru (5).

Niech bedzie: log, p = ux, log, ¢ = y. Mamy wiec:
a*=p i a = g. Dzielgc stronami te réwnodci otrzymujemy :

a"_yzg awieclog, — = x —y
q: a q }),

czyli: logag = log, p —log, q.

Wzér (6) wyrazamy slowami:

Logarytm ilorazu réwny jest vdinicy logarytmdw dzielnej i dziel-
nika.

Logarytm potegi.

Oznaczmy przez n liczbe naturalna. Stosujac wzér (5) otrzy-
mujemy :

log, (#") = log, (p-p....p) = log P =
& (") € (P-p....p) = log,p+1log,p+....+1log,p
n razy nrazy
= nlog, p

Mamy wiec wzor:
log, (p") = n - log, p

Wzér ten mozemy uogélni¢ w ten spos6b, aby wykladnik
potegowy mogl by¢ dowolna liczba rzeczywista :

Oznaczamy dowolng liczbe rzeczywist'ac przez z. Mamy wy-
kaza¢, ze log, (p*) = zlog, p. Polézmy: log, p = x; mamy wéw-
czas: a* = p, skad: (a*)* = p*, czyli: a* = p*; w my$l okreélenia
logarytmu mamy wiec: log, (p%) = 2, czyli: log, (p*) = z log, p.

Wzér:

(V) log, (p*) = z log, p
wyrazamy stowami:

Logarytm potegi rdwny jest iloczynows wykladnika potegi 1 lo-
garytmu podstawy potegi.
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Logarytm pierwiastka.

Ze wzoru (7) wynika, jako przypadek szczegélny, wzér do-
tyczacy logarytmu pierwiastka. W samej rzeczy, jezeli z = —:—’
gdzie # jest liczba naturalna, to ze wzoru (8) otrzymujemy:

1 il » 1
log,,<157t> = ;loga P, tzn.: log, 4/ p = ;loga p.

Wzér:
1

®) log, v/ — ~ - log, $

wyrazamy slowami:

Logarytm pierwiastka réwny jest iloczynowi odwrotnosci wy-
kladwika pierwiastkowego i logarytmu liczby pierwiastkowane;.

Wyprowadzone wyzej wzory (5) — (8) stosujemy czesto
w odwrotnym kierunku, tj. od strony prawej ku lewej:

(&) log, p -+ log, ¢ = log, (p9)
(6') log, p —log, ¢ = loga%
(7) z log, p = log, (p°)
(8) iloga p = log, v/ b
Przyktady:
1. Za pomoca wzoréw (5) — (8) mozemy przeksztalcié:
log, 22 — log, (pgr) — log, (st) =
= (log, # +log, ¢ +1log,7) —(log, s +1log,?) =
= log, 9 +log, ¢ +1log,» —log,s —log,?
2. Tym samym sposobem przeksztalcamy:
PLY' 106, p -+ log, (¢?) -+ log, () — log, s — log, ()=

log,
st4
=1log,p +2log, g + 3 log,» —log,s — 4 log, .
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3. Przeksztalcimy jeszcze:
S L
PV 3 :
logas:?\/? o loga ﬁ S IOga \/E N loga (82) = IOga '\/l ==
1
= log, —!-?loga g — 2log, s —%logat

4. Stosujac wzory (5) — (8" przeksztalcamy wyrazenie:
1 1
3 log,p +dlog, g — 5108t = log, (p°) + log, (¢*) —log, v/F=

2 2 P
= log, (*¢*) — log,4/% = logu‘\/—t

Poréwnywanie logarytméw (w zaleznosci od podstawy).

Wykazemy jeszcze nastepujaca wlasnogé logarytméw :

- Jeieli podstawa logarytméw jest wigksza od 1, wéwczas wigh-
sze] liczbie odpowiada wigkszy logarytm.

Jezeli podstawa logarytmdéw jest mmiejsza od 1, woéwczas wigk-
sze] liczbie odpowiada mniejszy logarytm.

Dowéd. Zalézmy, ze a > 1 oraz P> 4q > 0; nalezy wy-
kaza¢, ze log, p > log, ¢. Niechaj bedzie: log, p — , log, g =v;
mamy wiec: a* = p, a¥ = ¢, a zatem, w mysl zaloZenia, ze p > g,
mamy: a*>a’, a stad wynika, ze x >y (gdyby bowiem bylo x <y,
mielibySmy w my$l tw. I¢ § 6: q* <@’), czyli: log, p > log, q.

Dla podstawy mniejszej od 1 rozumowanie jest podobne,

Cwiczenia. .

40. Oblicz na podstawie okreglenia logarytméw:
1

a) logy 2 logs 4 logo 8 loga 64 logs 16
D

b) logs 3 logs 9 logs 81 logs 243 logs %7

1 1
c) log; 25 logs 125 ' logs 5 logs 95 logs 1
1 1
d) log, — log) — log; 1 log ;| 2 log, 4
=t 732 = 7 5
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e) log40,1 log 410,01 log 4 0,001 log 4 10. log 1100
10 10 10 : 10 10

f) log40,5 log 10,5 log4, 0,25 log 10,25 log, 0,125
a 9 4 Z 8

41. Oblicz na podstawie okre$lenia logarytméw:

L 5 __
a) loge V2 logs /2
. e, g .
b) logio 4/10 logio 1/10
B A
c) loges 5 loges \/25
&l 8
d) loge l/? log2 V a7
S - Sy
e) logy V2 log: 4/10 -
3)
f) log ; 16 logs V3
s 9
42. Oblicz na podstawie okreélenia logarytméw:
a) logs 1024, log, 1024, logse 1024
b) logs 729, logg 729, logey 729
43. Oblicz na podstawie okre$lenia logary moéw:
1 5
log, 1 log, a log, (a%) log, py log, v/a
8t J 1
log, £/ a* log, \/_aT

(przez a oznaczamy liczbe dodatnia, rézna od 1).

£4. Wyznacz liczbg, ktérej logarytm przy podstawie 4 jest 3.
45. Wyznacz liczbe, ktérej logarytm przy podstawie 5 jest — 2.
46. Wyznacz liczbe, ktérej logarytm przy podstawie 4/10 jest 4-

; 1
47. Wyznacz liczbe, ktérej logarytm przy podstawie 8 jest 73

48. Przy jakiej podstawie logarytm liczby \d/ 2 réwny jest %7
49. Przy jakiej podstawie logarytm liczby 49 réwny jest 2?
80. Przy jakiej podstawie logarytm liczb§ 6 réwny jest %?
51. Przy jakiej podstawie logarytm liczby 6’-4 rowny jest — 27
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_ B2. Za pomoca twierdzen o logarytmie iloczynu, ilorazu, potegi
i p1erw1as’Fka prz'eksztalé wyrazenia nastgpujace (zakladamy, ze b, q,
7, 8, ¢ sa liczbami dodatnimi, a za$ jest liczba dodatnia rézna od 1):
3

a) log, (pq° 7’ b) log, %
1
<) IOgaW d) loga%?z

e) log, (p2/q)
VP

g) loga 2—73

f) log, V/pgr
h) log, \4/ g3

9
T s e
i) log, l/% i) log, ]/ stq’
k) log, Vyb\/ q 1) log, }/ 1

53. SprawdZ tozsamosci (p i ¢ oznaczaja dowolne liczby do-
datnie, a za$ jest dowolna liczbg dodatnia rézng od 1)

a) 10g10 p + logm lﬁo— =1

8
b) loge p + loge ¢ + loge i 3

c) log, p + log, % —0
d) alog“ i P
54. SprawdZ toisamodci (zakladamy, ze wszystkie liczby wyste-

pujace pod znakiem logarytmu sa dodatnie, podstawa zag a i
liczba dodatnia rézna od 1): podstawa za$ a jest

a) log, p —log, VP =é log, p

b) 2log, (p + q) = log, (% + 2 pg + ¢?)

c) log, (p —q) + log, (p + q) =210ga7>+10ga(1—g—z>

d) logs (p —g) + loga (p + ) + logs (#% + ¢?) = log, (p* — ¢¥)
b

55. Wykaz, ze:

logs p >0, gdy p>1,
{ :
loge p < O, gdy 0 <p < 1.
%56. Udowodnié, ze logz 5 jest liczba niewymierna.
Wskazéwka. Gdyby bylo: loge 5 = %L, gdzie m in sa liczbami
calkowitymi, mogliby$émy napisaé: 9 » = 5, czyli: 2" = 5,
*57. Udowodni¢, ze log;, 3 jest liczba niewymierna.
(K) (H) (M)

§ 9. Tablice logarytmow.

Cecha logarytmu.

W praktyce mamy przewaznie do czynienia z logarytmami
przy podstawie 10; logarytmy takie nazywamy dziesi¢tnymi.
Logarytm liczby p przy podstawie 10 bedziemy krétko oznaczali
przez log p, czyli opuszcza¢ bedziemy oznaczenie podstawy.

Logarytmy dziesietne liczb takich, jak 10, 100, 1000, 10000
lub 0,1, 0,01, 0,001, 0,0001 (a wiec logarytmy poteg liczby 10 o wy-

- kladniku catkowitym), mozemy latwo obliczyé. Mamy bowiem:

log 10600 = 4, poniewaz: 10* = 10000
log 1000 = 3, poniewaz: 10° = 1000
log 100 =2, poniewaz: 10* = 100
log 105 =1, poniewaz: 10! = 10
log 1 = poniewaz: 10° =1

log 0,1 = —1, poniewaz: 10! = 0,1
log 0,01 = —2, poniewaz: 10—% = 0,01
log 0,001 = —3, poniewaz: 10— = 0,001
log 0,0001 = — 4, poniewaz: 10— = 0,0001

Aby obliczy¢ logarytmy innych liczb, moglibysmy zasto-
sowa¢ rozumowanie oparte na metodzie kolejnych przy-
blizen,

49




,Dla przykladu obliczamy tym sposobem log 20 z dokladnoscig do 0,01.

Przyjmujac: log 20 = #, mamy: 10* — 20. Poniewas 10! < 20 < 102
czyli: 101 < 107 < 102, przeto mamy: 1< r<< 2,

x:l—{-%

Przy czym ¢ oznacza liczbe rzeczywisty wigkszg od 0 a mniejszg od 10.

Mozemy wigc napisac:

Mamy wiec:
14+ =
10- =10~ 19_ 99
c c
10 10
skad: 10-10 = 20, czyli: 10 = 2.

Podnoszac obie strony ostatniej réwnoéci do 10-ej potegi otrzymujemy :
10¢ = 210, Uwzgledniajac, ze 910 — 1024, mamy: 103 < 10° < 164, skad
wnioskujemy, ze 8 < ¢ <4, czyli: 1,3 < v < 14, Mozemy tedy napisac:

d
=13+ 100
przy czym d oznacza liczbe rzeczywista wieksza od () a mniejszg od 10.
Mamy zatem:

d
3= —=
10, %0
03+ ;o 03+ 2
skad: 10 - 10 = 20, czyli: 10 = 9

Podnoszac obie strony réwnosci do 100-¢j potegiotrzymujemy: 103044 — 9100,
Obliczajac 2100 przekonywamy sie, ze jest to liczba 3l-cyfrowa, a wiec:
1630 < 2100 - 1031, gaq. A0 = 108050 0 =~ 168 =0 pater - "0 < di= 1
uwzgledniajac to otrzymujemy: 1,30 < x < 1,31. Mozemy wiec napisad:

log 20 = 1,30...

Wyznaczanie tym sposobem trzeciej cyfry dziesigtnej wymagaloby juz
obliczania 21000,

Przekonywamy sie na powyzszym przykladzie, ze zastosowany tu sposéb
obliczania logarytméw nie posiada praktycznego znaczenia, poniewaz juz przy
+ niewielkich dokladnoéciach wymaga bardzo Zzmudnych i dlugich rachunkéw,

Mamy jednak inne, dogodniejsze metody obliczania logaryt-
méw. Metody te pozwalaja obliczy¢logarytmy z duza dokladno$cig.
Wyniki tych obliczen zestawiamy w tablicach, W dalszym
ciagu bedziemy sie poslugiwali czterocyfrowymi tablicami
logarytméw dziesietnych, w ktérych zanotowane sa loga-
rytmy z dokladnoécig do 0,00005.
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jéZeli dana jest dowolna liczba dodatnia, ktéra nie jest pot@g.eL
liczby 10 o wykladniku catkowitym, mozemy bard‘zo 1a}two o‘bh-
czy¢, miedzy jakimi dwiema liczbami calkowitymi Zaniess
sie jej logarytm. Wezmy dla przykladu liczbe 247; poniewaz:

10 < 247 < 103, mamy: 2 < log 247 < 3. Podobnie znajdujemy:

1 <log 38 <2, poniewaz: 101 <38 < 102
0 < log 6 <1, poniewaz: 10° <6 < 10!
3 <log 2140 <4, ©poniewaz: 103 < 2140 < 104
—1<log 0,5 <0, poniewaz:10™! < 0,6 < 10°
— 2 < log 0,052 < —1, poniewaz: 102 < 0,052 < 10!
2 <log 821,8 <3, poniewaz: 102 < 821,8 <« 103

Mozemy wobec tego napisaé:

log 38 — Sl przy czym: 0 <m < 1
log 6 =, 04 m, przy czym: 0 <m < 1
log 2140 = 3 +m, przy czym: 0 <m <1
( log 0,5 = —1 4+ m, przy czym: 0 <m <1
log 0,052 = — 2 + m, przy czym: 0 <m <1
log 821,8 = 2 4 m, przy czym: 0 <m <1

Cze$¢ catkowita logarytmu danej liczby gtj.. naj-
wieksza liczbe calkowity, niewieksza od logarytmu danej liczby)
nazywamy cecha logarytmu tej liczby.

Cechami logarytméw liczb:

38 6 2140 05 0,052 8218
sa wigc odpowiednio liczby:
450 B -0 2

Przyktady te ilustruja nastepujaca regule, %{térq W}./godnie
postugiwac sig¢ przy obliczaniu cech logarytméw liczb napisanych
w ukladzie dziesigtnym: e

Cecha logarytmu liczby wigkszej od 1 jest o 1 mmiejsza od ilosci
cyfr czgsci calkowitej tej liczby.
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Cecha logarytmu liczby mhiejszej od 1 jest liczbq ujemnq, kidrej
wartos¢ bezwzgledna réwna jest ilosci zer przed pierwszq cyfrq zna-
czqeq (liczqce przy tym i 0 przed przecinkiem).

Dowéd tej reguly nie nastrecza trudnoéci. W samej rzeczy,
zalézmy, ze liczba p jest wieksza od 11 ze cze$¢ calkowita tej liczby
sklada sie z # cyfr. Mamy wéweczas:

1-0”_1 <p < 107,
skad otrzymujemy:

n—1 <logp < un.

A wiec czed¢ calkowita, czyli cecha logarytmu liczby p, réwna
jest m — 1. Udowodnili$my wiec pierwsza czgs¢ mnaszej reguly.
W podobny zupelnie sposéb udowadnia sig cze$¢ druga.

Gdy liczba p jest potega liczby 10 o wykladniku calkowitym,
woéwczas logarytm liczby P jest liczba caltkowity: logarytm ten
ma wiec te samg wartoéé, co i cecha logarytmu. Gdy liczba p nie
jest potega liczby 10 o wykladniku catkowitym, wéwczas logarytm
liczby # jest wiekszy od cechy logarytmu o liczbe mniejsza od 1.

Mantysa logarytmu.

Réznice miedzy logarytmem danej liczby a cechg
tego logarytmu nazywamy mantysg logarytmu tej liczby.
Mantysa logarytmu danej liczby jest wiec liczba nieujemng,
mniejszg od 1, ktéra dodana do cechy logarytmu daje logarytm

tej liczby. Jezeli ceche logarytmu liczby p oznaczymy przez k,
mantyse za$ przez m, to mozemy napisac: :

log p =k +m,
przy czym £k jest liczbg calkowita (dodatnig, ujemna lub réwna
zeru), m za$ spelnia warunek: 0 < m < 1.

W tablicach logarytmoéw znajdujemy tylko mantysy; cechy
obliczamy w pamieci wedlug wyzej przytoczonej re uly. W ta-
blicach czterocyfrowych znajdujemy mantysy liczb catko-
witych trzycyfrowych (od 100 do 999) z dokladnoscia do 0,00005,

b2 @

Mozemy jednak za pomoca tych tablic wyznaczy¢ réwnie dobrze
logarytm dowolnej liczby (dodatniej) o trzech cyfrach znaczacych.
Wynika to z nastepujacego twierdzenia:

Jezeli liczbg logarytmowang pommoiymy lub podzielimy przez
naturalng potege liczby 10, wdwczas zmienia sig tylko cecha loga-
rytmu, natomiast mantysa pozostaje ta sama.

Dowéd. Oznaczmy ceche logarytmu liczby p przez &, man-
tyse za$ przez m. Mozemy wowczas napisa(’::

logp =k +m,

przy czym k jest liczba calkowita, a # spelnia warunek: 0< m <1.

Jezeli I jest dowolna liczba naturalna, znajdujemy:

log (10’ p) = log (10) +logp =1+ k+m=( 4+ k) +m
i:

log»j%:logp —log (10 =k +m —l=(k —1) +m

Poniewaz liczby: I +% i & —1 sa calkowite, a mantysa m
spelnia warunek: 0 <m <1, wigc log (10' p) ma ceche I + k.

i mantyse #; podobnie log—l%T ma ceche £ —/ i mantyse #i.

Logarytmy liczb 367, 3,67, 36700, "0,0367, 0,0000367 maja
w my$l powyzszego twierdzenia tg¢ samg mantyse.

Przyktlady:
1. Znalez¢é za pomocg tablic log 563.

- Ceche logarytmu wyznaczamy w pamieci; poniewaz liczba
663 jest 3-cyfrowa, cecha wynosi 2.

Mantyse znajdujemy w tablicach w sposc')b- I?astgapujaccy:
w pierwszej kolumnie pionowej (zwykle oznaczonej literg ») szu-
kamy liczby, utworzonej z dwéch pierwszych cy.fr, tj. 56; n'iantyse
logarytmu 563 znajdujemy na przecigciu wiersza poziomego,

-
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W kFérym znalezliSmy 56, z kolumng pionowa, oznaczong cyfrg 3.
Zn;{]d-zwmy tam grupe cyfr 7505, co oznacza, ze mantysa Wynosi
0,7505 (z bledem nie przekraczajacym 0,00005). A wiec:

log 563 == 2 + 0,7505 = 2,7505 )

2. Znalez¢ za pomoca tablic log 4,81.

Poniewaz czg$é catkowita liczby 4,81 zawiera: 1 cyfre, przeto
cecha logarytmu wynosi 0.

Mantysg logarytmu liczby 4,81 jest ta sama, co mantysa
logarytmu liczby 481; w tablicach znajdziemy: 6821. A zatem:

log 4,81 ==0 4 0,6821 = 0,6821
3. Znalezé za pomoca tablic log 0,00279.

C'echa wynosi — 3. Mantysa logarytmu liczby 0,00279 jest
taka, jak mantysa logarytmu liczby 279; w tablicach znajdziemy :

44.‘:)6. A zatem log 0,00279 == — 3 4 0,4456. Zamiast wykenad
dz1a]an1_e: —3 40,4456 = — 25544, piszemy jego wynik w po-
staci: 3,4456 (znak ,,—“ nad cyfrg 3 odnosi sie tylko do tej

cyfry, 'cyfry' zas po przecinku dziesigtnym tworzg ulamek
dedatni). Piszemy wiec ostatecznie:

log 0,00279 == 3,4456

4. Znaleié¢ za pomoca tablic log 0,7.
. Cecha wynosi — 1. Mantysa logarytmu liczby 0,7 jest taka,
jak mantysa loga‘rytinu liczby 700; w tablicach znajdziemy: 8451,
A wiec: log 0,7 ==1,8451,

5. ZnaleZz¢ za pomoca tablic log 905000,
: Cecha wynosi 5. Mantysa logarytmu liczby 905000 jest taka,
]adk mantysa logarytmu liczby 905; w tablicach zZuajuujemy:
9566. A zatem: log 905000 == 5,9566.

) 7 : o,
) Znak ,,=‘‘ oznacza réwnogc przyblizong.

Aby znalez¢ logarytm liczby zawierajacej wigcej niz trzy cyiry
znaczace, stosujemy tzw. interpolacje. Wyjaénimy to na
przykladzie log 238,4.

Logarytm liczby 238,4 zawiera si¢ migdzy logarytmem liczby
238 a logarytmem liczby 239. W tablicach znajdujemy (z bledem
nie przekraczajacym 0,00005):

log 238 ==2,3766, log 239 = 2,3784.

Przyrostowi liczby logarytmowanej o 1 odpowiada tu przy-
rost mantysy o 0,0018 Jezeli wigc zalozymy, ze logarytm wzrasta
tu proporcjonalnie do liczby logarytmowanej (co w rzeczy-
wistoéci zachodzi tylko w przyblizeniu), to -przyrostowi liczby
logarytmowanej o 0,4 odpowiada przyrost mantysy o 0,4 - 0,0018,
tj. 0 0,00072 lub, po skréceniu do czterech miejsc dziesigtnych:
0,0007. A wiec: log 238,4 =2,3766 + 0,0007 = 2,3773.

Niektére tablice logarytméw podaja gotowe poprawki,
pozwalajace bez rachunkéw ubocznych uwzgledni¢ czwartg cyfre
Znaczaca.

Powyzsza metoda obliczania logarytméw liczb Zawierajacych wiecej niz
trzy cyfry znaczace daje oczywiscie wyniki tylko przyblizone, przy czym (z po-
wodu zastosowania interpolacji) blad moze przekroczy¢ 6,00005. Wykazano
jednak, ze w kazdym razie blad nie przekracza 0,0001.

Numerus logarithmi.

Tablicami logarytméw postugujemy sie nie tylko do wynaj-
dywania logarytmu danej liczby, ale réwniez do odnajdywania
liczby, ktérej logarytm jest dany. Jezeli log x =&, “wowczas
méwimy, ze x = Nlog k (czytaj: numerus logarithmi k). Poniewaz,
w myél okreélenia logarytmu, réwnoéé: log x = k oznacza, ze
10* = x, zatem: Nlog & = 10*. Wynika stad, ze obliczanie Nlog &,
tj. liczby, ktérej logarytm dziesigtny wynosi %, jest rownoznaczne
z obliczaniem 10,

Przyktady:

1. ZmaleZ¢ Nlog 1,5752.

Cecha logarytmu szukanej liczby wynosi 1, a mantysa 0,5752.
W tablicach. znajdujemy, ze mantysie 0,5752 odpowiada grupa
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cy'fr 376; poni'ewaz cecha logarytmu wynosi 1, przeto czgs¢ calko-
wita szukanej liczby sklada sie z 2 cyfr. Zatem:

Nlog 1,5752==237.6
Piszemy znak réwnoéci przyblizonej pamietajac, ze log 37,8
tylko w przyblizeniu rowny jest 1,572,
2. Znalez¢ Nlog 2,5198

Cef:ha logarytmu szukanej liczby wynosi 2, a mantysa 0,5198.
‘W tablicach znajdujemy, ze mantysie 0,5198 odpowiada grupa
cyfr 331; poniewaz cecha logarytmu wynosi 2, przeto cze$¢ calko-
wita szukanej liczby sklada sie z 3 cyfr. Zatem:

Nlog 2,5198 =— 331
3. Znalez¢ Nlog 4,2833.

Cecha logarytmu szukanej liczby wynosi 4, a mantysa 0,2833,
W tablicach znajdujemy, ze mantysie 0,2833 odpowiada grupa
cyfr 192; poniewaz cecha logarytmu wynosi 4, przeto czegéé catko-
wita szukanej liczby sklada sie z 5 cyfr. Zatem:

Nlog 4,2833 == 19200
4. Znalez¢ Nlog 2,3075.

Cecha logarytmu szukanej liczby wynosi — 2, a mantysa
0,3075. Mantysie 0,3075 odpowiada grupa cyir 203;/poniewaz
cecha logarytmu wynosi — 2, przeto nalezy przed pierwsza cyfrg
wypisa¢ dwa zera i po pierwszym zerze daé przecinek dziesigtny:

Nlog 2,3075 == 0,0203
5. Znalezé Nlog (— 2,0535).

Liczbie — 2,0535 nadajemy taka postaé, aby latwo bylo
odczyta¢ ceche i mantyse; piszemy: :

—2,0535 = (—2,0535 + 8) —3 = 0,9465 — 3 — 38,9465
Postgpujac jak w przykladzie 4, znajdziemy:

Nlog (— 2,0535) = Nlog 3,9465 ——0,00884

~ Powyzsze przyklady pouczaja, ze cecha logarytmu wyznacza
ad wielkoéci liczby logarytmowanej, mantysa za$ wyznacza
plejne cyfry, z jakich sklada si¢ liczba logarytmowana.

‘-,‘;1‘7013(3].@- Wyjaénimy to na przykladzie Nlog 2,4507.

5 Mantysa 0,4507 w tablicach nie znajduje si¢. Najblizsza man-
tysa mniejsza od danej jest 0,4502; odpowiada jej grupa cyfr 282.

grupa cyfr 283. Mamy wigc:

Nlog 2,4502 =282, Nlog 2,4518 = 283.

.~ Szukany Nlog 2,4507 jest przeto liczba posrednia pomiedzy
2821 283. Przyrostowi logarytmu o 0,0016 odpowiada tu przyrost
. liczby logarytmowanej o 1. Jezeli wigc zalozymy, ze liczba loga-
~ rytmowana wzrasta proporcjonalnie dologarytmu (co w rzeczy-
- wistoéci zachodzi tylko w przyblizeniu), to mozemy wnioskowac,
~ 2e przyrostowi logarytmu o 0,0001 cdpowiada przyrost liczby
~ logarytmowanej o 116, a zatem przyrostowi logarytmu o 0,0005

A

~ (tj. od wartoéci 2,4502 do wartoéci danej 2,4507) odpowiada przy-
~ rost liczby logarytmowanej o % tj. o 0,31... Obliczong poprawke
t zaokraglamy do jednego tylko miejsca po przecinku (a wigc do 0,3),
dalsze bowiem nie mialyby zadnego znaczenia z powodu bledow,
~ ktérymi obarczone s3 juz same logarytmy. Mamy wigc:

Nlog 2,4507 =282 +- 0,3 = 282,3.

4 Uwaga. Podkreslamy jeszcze raz, ze za pomocy tablicmozemy wyznaczy¢
- tylko przyblizong warto$¢ liczby, ktérej logarytm jest dany. Otéz wykazano,
,5"'. Ze przy uzyciu tablic czterocyfrowych mozemy wydoby¢ pierwsze cztery cyfry
- znaczace szukanej liczby z taka dokladnoécia, ze blad nie przekracza 2,5 jed-
nostek tego rzedu, ktéry odpowiada czwartej cyfrze. Jezeli np. znalezliSmy
i (stosujac interpolacj¢) Nlog 2,8707 — 742,5, wéwczas blad nie przekracza 0,25,
. tak ze dokladna wartoéé Nlog 2,8707 zawiera si¢ pomigdzy 742,25 a 742,75.
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Zamiana podstawy logarytmow.

Rozpatrywaliémy tu blizej tablice logarytméw dziesi¢tnych.
Majac taka tablice, mozemy juz z latwoscia obliczaé logarytmy
przy jakiejkolwiek podstawie, odmiennej od 10. Wyja-
énimy to na przykiadzie logz 11. Aby wyznaczy¢ ten logarytm,
polézmy: logs 11 = x; mamy wiec w my$l okreslenia logarytmu:
3* = 11 Skoro liczby 3* i 11 sa réwne, wiec takze réowne s ich
logarytmy dziesi¢tne: log (3*) = log 11, skad: » log 3 = log 11,

log 11
a zatem x = log &
W tablicach znajdujemy: log 11 ==1,0414, log 3 == 0,4771,
wiec: R o I T li; logy 11==2,183
W 2,183, czyli: log, 2,183.

Zbadamy teraz t¢ rzecz ogélnie. Przypusémy, ze mamy ta-
blice logarytméw, obliczonych dla pewnej podstawy a i chcemy
przy jej pomocy wyznaczy¢ logarytm liczby p przy jakiejkolwiek
innej podstawie b. Rozumujemy zupelnie tak samo jak w po-
wyzszym przykladzie. Polézmy: log, p = x; mamy wiec w my:<l
okreélenia logarytmu: 6* = p. Skoro liczby b* 1 p s réwne, wigc
takze rowne sa ich logarytmy obliczone dla pedstawy a, czyli:
log, (b%) = log, p, skad otrzymujemy: x log, b = log, p, a zatem:

_ log,p
loga b
Mamy wigc:
(10) log, p =T log, #

Aby przejs¢ od logarytmu jakiejs liczby przy podstawie a do
logarytmu te) liczby przy podstawie b, wystarczy pierwszy logarytm
pommnozyé przez odwrotnosc logarytmu liczby b pray podstawie a.

1
Liczbe o b’ przez ktéra nalezy pomnozy¢ logarytmy przy

podstawie a, aby otrzymac logarytmy przy podstawie b, nazy-
wamy modutem zamiany logarytmow przy podstawie a na
logarytmy przy podstawie b.
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Logarytmy wprowadzili do matematyki Szkot Neper i Szwaj-

. car Biirgi na poczatku XVII stulecia.

Pierwszy; nich obliczyt logarytmy dla podstawy:

1 107
= (S
i <+107>
1 104
b= 1
()

Pierwsza tablice logayytméw dziesigtnych oglosit Briggs w roku 1617;
tablica ta zawierala logarytmy liczb calkowitych od 1 do 1000. W roku 1642
oglosit Briggs tablice logarytméw dziesietnych liczb od 1 do 20000 i od
90 000 do 100 000; tablica ta byla 14-cyfrowa. Logarytmy dziesietne nazy-
wamy tez inaczej logarytmami Briggsa; niekiedy nazywamy je logaryt-
mami zwyczajnymi W rozwazaniach teoretycznych wystepuja logarytmy
przy podstawie e = 2,7182818284590...;
ralnymi. Istnieja w matematyce dogodne metody obliczania logaryt-
méw naturalnych; mnozgc logarytmy naturalne przez odpowiedni modut
wyznaczamy logarytmy dziesietne.

drugi dla podstawy:

logarytmy te nazywamy natu-

Cwiczenia.
58. Wyznacz za pomoca tablic logarytmy (dziesigtne) liczb na-
stepujacych:

e T R | ol ¥ 200 LAY 93 Ty 4l
883 . g) . 105 - -h) ‘383 i) 444 §) 815
k) 1245 1) 2046  m) 3346 n) 4883 o) 6773
p) 7459  q) 8003 r) 9119 s) 43481  t) 85586

. 59. Wyznacz za pomocy tablic logarytmy (dziesigtne) liczb na-
stepujacych:

a) 43 b) 4 ) 043 d) 0,043  e) 43000
f) 673 g 6730 h) 67,3 i) 6,73 i) 0,673
k) 2,87 1) 0,000287 m) 0,287  n) 287000 o) 28,7
p) 3436 q) 03436 1) 3,436  s) 34360 t) 0,03436

60. Wyznacz za pomoca tablic logarytmy (dziesi¢tne) liczb na-
stepujacych:

a) 0,6 b) 0,63 c) 0,638 d) 0,6384
e) 7 f) 7.4 g) 7,44 h) 7,448
i) 80 i) 86 k) 86,3 1) 86,38
m) 300 n) 330 0) 333 p) 3333
q) 0,005 r) 0,0057 s) 0,00578 t) 0,005786
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61. Wyznacz za pomoca tablic logarytmy (dziesi¢tne) liczb na~

stepujacych:
a) 87,2 b) 0,0228 c) 828000 d) 3,42
e) 23,46 f) 8,232 g) 0,348 h) 56000
i) 0,00002 j) 1,284 k) 561,3 1) 0,086
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62. Wyznacz za pomoca tablic:

a) Nlog 1,5465 b) Nlog 2,6075 c) Nlog 0,7251
d) Nlog 3,4116 e) Nlog 1,5211 i f) Nlog 2,8102
g) Nlog 0,9159 h) Nlog 3,7427 i) Nlog 2,2718
j) Nlog 4,5527 k) Nlog 1,5740 1) Nlog 1,1335
63. Wyznacz za pomoca tablic:

a) Nlog 2,1313 b) Nlog 1,2562 c) Nlog 3,2940
d) Nlog 0,4570 e) Nlog 1,6142 f) Nlog 1,7304
g) Nlog 2,6940 h) Nlog 3,5601 i) Nlog 2,9958
j) Nlog 4,1424 k) Nlog 4,0808 1) Nlog 5,8085

64. Wyznacz za pomoca tablic:

a) Nlog (— 1,15630) b) Nlog (— 0,5243)
¢) Nlog (— 0,3420) d) Nlog (— 2,1013)
e) Nlog (— 1,9296) f) Nlog (— 3,7331)
g) Nlog (— 2,7091) L) Nlog (— 0,1593)

65. Wyznacz za pomoca tablic:
a) log (log 2) b) log (log 50) c) log (log 614)

66. Wyznacz za pomoca tablic:

a) logy 23 b) log; 86 c) log, 10,78

67. Wiedzac, ze log, b = m, log, ¢ = n, oblicz: log, ¢ i log_ b.
'68. Oblicz bez pomocy tablic:

a) log 2+ log5 b) log 25 + log 4
c) log 700 — log 7 d) log 125 + 3 log 2

Ve) 1+ log4 4 2log 5 f

) 2log 7 — log 49
. g) 2log 50 —log 25 h) log 330 — 2log 11 + log 33
2 i) log 0,5 + log% j) log%—log 16
k) log% + % log 64 1) log 3000 + —; log 3 —é log 27
69. Oblicz bez pomocy tablic:
a) Nlog 2 b) Nlog (— 1) c) Nlog (— 3)
~d) Nlog 1,5 e) Nlog 2,5 f) Nlog (— 3)
70. Wiedzac, ze log 2 = m, oblicz:
a) logb b) log 40 c) log 16 d) log 3,2
71. Wiedzac, ze log 2 = m, log 3 = n, oblicz:
a) log 6 b) log 24 c) log 48 d) log 36
€) log 120 f) log 5400 g) log 96 h) log 72
i) log 2,4 j) log 0,36 k) log 0,08 1) log 1,44
m) log 45 n) log135 - o) logl,5 p) log 40,5

. 72. SprawdZ nastgpujace réwnosci (bez pomocy tablic):

g 52— 7log¥;+ 510g§2+3log%1)
b) 10g3:lllog;—§+ 810g%i+510g2‘(1)
<) vlog5=1610gi—g+1210g§§+710g271)
. Wskazéwka: 1_2:32_‘45, g_i’:%’ 58;_(1):%

73. Do pomiaréw wysokosci gér postugujemy sie wzorem:
3 H — 18430 - (log S — log P),

- przy czym H oznacza wysoko$é géry w metrach, a°S i P oznaczajg
- jednoczesnie zmierzone ciénienie powietrza u stop 1 na szczycie gory.
o Na podstawie tego wzoru oblicz wysokod¢ géry, jezeli ciénienie
~ powietrza u stép gory wynosi 754 mm stupa rteci, na szczycie za$
- 688 mm.
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(K) (H) (M) :

§ 10. Zastosowania logarytmow. -

2e Obliczyé:
481,2
¥ =63
Obliczamy najpierw log x. Otrzymujemy:

log ¥ =log 481,2 —log 5,263

W § 8 udowodniliSmy, ze logarytm iloczynu réwny jest
sumie logarytmoéw poszczegélnych czynnikéw, logarytm ilorazu
rowny jest réznicy logarytméw dzielnej i dzielnika, logarytm
potegi réwny jest iloczynowi wykladnika potegi i logaryt-
mu podstawy potegi i wreszcie logarytm pierwiastka réwny
jest iloczynowi odwrotnoéci wykladnika pierwiastkowego
i logarytmu liczby podpierwiastkowej. Z tych twierdzen korzy-
stamy celem dogodnego i szybkiego obliczania iloczynéw, ilorazéw,
poteg i pierwiastkéw przy uzyciu tablic logarytméw dziesietnych.
Wyjasnimy to na kilku przykladach:

W-tablicach znajdujemy:
log 481,2 — 2,6823
log 5,263 — 0,7212

Mamy zatem:
log x = 2,6823 —0,7212 = 1,9611
1. Obliczy¢:
x = 6,274 - 4,285 - 0,807
Obliczamy najpierw log x. Otrzymujemy:
log x = log 6,274 + log 4,285 + log 0,807

% ==Nlog 1,9611 —- 91 44

Aby uniknaé odejmowania logarytméw, co jest zwlaszcza
. wtedy niewygodne, gdy logarytm dzielnika jest wiekszy od loga-
| rytmu dzielnej, zastepujemy czesto dzielenie mnozenjem I’)rzlez
",L(.)dwrotnos'é dzielnika. Dogodnie jest przy tym wprowadzi¢ po-
- jecie kologarytmu,

W tablicach czterocyfrowych znajdujemy:
log 6,274 == 0,7976
log 4,285 = 0,6319
log 0,807 == 1,9069 Kologarytmem danej liczby dodatniej ¢ nazywamy

Mamy zatem: - logarytm odwrotnodci tej liczby; zgodnie z tym piszemy:

log x == 0,7976 - 0,6319 - 1,9069 — 1,3364
skad: wlogigeslonmizlany
x =— Nlog 1,3364 — 21,69 Kologarytmy piszemy, podobnie jak logarytmy, w postaci

. .
Widzimy wige, ze zamiast wykonywania zmudnych maozen sumy czesci catkowitej i czesci ulamkowej nmieujemney.
wyznaczyliémy z tablic logarytmy czynnikéw, dodalidmy te loga-
rytmy i nastepnie wyznaczylidémy z tablic Nlog. Jest rzecza jasna,
ze tym sposobem znalezli¢émy tylko prszyblizong wartos$¢ szuka-
nego iloczynu, ale w praktyce najczeéciel taka tylko nam jest B
potrzebna. Gdyby$my byli wykonali mnozenie bezpoérednio, F
otrzymaliby$my: x = 21,69546063 Znaleziona przez nas wartoé¢ §
przybhizona ma wigc cztery cyfry dokladne.

Jezeli logarytm liczby ¢ ma cech¢ £ i mantyse m (réing
,'od zera), wéwczas mamy': ‘

colog g = —logg= —(k +m) = —k —m =
=—(k+1) +(1 —m)
Jezeli wiec ceche logarytmu powiekszymy o 1 i ofrzymzixm

- liczbe wezmiemy ze znakiem przeciwnym, wéwczas otrzymamy
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cze$é caltkowita kologarytmu; cze$¢ ulamkowa kologarytmu otrzy-
mamy odejmujac mantyse logarytmu od jednoéci (czyli uzupel-

niajac, ja do jednos’ci), np.:
colog 384 ':§ 4157

log 0,0342 =— 2,5340,

Uzycie kologarytméw upraszcza nieco raehunek, jak uczy

taki przyklad:
3. Obliczyé¢:
41,3 - 6,78

S
Obliczamy najpierw log x. Otrzymujemy:

log x =log 41,3 4 log 6,78 —log 717,4
czyli:
log x = log 41,3 +log 6,78 -+ colog 717,4
W tablicach znajdujemy:
log 41,3 —--1,6160
log 6,78 ——0,8312
log 717,4 — 2,8557

Majac log 717,4 obliczamy colog 717,4:
colog 717,4 - 3,1443

Mamy zatem:

log x —-1,6160 - 0,8312 -+ 3,1443 = 1,5915
skad: : i
x - Nlog 1,5915 — 0,3904

4. Obliczy¢: ;
%.==1,05%

Obliczamy najpierw log x. Otrzymujemy;
log x = 30 log 1,05
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W tablicach znajdujemy:
3 log 1,05 — 0,0212

> Mamy zatem: , :
log x —+-30-0,0212 = 0,6360

x = Nlog 0,62 325
6. Obliczyé: 5
4 =445
Logafytmﬁjqc dostajemy:
b log x = Zlog8_« 0’?71 = 0,0954

2 =N log 0,0954 =1, 246
6 Obliczy¢:

x = /0,023
Logarytmujac dostajemy:

log A— Z log-0,0234 —— 2—3?2— =1, 5923

% —Nlog 1,5923 - 0,3911
Dzielenie 2,3692 : 4 wykonujemy tak:
2,3692 14 = (— 2 +0,3692) : 4 —
. =(—4+23692) :4= —1 40,5923 = 1,5923
~ 7 Obliczy¢:

-~ Uwaga.

882x/OTll

_ R
~ Logarytmujac otrzymujemy:
log x =1log 8,82 + Llog 0,811 — 4 log 1,46

log % = log 8,82 - 5 log 0,811 + 4 colog 1,46



W tablicach znajdujemy:
log 8,82 ——0,9455
log 0,811 — 1,9090
log 1,46 —0,1644
Majac log 1,46 obliczamy colog 1,46:

colog 1,46 —- 1,8356
Mamy zatem:

log x ——0,9455 + & - 1,9090 + 4 - 1,8356 —— 0,2576

skad:
x — Nlog 0,2576 — 1,81

Caly rachunek zapisujemy praktycznie w sposéb nastepujacy:

. log 8,82 _— 0,9455
log 0,811 - 1,9090

+log 0,811 —— 1,9697
log 1,46 - 0,1G44 colog 1,46 _-_1,8366 4colog 1,46 _—1,3424

log x» = 0,2576
x—1,81

Jezeli wyrazenie, ktérego wartoé¢ mamy obliczy¢, jest ujemne

(np. — \"/42,57), wowczas znajdujemy za pomoca rachunku loga-
rytmicznego warto$é bezwzgledng tego wyrazenia (a wigc
3 :

\/12757), a nastepnie otrzymany wynik bierzemy ze znakiem ,,—*.

Oméwilisémy wyzej stosowanie logarytméw do obliczania
takich wyrazen, w ktérych wystepuja dzialania mnozenia, dzie-
lenia, potezowania i pierwiastkowania, Oméwimy teraz na przy-
kladzie postepowanie w przypadku, gdy w danym wyrazeniu wy-
stepuja takze dzialania dcaawania i cdejmowania.

8. Obliczyé¢:
x = 24,31 4 18,85° — 25,32°

Locarytm sumy lub réznicy nie daje si¢ przeksztalci¢ na
wyrazenie prostsze, nie mozemy wiec bezpoérednio obliczy¢ loga-
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rytmu liczby x. Tu znajdujemy (przy uzyciu tablic logarytméw)
po kolei wartodci kwadratéw: 24,31 18,852, 25,322 i nastepnie
obliczamy x stosujgc dodawanie i odejmowanie, S
Otrzymujemy:
24.31° = 591.0
a zatem:

18,852 —=355,3 25,327 == 61,1

x ==591,0 4+ 355,3 — 641,1 = 305,2

Czasem wygodnie jest dane wyrazenie najpierw cdpowiednio
przeksztalci¢, aby ulatwi¢ stosowanie rachunku logarytmicznego..
Przekonamy sie o tym na nastepujacym przykladzie:

4 9. Obliczy¢:
a x = V/7,326° —5.834°
' Réznice kwadratéw: 7,326 — 55,6342 przeksztalcamy w znany
~ spos6b na iloczyn; dostajemy:
~ 7,326% — 5,834 = (7,326 + 5,834) - (7,326 — 5,834) =
= 15,16 -1,492

Mamy wigc: _

x = V13,16 - 1,492
] Logarytmujgc otrzymujemy:
A log % = 3 (log 13,16 + log 1,492) == 0,6465

f

- skad znajdujemy:
E ¥ = 4,431
i Postugujac sie tablicami logarytméw mozemy, jak wiemy, wyznaczy¢
~ tylko przyblizone wartosci poszukiwanych liczb. Gdy w rachunku jakims
. wystepuja przyblizenia zamiast warto$ci doktadnych, staramy sie takze osza-
- cowaé btad, jakim obarczony jest wynik rachunku. Wyjasnimy to na prostym
~ przykladzie: :
.- 10. Obliczyé: e
3 o 48,4 -1/ 3,678
STiiagnae
; Logarytmujac dostajemy:

log # = log 48,4 + 7 log 3,678 + colog 2,412



W tablicach znajdujemy:
log 48 fires l 6848

przy czym bla‘d przybhzema ]ak wiemy, nie przekracza 000005 nastgpme
znajdujemy:

=0,5657; :
tym razem blad moze byé wiékszy niz 0,00005 (poﬁiewai wykonano interpo-
lacjeg), ale blqd ten nie przekracza 0, 0001 w koficu znajdujemy:

log 2,412 —* 0,3824,
a zatem:

colog -2,412 —— T 6176
z blgdem- nie przekracza]qcym 0,0001.

Otrzymu]emy wigc na logx wartOSé
16848+ 05657+ 1,6176

z bledem nie przekraczajacym sumy bkqdéw popelmonych przy obliczaniu poszcee-
gélnych skiadnikéw, czyli nie przekracza] acym liczby:

'0,00005 + 3 -0 0001 + 0,0001 °
Mozemy wiec napisaé:
%7 A ; log x5'1,5852
z bledem nie przekraczajacymr 070002, czylit
1,6850 < log # < 1,5854
Stad wynika, ze: A P Y eI AR,

(11) Nlog 1,5850 << » << Nlog 1,5854
Z tablic znajdujemy stosujac interpolacje:
Nlog 1,5850 _- _ 38,46,
Nlog 1,5854 —*_ 38,49,
przy czym bledy nie moga, jak wie'my *), przekroczy¢ 2,5 jednostek tego rzedu,
ktéry odpowiada czwartej cyfrze znaczacej szukanej liczby, a wigc w tym wy-
padku bledy nie przekraczaja 0,025.
: Mamy wigc:
(12) : 38,435 < Nlog 1,5850 < 38,485
(13) 38,465 << Nlog 1,5854 < 38,515 v
Bioragc pod uwage nieréwnosci (11), (12) i (13) dostajemy ostatecznie:
38,435 < » < 38,515
Wartoé¢ dokladna liczby # jest wige zawarta migdzy 38,435 a 38,515,

#) Qbacz ,,Uwage” na str. 57. -
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ﬁ

Cwiczenia.
Oblicz za pomoca tablic logarytméw:
a) 8,37 6,45 b) 1,44 -0,0888
c) 589,8-0,00836 d) 0,8235 :0,8513
~e) 2,342-3,81-1,813 f) 0,056 - 0,0338 - 232,2
0 e
32,4 218,2
. - 6,76 . 2344
) 1083 — ) 3751
k) 0,007342 B 33,5
0,00123 0,09113
. 2,47 .4,21 12,08
=) 3287 BT
22,86 « 0,054 > 0,0153
° —G373 : P) 585 -0,0943
. 42,3-81,6 5 903,80,0515 -
8 3,57 - 130,9 3,49 - 2,169
-Oblicz za pomoca -tablic logarytmow :
a) 0,4342 b‘)“ 4,233
R 1,0416-

h) \/4

i) \5/ 12,3 ) \/0,38

k) /316 ) 1/50
. Oblicz za pomoca tablic logarytméow:
a) \3/‘3,8—-27)@ b) 8,09 .0,3722
c) 0,0208 -4/9,193 d) 3,41%2.4/925
3,142 .1/61,2 10,8+ 9,32
3 /30,08 A l/ 0,036

g J/ 662 |/ 0526
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77. Oblicz za pomoca tablic logarytméw, ile cyfr zawieraja na-
stepujace liczby:
a) 2100 K b) 3100 c) 41000 d) 3000

78. Oblicz za pomoca tablic logarytméw pole kwadratu o boku
8,372 cm.

79. Oblicz za pomoca tablic logarytméw bok kwadratu, ktérego
pol: wynosi 813 cm?.

80. Oblicz za pomoca tablic logarytméw pole tréjkata, w ktérym
dlugodé¢ podstawy wynosi 24,3 cm, a wysoko$é¢ 23,16 cm.

81. Oblicz za pomoca tablic logarytméw pole tréjkata réwno-
bocznego o boku 3,1 cm, ¢

82. Oblicz za pomoca tablic logarytméw pole tréjkata o bokach:
6,72 cm, 8,21 cm i 7,14 cm. '

€3. Oblicz za pomoca tablic logarytméw objetodé szedcianu, kté-
rego krawedz wynosi 3,082 cm.

84. Oblicz za pomoca tablic logarytméw krawedZ szedcianu, kté-
rego obj¢tosé wynosi 158 cm3,

€5. Oblicz za pomocy tablic logarytméw pole powierzchni i ob-
jetod¢ kuli o promieniu 4,63 cm.

86. Oblicz za pomoca tablic logarytméw objetos¢ walca, w kto-
Tym promiefi podstawy wynosi 2,6 cm, a wysokosé 5,21 cm.
87. Wiedzac, Ze metr jest rowny 10600000 ¢wiartki  poludnika

ziemskiego, oblicz objetoéé kuli ziemskiej. (Zastosowa¢ tablice loga-
rytmow).

88. Obliczy¢ cigzar prostopadlodcianu aluminiowego o wymiarach
3,8 cm, 4,8 cm 16,2 cm, jezeli wiadomo, ze cigzar wlasciwy aluminium

3 G 2
wynost 2,58 —-. (Zastosowaé tablice logarytmow).
cm
89. Udowodni¢, Zze zachodza nastepujace wzory dla kologarytméw
(p 1 g oznaczaja liczby dodatnie):
colog (pq) = colog p + colog ¢
cologé2 = colog p — colog ¢

colog (p*) = z colog p

]l gk

§ 11. Suwak logarytmiczny.

Do szybkiego i praktycznego wykonywania rachunkéw

(zwlaszcza mnozenia i dzielenia) uzywany jest powszechnie przy-
- 1zad, zwany suwakiem logarytmicznym. Aby zrozumie¢
. zasade tego przyrzadu, musimy naprzéd poznaé tzw, skale

logarytmiczna.
3 A 5 6

S

Rys. 3.

*

lililler'f

Odiézmy na prostej OA (rys. 3), poczawszy od punktu O,
kolejno cdcinki stanowiace takie czeéci decymetra, ile Wynosza.:
log 1, log 2, log 3, ...; konce tych odcinkéw oznaczamy liczbami:
1, 2, 3, ... Tak samo odlézmy odcinki, ktérych dlugoscei wyra-

 jone w decymetrach wynoszg: log 1,1, log 1,2, log 1,3, log 1,4, ...

Aby otrzymad skale jeszcze gestsza, mozna takze odlozy¢ od-
cinki, ktére w decymetrach odpowiadajag liczbom: log 1,12,
log 1,14, log 1,16, ... Skalibrowana w ten spos6b skala nazywa

b sie. skala logarytmiczna, gdyz odlegloé‘é kreski skali, ktodrej

”odpowiada liczba x, od poczatku skali (oznaczonego liczbg 1)
réwna si¢ log x (przy wyborze decymetra za jednostke.dlu-
goéci). Mozna oczywiscie takze sporzadzi¢ skale logarytrr}m.znq
obierajac, zamiast 1 dcm, inng stosowng jednostke -dlugosci,

; Wezimy teraz dwie listewki 4 i B, wykre§lmy na kazdej

-z nich jak najstaranniej skale logarytmiczna (przy tej samej jed-
‘nostce dlugoéci) i umieéémy listewke B pod listewka 4 w ten

sposéb, aby mozna bylo jedna skale przesunaé wzgledem drugiej
(obacz rys. 4 na nastepnej stronicy).

Listewki 4 i B z wykredlonymi na nich skalami logaryt-
- micznymi przedstawiaja uproszczony mede]l suwaka logaryt-
micznego. Suwak ten zawiera, oprécz dwéch skal logaryt-
micznych, jeszcze inne skale, sluzace do obliczania pierwiast-
kéw, funkcyj trygonometrycznych itd. Za pomoca suwaka moz-
na wykonywac obliczenia, oczywiscie tylko przyblizone,

it



Stopien przyblizenia jest zaleZny od dokladnosci i gestosci
odnoénych skal.

1 3

al 11 Illll!l =
: Illll'llll,

1 2

Rys. 4.

Majac do wykonania mnozenie np. 1,4 - 2,5 wyszukujemy na
gornej skali kreske, ktérej odpowiada liczba 1,4, nastepnie prze-
suwamy dolng skale tak, aby jej poczatek (oznaczony liczba 1)
znalazl si¢ dokladnie ped kreskg 1,4 skali gérnej, wyszukujemy
na dolnej skali kreske 2,5 i wreszcie odczytujemy na gérnej skali
kreskg¢ umieszczong nad kreskg 2,5 skali dolnej; w danym
wypadku znajdujemy: 3,5. Znaleziona warto$¢ 3,5 jest réwna
szukanemu iloczynowi 1,4 - 2,5, gdyz:

log 1,4 4-log 2,6 =log (1,4-2,5)
W podobny zupelnie sposéb mozna wykonaé takze dzielenie,

Cwiczenia.

90. Na dluzszym pasku kartonu odkladamy poczawszy od obranego
punktu kolejno odcinki réwne (w centymetrach) 12, 22, 32, 42 itd. i kofice
odcinkéw oznaczamy liczbami 1, 2, 3, 4 itd. W podobny sposéb od-
ktadamy takze kwadraty wartodci poérednich. Tak skalibrowana skala
nazywa si¢ skala kwadratowa. Jak mozna za pomoca dwéch skal,
jednej normalnej a drugiej kwadratowej, wykonywaé dzialania podno-
szenia do kwadratu i wyciagania pierwiastka kwadratowego?

M
: ]§ 12. Réwnania wyktadnicze i logarytmiczne.
Réwnania wyktadnicze.
Réwnanie, w ktérym niewiadoma wystepuje w wykladniku
potegi, nazywamy réwnaniem wykladniczym. W niekté-

rych wypadkach mozna réwnanie wykladnicze rozwigzaé¢ spo-
sobem elementarnym. Rozwazmy kilka przykladow:

1. Rozwiazaé réwnanie:
(14) it e

72

ub:

Musi wigc by¢:

Poniewaz: 128 = 27, réwnanie (14) przybiera postaé:

‘.‘ (143.) 2:0‘3_-1324-29: 27

~ Lewa strona réwnania (14?) jest potega liczby 2 o wykladniku:
. 2 —13x + 29, prawa zaé strona jest potega liczby 2 o wyklad-

niku 7. Aby te potegi byly réwne, potrzeba i wystarcza, aby ich

. wykladniki byly réwne, tzn. aby bylo:

%2 —13x +29 =7

3 ‘Rozwiqzuja‘c to réwnanie otrzymujemy: x; = 2, %y = 11.. Pier-
. wiastkami réwnania wykladniczego (14) sa wiec liczby: 21 11.

2. Rozwigzaé réwnanie:

BRE) - ot g+ttt gl gtetd 363

Uwzgledniajac, ze:

32z+1 323 3 32:+2 32;,32' 32x+3=321.33, 32::1-4:323_34'

. mozemy réwnanie (15) napisa¢ w postaci:

(16a) 8% 4-3%.3 43%.9 +3%.27 4-3%-81 = 363

(15 b) 3% (1 +3+9+ 27 +81) =363

(15 °) =3 1
Rozwigzujac to réwnanie otrzymujemy: x = 3-

3. Rozw1qzaé réwnanie:

(1) 9° —5-3" = 266

Uwzgledniajac, ze 9° = (3°)° = (3%)°, mozemy réwnaniu (16)

" nadaé postaé:
(16 ) (39— 5 - 3° = 266

Wprowadzamy pomocnicza niewiadoma: z = 3%

Piszac w réwnaniu (16*) niewiadomg 2 zamiast 3", otrzymujemy
- réwnanie:
(167 2 — bz = 266

Rozwiazujac to réwnanie otrzymujemy: z, = — 14, 2z, = 19.
3" = —14 albo 3° =19
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: Pierwsze z tych réwnan nie spelnia si¢ dla zadnego rzeczy-
wistego x, gdyz potega liczby dodatniej nie moze by¢ liczba ujemna,
Aby rozwiazac réwnanie ;
3 =19
logarytmujemy (przy zasadzie 10) obie strony réwnania i otrzy-
mujemy:
x log 3 = log 19

skad:
log 19
¥~ g 3
Pierwiastkiem réwnania (16) jest wiec liczba: Iffg 1??

Réwnania logarytmiczne,

Réwnanie, w ktérym niewiadoma wystepuje ped znakiem
logarytmu, nazywamy réwnaniem logarytmicznym, Po-
damy dwa przyklady rozwigzywania takich réwnen,

1. Rozwigzaé¢ réwnanie:

(17)

log, (2x —3) + log,

Jezeli liczba x spelnia réwnanie (17), wéwczas liczba
ta spelnia takze”réwnanie:

(179) M] P Y

log, [(2x —3) 5

gdyz suma logarytméw moze by¢ napisana jako logarytm ilo-
czynu. Stosujac okredlenie logarytmu, mozemy réwnanie (17 %)
napisa¢ w postaci:

2 ==fJ) * 2, (8
(179 57 79 (“r%):zﬂ

5

czyli:

(17°) 4" — 9 = 40

skad otrzymujemy: x, = Bk

0ol =1
®
I

[ SN

[

74

Jezeli wiec réwnanie (17) posiada rozwiagzanie, to rozwigzaniem
) 7
: 2
awienia sprawdzamy, czy istotnie te liczby spelniaja réwnanie

Otéz liczba —:; réwnania (17) nie spelnia, gdyz wyrazenia:

ze by¢ tylko: albo liczba — %, albo liczba 5. Za pomoca pod-

3 i -2"—;:—3 przybierajag dla x =

_?é wartodci ujemne,
logarytm liczby ujemnej jest dla nas symbolem pozbawionym
u. Natomiast, jak latwo sprawdzi¢, liczba % spelnia réwnanie

A zatem jedynym pierwiastkiem réwnania (17) jest liczba %

2. Rozwigzaé¢ réwnanie:

3x ( 7)
8) 2 log (x—l)zlogﬁ—l—log 2% — 3

Jezeli liczba x spelnia réwnanie (18), wéwczas spelnia-ona
takze réwnanie:

: g5 3x 7
"18) - log\ x —1 ) = log [E(2x—§ ]

; Uwzgledniajac, ze logarytmy dwéch liczb réwne sa wtedy
i tylko wtedy, gdy same liczby sa réwne, mozemy napisac:

B i)
g AT e e
A

‘ skqd otrzymujemy: x; = 'é—i, %g = 2. . Jezeli wiec réwnanie. (18)

. posiada rozwiazania, to rozwigzaniem moze by¢ tylko liczba

|

albo liczba 2. Za pomocy podstawienia sprawdzamy, Ze istotnie
~ obie te liczby réwnanie (18) spelniaja.

3. Rozwiazaé uklad réwnani

x —y=2~6
log x —log y =2 log 2 —log 3

~1

(ST



Przeksztalcamy drugie réwnanie:

=
Iog; =log 4 —1log 3
czylis

X 4
~ log e log 3
Stad otrzymujemy:

x 4
y 3
Uklad nasz sprowadza sie do ukladu:
x—9y=206
x 4
y_ 3

skad ostatecznie otrzymujemy: x = 24, y = 18,

Za pomoca podstawienia sprawdzamy, ze wartoéci te spel-
niajg dany uklad réwnan.

\' ,szczegélno $ci mamy:

log 24 —log 18 =1log (2*-8) —log (2- 3% =
= (3 log 2 +1og 3) —(log 2 + 2 log 3) =
=2 log 2 —log 3.

Cwiczenia.
91. Rozwiaz réwnania:
Ay d =¥ = 95
¥ - A1y — 1
by g5 =ir—2 _ o
1] e, A
“Tor%:, - 1831

d) ofr—1, 4243 _

c)
81—2
e) 3x —Z_gx+3=27x+2
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0zwiaZz réwnania:
a) 3432 = 3]
b) 5*°—5 ~% =24
g T pr R e ann.
d) 9 .32x—5+ 32::—3 o
*e) 42_‘31—2 = 3 3x—1
93. Rozwiaz réwnania: -
a) 57— T-5" = 450

x+2+2x+d

33
+ 49:—1

b) 2t 44" =80
¢ ¥t 49" =108
g 16t r1=17-4

N Bl O T R o

w2+ =19
D\ 22 4 3Y — 265
orty 4x—3y: 16
bt 87" _ M
LS

Rozwiaz réwnania:
log, (6x 4 1) —log, (x —1) =2
log x + log (x + 6) = log (¥ + 1) + log (x + 3)
11og (5 — 16) + log (x + 16) = 1 + log 3
log (2x + 1) —log (v 4+ 11) = log (x — 2) — log (v — 1)
3 log (x + 1) = log (" + 24" + 4x + 7)
‘Rozwigz réwnania:
e 2
ol 32 (loga? o
log x
" b) é—logx(logx—i-él) =5+ log V%
' Rozwiaz uklady réwnan:
2log x + 3logy =11
) Tlogx—2logy =1
x4y = 15

b) log x +logy =2log6



ROZDZIAL Il

Ciagi liczbowe.
(K) (H) (M)
§ 13. Pojecie ciqgu.

' Mozemy skiercv:a¢ nasze my¢li ku pewnemu przedmictowi
nicch bedzie oznaczony np. litera a: mozemy nastepnie zwrc')ci(;
naszg m'yé] ku przedmiotowi 4, a potem ku przedmiotowi ¢ itd.
Wyliczajac w myéli przedmioty a, b, ¢ itd. jeden po drugim, w po-
.rza‘.dku' dokladnie ustalonym, dechodzimy do utworzen’ia po-
jecla ciagu tych przedmictéw, Przebiegajac w myéli te same
p.rzedmloty, lecz w innym niz poprzednio porzadku, otrzymujemy
ciag, .ktéry uwazamy za rézny od poprzedniego. Przedmioty a
b, ¢ itd. nazywamy wyrazami ciggu. W naukach matema:
tycznych rozpatrujemy ciggi, ktérych wyrazami sa liczby, punkty
funkcje, ficury geometryczne i inne pojecia w tych naukach uZy:
wane. I tak méwimy o ciggach liczb, punktéw, o ciaggach funkcyj
figur itp. W tej ksigzce bedziemy zajmowali sie ciggami liczl;
rzeczywistych.

; Podajemy przede wszystkim kilka przykladéw ciggéw
liczb:
(1) 1,238 4561789
(2) 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21,24, 27, 30, 33,
(3) 1, 2, 4, 8 16, 32, 64, 128, 256, 512,
(4) 11 3) 51 7» 9; 11; 13: 151 DY
(5) 1 1 ol 1 1 1
O g R L
(G) 12: 22: 32: 42: 52; 62; 72, ROy

: Ciagi (1), (2), (3) sa skonczone, gdyz iloé¢ wyrazéw kazdego
2 tych ciagéw daje sig wyrazi¢ okreélong liczbg naturalng. I tak
(1) sklada si¢ z 9 wyrazéw, ciag (2) z 11 wyrazéw, cias (3)
0 wyrazéw. Kazdy ciag skoniczony posiada wiec wyraz ostatni.

- Wezmy natomiast pod uwage ciag (4) skiadajacy si¢ z liczb
naturalnych nieparzystych, uporzadkowanych wedlug wielkosci.
" Kropki po wyrazie 15 oznaczaja, ze 15 nie jest wyrazem ostatnim
§3 anego ciagu, lecz po tym wyrazie nastepuja dalsze i ze w ogole
ciag nie pcsiada wyrazu ostatniego. Ciag taki nazywamy ciggiem
‘nieskonczonym. Nieskciiczone sa tak samo ciagi (5) i (6).
‘Mozemy ogdlnie okresdli¢:

Ciag nazywamy skonczonym, jezeli ilo§¢ wszystkich
jego wyrazow daje si¢ wyrazi¢ pewna liczba natu-
“ralng = ;
Jezeli kazdej liczbie naturalnej » odpowiada okreé-
lony wyraz ciggu, wéwczas cigg nazywamy nieskonczonym.

Ciag skonczony jest w zupelnoécei okreélony, jezeli dane jest
~ prawo konstrukeji jego kol jnych wyrazéw albo jezeli wszystkie
~ jego wyrazy sa wymienione indywidualnie w kol jnym ich porzadku
; '(ccl) — przynajmniej teoretycznie — zawsze jest rzecza mozliwg).
~ W przypadku ciagu nieskcficzonego nie mozna wymieni¢ indywi-
~ dualnie wszystkich jego wyrazéw, pozostaje wtedy tylko mozli-
~ wo$¢ okreélenia ciggu przez pccCanie prawa konstrukcji jego ko-
~ lejnych wyrazéw. Prawo to jest np. cdnoénie do ciagu () bardzo
- proste i natychmiast widoczne: wyraz zajmujacy w ciagu n-te

j ik
. miejsce réwny jest liczbie oy Niemniej proste jest prawo kon-

- strukcji ciagu (6): n-ty jego wyraz jest kwadratem #-tej z kolei
~ liczby naturalnej i réwny jest n2 :
. Jezeli rozpatrywany jest ciag liczb, mozemy jego wyraz
| pierwszy oznaczy¢ przez ay, drugi przez a, itd.; ogdlnie: n-ty
~ wyraz ciagu oznaczamy przez a,. Ciag ten zapiszemy wtedy w po-
staci nastepujacej:

aj,

dq, a3, s



Prawo konstrukcji ciagu czesto najwygodniej podaé¢ w ten
spos6b, ze wyrazamy a, jako funkcje wskaznika 7, gdyz wtedy,
majac dany numer wyrazu #, mozemy bezpodrednio obliczyé
wyraz ciggu odpowiadajacy temu numerowi, I tak dla clagéw (),
(6) otrzymujemy nastepujace WZCTy .

“=i [ciag (5)]
a, = n? [ciag (6)]

Nie nalezy jednak sadzié, ze takie okreélenie ciggu nieskon-
€zonego za pomoca wzoru jest zawsze mozliwe. Np:. dla ciagu:

(7 14, 1,41, 1,414, 14142,

w ktérym sa podane przyblizenia dziesietne liczby /2, upo-
rzadkowane wedlug ilodci cyfr dziesigtnych, nie potrafimy podaé
wyrazenia, pozwalajacego przy danym n obliczy¢ bezpoérednio
a,, tj. n-te z kolei przyblizenie 4/2.

Prawo konstrukcji ciggu moze byé zupelnie dowolne, W szcze-
gélnosci nie jest konieczne, aby wyrazy wystepujace w réznych
miejscach ciggu (ktérym odpowiadaia rézne numery porzadkowe)
mialy wartoéci rézne. Ciag moze nawet posiada¢ wszystkie wy-
razy réwne, jak np. ciag nastepujacy:

Bit i 4 _
L - A T L /1,0

11 1, 1, 1, cee

tj. ciag:

Ciag liczb mozemy uzmystowié geometrycznie, przy-
podrzadkujac jego wyrazom odpowiednie punkty na osi licz-
bowej. I tak wyrazom kolejnym ciggu:

(8) Lok bad :

przyporzadkujemy punkty: P,, P, P, P,, P, (rys. b)
0 R i 1
; = : L
0 P ST SR Z
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Otrzymujemy w ten sposéb ciag punktéw:

(83,) = Pp PQ: P3) PA; Ps, s
ktéry jest geometrycznym obrazem ciagu liczb (8).

Ciag nieskoficzony:
ay, ag, ag,

‘bedziemy oznaczali krétko symbolem {a,}. Symbol ciagu {a,}
' nalezy naturalnie odrézniaé od symbolu a,, ktéry oznacza n-ty

wyraz ciagu.

Ciag liczb {an} nazywamy rosnacym, jezeli kazdy. .ie.gt?
wyraz jest mniejszy od wyrazu nastepnego, czyli Jezell
dla kazdego naturalnego # zachodzi nieréwno$¢:

» a, <ea,.,
Ciag liczb {a,} nazywamy malejacym, jezeli kazdy jego

wyraz jest wiekszy od wyrazu nastepnego, czyli jezeli

dla kazdego naturalnego n zachodzi nieréwnos¢:
By > By
Przyklady. Kazdy z ciagéw:
B S U )
e e e Lt T8

0,3, 0,33, 0,333,

jest, jak wida¢ bezpoérednio, rosnacy, kazdy za$ z ciagéw:

=, v et o)
13 13 13 1

SOEh @ @

- jest malejacy. Ciag:

1, o 2, 3, S 4; 5; T 6)

nie jest ani rosngcy, ani malejacy, gdyz pierWs_zy jego wyraz
jest wiekszy od drugiego, drugi za$ jest mniejszy od trze-
- ciego itd.
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Rozwiazemy teraz nastepujace zadania:
I. Wykazaé, ze ciag {an}, okre$lony wzorem?:

2n - 3
ﬂ»;~3n+4

jest malejacy.

Ciag jest malejacy, gdy dla kazdego naturalnego # zachodzi
nieréwnogé:

a, > Q41
Zbadamy wiec réznice: a, —a,,  Mamy:
2n + 3
R T

2(n+1)+3 245
b e R T

a wigc:
2n +3 2 +5H 1

; S48+ 77 B+ 4) Bn+7)

u——an—i-l:

Dla kazdego naturalnego # obie liczby: 3n +4 i 3n + 7
sa oczywiscie dedatnie, a zatem ich iloczyn (3n -+ 4) Bn +17)
jest réwniez liczbg dodatnia, skad wynika natychmiast, ze

an i an +1 > 0
a wiec:

a,> a, 4

Poniewaz nieréwnoé¢ ta zachodzi dla kazdego naturalnego n,
ciag rozpatrywany jest malejacy.

II. Wykaza¢, ze ciag nieskohczony;
BBl s

4 ? » = .
o L —= e

3 % G
jest ciagiem rosngcym,

82

Jezeli oznaczymy -ty wyraz tego ciagu przez a,, wéwczas

tamy:
7
a”zn—i-l
%—}—1-
a,,+1=n_|_2
a wiec:
: n iy R A Sl
G T o N T g e w9

skad wynika, ze dla kazdego naturalnego » zachodzi nier6wnoséé

@y — Ay 414 <0
czyli:
Ay <4y 114

co bylo do okazania.

Cwiczenia. g
98. Podaj wzér na n-ty wyraz a, ciagu, tak aby wzdr ten
sprawdzal sig dla pierwszych czterech wyrazow ciagu:

a) 1, 2 4
1 2 3 %
b) é, é; Z: 5’ .
1.2 2.3 3.4 4.5
C) 12 I 92’ 92 aE 32’ 32 - 42’ 42 + 52
ay. 2, 4, 8, [ e
e) 3, 6, 9, j [

99. Udowodnij, ze n-ty wyraz ciaggu nieskoriczonego:
—1: +1l —’lv +1» _l: +ln Sisie
réwny jest (— 1)
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100. Udowodnij, ze n-ty wyraz ciagu nieskoficzonego:

0 1, 0 1, .
jest: Lves ol
LD
101. Dany jest ci i
o3 v Jest clag nieskoficzony {a,l} okreélony za pomocy
— 30 :
Oblicz: 4, a3, as, a,, @iy, Ay, Ay, Ay, Bos e

102. Dany jest cj i Sk
Tl Yy jest ciag nieskoriczony {an}, okreslony za i

a, =4"

Oblicz: ay, 4y, a;, a, a,

A 4 9.
103. Dany jest ci i
. Cl nie § .
wzory: a8 skoriczony {“n}, okreélony za
an = g3 — 12

Oblicz: a
- 1 aQ; da; a7, 6210, a”+1, aQn'

104. Dany jest ciag nieskoficzony {ﬂ,,}, Aokreélony za

wzoru: Pomocy
2n + 1
an _ =
3n -+ 1
Oblicz: a
1 Gy A3, @y, ag, ay), L R gy,

105. Wykaz, ze ciagi nieskoficzone {d,,}, okreslone za

wzoréw; Pomoca

a)an=n—fl-
2
b) a, = 3n — |
5
C)ﬂnzﬂg-l
d)ana7l2+l
3n + 1
e a
) s

S3 rosnace.
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pomocs |

| 108. Wykaz, ze ciagi nieskoriczone {,}, okreslone za pomocg

OTOW :
] a) @, =20 —n

n -+ 2

b) e, =-2F
3+ 2
o a"_5n+3

2 malejace.

. 107. W dany okrag kola wpisujemy tréjkat foremny i dlugoéé
6go obwodu oznaczamy przez u,; nastepnie wpisujemy w ten okrag
zeSciokat foremny i dlugo$é jego obwodu oznaczamy przez u,; na-
tepnie wpisujemy w okrag dwunastokat foremny i dtugoéé¢ jego obwodu
znaczamy przez u; itd. Podwajajac za kazdym razem ilo$¢ bokéw
Wpisanego wiclokata foremnego otrzymujemy ciag nieskofczony:

Uy, Ug, U,

_‘ Wykaz, ze ciag ten jest rosnacy. (Korzystaé z pewnika, Ze suma
dwoch bokéw tréjkata jest wigksza od boku trzeciego).

.~ 108. W dany okrag kota wpxsu)emy tréjkat foremny i pole jego
naczamy przez p; nastepnie wpisujemy w ten okrag szeécmkat fo-
femny i pole jego oznaczamy przez p,; nastepnie wpisujemy w okrag
dwunastokat foremny i pole jego oznaczamy przez p; itd. Podwajajac
22 kazdym razem iloé¢ bokéw wpisanego wielokata foremnego otrzymu-

jemy ciag nieskoficzony:
1)1’ pﬂ’ 7—”3: s

Wykaz, ze ciag ten jest rosnacy.

(H) (M)
§ 14. Postep arytmetyczny.

Okreslenie postepu arytmetycznego.

- Ciag (skonczony lub nieskoficzony) liczb, w ktérym
azdy wyraz nastegpny powstaje z poprzedniego przez

J,

dodanie jednej i tej samej liczby d, nazywamy poste-
pem arytmetycznym. Liczbgd nazywamy réznica postepu.
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Przyklady:
1. Ciagg liczb naturalnych nieparzysty(;h:
g el TR 7 B S B

o il :
jest postepem arytmetycznym o réznicy 2, poniewaz:

1+2=3; 834+2=5;, b+2=717;
92— 11 -itd.
2. Kolejne wielokrotnogéci trzech:
S A Tl R e

tworza postep arytmetyezny o réznicy 3.

742

3. Ciag nieskonczony:
4 o 2 S T () B

jest postepem arytmetycznym o réznicy — 1.

bl

4. Liczby nastepujace:
10,. 935, 9, 83, 65

tworza postep arytmetyczny o réznicy — ]2 ziozony
razow.

&g, oY,

5. Ciag nieskonczony:
1, 1+4+4/2, 14+24/3,

jest postepem arytmetycznym o réznicy V9.

6. Postep arytmetyczny. tworza tez wyrazy ciggu:

e TR

réznicg tego postepu jest liczba 0.

Gdy r.éZnica. postepu jest dodatnia, wéwczas kazdy wyraz
nastepny jest wigkszy od poprzedniego, postep jest rosngcy;

gdy za$ réznica postepu jest ujemna, kazdy wyraz

jest mniejszy od poprzedniego, postep jest malejacy; wreszcie

gdy réznica postepu réwna sie 0, postep sklada si¢ z réwnych

wyrazéw,

86

1.4+ 3 \/E, o

Wzér na ogdélny wyraz postgpu arytmetycznego.
Wezmy pod uwage postep arytmetyczny:

ai’ a?) a3’ ooy afn)

réznicy réwnej d. Mamy woéwczas:

=9 as = ag +d
ﬂ3=a2 "l“d:ai +2d
a, = a3 +d=ay+3d
05:ﬂ4+d:a1 +4:d
g2 Widzimy zatem, ze dla kazdego naturalnego # zachodzi wzor:
9) a,=a, +(n—1)4d
[ Istotnie, gdyby wzor (9) dla pewnych wskaznikéw » nie
i zachodzil, wéwczas istnialby pomiedzy tymi wskaZznikami wska-
6. 53 fnik najmniejszy. Niechaj k oznacza najmniejszg wartosc¢
z 10 wy- ‘wskaznika #, przy ktérej wzér (9) nie zachodzi. Wowezas dla

wskaznika k& — 1 wzér (9) zachodzilby; mielibysmy wigc:
ak_i——“al +(k —‘2)d
Dodajac do obu stron tej réwnosci 4, otrzymaliby$my:
tyoy +d=a,+ (k —2) d+d

czyli: :
a, =ay + (k—1) 4,

' co byloby sprzeczne z zalozeniem, ze wzér (9) nie zachodzi dla
wskaznila k. Wynika stad, ze wzér (9) zachodz dla kazdego

]

naturalnego #.
3

Wzér (9) mozemy wyrazi¢ stowami w ten sposéb:

Aby otrzymaé m-ty wyraz posigpu arytmetycznego, dodajemy
do pierwszego wyrazu (n — 1) razy waigtq régmiceg postepu.

nastepny
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Rozwiazemy teraz nastepujace zadania: skad: .

I. Obliczyé 26-ty wyraz postepu arytmetycznego: A b a
(S UGG R o} | Fapl
Mamy tutaj: a; = 1, d = 6, # = 26. Stosujac wzér (9) otrzy- Maiac réznice d, mozemy wypisaé kolejne wyrazy szukanego
mujemy: ; P postepu: :
et AR e o g N ST e e B S )
3 n+1 n+1 n +1

Il. Wyznaczy¢ postep arytmetyczny, ktéregosiéd- TN ‘ ; ] :
my wyraz wynosi 32, a osiemnasty 87. ' Wstaw1en1f: pomiedzy liczby dane innych 11czb'w ten sposéb,
i ' aby utworzy! sie postep arytmetyczny, nazywamy interpolacja

Postep bedzie wyznaczony, jezeli obliczymy jego pierwszy B vi0cs postepu arytimetyoanego,

wyraz a, i r6éznice d. Wyrazajac ze wzoru (9) siédmy i osiem-

nasty wyraz przez 4y i d otrzymujemy: Przytoczymy jeszcze dwa przyklady interpolacji.-

a; = a, + 64 1. Przypuéémy, ze w pewnej miejscowoéci mierzono tempe-
Enlg teuing rature powietrza w odst¢pach 4-godzinnych, a mianowicie o godz.
) 2 0, 4, 8, 12, 16, 201 24. Wyniki pomiaréw przedstawia tabelka:
Mamy wiec uklad réwnan: :
[ a4+ 6d = 32 B e i el TR T R

| @) + 174 = 87

Rozwiazujac ten uklad znajdujemy:
Ah— 2 — 0.

| Temperatura w st. Cels. 4,8 3,6 5,2 7.2 7,0 6,8 4,9

Poszukiwany wiec postep jest nastgpujacy:
2T 2 S 522

Nalezy obliczy¢, jaka byla temperatura o godz. 5, 61 7. Skoro
nie znamy dokladnie prawa, wedlug ktérego zmieniala sie tego dnia
temperatura powietrza, moze naturalnie by¢ tylko mowa o obli-
czaniu przyblizonych wartogéci nieznanych temperatur. Otdz
najprostszym zalozeniem bedzie, ze migdzy godzing 4 i 8 tempe-
ratura zmieniala si¢ w taki sposéb, ze réwnym okresom czasu odpo-
wiadaly jednakowe zmiany temperatury. Opierajac sie na takim
rzypuszczeniu mozemy znalez¢ przyblizone wartoéci nieznanych
emperatur, wstawiajac pomiedzy liczby 3,6 i 5,2 (tj. znane war-
foSci temperatury o godz. 4 i 8) trzy liczby, ktére by tacznie z licz-
bami 3,6 1 5,2 utworzyly postep arytmetyczny. Otrzymujemy
postep nastepujacy:

Interpolacja za pomocq postgpu arytmetycznego.

Pomiedzy liczby aibwstawi¢ » liczb w taki sposob,
aby lgcznie z liczbami a i b utworzyly postep arytme-
tyczny (a wigc, by a bylo pierwszym, b ostatnim wyrazem tego
postepu). :

Oznaczmy réznice poszukiwanego postepu przez 4. Poniewaz
postep sklada sie z (n + 2) wyrazéw, b zaé jest ostatnim jego
wyrazem, zatem b jest wyrazem postgpu o wskaZniku: n + 2.
Stosujac wzér (9) otrzymujemy:

=a4+mn+1)4d

36, 4 44 ~4:8:-52
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Llczby'
: 8__ 3_
\/73 \/731 \/ s NG i

nie tworza postepu arytmetycznego, poniewaz odnosne réznice ‘nie
53 dokladnie réowne. Jezeli jednak wstawimy pomiedzy hczby
4 1793 i 4,1983 dziewig¢ liczb, tworzacych lacznie z 11czbam1
'b 1793 i 4,1983 postep arytmetyczny, wéwezas otrzymamy przy-

A zatem przyblizona warto$¢ temperatury o godzinie|
piatej wynosi 4°C, o godzinie széstej 4,4°C, o godzinie siddmej
4,8°C, :

2. Ponizsza tabelka zawiera wartodci pierwiastkéw szedcien-

nych liczb naturalnych od 1 do 100 z dokladnoécig do czterech
miejsc dziesietnych:

.

S 2 G oo 3 11zone wartosm liczb:

@ \/n # \/n o \/n ” \/n 5 3
\/73 1 \/73,u Al

1 1,0000 | 26 2,9625 | 51 3,7084 | 76 4,2358 ; ' :
2 1,2599 | 27 3,0000 | 52 37325 | 77| 4,2543 § Rézmca tego postepu wynosi:
3 1,4422 | 28 3,0366 | 53 3,7563 | 78 4,2727 s ; :
4 | 15874 | 20 | 30123 | 54 | 37798 | 79 | 42008 (4, 1983 — 4,1793) : 10 = 0,0019
5 1,7100 | 30 3,1072 | 55 3,8030 | 80 4,3089 ST Ly
6 18171 | 31 3,1414 | 56 38259 [ 8l 4,3267 Przyblizona wartoéciav 73,3 jest czwarty wyraz tego postepu,
T Le129 | 821 31748 | 57 |\ 88485 | 82 | 43445 [GERy réwna sie: 4,1793 + 3 - 0,0019, a wiec: 4,185. Blad jest,
8 2,0000 | 33 3,2075 | 58 38709 | 83 4,3621 i 8 ) i Y :
9 2.0801 34 | -3.2306 59 3 8930 g4 43705 lejszy niz 0,001, gdyz podnoszac do szeécianu llpzby. 4,185
10 2,1544 | 35 3,2711 | 60 3,9149 | 85 4,3968 i 4,186 otrzymujemy:
11 2,224 36 3,3019 61 3,9365 86 4,4140 : 4,1853 L 73,297031625 < 73,3
12 2,2804 | 37 3,3322 | 62 39579 | 87 4,4310 _
13 2,3513 | 38 3,3620 | 63 3,9791 | 88 4,4480 : 4,186° = 73,349586856 > 73,3
14 2,4101 | 39 33912 | 64 4,0000 | 89 4,4647 skad: :
15 2,4662 | 40 3,4200 | 65 4,0207 | 90 4,4814 ' I
16 2,5198 | 41 3,4482 | 66 4,0412 91 4,4979 4,185 < V73,3 < 4,186
17 2,5713 | 42 3,4760 | 67 4,0615 | 92 4,5144
18 2,6207 | 43 3,5034 | 68 4,0817 | 93 4,5307 Suma wyrazéw postepu arytmetycznego.
19 2,6684 | 44 3,5303 | 69 4,1016 | 94 4,548
20 2,7144 45 3,5569 70 4,1213 95 4,5€29 Rozpatrzmy postep arytmetyczny.
21 2,7589 | 46 3,5830 | 71 4,1408 | 96 4,5789
22 | 28020 | 47 | 36088 | 72 | 41602 | 97 4,5947 o bay Re :
23 | 28430 | 48 3,6342 | 73 4,1793 | 98 4,6104 Sume pierwszych # wyrazéw postepu oznaczmy przez s,:
24 2,8845 | 49 3,6593 | 74 4,1983 | 99 4,6261
25 2,9240 | 50 3,6840 | 75 4,2172 | 100 46416 | S,=ay +as + ... +a,

; : ; : : e Chodzi o to, aby wyrazi¢ s, przez a,, a, i n. W tym cela pi-
Zastosujemy interpolacje celem obliczenia pierwiastkaf Ay Vp { e P

sze$ciennego liczby 73,3, Z tabelki cdczytujemy: Soint s T + a ta
Pty 9 -4 3 U T "

Sp = 4y e Ay e A, 2 + s —{— 2 o @y

P LR
4/ 13 ==4,1793 4/74 == 4,1983
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Dodajac stronami obie réwnoéci (10) i laczac przy tym wy- Stosujac wzér (12) otrzymujemy, Zze suma ta wWynosi:

razy, podpisane pod soba, w sumy czeéciowe, otrzymujemy: n (n + 1)

(1) 2s,=(a +a,) +(a +a, ) + (a5 +a, 9 + ... + e

g + (2, + ay). np. suma liczb naturalnych 1 +2 43 ... + 50 réwna sie:
Ot6z fatwo zauwazy¢, ze wszystkie sumy, zawarte w nawia- 50 - (50 + 1) '

sach, majg jednakowa wartoéé. Pierwsza z nich bowiem ma war- D) = 1275

Obliczmy teraz sume # pierwszych z rzedu liczb naturalnych
ieparzystych. Liczby te tworza postep arytmetyczny, w ktérym

az pierwszy a, = 1, réznica d = 2. Aby obliczy¢ n—ty wyraz a,,

ﬂ_tosu]emy wzor (9 i otrzme]emy

a”—l + (n —1) - 9P By i

i Oznaczajae szukang sume. przez s, otrzymujemy: . . - -

1+ @2 —1) 4 s

S”Zn'—T:n

tos¢: a; +a, W drugiej skladnik a, réwna sig a; +d (jezeli
przez d oznaczymy réznice postepu), a skladnik @, , réwna sie
a, —d,azatema, +a, 4 = a; + a,. W trzeciej sumie sktadnik a,
réwna si¢ a, + d, sktadnik za$ a, , réwna si¢'a, ; —d, a zatem
a3 +a, o =a; +a, 4 =ay + a, Rozumujac tak dalej, docho-
dzimy do wniosku, ze kazda suma czeéciowa, zawarta w nawiasie,
posiada wartoé¢ réwna a; + a,,. Biorac to pod uwage, otrzymujemy
z réwnosci (11):

$ 2sn=n(al+an)
czyli:- »

5 e 3 n (a, + a,) o - ; 3 . e
(12) SR Ceg ... We wzorze (12) suma s, wyrazona jest przez wyraz pierwszy, .
az n-ty oraz ilo¢ wyrazéw. Mozemy jednak takze wyrazié
g sume przez wyraz pierwszy, réznice postepu oraz ilo$¢ wyrazéw.
W tyfn celu wystarcza podstawi¢ we wzorze (12) zamiast @, wartoéé:
okre¢long przez wzor (9). Otrzymujemy po latwym preeksztal-

eniu :

Wzér (12) mozemy naplsaé takze w postac1

(12a) %=n~ﬁ;“

Bioragc pod uwage, ze wyrazenie: nn—1)d
ay +a, (rle) L PR I
Cwiczenia.

jest érednia arytmetycznag pierwszego i ostatniego wyrazu ;
postepu, mozemy powiedzieé: 109. Wypisz 10 poczatkowych wyrazéw postepu arytmetycznego,

W ktorym pierwszy wyraz a; i réznica d wynosza:

Suma pierwszych n wyrazéw postgpu arytmetycanego réwna a) ay =1, d=3
jest iloczynowi liczby m przez Sredwiq arvytmetycing pierwszego : b) ‘ay = 30, d=—4¢
 m-lego wyrazu postgpu. c) & =—2, =3

d) a4 =a b

Obliczmy dla przykladu sume plervvszych n llczh ) @y =%y L=y

w ciggu liczb naturalnych, f m=a—0b d=a+d
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110. Oblicz n-ty wyraz postgpu arytmetycznego:
a) 5; 11, 17, ...

L R e
&) 05, 0,507, 0,514, ...
) s, S B,

111. Oblicz n-ty, (n + 1)-szy i (n + k)-ty wyraz postepu arytme-

tycznego: pal! 3
, A) Sl RO

b) 1+3a,4+3a 7+3a, ...

112. Ile wynosi n-ta z kolei liczba naturalna, ktéra dzielona
przez 7 daje reszte 3?

118. Ile wynosi (1 4 1)-sza z kolei liczba naturalna, ktora dzielona
przez 4 daje resztg 17

114. Osmy wyraz postepu arytmetycznego wynosi 37, jedenasty
za$ wyraz réwna si¢ 52. Wyznacz ten postep i oblicz n-ty jego wyraz.

115. Trzeci wyraz postepu arytmetycznego wynosi 27, dwunasty
za$ wyraz réwna sie 144. Wyznacz ten postep i oblicz (n'4- 1)-szy
jego wyraz. . : : =

116. Wyznacz postep arytmetyczn,, ktérego pierwszy wyraz rowna

sie 4, a jedenasty wyraz.rowna sie B. Beise

117. Wyznacz postep arytmetyczny, ktérego n-ty wyraz réwna
sie 4, a m-ty wyraz réowna sig B. (Zakltadamy, ze un + m).

118. Wyznacz postgp arytmetyczny, w ktérym suma pierwszego
i czwartego wyrazu wynosi 25, a réznica sidédmego i trzeciego wyrazu
wynosi 12,

119. Wyznacz postep arytmetyczny, w ktérym suma dwoch pierw-
szych. wyrazéw. wynosi 0, a suma czwartego i siodmego wyrazu wy-
nosi — 48.

120. Wyznacz postgp arytmetyczny, W ktérym suma trzeciego
i piatego wyrazu wynosi 5, a iloczyn drugiego i czwartego wyrazu
wynosi %’

121. Wyznacz postgp arytmetyczny, w ktérym suma drugiego
i trzeciego wyrazu wynosi 17, a iloczyn trzeciego i czwartego wyrazu
wynosi 130. :

94

122. Dr}lgi wyraz postepu arytmetycznego wynosi 10, pigty wyraz
28, a ostatni wyraz 58. Oblicz wyraz pierwszy oraz ilo$¢ wyrazéw
‘postepu.

128. Udowodnié, ze kazdy wyraz postepu arytmetycznego (z wy-

- jatkiem pierwszego) jest $rednia arytmetyczna wyrazu poprzed-

niego i nastepnego.
124. Dana jest funkcja:
f(3) = ax + b

Udowodnié, ze ciag:

1), 12), 13), ..., [0,

.~ jest postgpem arytmetycznym. Kiedy postep ten jest rosnacy, kiedy

malejacy, a kiedy sklada si¢ z réwnych wyrazéw?
© *125. Dana jest funkcja: :
f(x) =3x —2 .

oraz postep arytmetyczny:

; X1, X2, X3,
Udowodnié, zZe ciag:
Hx1), Hxe), f(%3), «.on F(%a)s

jest réwniez postepem arytmetycznym.

e el

*126. Dana jest funkcja:
. f(¥) =ax + b
oraz postep arytmetyczny:
X1, X2, X3,
Udowodnié, ze ciag:
1(%1),  [(%2), f(x3)! coos (%)

jest réwniez postepem arytmetycznym.

P e

*127. Dane sa dwa postepy arytmetyczne:
ay, az, as,
by, b, b3,

oraz dwie liczby rzeczywiste 4 i B. Wykaz, ze ciag {u,‘} okreélony za
pomoca wzoru:

u, = Aa, + Bb,
jest postepem arytmetycznym.
*128. Dany jest ciag kwadratéw liczb naturalnych:
1, 4, 9, 16,-25, 3
Wykaza¢, ze kolejne réinice wyrazéw tego ciagu:
4—1, 9—4, 16—9, 25—16,
tworza postgp arytmetyczny.

LY
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*129. Dana jest funkcja kwadratowa:
fx) =a2+bx+c (aF0)
Udowodnié, ze cigg réznic:
HQ) — 1), 13) — (@), f(4) —[(3),
jest postepem arytmetycznym.

130. Wyznacz postep arytmetyczny, w ktérym iloczyn wyrazu
drugiego i trzeciego wynosi 120, a suma pierwszych siedmiu wyrazow

wynosi 98.
181. W postepie arytmetycznym skoficzonym o réznicy 4 wyraz

pierwszy wynosi 5, a suma wszystkich wyrazéw wynosi 1890. Oblicz -

ostatni wyraz postepu.

132. W postepie arytmetycznym zlozonym z 15 Wy‘razc')w osta‘Fni
wyraz wynosi 71, suma za$ wszystkich wyrazéw wynosi 540. Oblicz
pierwszy wyraz i réznice postepu. ’

133. Suma pewnej ilosci wyrazéw postepu arytmetycznego o rfﬁi-
nicy 4 jest o 400 mniejsza od sumy tej samej ilosci nastepnych wyrazow.
Oblicz ilo§¢ wyrazow.

#1834, Wyznacz postep arytmetyczny, w ktérym dla kazdego n:

) rSa=—tfad
b) s, = 342 + b5»
(Przez s» oznaczamy sume¢ pierwszych z wyrazow postepu).
135. Majac dwa postgpy arytmetyczne:
SN S o S S
20, 21, 22,

oblicz, jaka jednakowa ilo$¢ wyrazéow poczatkowych nalezy wzigé

z kazdego postepu, aby suma wyrazow pierwszego postepu byla réwna
sumie wyrazow drugiego postepu.

186. Boki tréjkata prostokatnego, ktérego (_)bwéd wynosi 3,
tworza postep arytmetyczny. Oblicz boki tego tréjkata. & iy

187. Boki tréjkata prostokatnego tworza postgp arytmetyczny.
Oblicz stosunek przyprostokatnych do przeciwprostokatnej.

138. Boki prostokata i jego przekatna tworza postep arytmetyczny;

pole prostokata wynosi 108 cm?® Oblicz boki tego prostokata.
139. Dany jest uklad rownan:
[ x+2y+z2=2m
] —x+4y+2=238

25— y—z=m—8
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- |wrzenia

Algebra 4

; @
Rozwiaz ten uktad i nastepnie zbadaj, dla jakie} wartodei m pier-
wiastki x, y, z tworza postep arytmetyczny.
*140. Oznaczamy przez s, sume # pierwszych wyrazéw dowolnego
postepu arytmetycznego. . Dowie$é, ze:
Si+3 — Sp = 3 (Spy2 — Sut1)-
*141. Temperatura wrzenia wody zalezy, jak wiadomo, od ciénienia.

* Pod ciénieniem réwnym 760 mm rteci woda wrze w temperaturze 100°C,

pod ciénieniem mniejszym w nizszej temperaturze, a pod ciénieniem
wickszym w wyzszej temperaturze. Ponizsza tabelka zawiera kilka
wartosci ciénienia i odpowiadajace im wartoséci temperatury wrzenia
wody: 3

Cisnie- v
" nie 680 | 690 | 700 | 710 | 720 | 730 | 740 | 750 | 760 770 780
mm

Tempe-

ratura

‘e 96,92,97,32/ 97,711 98,11/ 98,49 98,88 99,96/ 99,63|100,00{100,371100,73

Oblicz za pomoca interpolacji temperature wrzenia wody pod

'~ ciénieniem 736 mm i pod ci$nieniem. 774 mm (z dokiadnoécia do jednej

setnej stopnia Cels.).

| [H] [M]

§ 15. Ciagi arytmetyczne Wyiszych rzedéw.

Zajmiemy si¢ teraz obliczeniem sumy kwadrat6éw pierw-

- szych # liczb naturalnych, czyli sumy:

. 12 422 432 1 ., fog

Skladniki tej sumy nie tworzg postepu arytmetycznego, nie
mozemy wigc oczywiécie korzysta¢ ze wzoru (12).

Celem obliczenia tej sumy zastosujemy tozsamo$¢ naste-

- pujaca;

(13) / (2 4+ 1.)3. — 4% =322 L 3x 11

~ ktorg czytelnik sprawdzi przez wykonanie dzialat wskazanych
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po stronie lewej. Podstawiajac we wzorze (13) x = 1, nastepnie
¥ =2 itd.,, w koncu x =z, otrzymujemy nastepujace # réw-

nosci:
P —19=3.1243.1+1
bl ¥ —P=38-2243.911
(14) B =3-313.311

.........................

(n+1)3;1z3;3~n2+3-%+1-

Dodamy teraz stronami réwnosci (14). Po stronie lewej |
zniosy si¢ wszystkie wyrazy oprécz (n + 1)® i — 13, po stronie
prawej laczymy w sumy cze$ciowe wyrazy podpisane pod soba.

Otrzymujemy w ten sposéb:

(15) (1P —12=3-(12 £ 2 + ... Lu) 4
e +3-1+2+ ... +u) +n
Oznaczmy: -
| 12 4. fa=5,
Il SR R
-Sume s, obliczamy ze wzoru (12) i otrzymujemy

e n (ny)—}— 1)

Podstawiajac te wartos$¢ do rownoéci (15) otrzymujemy ;

a wigc! 4

3n(n 4+ 1)

nd+3n2+3n=23s® + 5

_}_ n
s‘kacd. latwo obliczagny: ; :
co_n+1) @n 1)

an: ; :

lub inaczej:

{8 e BBl

n(n +1) (2n + 1)
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Otrzymalismy wigc wzér, pozwalajacy obliczy¢ sume kwa-
dratéw pierwszych # liczb naturalnych,
Obliczmy dla przykladu sume:
12422 4 82 L 41002
Stosujac wzér (18) otrzyrlnujemy, ze suma ta ma wartoéé

- 338 350. Nie znajac wzoru (18), musieliby$my straci¢ duzo czasu
- dla obliczenia tej sumy. ' ’

Wyprowadzimy jeszcze wzér na sume szeécian6w: pierw-

. szych # liczb naturalnych. Przez mnozenie znajdujemy, ze:

(* 4+ 1)* = x4 + 423 4 642 4 dx + 1

o) (# 4+ 1)* — a4 =423 4 642 4 45 + 1

Podstawiajac w tozsamogdci (199 x = 1, nastepnie % = 2

:itd., w koncu x = #, otrzymujemy nastepujace # réwnoéci;

2 14 —4-1346-1214-141
3 21— 42516922 44.9 41
4 —30—4-3 1 6-32 4.3 41

(20) 5 —4 =4 -4 4 6424 4-441

(n+1)4—n4:4-n3+6-n2—}—4-n+1
Dodamy teraz stronami réwnogci (20). Po stronie lewej zniosy
sie wszystkie wyrazy oprécz (n -+ 1)* i —14; po stronie prawej
laczymy w sumy czeéciowe wyrazy “podpisane pod sobg. Przyj-
mujac oznaczenia: :
R BT R, SR g b
P18 on g T gty Ry e
SN =194-98 .88 p g8 4 g 48
otrzymujemy : :
(+1)!—1' =459 46 5O 4 45, 1 g,
a wice: P .
) A L6t =t 1 65Dt s 4y,
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1

Uwzgledniajac, ze:

e zfn(n—k_l_) )

A 2
s(.z)\___n(n-i—l) (2n 4+ 1)
% 6

i podstawiajac te wartoéci do réwnoséci (21) otrzymujemy pcg |
. latwym rachunku:

(22) Lo _ M2
: n _———-—1———-—
lub inaczej: :
59 = AR g 2 e R
- 4 "
a wiec: ,,
=) B+ 43, 4n=[1+24+3+ ... 4 4]

Suma trzecich poteg pierwszych z kolei n liczb naturalnych réwna
si¢ kwadratowi sumy pierwszych poteg tych n liczb naturalnych.

W podobny sposéb mozemy obliczy¢ sume czwartych itd.
poteg pierwszych z kolei » liczb naturalnych.

Cwiczenia.
*142. Oblicz sume:
PRSI e A el T

Wskazéwka. Zastosowaé przeksztalcenie: n(n 4 1) = n> -+ u

*143. Udowodnij, ze zachodzi nastepujaca tozsamosé:
1-2-3+2 3 44+3 -4 654+ ...4n n+1) #n+4+2) =
_nmA+1) (n+2) (n+3)

L. 4
Wskazbowka. Zastosowaé przeksztalcenie:
nn + 1) (n 4+ 2) = n® 4 30>+ 2n
#*144. Oblicz sume:
21243 224 ... 4+ n+1)- 22

Wskazéwka. Zastosowaé przeksztalcenie: (n - 1)n® = n3 + #?
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: ; § 16. Postep geonietryczny.

Okreslenie postepu geometrycznego.

Ciag (skonczony lub nieskonczony) liczb, w ktérym kazdy
wyraz nastepny powstaje z \Poprzedniego przez po-
mnozenie przez jedng i te sama liczbe ¢, nazywamy
postepem geometrycznym. Liczbg ¢ nazywamy ilorazem
postepu. ¥

Przykiady: J

1. Ciag nieskonczony:

=M R TRy G, BT 6,
ktérego wyrazy sa kolejnymi potegami liczby 2, jest postgpem
geometrycznym o ilorazie 2, poniewaz: ‘

2:2=4, 4-2=8, §-2=16, 16-2 =32 itd,,

a zatem takze: '

16 5 32 A
e T
9. Ciag nieskonczony:

3 3 3 8
B o)

jest postepem geometrycznym o ilorazie %
3. W ciagu nieskonczonym:
16, 24, 36, 54, 81, 1213

‘kazdy wyraz nastepny powstaje z poprzedniego przez pomno-

zenie przez 3. Ciag ten jest wigc postgpem geometrycznym
P 3 ] ; p Y

o ilorazie g

4. Ciag nieskonczony:
1, =iy o920, 81,

jest postepem geometrycznym o ilorazie — 3.
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5. Rowniez ciagi nastgpujace sa postepami geometrycznymi:
By g ye Ty e L A
8" 8. "8," BB, 8,
Tloraz pierwszego postgpu wynosi — 1, iloraz drugiego 1.
Postep geometryczny moze byé rosnacy, jak wskazujg
przyklady 1 i 3, albo tez malejacy, jak poucza przyklad 2,
albo tez moze nie by¢ ani rosngcy, ani malejacy, jak wida¢ z przy-
kladu 4. Jezeli pierwszy wyraz postepu jest dodatni, wéwczas
postep jest rosnacy, gdy jego iloraz jest wiekszy od jednoéci,
a malejacy, gdy iloraz jest dodatni, ale mniejszy od jednoéci.

Wzér na wyraz ogdlny postgpu geometrycznego.
WeZmy pod uwage postep geometryczny:

B Wps ey, ewit B ik
o ilorazie g. Mamy wéwczas:
Ay = a1 q
ay=ayq=a,q
a,=4az g4 =a, q
ay=a,9=a,q"

Widzimy zatem, ze dla n = 2, 3, 4, ...
(24) a,=a, ¢

[: Istotnie, gdyby wzér (24) dla pewnych wskaznikéw »
nie zachodzil, wéwczas istnialby pomiedzy tymi wskaznikami
wskaznik najmniejszy; oznaczmy go przez k. Dla wskaznika:
k —1 wzdr (24) zachodzilby; mielibyémy wiec:

@Gy = ay ¢*
Mnozac obie strony tej réwnoSci przez g otrzymaliby$my:

Ay 4= “ﬂk—?" q

zachodzi wzér:

czyli:

@ = a,q"~"
co byloby sprzeczne z zalozeniem, ze wzér (24) nie zachodzi
dla wskaznika k, Wynika stad, ze wzor (24) zachodzi dla kazdego
naturalnego =, . : ] ]
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s =g F a4+ ... Fag)— (@ tegt... + dx‘ln_i)

czyli po redukcji po stronie prawej:

(30) St

Wzér (24) mozemy wyrazi¢ stowami w ten sposéb:

. Aby otrzymaé n-ty wyraz postgpu geometrycznego, mmnoiymy

, ﬁerwszy wyraz przez ilovaz postgpu podniesiony do potggr o wy-
' kladniku (n — 1). ‘

Suma wyrazéw postgpu geometrycznego.

Niech -bedzie dany postep geometryczny:

) L /N

~ o ilorazie g. Sume pierwszych # wyrazow tego postepu oznaczmy

| przezs,: ~
- (25) S, == @ik @~ ix g,

Chodzi o to, aby wyrazi¢ s, przez a,, ¢in. Gdy gréwnasig 1,
- wéwczas wszystkie wyrazy postgpu sa rowne a,, a zatem: s, = nd.

- Mozemy wiec w dalszym ciggu zalozy¢, ze ¢ + 1. Wyrazajac
. kazdy skladnik, wystepujacy w sumie (25), przez ay, ¢ 1 n za po-. .
- moca wzoru (24), otrzymujemy: v

(26) s, =ay +aq+ag+ .o+ ay Tt

Pomnozymy obie strony réwnoéci (26) przez g. Otrzymamy:

- (27) i gs,= a9 + aq + oo Fagg”

Réwnodei (27) 1 (26) daja:

.- (28) qsn IS sn = aiqn —al
a zatem:

@) s (g =1 =a (@ =1 <

Aby obliczyé s,, podzielimy obie strony réwnosci (29) przez

" (g — 1), co mozemy uczynié¢, poniewaz ¢ —1 # 0. Otrzymamy

. wéwczas : :
gl
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~ Oznaczmy szukana ilo$é wyraz6w przez n, Stosujac wzor (30)

Rozwigzemy - teraz nastepujace zadania: k.
otrzymujemy :

I. Wyznaczy¢ postep geometryczny, kltérego czwar- Wgh by

ty wyraz wynosi 54, sz6sty..za$ wyraz 486. : 1799 = 7 5 1
Postep bedzie wyznaczony, jezeli obliczymy jego pierwszy

’ o ean— 985

wyraz a; oraz iloraz q. Wyrazajac ze wzoru (24) czwarty i szésty ;
wyraz przez a, i q, otrzymujemy: ! Poniewaz 28 = 256, a 22 — 512, nie istnieje taka liczba
naturalna, ktéra by spelniala réwnanie (32), a ze ilo$¢ wyra-
z6w musi by¢ liczba naturalng, przeto nasze zadanie nie posiada
rozwiazania. (Gdy dodajemy 8 wyraz6w rozpatrywanego postepu,
Wowczas otrzymujemy sume mniejsza od 1799, gdy za$ do-
dajemy 9 wyrazéw, wéwczas otrzymujemy sume wigkszg od 1799;
sumy 1799 otrzymaé nie mozemy). : el

a, = “193
ag = ayq°
Mamy wiec uklad réwnan:
3
a,q° = 54 ;
= ; { 9" = 486
Dzielac cdpowiednio obie strony tych réwnan otrzymujemy:
g =9, czyli: ¢= —3 albo ¢ = 3. Podstawiajac do pierwszego
z réwnan (31) ¢ = — 8 otrzymujemy: a; = — 2, podstawiajac
- za$ ¢ = 38 otrzymujemy: a, = 2. Istnieja wiec dwa postepy,
spelniajace warunki naszego zadania, a mianowicie:
—2, 6, —18, b4, —162, 486,
2, 6, 18, 54, 162, 486, :
II. Postep geometryczny o ilorazie 0,2 sklada sig
z pieciu wyrazéw, Suma wszystkich wyrazéw wynosi
124,96. Obliczy¢ wyraz ostatni. o
Obliczymy najpierw pierwszy wyraz postepu a;. Stosujac
wz6r (30) mamy:

Nieréwno$é Bernoulli’ego.
~ Na zakoficzenie wyprowadzimy jeszcze pewne twierdzenie,
2 ktérego skorzystamy w § 18. '
 Oznaczmy przez 9 liczbe dodatnia i rozpatrzmy postepy :

1, 140, (1467 (L+095

1, 1406, 1426 1438
Pierwszy z tych postepéw jest postepem geometrycznym o ilorazie
1+ 6, drugi jest postepem arytmetycznym o réznicy 0; pierwsze
i drugie wyrazy obu postepéw sa sobie réwne. Ot6z wykazemy,
e poczawszy od wyrazu trzeciego, kazdy, wyraz pierwszego po-
stepu (geometrycznego) jest wickszy od  odpowiedniego wyrazu

D 5 =
124,96 = ay 0—2——1 drugiego postepu (arytmetycznego). Innymi slowy, udowodnimy
stad: Pt nastgpujace twierdzenie:
a; = 100 Jezeli '8 oznacza liczbg dodatniq, a n liczbg naturalng wigkszq

Majac  pierwszy wyraz a,, obliczamy piaty wyraz as ze
wzoru (24) i otrzymujemy:
as = 100 - 0,2 = 0,16

III. Ile poczatkowych -wyrazéw postepu geome-

od jedno$ct, wowczas:
(35) (146" >14nd
~ [: Dowéd. Stosujac wzér na sume 7% wyrazéw postepu

geometrycznego otrzymujemy:

trycznego, ktérego pierwszy wyraz wynosi 7, a iloraz 0 y ; S (r+4+6*—1
9, nalezy doda¢, aby otrzymaé sume 1799? _1 - R e e i O vy : 0.
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Lewa strona tej réwnoéci jest suma 7 sktadnikéw, z ktérych pierw-
szy réwna si¢ 1, pozostale za$ sa wieksze od 1; wartoé¢ tej sumy
jest zatem wigksza niz 7.

. (Lt
Uwzgledniajac to, otrzymujemy nier6wnoéc¢: TR

stad: (149 —1>nd, czylic (149" >1+nd ‘]
Nier6wnoséé (35) jest w matematyce znang pod nazwg nie-
réwnoéci Bernoulli’ego.
Ewiczenia.

145. Wypisz 5 poczatkowych wyrazdw postepu geometrycznego,
w ktorym pierwszy wyraz ay i iloraz ¢ wynosza:

Ak i =2, g=3
b) a1;4’ q=—2
¢) a, = 64, =3
d) a, =81, :-‘:‘3
e) a; =1, qg=ab
1
f) a, =3, i = (a + 0)

\

g) ay=1+4+28 ¢g=V1+2#
146. Oblicz n-ty wyraz postgpu geometrycznego:
a) 3, 15, 75, ...
1-.7°8.. 9
e
c) a, ab? ab®, ...
147. Wyznacz postgp geometryczny, ktérego trzeci wyraz réwna
sie %, a piaty wyraz %T
148. Wyznacz postep geometryczny, ktérego trzeci wyraz réwna
si¢ 12, a dsmy wyraz g \

- 149. Réznica miedzy drugim a pierwszym wyrazem postepu

geometrycznego wynosi 0,8, roznica za$ miedzy trzecim a pierwszym

wyrazem wynosi 1,76. Wyznacz ten postep.
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*150. Z beczki zawierajacej 100 kg ‘czystego alkoholu wylano
2 kg i dolano 2 kg wody; nastepnie znowu wylano 2 kg mieszaniny
i dolano 2 kg wody itd. Ile zostalo w beczce alkoholu, gdy czynnosc tg
powtérzono 2, 3, ..., n razy?

151. Oblicz sume pierwszych dziesigciu wyrazéw postepu geome-
trycznego: :

152. Suma #» poczatkowych wyrazow postgpu geometrycznego
o ilorazie 3 réwna jest s. Oblicz k-ty wyraz tego postepu.

153. Suma wszystkich wyrazéw postgpu geometrycznego skon-
czonego o pierwszym wyrazie réwnym 25 i ilorazie 3 wynosi 1000.
Oblicz ilo§¢ wyrazow. -

154. Suma wszystkich wyrazéw postepu geometrycznego skofi-
czonego o pierwszym wyrazie réwnym 18 i ilorazie —2 wynosi
198. Oblicz ilo$¢ wyrazow. )

155. Suma wszystkich wyrazéw postepu geometrycznego skofi-
czonego o pierwszym wyrazie rownym 32 i ilorazieg wynosi 665 Oblicz
ilos¢ wyrazoéw.

156. Dany jest postep geometrycziy skoficzony o parzystej
iloéci wyrazéw, ktérego pierwszy wyraz jest rézny od 0. - Udowodnic,
ze stosunek sumy wyrazéw o numerach porzadkowych parzystych do
sumy wyrazéw o numerach porzadkowych nieparzystych jest rowny
ilorazowi postepu.

157. Dane sa dwie liczby dodatnie a i b. Wyznacz taka liczbg
dodatniag %, aby ciag:
a, %, b

byt postepem geometrycznym. (Liczbg x nazywamy $rednia geo-

metryczna liczb a i b).

158. Pomiegdzy liczby 32 i 500 wstaw dwie liczby x i y w taki

~ sposob, aby ciag:

‘_ : 32, x, y, 500
byl postepem geometrycznym.
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159. Pomiedzy liczby 4 i 8 wstaw cztery liczby ¥, y, 2, ¢ w taki
spos6b, aby ciag:
4 x, Y1 % b 8

byl postepem geometrycznym.

160. Pomiedzy liczby 2 i 30 wstaw dwie liczby w taki sposob,
aby trzy pierwsze utworzyly postgp geometryczny, a trzy ostatnie
postep arytmetyczny.

161. Pierwsze wyrazy dwéch postepéw — arytmetycznego i geo-
metrycznego — sa jednakowe i kazdy z nich roéwna si¢ 8; drugie
wyrazy obu postepow sa réwniez jednakowe. Stosunek trzeciego Wy-
razu postepu arytmetycznego do trzeciego wyrazu postgpu geome-
trycznego wynosi . Wyznacz oba postgpy.

162. Trzy liczby, z ktérych druga jest o 16 wieksza od pierwszej,
a trzecia o 80 wigksza od drugiej, tworza postgp geometryczny. Wy-
znacz te liczby.

163. Stosunek sumy trzech pierwszych wyrazéw postg%u geome-
trycznego do sumy pierwszego 1 trzeciego wyrazu wynosi . Oblicz

iloraz postepu.

164. Suma trzech liczb, tworzacych postep ar:yfcmetyczny, vyynosi
24. Jezeli do pierwszej liczby dodamy 1, do drugie) 2, do trzeciej 35,
otrzymamy postep geometryczny. Wyznacz te liczby.

165. Dany jest uklad réwnan:
l x+b6y—2z=25
%244 y+z=6m
l x — y+z:4m+l

Rozwiaz ten uklad i nastepnie zbadaj, dla jakiej wartoéci m pier-
wiastki x, y, 2z tworza postep geometryczny.

166. Na jednym ramieniu kata 45° obrano w odlegtoéci a od wierz-

cholka punkt 4,; z punktu 4, wykreglono odcinek 4, B, prostopadly
do drugiego ramienia; z punktu B; wykreslono odcinek By A, prosto-

padly do pierwszego ramieria; z punktu 4, wykreslono odcinek A4, By -

prostopadty do drugiego ramienia itd.
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1°. Udowpdnié, ze dlugoéci odcinkow
3 Ay By, By 4y, 4, B,, By As, ..
tworza postep geometryczny.

90, Obliczyé¢ sume 7 kolejnych odcinkéw otrzymanego ciagu.

167. Diugosci krawedzi prostopadloscianu ‘tworza postep geo-
metryezny. Objgtosé prostopadloscianu wynosi 1000 cm?, a pole calej
powierzchni prostopadioscianu wynosi 700 cm?  Oblicz dlugoéci kra-

wedzi.

168. Dany jest post¢p geometryczny:
Ay, gy g, ooy By woo

Wykazaé, ze rozmice:

* an "—a”_'], 0.2

] Ay — @y, a3 — g, - -
tworza réwniez postep geometryczny.

169. Wykazaé, ze ciag {a”} okreélony za pomoca wzoru:
A — 5 2 a0
jest postepem geometrycznym.

7Y

170. Dane sa dwa postepy geometryczne:

ql! ag, A3, «««, (/27
by, Doy D3, ere o, Oy oo ge

0 jednakowym ilorazie. Wykaza¢, ze wowczas sumy':

a4 +b'1l a2+b‘2; a3+ b3: CRLRCY ) an/—*‘ bn: seo

‘tworza postep geometryczny.

*171. Dane sa dwa postepy geometryczne:

ay, Az, a3, ..
N b‘l: bz; b3, oie]

R
A D A
Wykazad, ze iloczyny:

arby, ashs, asbs, ..., @uby, .ee

tworza rowniez postep geometryczny.
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%172, Udowodni¢ twierdzenies

Jeieli ciag nieskonczony:

X1, X2, X3, «oe, Xy, eoe
jest postgpem aryimetycznym, a liczba a jest dodatwia, to cigg mie
skonczony: ‘
, ;
! axh ax% a-x3» e axn

)y v

jest postgpem geometrycznym.

[H] [M] : ‘
§ 17. Procent skiadany.

Kapitalizacja odsetek.

Postep geometryczny wystepuje w zagadnieniach, w ktérych
chodzi o obliczanie procentu skladanego. Przypomnijmy pojecie
procentu skiadanego.

Przypuéémy, ze zlozyliémy w banku 2000 zt na 59%,. Po
fiptywie jednego roku odsetki wynosza 100 zt i — skoro wlaciciel
kapitalu dochodu tego nie pobiera — zostaja dopisane do kapitalu,
tak ze od poczatku drugiego roku lezy juz w banku nie kwota
9000 z1, lecz 2100 z1, i od tej kwoty oblicza si¢ odsetki za drugi

rok. Odsetki za drugi rok wynosza-wigc 105 zt 1 z koficem dru-

giego roku zostaja dopisane do kapitatu 2100 zl, tak ze od poczatku
trzeciego roku lezy juz w banku kwota 2205 1. Odsetki za trzeci

rok wynosza wigc 110,25 zi, tak ze po dopisaniu ich do kapitalu

mamy z koficem trzeciego roku juz kwote 2315,25 z1, itd.

Jezeli wiec kapital ztozony jest na procent, a odsetki zostaja

co roku (lub co pét roku, lub w ogdle w ustalonych réwnych okre-
sach czasu) dopisywane do kapitalu, wowczas méwimy, ze kapital
Zozony jest na procent skladany. Dolaczanie dochodu
do kapitalu nazywamy kapit alizacja dochodu, a okres

czasu, po ktérym dochdd zostaje do kapitalu dolaczony, nazywa:

sic okresem kapitalizacji.
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Rozwiazemy teraz zadanie nastepujace:

Kapitat 2 zlozono w banku na praocent
sktadany, stopa procentowa wynosip%, okres
-_kjapitalizacji wynosi rok. Do jakiej kwoty
- wzros$nie kapital po uptywie »n lat?

-

Oznaczmy wartoé¢ kapitalu po uplywie jednego roku przez
'~ ky, po uptywie dwéch lat przez k, itd., po uplywie #» lat przez &,

: ; k it
- Odsetki za pierwszy rok wymnosza —1—0%, tak ze po dopisaniu ich do
kapitalu % -otrzymujemy kwote : :

k+@—k<1+%>

100
Mozemy wiec napisac :

k,=k<1 Jate

".(36) 100

Tak samo mamy:

2 ko V4 PN\

el 100_k1\1+ﬁ)>:k<1+1"66>
k & 3
k : 4

) ‘  Widzimy wigc, ze dla kazdego naturalnego # zachodzi wzér:
67 b=k (14 5
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Wzér (87) jest zasadniczym wzorem rachunku procentu skla-
danego
]géegi stogba“;brocentowa wynosi pY,. ‘a okres kapitalizacyi 1eden
rok, wowtzas otrzymmemy wartos¢ kapitalu po wplywie n lat mmoiqe
wartosc ﬁoczqtkowq kaybzm{u f)rzez n-tq potege leczby (1 e 1650
Liczbg: 1+ -2 ‘ ik i
icz Q +100 nazywamy czynnikiem procento-
w y m,
Liczby 1
NN TR P W

nr ot e

tvsforzq plost(;p geometryczny, ktérego iloraz
rowny jest czynnikowi procentowemu.

We wzorze (37) wystepuje wyrazenie: <1 + 100) Np dla
75.= 3 1 m =15 przybiera ono wartoéé 1,08%. Obliczanie tej
liczby za pomoca wielokrotnego mmozenia jest rzeczyg bardzo
2mudp@ 1 wymagaloby duzo czasu i cierpliwoéci *). Totez po-
stugujemy si¢ w praktyce zazwyczaj tabelami, w ktérych mozemy
bezpoérednio odczytaé (z dokl‘adnoéciq do kilku miejsc dziesiet nvcl;)

A
wartosci wyrdzemd <1 e 100 ,a takze jego odwrotnusct:

____177__
? n
Bt
( = 1oo>
dla réznych wartoéci p i n. Podajemy nizej dla przykladu tabele,

w ktérej uwzglednione sg wartoéci Pe= 3, 4,35 woraz W =i
2 30

*) Przy pomocy logarytmow obliczenie to nie pr/uJ;L wwia oczywiscie
trudnosei.
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Tabela do obliczania procentéw skiadanych.

q "( l"‘100)

= warto$¢ jednostki kapitatu po » latach

Il

warto$¢ jednostki kapitalu przed n laty.

qn
(1 +100
p=3 p=4 p=5
n
1 2 1 . 1
q ;ﬁ q (-IZ q E

1| 1,03000 0,97087 1,04000 0,96154 1,05000 0,95238
2 06090 94260 08160 0,92456 10250 90703

3 09273 91514 12486 88900 15763 86384 |

4| 12551 88849 16986 85480 21551 82270

5 15927 86261 21665 82193 27628 78353

6| 19405 83748 26532 79031 34010 74622

7|~ 22987 81309 31593 75992 40710 71068

8 26677 78941 36857 73069 47746 67634

9 30477 76642 42331 70259 55133 64461
10 |- 1,34392 | 0,74409 1,48024 - | 0,67556 1,62889 0,61391
11 38423 72242 53945 64958 7103%. 58468 |
12 42576 70138 60103 62460 79536 55684
13 46853 68095 66507 60057 88565 53032
14 51259 66112 73168 57748 97993 50507
15 55797 .| 64186 80094 55526 2,07893 48102
16 60471 62317 87298 53391 18287 45811 |
17 65285 60502 94790 51337 29202 43630 §
18 70243 58739 2,02582 49363 40662 41552
19 75351 57029 10685 47464 52695 39573 |
20 | 1,80611 0,55368 2,19112 0,45639 2,65330 0,37639
21 86029 53755 27877 43883 78596 35894
22 91610 52189 36992 42196 92526 34185
23 197359 50669 46472 40573 3,07152 32557
24 | 2,03279 49193 56330 39102 22510 31007
25 09378 47761 66584 37512 38636 29530
26 15659 46369 77247 36069 55567 28124
‘97 22129 | © 45019 ' 88337 34682 73346 | 126785
28 28793 43708 | 99870 33348 | 92013 25509
29 | 35657 42435 3,11865 32065 | 4,11614 24295
30 | 2,42726 0,41199 | 3,24340 0,30832 4,32194 . | 0,23138
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W tabeli tej (na str. 113) czynnik procentowy zostal ozna-

czony litera ¢, a wiec

' i
T
Wzér (37) przybicra wéwczas postad
ko =k q"
1 stad odwrotnie:
L0 |
By v
q

Przyktady:

1. Kapital ‘6000 z! oddano na procent sklaaany na prze-
ciag 8 lat. Obliczy¢ koncowa wartoé¢ kapitatu, jezeli stopa
procentowa wynosi 4%, a okres kapitalizacji jeden rok.

& ;
Stosujac wzér (37) otrzymujemy :

‘ kg = 6000 - 1,048 71
Z tabeli odczytujemy : 1,04° = 1,36857 (z dokladnoéeia do 5

miejsc dziesietnych), a zatem kg = 6000 - 1,36857 21 = 8211,42 z1.
Wiec koncowa wartoéé kapitatu wynosi 8211 zt 42 gr.

2. Jaki kapital nalezy zlozy¢ w banku na procent skladany,‘
aby przy stopie procentowej 49, i rocznym okresie kapitalizaciji
po dziesigciu latach otrzymaé 10 000 zt ?

Tu znana jest warto§¢ konicowa kapitalu, natomiast nieznana
jest jego wartoéé poczatkowa. Stosujac wzér (37) otrzymujemy :

‘ 10 000 = % - 1,04
stad obliczamy :

10 000 o
T 1,040 T © 11,0410
: ; ;|
Z tabeli odczytujemy ! 1o@o = 0,67556 (z dokladnoécia de 5

miejse dziesietnych), a zatem k = 10000 0,67656 = 6755,6
Nalezy wiec w banku zlozy¢ 6755 z1 60 gr.

114

3. Pien drzewa $cietego w zimie 1945/46 roku miat 1,702 m?
_Objetodci. Wedlug slojéw drewna oraz wedlug rozmieszczenia
- seczkow na pniu ustalono, ze w zimie 1935/36 pieft miat 1,351 m®
drewna. Obliczy¢ przyrost drewna w ostatnim roku wegetacji
drzewa. ¢

Uwazamy, ze roczny przyrost drewna jest w kazdym roku
proporcjonalny do objgtosci pnia drzewnego i ze procent przy ostu
- drewna w kolejnych latach jest staly. Przyrosty te kapitalizuja
sig, przy czym okresem kapitalizacji jest naturalny okres wege-
tacji — rok.

We wzorze k, = &k ¢" mamy dane:
k= 1,351, n =10, k5= 1,702,
a chcemy obliczy¢ g. Stosujac logarytmy obli zymy

log kg — log k 0,2310 — 0;1307
log ¢ = 0 = 10 = 0,0103,

skad ¢ = 1,024, a wiec p = 2,49%.
Ze wzoru ki, = ky g obliczymy ke = 1,662 m? a nastepnie

obliczymy ostatni przyrost: k,, — kg = 0,040 m?.

4. Wzér k, = k ¢* stosuje si¢ réwniez w obliczeniach cemo-
graficznych — w zalozeniu, Ze roczny przyrost ludnosci jest w sta-
lym stosunku do ogétu ludnogci.

Rozwigzmy zadanie: W roku 1923 Krakéw mial 183,4 tys.
mieszkancéw, a w roku 1939 mial 259,3 tys. Ile ludno$ci miat
przypuszczalnie Krakéw w roku 19317

v Ze wzoru kygz = Ryggy q'° Obliczymy log g = 0,0094, a na-
stepnie ze wzoru kygg = kigoy ¢° Otrzymamy

k1931 - 218,1 tys.

Uwaga. Spis ludnoéci z r. 1931 wykazal 219,3 tys.
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Cwiczenia.*)

178. Do jakiej wysokoéci wzroénie kapital 14 000 zl, zloZony na
8%,./po uplywie 15 lat?
" 174. Do jakiej wysokoéci wzrosnie kapitat 8500 z1, zlozony na 7 0
po uplywie 12 lat?
~ 175. Jaki kapital, zlozony na 4% wzroénie po uplywie 13 lat do
- wysokoéci 16 650,70 z1?
2 176. Jaki kapital, zlozony na 4 %, wzroénie po uplywie 10 lat
: do wysokosci 15 529,70 zl?
- 177. Do jakiej wysokosci wzrosénie kapital 8000 zl, ztozony w banku
na 12 lat, jezeli bank placil w ciagu plerwszych trzech lat 69,, w ciagu
za$ nastepnych dziewigciu lat 59?
178. Do jakiej wysokoéci wzroénie kapital a, lezacy na Y% przez

K] i) (M)
§ 18. Postep geometryczny nieskoficzony zbiezny. 11

Granica ciqgu.

Rozwazmy postep geometryczny nieskoficzony i : g
PR LR (TR W 4 ' '
U U R T R

_przedstawmy wyraz%] ego graficznie, przyporzadkujac im punkty

12 0si liczbowej (rys

(4

n lat, a nastepnie na ¢%, przez m lat? : 9 ,% 1 ,ll, i| }
’ [
179. Pew1en kapital lezal na p9Y, przez » lat, a nastepnie na 1 1 ﬁ ;)
(p + 1)% przez (n + 1) lat i wzrést do wysokosci townej 4. Obliczy¢ 0k A e Z o
Rys. 6.

poczqtkowa warto$¢ kapitatu. ©
180. Bank przyjat sume 50 000 z} jako wkladke na 49, 1 pozyczyl
te sume na 59,. Ile bank zarobil na tym w przeciagu 10 lat?
*181. Masa drewna pewnego obszaru lasu wynosita 3460 m?.
Po uptywie 10 lat, w ciagu ktérych nie bylo wyrebu, masa-drewna
wzrosta do 4776 m3. = Jaka bedzie przypuszczalna masa drewna po
uplywie dalszych 9 lat?

*#1892. Uzasadnié, dlaczego w przykladzie 4 na str. 115 liczba
kig3t musi byé érednia geometryczna liczb kiges 1 k1939 (a nie np.
ich érednia arytmetyczna).

: #183. W roku 1921 Warszawa miala 937 000 mieszkancow,
a w roku 1939 ludno$é¢ Warszawy wynosita 1289 000. W ktérym
roku przypuszczalnie ludnoé¢ Warszawy przekroczyla milion?

Latwo zauwazymy, 2ze punkty odpowiadajace wyrazom
naszego ciagu skupiaja si¢ przy punkcie zerowym. Postaramy
sie zauwazona wlasnos¢ ciagu (41) wyrazi¢ $cistym jezykiem
matematycznym.

Zbadajmy, ktére wyrazy ciagu (41) réznig si¢ od 0 mniniej
xﬁio— Otéz wyrazy : 2, 4, % réznig si¢ od zera oczywis’cie wiecej
niz o F)’ natomiast wszystkie dalsze wyrazy : ; 6 32, G
kie wyrazy ciagu (41), poczawszy od czwartego, réznig si¢ od

1

Zera mniej Niz 0 .

Zbadajmy teraz, ktére wyrazy ciagu (41) réznia si¢ od 0
1 z s o T L T8 ek L (G [ 1 G N D

mniej niz o ;. Ot6z wyrazy. » ¥ o 1o 3 m roinia sie od zera
‘oczywiscie wiecej niz o natomiast wszystkie pozostale wyrazy:

tj. wszyst-

184. Jeéli gaz znajduje si¢ pod stalym ciénieniem, to podnie-

sienie temperatury o 1°C powoduje powigkszenie objgtosci gazu 100’

- ! , tj. wszystkie wyrazy ciqgu (41), poczawszy od

1 ; Gy
—. P i 0 orpbliat ; 128’ 256’ 512
() 573 ewna ilo§¢ gazu przy 0°C pod ci$nieniem normalnym Siédmego, réznia sie od 0 mniej niz o - 100
zajmuje objeto$¢ 1000 litréw. Obliczy¢ objetos¢ tego gazu przy Tak samo przek = :
100° C pod ciénieniem niezmienionym, stosujac wzér k; = k¢, R N R S YA Lo i BN c1qgu s
@ poczawszy od dziesiatego, réznia si¢ od 0 mniej niz o 1000

gdzie ¢ =1 + Gdyby$my w powyzszym rozumowaniu zastapili malg liczbg

273"
By o “ie . 7 . .

B - przez jeszcze maniejsza: mogliby$my si¢ podobnie prze--
*) Przy rozwigzywaniu éw1czenla 173 i nastgpnych nalezy postugiwaé 1000 ) SADNSIY ST R P

sig stosowng tabe]q do obliczania procentéw skladanych lub tez logarytmami.

Za okres kdpxtalxmcp przyjaé jeden rok.

1
10000’
konad, ze wszystkie wyrazy ciagu (41), poczawszy od okreélonego

wyrazu (a mianowicie czterndstego) r6znig sig od 0 mniej niz 0 - 00 5.
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Mozna ogélnie wykaza¢, ze jakkolwiek mala byémy obrali -3 . 'ii q Jf %
liczbe dodatnia ¢, to wszystkie wyrazy ciagu (41), poczawszy od —t J G ,
pewnego wyrazu, r6znij si¢ od 0 o mniej niz &, 4 R’R 70 & L

; ys.

Krécej méwige, mozna wykazaé, ze ciag (41) posiada tg
wlasnoé¢, ze wszystkie dostatecznie dalekie jego wyrazy rozma}
sie ad 0 dowolnie malo.

Rys. 7 i)rzedstawia wyrazy tego postepu na osi liczbowej;
- punkty odpowiadajace kolejnym wyrazom postepu przeskakuja
- naprzemian z jednej strony 0 na druga, lecz zblizaja sie do 0
~ nieograniczenie.

Wlasnoéé te wyrazamy méwiac, ze ciag (41) d a Zy do 0,
albo ma granice réwna 0, i piszemy :
PowstZe przyklady ilustrujg nastepujace twierdzenie, ktére

1 j
o5»—>0, albo: lim - =0 daje sie zupelnie $ci$le udowodnic¢:

o : on

Znak ,,lim* jest skréceniem wyrazu tacinskiego limes (granica). Jezeli —1 < q < —+ 1, wéwczas postgp geometryczny:

(45) R

Rozwazmy teraz postep geometryczny nieskonczony: l
dazy do 0.
(42) G P i e

ztozony z kolejnych poteg liczby rzeczywistej g. [tDowdéd. Niech bedzie dana dowolnie mala liczba do-

~ datnia e. Nalezy wykaza¢, ze wszystkie dostatecznie dalekie wy-

Dla g =1! postep ten jest identyczny z wyzej rozpatrywa- A
g5 BO0ED ] Ll sl e razy ciagu (45) réznia si¢ od 0 o mniej niz e.

nym postepem (41).
Dla ¢ =§ otrzymujemy postep nastepujacy :

;(43) 33 9 27"' <>

Latwo widzieé, ze postep ten dazy do 0; Wyrazy jego szybko
maleja, dostatecznie dalekie jego wyrazy réznia sie od 0 do-
wolnie mato.

. Gyl 1
Otéz, wobec: |g| <1 mamy: ] > 1, czyli: 2] | =144,

- przy czym O oznacza liczbe dodatnia.
Stosujac nieréwno$¢ Bermnoulli’ego dla n =2, 3, 4,

1 y
. mamy: W = (1 + 0)* > 1 + #nd, skad oczywiscie wy-

- nika, ze dla kazdego naturalnego n spelniona jest nieréwnogé:

1 1 1
Dla g = — j otrzymujemy postep nastepujacy W > nd, a zatem takze: |¢* < w5 CZyli: lg"] < s Gdy =
1 1 1 1 I o B : i L 1 1
(44) W s g TR bedzie dostatecznie wielkie \ a mianowicie, gdy » > 2 ) Wow-

Postep ten réwniez dazy do 0; wyrazy jego sa naprzemian
ujemne i dodatnie, dostatecznie dalekie wyrazy réznig si¢ od 0
dowolnie- malo, :

i 1 7’ .
- czas,” jak latwo widzie¢, o bedzie mniejsze niz &, a wiec takze:

|¢"| bedzie mniejsze niz . |
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Wzér (49) wyraza wiec, ze :

19 ilekolwiek dodamy kolejnych wyrazéw postepu i

Geometryczna interpretacja postepu geometrycznego.

Rozwazmy nieskonczony postep geometryczny :
46‘ ‘ | e R | 1
(46) ol

1 utwérzmy kolejne sumy jego wyrazéw (kolejne sumy czesciowe):

‘ ¢0 zawsze otrzymamy sume mniejsza od 1;

i s _} 29) im wiecej wezmiemy wyrazéw, tym mniej suma tych
2 wyrazow réznié¢ sie bedzie od 1; :
s A:} +1 30) jezeli dodamy dostatecznie wielka ilos¢ skladnikéw,
S otrzymamy sume réznigca si¢ od 1 dowolnie mato.
Sg.= . L L L, L Mamy tutaj przyklad pouczajac(‘:y, ze. '.suffr’m dodat'ni’ch skl’adj-
(47) e wikéw nie musi wzrastaé nieskonczenie, gdy ilos¢ skladnikéw rosnie
Lp e 1 ‘mieskornczenie, lecz moze daqiy¢ do granicy  skowiczonej.
i * 4 ® 8 8 16 Bardzo ciekawa jest interpretacja geometryczna wzoru (49):
...... et VY i 0 < " A, Az A A A
v R Rt 1 k| l
sl £ a4 =i g i N AN V____/m_v__ll\q,—l' '
S" == 2 + 4 + 8 + 16 5 + 2ﬂ \Jif l' % 16
................ : " Rys. 8.

Stosujac wzér na sume # wyrazéw postepu geometrycznego Na odcinku O4 réwnym jednemu decymetrowi (rys. 8) od-

otrzymujemy : kladamy odcinek 04, = 12 dem. Nastepnie dodajemy do OA4,
1/ > odcinek 4,4, = ;—dcm; otrzymamy odcinek 04, = (15\—}—_1) dem.
(48)° £03 \2” Sl Do 04, dodajemy odcinek A,ds = 5 Agdy=+ dem; otrzymamy

n oOn
4

‘odcinek 043 = (—;— + % + —;—) dem. Do 044 dodajemy odcinek A4,
‘:%AQA;,: Tis dem; otrzymamy odcinek 0A4=(—1§ —l——z —I——; = 1—16) dcm,
Postepujac tak dalej, posuwamy sig coraz dalej w prawo, nie po-
suwamy si¢ jednak. w nieskoficzonoéé, ale pozostajemy zawsze

po lewej stronie punktu A4, podchodzac zreszta do tego punktu
'dowolnie blisko. ; ¢

2

‘Wynika stad oczywiécie, ze dla # dostatecznie wielkiego suma
s, t6zni si¢ od 1 dowolnie malo. Wyrazamy to méwiac, ze ciag
{s,} dazy do 1 lub ma ‘granice réwna 1, i piszemy :

s, >1 lub lim s, = 1.

Doszliémy wiec do nastepujacego wyniku : Gdy ilo$¢ kolej-
nych wyrazéw postepu (46) rosnie nieskonczenie, wéwczas suma
ich dazy do 1. Wynik ten zapiszemy w postaci nastepujacej:

1 1 1
(49) §+i+§+:1

Przytoczymy jeszcze stynny sofizmat Zenona (greckiego
filozofa z V wieku przed Nar. Chr.) o Achillesie i zétwiu, ktéry
Izekomo sprowadza do absurdu twierdzenie zdrowego rozsadku,
a ktérego analiza prowadzi do szeregu geometrycznego:
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' Zdarzy¢ sie moze, ze ciag {sn} dazy do pewnej granicy skon-
jonej s, gdy # rosnie nieograniczenie, innymi stowy, ze dla dosta-
cznie wielkiego # suma s, rézni si¢ od s dowolnie mato. Mdéwimy
Owczas, ze szereg: :

ay + as +as + .

st zbie zny i liczbe s nazywamy sum g szeregu; piszemy

Achilles nie dogoni z6twia. Przypuéémy,
20lw wyprzedza Achillesa o 20 krokéw i ze Achilles porusza sig
20 razy szybciej od zélwia. Gdy Achilles zrobi 20 krokéw, zolW
posunie sie o krok naprzéd; gdy Achilles zrobi jeden krok, z6l
posunie si¢ o - kroku; gdy Achilles zrobi 35 kroku, z6tw posunie
sie o 4—(1)0 kroku itd. w nieskonczono$¢, wiec Achilles nigdy zétwia
nie dogoni.

Zenon blednie rozumuje, ze droga, jaka Achilles musi przebie R g Oy o s =B
az do spotkania si¢ z zélwiem, jest nieskoficzenie wielka; tym ~ Wyzej wykazaliémy, ze szereg:
czasem droga ta wynosi ilog¢é krokéw réwna sumie szeregu nie TSRS ]
skoniczonego : 20 -+ 1 + 95 + g5 -+ ..., czyli 217 krokéw. P g g g T

przebyciu tej drogi Achilles dogoni ztwia. lorego wyrazy tworza postep geometryczny o ilorazie %-, jest

Mimo tak prostej interpretacji matematycznej jest jednak 'einy i Zze sumgy tego szeregu jest liczba 1.

paradoks Zenona ciekawy z punktu widzenia filozoficznego. Mozna wykazaé, ze kazdy szereg mieskoficzony:

: \‘(52) @ +ag+ag+ ...

: Szg regrgeomstr ey Ml eskonczony zbleiny: torego wyrazy tworza postep geometryczny o ilorazie ¢ takim,
PrzejdZzmy teraz do rozwazan o charakterze ogélniejszym |q| <1, jest zbiezny.

Niech bedzie dany dowolny ciag nieskonczony liczb: ’ Stosujac wzér na sume # wyrazéw postepu geometrycznego

Ay, A9, A3y evvy Ayy oo

¢"—1 i—"¢" ay a,q9"
Sei— @y " T = A

1 napiszmy wyrazenie:
(50) Ay =g e o ey
Wyrazenie takie- nazywamy szeregiem mnieskoi
czonym; liczby: ay, 4@y, a3, ... Nazywamy Wwyrazami
szeregu. : i

Liga s ¢: 1—g¢g

. Wobec zalozenia, ze |¢|< 1, mamy: ¢" - 0, z czego nie
, o i

L VR SR

: 1—¢

. Szereg nieskonczony (52), ktérego wyrazy tworza postep

eometryczny, nazywamy szeregiem geometrycznym.
ozemy wigc powyzsze rozwazanie stre$cié w ten sposéb:

rudno wywnioskowa¢, ze takze: e :
Utwérzmy kolejne sumy czgSciowe:

Si=1

Sy = ay + ag

S3=ay +ay +ag - Szereg geometryczny:
s, =ay +ag +as+ay i 2
a +aq9+a ¢+ ...
. a
el G o R B la kidrego | q | < 1, jest zbieimy, a suma jego wynosi S e 1
PN R R B e e | ¢ jego wy -
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A

*189. Dany jest kat A0B = 60°. - Wykres$lono kolo o promieniu

~Dla \ I T Ly 2k e W B 01 ) 'R styczne do ramion tego kata; nastepnie wykreélono drugie kolo

& (0 mniejszym promieniu), styczne do pierwszego kola i ramion kata;
ZhL(is =t VAL RS E 3 on kata;
Tl nastepnie wykreslono trzecie kolo, styczne do drugiego kola i ramion

(53) a1+“19+ﬂlq +"' 1 q p _‘k 1 kot ty d dgg kot
: . 5 kata itd. Do jakiej granicy dazy: a) suma obwodéw kot; b) suma pdl

By waoi (5?) m:;my ;V‘?C v iy 3 kot, gdy iloé¢ kot rosnie w ten sposob nieskoniczenie?

1 +§ +§ + 57 A et - 190 Na jednym ramieniu kata 45° obrano w odleglosci a od
% wierzchotka punkt 4,; z punktu A, wykreslono odcinek 4,B,; prosto-
156 Sl 1 ?/ padly do drugiego ramienia; z punktu B; lezacego na drugim ramieniu
L 511 8 ST 3 wykregélono odcinek B4, prostopadly do pierwszegp ramienia; z punktu
1 ‘4, na pierwszym ramieniu wykreélono odcinek 4,B, prostopadly do
0315 0,030,003 -2 == drugiego ramienia itd. Do jakiej granicy dazy suma wy7}ej opisanych
3 odcinkow: A;B; 4+ B4, + 4,8, + ..., gdy ilo$¢ odcinkow roénie

FoNs 2 nieskonczenie ?
Cwiczenia. ;

185. Oblicz sumy nieskoficzonych szeregéw geometrycznych:

_ - [H] (M)
a) 124+6+3+ ... € 24+02+002+ ... ;

§ 19. Ulamki okresowe.

4 4 : ;
bysd 3 =+ 9 + ... f) 084032+ 0,128+ ... Utamki dziesietne okresowe.

3 3 ~ Wzér (53) mozemy zastosowaé do zamiany ulamka dziesiet-
o PR T LR 8100 000 0,000 =% nego okresowego na ulamek zwyczajny.

1 1 53 ; ’ A i3 s TR
4 ‘+;+";—Z AT b 1 _p\_/_j g sy Przypomnijmy przede wszystkim w kilku slowach pojecig

‘ulamka dziesigtnego okresowego.

186. Wyznacz postep geometryczny nieskoficzenie malejacy, kt

_ Chcagc ulamek zwyczajny — zamieni¢ na dziesigtny, dzie-
rego plerwszy wyraz WYynost: \ m .

Al s by k=2 w50l d 8 € —2 f) — 10, limy, jak Wi&\_domo, licznik / przez mianownik m. Jezeli dzielenie
a suma dazy odpowiednio do granicy: , konczy sie, otrzymujemy jako iloraz ulamek dziesietny. sk on-
a) 5, b) 6, c) =5, d) 6, e —8, f) —8. csony, np. 15—6 = 0,3125 lub :—0 = 0,175; zachodzi to wtedy, gdy

187. Napisz dana liczbe: et
fa)i, - b)il2; c) —3, d) 8 e —10, f) 2(+/2 -8

w postaci szeregu geometrycznego nieskonczonego, ktérego iloraz odp
wiednio wynosi:

- utamek o jest nieskracalny i mianownik # nie ma innych czyn-

nikéw pierwszych oprécz 2 i 5. Gdy dzielenie nie koficzy sig,
otrzymujemy jako iloraz ulamek dziesietny nieskoficzony
(tz. o nieskoficzonej ilosci cyfr dziesietnych), w ktérym pewna

1 2 3 4 3 S ;
a) l—, by — ¢ —gn d) & € = Do - cyfra lub grupa cyfr stale si¢ powtarza, np.
2 3 3 4 5 AV 2 : :
: ’ e e . ! —~ = 0.66666666 . ..
188. W kwadracie o boku a polaczono $rodki sasiednich bokow, 3
w powstatym kwadracie polaczono znéw $rodki sasiednich bokéw itd 111 —=1).O799I7IT . %
Do jakiej granicy dazy suma obwodéw kwadratéw, gdy ilos¢ kwadra 5" 0'63393333
téw roénie w ten sposob nieskonczenie? S Sare
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Ulamek taki nazywamy utamkiem okresowym, a cyfrg
lub grupe cyfr, ktéra si¢ powtarza, nazywamy }ego o kresem.

7e utamek dziesietny otrzymany przy dzieleniu ! przez m,

oilejestnieskonczony, musitezbytokresowy, widzi- -

my w sposéb nastepujacy : Ot6z kolejne r‘eszty otrzyman’e. przy
dzieleniu / przez m sa wszystkie mniejsze niz m, a zatem ro‘znyc‘h
reszt jest najwyzej m — 1 (reszta 0 jest niem.oihwla, sko'ro dz.1e1e1116
sic nie koficzy). Z tego wynika natychmiast, ze na]dgle] mta
z kolei reszta musi by¢ réwna jednej z reszt poprzedmc'h, a 2
jednakowym resztom odpowiadaja jednakowe cy,fry w .110ra21e,
wiec cyfry te musza od pewnego miejsca powtarzac sig pojedynczo
lub grupami.

Zamiana ulamka okresowego na ulamek zwykty.

Po tych uwagach wstepnych podamy kilka przykl‘ad'(')w za-
stosowania wzoru (53) do obliczania wartoéci ulamka dziesietnego
okresowego,

1. Ulamek okresowy : 0,777 ..., ktérego okresem jest cyfra

7, daje sig, jak latwo spostrzec, napisa¢ W postaci szeregu geome-

; i = el

trycznego nieskonczonego i 7o + 100 = 1000 + ...; wartoéé
tego utamka jest wiec réwna sumie powyZzszego szeregu.

Stosujac wzér (53) otrzymujemy:

7
B
7 7 7 10
T L IS g el T
10 T 100 T 1000 N
k 7
a zatem i O =

9
J
2. Ulamek okresowy : 0,56151515151..., ktéregp okresem
jest grupa cyfr b1, daje si¢ napisa¢ w postaci nastgpujgeego sze-
regu geometrycznego nieskonczonego:

51 b1 51

100 T 10000 T 1000000 © "

126 7

Stosujac wzoér (53) otrzymujemy:
51-7 5 51 %

o | e M L
100 - 10000 + 1000000 RS 1 —1—(‘)6 99 33

e 17

a zatem ; 0,515151 ... = 33

A 3. Ulamek okresowy : 0,7333333333.. ., ktérego okresem jest
cyfra 3, daje sie napisa¢ w postaci nastepujacej: ‘

7 g 3 3 5
16+‘<ﬁ%-+1&3%—ﬂﬁa5+-“;)
Stosujac wzér (53) do szeregu geometrycznego objetego
nawiasem otrzymujemy :

R e TS S e
L 100 Tio00 T 000t T T 50 = 5
5 , 7 o Bore sl
‘azatem; 0,7333...=1—0—}—%=3—0:E

4. Oznaczmy przez A, B, C dowolne cyfry pozycyjnego uktadu -
- dziesiatkowego, czyli dowolne spoérdd liczb : 0, 1, 2, 3, 4,5 6
7, 8, 9. Obliczmy wartoé¢ utamka  okresowego: !

0,ABCABCABC...

’

Ulamek ten mozna napisa¢ w postaci:

1 ABC  ABC ABC
W 7000 000000 T 1000000000 T

przy czym symbol ABC oznacza liczbe trzycyirowa, zlozong z A
setek, B dziesiatek i C jednoéci, tzn.:

ABC=A-100+B-10 +C

+

4

*  Obliczajac sume nieskonczonego postepu  geomet

ryczn'ego
(1) otrzymujemy . ‘ i
ABC ABC
1000 1000 ABC
1.5 089, ./ 999
~ 71000 1000
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Stad reguta: jeieli w utamku okresowym migdzy przecii-
kiem dziesiginym a pierwszym okresem nie ma cyfr obcy.ch, to a?(my
wlamek okresowy moina zamienic na wlamek zwyczajny, biorqe

- Sumujac ten postgp geometryczny nieskonczony zbiezny,
otrzymujemy :

w liczniku jeden okres, a w mianowniku liczbg mapisanq tylu dzie- DE DE
wigthami, ile jest cyfr w okreste. 100000 __ 100000 it DE
' ABC 1 99 99000
Np. 0,ABCABCABC ... = 999 Sk o 100
037 1
0,037037037 ....= 550" = 57 Ostatecznie mamy:

5. Rozwazmy z kolei ulamek okresowy mieszan A tzn.
taki ulamek, w ktérym okres nie zaczyna si¢ bezpoérednio” po
przecinku dziesi¢tnym, np.

0,ABCDEDEDE ... =

ABC | DE _ 99-ABC +DE

0,ABCDEDEDE ! ~ 1000 " 99000 99000 ,
gdzie A, B, C, D, E oznaczaja dowoln;e cyfry pozycyjnego ukladu (100 — 1239 (;?J]:C + DE _ 100- ABCQ:O(I))OE =S AR
dziesiatkowego. ] (

Ulamek powyzszy mozna napisa¢ w postaci :
ABC  DE DE DE
7000 + 100000 T 10000000 T 1000000000
gdzie symbole ABC i DE oznaczaja liczby :
ABC =A-100 +B-10 4+ C
PE=D-:10+E 3
W rozwinieciu powyzszego ulamka okresowego mieszanego
mamy na poczatku wyraz : : !
ABC
1000"
a dalej idzie postep geometryczny nieskofczenie malejacy, ktorego
pierwszy wyraz réwny jest
DE
100000

__ABC00 + DE — ABC _ ABCDE — ABC
99000 iz 99000

Stad reguta: jeieli w ulamku dziesigtnym okresowym migdzy
praecinkiem dziesiginym a pievwszym okresem sq cyfry obce, to w celu
zamiany danego utamka okresowego mieszanego na utamek zwyczajny
nalezy od liczby stojqce; przed drugim okvesem odjaé liczbe stojacq
przed pierwszym okvesem — i to bedzie licznik, a w mianowniku
nalezy wziqcé liczbe napisanq tylu dziewiqtkami, ile jest cyfr w okre-
ie, 1 zakoniczona tylu zerami, ile jest cyfr migdzy przecinkiem
duiesiginym a pierwszym okresem.

| ABCDE — ABC
B Np.  0,ABCDEDEDE ... —
Al D 99000

r Z rozwazan powyzszych wyplywa wniosek, ze kazdy
a ilorazem jest ulamek 100" powyzszy VypLy y

ulamek okresowy jest liczba wymierna.
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Ewiczenia.

191. Zamien nastepujace ulamki okresowe na ulamki zwyczajne:

& 0011, .. b) 3,66...

c) 0,7555... d) 2,373737...

e) 1,02717171. .. f) 0,123123123...
g) 4,999... h) 1,0999...

i) 0,285714285714285714. ..

192. Oblicz wartoé¢ utamka okresowego:
0,AAAAAA...,

gdzie A oznacza dowolna cyfr¢ pozycyjnego ukladu dziesiatkowego.
Zastosuj rozwiazanie w przypadku, gdy A oznacza cyfrg 9.

193. Oblicz warto$¢ ulamka okresowego mieszanego:
0;ABCCCECC. o,

gdzie A, B i C oznaczaja dowolne cyfry pozycyjnego ukladu dziesiatko-
wego.

Zastosuj rozwiazanie w i)rzypadku, gdy A=2, B=4 C=9

194. Oblicz warto$é ulamka okresowego mieszanego:

0,00ABCABCABC...,

gdzie A, B, C .oznaczajq dowolne cyfry pozycyjnego ukladu dziesiatko-

wego.

Zastosuj roiwiqz,anie w przypadku, gdy A=9, B =2, U= 5.

[H] [M]
§ 20. Indukcja zupeina.

Metoda indukcji matematycznej.

W matematyce odgrywa wielkg role pewna metoda dowodu,
znana pod nazwg indukcji zupelnej albo indukcji
matematycznej. Na czym polega istota tej metody,
wyjaénimy nasamprzéd na prostym przykladzie.

Mamy udowodni¢ nastepujace twierdzeniet

Dia kazde) liczby maturalne] n mamy wzor:

n?2 4+ n

14243+ ..+n= 3
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Dowéd: ,
1241
2
20, Zalézmy, ze wzér nasz jest prawdziwy dla liczby natu-

19, Dla # = 1 wzér nasz jest prawdziwy, gdyz: 1 =

ralnej k; wykazemy, ze jest on wowczas takze prawdziwy dla

(8 + 1). Istotmie, jezeli przy pewnym naturalnym £ zachodzi

~ réwnoéé i

ey RO Al

’

- wbéwcezas, dodajac do obu stron tej réwnosci liczbe (& + 1), otrzy-

mamy :
1+2+...+k+v(k+1)\=k“;k

(b + 12 + (5 +1)

2
Otéz z powyzszego (1° i 2°) wnioskujemy, Ze nasz wzdr jest
prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej ». Gdyby bowiem
dla pewnych liczb naturalnych # nasz wzér nie byt prawdziwy,
wéwczas pomiedzy tymi liczbami, dla ktérych dany wzér bylby

+h41=

- falszywy, istnialaby liczba najmniejsza n, (liczba #, bylaby w kaz-

dym razie wigkszd niz 1, gdyz dla # = 1 wzér nasz jest praw-
dziwy). Dla liczby naturalnej # = n, — 1 bylby wiec nasz wzér

jeszcze prawdziwy, a dla n = n, juz falszywy, co jak widzie-

lismy, jest niemozliwe.

Mozemy zastosowana tu zasadg indukcji zupelnej
wystowi¢ w sposéb nastepujacy :

Jezeli mamy pewne twierdzenie T, w ktdrym jest mowa o liczbie
naturalnej n, takie ze:

10, twierdzenie T fjest prawdziwe dla n =1,

20, prawdziwosé twierdzenwia T dla liczby naturalnej k pociaga
za sobq jego prawdziwosé dia (k + 1),

wowczas twierdzenie T jest prawdziwe dla kazidej liczby
naturalnej n. ]
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Przyktady stosowania indukcji matematycznej.

¢ kilka przykladéw stosowania indukeji

Przytoczymy jcszCz

zupelnej.

l. Udowodnimy nastepujace twier dzende:

Dia kaidej liczby naturalnej m mamy wz0r &

12 422 + ...

Dowod :

omd 4 3u? + n

19, Dlan = 1 wzér nasz jest prawdziwy, gdyZ :

9w 183 18-l

90 Zalézmy, ze wzOr nasz jest p

12 =

naturalnej & :

(1)

Mamy wykazaé, ze wzor na
2 kolei liczby naturalnej

2)

12 422+ .

o 9R L L

Ot6z prawa strong réwnosci (2)

s6b nastepujacy:

ok + 13+ 3 (k412 + (R +1)

ok 1 6k + 6k +2 + 3 3k L6k +3+k+1
_/

6

6 .
rawdziwy dla pewnej liczby
ok + 3k% + &

.+ RE= 5

sz jest prawdziwy dla nastepnej

(k + 1), a mianowicie :

ok + 1° + 3k + 1 + (5 + 1)

s

6

mozemy’ przeksztalciC w spo-

6

ok3 + 9k + 13k +6

ok + 3k* 4k T

6

6

243 + k2

+ k

2k3 - 32 &
e

Zgodnie z zalozeniem (1), zamiast mozna pod-

stawié sume :

12422 4 .. k2

W ten sposéb okazuje sie, ze prawa strona réwnogci (2) jest
I16wna stronie lewej, co bylo do okazania.

W mysél zasady indukcji wnosimy wiec, ze wzér nasz
Jest prawdziwy dla kazdego naturalnego #.
Il. Udowodnimy nastepujace twierdzenie :

Liczba 10" —1 jest podzielna przez 9 dla kaidego natural-

1°. Dla # = 1 nasze twierdzenie jest prawdziwe, gdyz liczba
10" — 1 jest oczywiscie podzielna przez 9.

20. Zalézmy, ze nasze twierdzenie jest prawdziwe dla pewne;j
czby naturalnej &, czyli ze liczba 10" — 1 jest podzielna przez 9.
llamy wykaza¢, ze twierdzenie jest takze prawdziwe dla (& + 1).

0t6z, jak latwo spostrzec, mamy :
[ SRR W R A B T — 1),

atem liczba 105+ — 1 jest, jako suma dwéch liczb podzielnych
Eer 9, takze podzielna przez 9.

W mysl zasady indukcji wnosimy stad, ze twierdzenie
lasze ]esr prawdziwe dla kazdego naturalnego .

i Zastosujemy jeszcze indukcje dla dowodu nastepuja-
o twierdzenia :

Dia kazdey liczby naturalnej n mamy nierdwnosé :

e
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Dowobd: Cwiczenla.

195. Udowodni¢ metoda indukcji zupelnej wzér nastgpujacy:
143464+ ... 4+ 2n—1) = #u? 2
196. Udowodnié¢ metody i ji j
3 indukcji zupelnej wzér nastepuj
u ;
B84 . 4m=(1424...+n S

187. Udowodni¢ metoda i ji
h 3 indukecji z i, ze li
fest podzielna przez 6 dla kazdego ngltur;g:ég efg., Rty e

19, Dlan = 1 twierdzenie nasze jest prawdziwe, gdyz 21> L

90 Zalézmy, ze twierdzenie nasze jest prawdziwe dla pewnej
liczby naturalnej . Wykazemy, Ze jest ono takze praWdziwe dla
(B +1).

W samej rzeczy, mnozac obie strony nieréwnoéci 2F > b
przez 2, otrzymujemy

- 198. Udowodni : % i
2k+1 > ok — k + k > k + 1, a WiQC : 2k+i > - + 1. owodnié metOda ll’ldukCJl Zupelne], ze liczba 2%n + 6

Jest podzielna przez 3 dla kazdego naturalnego #.
W my$l zasady indu kcji wnosimy stad, ze nieréwnoéd

199. Uzasadnié nastepuj el nien:
on < zachodzi dla kazdego naturalnego #. gpujace uogélnienie zasady indukeji:

Jezeli mamy pewne twierdzenie T takie, ze:
o : : :
19, twierdzenie T fest prawdziwe dla liczby naturalnej a

20, prawdziwodé twicrdzenia T ]
. dla liczb ] 1
sobg jego prawdziwosé dla (k + lc)z, il

‘wbwczas twierdzenic T jest prawdziwe dla kaidej liczby naturalnej n > a

Uwaga. W§14 wyprowadzili$my wz6r pozwalajacy obliczy¢
nty wyraz postgpu arytmetycznegb, ktérego pierwszy Wwyraz
i réznica sa dane; w podobny sposéb wyprowadzilismy W § 16
wzbr, pozwalajacy obliczyé n-ty wyraz postepu geometrycznego,
ktérego wyraz pierwszy i iloraz sa dane. Jezeli czytelnik uwaznie
przeczyta teraz odnoéne ‘dowody, przekona sig, ze byty one wiasci-
wie réwniez oparte na zasadzie indukcji

Zauwazmy jészcze, iz moze si¢ zdarzy¢, ze pewne twierdzenie
jest prawdziwe dla bardzo wielu kolejnych liczb naturalnych, lecz
nie jest prawdziwe dla kazdej liczby naturalnej. Oto bardzo pou
czajacy przyklad takiego twierdzenia:

Liczba: n? —n + 41 jest liczbg pierwsz 3 (tj. podziel
tylko przez 11 siebie sama).

Dlan=123, ...40 twierdzenie powyzsze jest prawdziwe
jak daje si¢ latwo sprawdzi€. Natomiast dla n = 41 jest on
falszywe, gdyz liczba 412 — 41 + 41, czyli 412 jest liczby zlozong

*

Odkrycie zasady indukciji matematycznej przypisujemy Pas
calowi, wybitnemu filozofowi i matematykowi francuskiemy

z XVII stulecia.
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' J.est pozyteczne wprowadzi¢ réwniez pojecie  wielomianu
stopnia zerowego: przez wielomian stopnia zero-
Wego rozumiemy liczbe stala (a wigc niezalezng od %)

W Wifalomianie niektére wspélezynniki moga by¢ réwne zeru
t21:1. niektére wyrazy moga weale nie wystepowac. I tak np. wielo-
mian 7 stopnia :

ROZDZIAL [V (6) 247 —5x% + 848 — 8y 4 1

Wiel omian y. | Die zawiera wyrazéw b, 4 i 2 stopnia.

b Wif’zlomian z'wykle porzadkujemy wedle malejacych wy-
- kladnikéw potegi mozemy go jednak takze uporzadkowaé wedle
rOSnaccyclh wykladnikéw potegi. Gdy np. wielomian:

(M) ‘

§ 21. Dziatania na wielomianach.
Wiadomosci wstepne o wielomianach.
W rozdziale tym zajmiemy si¢ wielomianami, ktére zawie-
raja potegi jednej tylko zmiennej x, a wigc wielomianami takimi

(7) ¥ — T L %49

uporzqdkujemy' wedle rosngcych wyktadnikd K, X
- wielomian : y ykiadnikow potegi, otrzymamy

jak i
Z;: i +Z (7a) 2+ & — Tx? 4 43
: ax* +bx +c¢ ' i
: s = D’W& W1a:310m1.any, ktére réznig sie co najwyzej porzadkiem
@) a2l e g b -wyrazow., ktorelwugc skladaja sie z tych samych wyrazéw, nazy-
i o e R Wamy rownym i (identycznymi).
itd. Wielomian jest fun k ¢ Ja zmiennej w, ktéra dla kazdego

rz'eczyw]ias‘r;gO % przyjmuje okreélong wartoéé rzeczywista. Wielo-

Miany bedziemy dla krétkosci oznaczali przes - )

‘ ( Zistnd () B

F (x), G (%) itp. ; 5 9
: Jezeli wielor’n’ian F (x) przybiera dla pewnej wartoéci zmien-

Ee.] xX=a wart.osc. rowng 0, to méwimy, ze a jest pierwias t-
lem (lubrple]scem zerowym) wielomianu F (x). I tak

np. liczby 2 i 3 sy pierwiastkami wielomianu :

Zakladamy, Ze zmienna x moze przybiera¢ kazda war-
toé¢ rzeczywista, wspdélczynniki za$ a, b, ¢, d itd. ozna-
czajg liczby rzeczywiste stale.

Jezeli a + 0, wowczas méwimy, ze wielomian (1) jest pierw-
szego stopnia, wielomian (2) drugiego stopnia, wielomian (3)
trzeciego stopnia itd. Ogdlnie wielomian :

—1 -2
(5) Ao =Xt T e a, v
gdzie a, + 0, nazywamy wielomianem #n-tego stopnia. Przez
stopiefni wielomianu rozumiemy wigc najwyzszy
ze stopni wyrazéw wielomianu, przy ktod-
wspoélczynnik nie jest réwny zeru,

F(x)=x* —5x% 4+ 742 _ 35

K. . &+ % =576,
i F(2)=24~5~23—{—7-2‘~’—5-2—f—6=0
i

rym

v F(3):34-5-337‘-7-32—5-3—#620

136
137



Powtérzymy i zarazem uzupelnimy nasze wiadomoéci tyczace
sie dzialan na wielomianach.,

Dodawanie wielomianéw.
Majac dwa wielomiany mozemy utworzyé ich sume, do-
dajac wszystkie ich wyrazy i redukujac wyrazy podobne. Jezelinp.
Ax) = 2% —322 +x —1
B(x) = —x® 482 —3x + 4
wéwczas mamy :
A(x) + B(x) = (x®* —322 +x — 1)+ (—2® + 822 —3x + 4) =
=x% —~3x2 4+ x—1— 2% + 842 —3x +4=>5x2 —2x + 3

W zupelnie analogiczny sposéb tworzymy sume trzech, czte-
rech itd. wielomiandw. ;

Suma wielomiandw jest wielomianem, ktérego sto;ﬁz'ér’z jest

niewigkszy od najwyiszego ze stopni skiadnikiw.

Odejmowanie wielomianéw.

Aby utworzyé réznice dwéch wielomianéw, dodajemy
do wyrazéw odjemnej wyrazy odjemnika ze znakami przeciwnymi
i redukujemy wyrazy podobne. Jezeli np.

A(x) = x> — 2% 4 6x 4 2
Bx) =% —=x + 1

i
wéwczas mamy !

A(x) — B(x) = (0 — 22 +62+2) — (2 —2+7) =
=48 — a2 L 6x+2 —a2tx —T=21a%—242 | Tx —5 "

Réinica wielomiandw jest wielomianem, kidrego “stopien fest

niewigkszy od wyiszego ze stopmi odjemmej i odjemmika.

Mnozenie wielomianéw.

Aby utworzyé¢ iloczyn dwéch wielomianéw, mnozymy
kazdy wyraz jednego wielomianu przez kazdy wyraz drugiego
i otrzymane iloczyny dodajemy. Przy wykonywaniu rachunku
czesto wygodnie jest wyrazy podobne podpisywa¢ pod soba dla
tatwiejszej ich redukcji.
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przez wielomian

Majac np. pomnozy¢ wielomian:
A(x) =% — 222 -2 — 4

B(x) = «* —%.+ 8

mnozymy wyrazy wielomianu A(x) przez %2, nastepnie przez — %
i wreszcie przez 3, podpisujac za kazdym razem podobne wyrazy
pod soba, i przeprowadzamy redukejeg.

Rachunek przedstawia si¢ nastgpujaco:

(x®—2x2+ x5 — 4)-(x2—2x43)
%5 — x4t 4 4% — da?
— x4 4243 —  x% 4 4x

4+ 343 — 642 | 3x —12
x5 — 3t + 64 — 114 + Ty — 12

Mamy wiec : ;
A(x) < B{g) =28 —8at - 62> —1La? - Tx =12

Aby utworzy¢ iloczyn trzech wieclomianéw, mnozymy ktére-
kolwiek dwa czynniki i otrzymany iloczyn mnozymy przez trzeci
czynnik. W zupelnie analogiczny sposob tworzymy iloczyn czte-
rech, pieciu itd. wielomianéw.

Lloczyn wielomiandw jest wielomianem, kidrego stopien fest
réwny sumie stopni poszczegdlnych czynnikiw.

lloczyn czynnikéw liniowych.

Waznym przypadkiem szczegblnym iloczynu jest iloczyn dwu-

mianéw stopnia pierwszego (czyli czynnikéw liniowych).

Jezeli pomnozymy »# dwumianéw pierwszego stopnia:

¥ —dy, X — Gy, e % — G,

‘wéwczas otrzymany iloczyn

Ax) = (¥ —a) (¥ —ap) ... (x —a,)
jest wielomianem #n-tego stopnia. Iloczyn ten przybiera warto§¢
réwna zeru wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z jego czynnikdéw jest

zerem, a wigc gdy x réwne jest jednej z liczbs

@,

Liczby te s3 wiec pierwiastkami wielomiann A(xj.
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Dzielenie wielomianéw.

Jezeli wielomian A(x) jest iloczynem dwéch wielomianéw
B(x) i Q(x), a wiec jezeli:
A(x) = B(x) - Q(x),
woéwczas méwimy, ze wielomian A(x)jest podzielny przez

wielomian B(x), a wielomian Q(x) nazywamy ilorazem
dzielenia A(x) przez B(x)

Dzielenie wielomjanéw objaénimy najpierw na prostym przy-
kladzie.
1. Mamy podzieli¢ wielomian: *)

A(x) = 24 — B2 2% — 15
* przez dwumian: )
B(x) = x — 3.
Rachunek wykonujemy w spos6b nastepujacy:
19, Dzielimy wyraz najwyzszego stopnia wielomianu 4 (x),
tj. 24% przez wyraz najwyzszego stopnia dwumianu B(x), tj. x;
jako iloraz znajdujemy 2x2; znaleziony iloraz 22 MNoZymy przez
dzielnik B(x) i powstaly iloczyn odejmujemy od dzielnej A4 (x)
dostajemy :
(8) A{x) = 24° B(x) = 2% - 2% — 15
Otrzymany wielomian
A4,(x) = 22+ 2x — 15,

ktéry juz nie zawiera wyrazu 3 stopnia, nazywamy pierwsza
reszta.

bl

2% Z reszta A, (x) postepujemy zupelnie tak samo jak po-
przednio z dzielng A(x). A wiec dzielimy wyraz najwyzszego
stopnia reszty A,(x), tj. 2, przez wyraz najwyzszego stopnia

*) Wielomiany 4(x) i B(x) sa tutaj uporzadkowane wedle ma-
lejacych wykladnikéw potegi. Gdyby byly inaczej uporzadkowane,

nalezaloby je dla latwiejszego wykonania dzielenia przede wszystkim tak.
wla$nie uporzadkowad.
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dzielnika B(x), tj. x; znaleziony iloraz x mnozymy przez
dzielnik B(x) i powstaly iloczyn odejmujemy od 4,(x); do-
stajemy:
(9)

Otrzymany wielomian

A () — 55— b}

ktéry nie zawiera juz wyrazu 2 stopnia, nazywamy druga
reszta.
. 3%, Postepujemy, jak poprzednio. Wyraz najwyzszego sto-
pnia reszty A,(x), tj. by, dzielimy przez wyraz najwy.Zszego sto-
‘pnia dzielnika B(x), tj. x; znaleziony iloraz 5 mnozymy przez
dzielnik B(x) i powstaty iloczyn odejmujemy od A4,(x); dosta-
jemy :
(10) A,(x) —5 B(x) =0

Od dzielnej A(x) odjeliémy wige najpierw 24 B(x), nast@pn.ie
% B(x), wreszcie b B (x) i otrzymaliémy jako réznice (ostatnia
reszte): 0. Mamy przeto:
A(x) — B(x) - (25> 4+ x +5) =0

Al —"Bl) (22" -F %= 5)
Ilorazem dzielenia A(x) przez B(x) jest wiec wielomian:

Olw) =2x% -t v -5

Rachunek powyzszy zapisujemy w sposéb nastepujacy:

(4% —Bx2 4+ 2y —15) : (v —3) =222 +x + 5

A, (x) —x B(x) =bx — 15

czyli:

L 943 L 642 — 242 B(x)
+ a4+ 2x —15 ;
= syt 3 ’_xL(x)
+ bx — 15
= bx 15 — 5 B(#)
0

Powyzsze postepowanie przypomina dzielenie liczb natural-
nych wielocyfrowych,

141



2. vPodamy jeszcze taki przyklad dzielenia Wielorﬂianbw:
B —at + %+ T —6x+8): (2 —x +2)=38s"—x+4
— 347 4 8% — 64
B A2 Gy 8

LA et 0y
4 448 — fpl

0

Jezeli wielomian Q(x) fest ilorazem dzielenia wielomianu A(x)

przez wielomian B(x), wowczas stopien jego rdwny jest réinicy stopni

wielomiandw A(x) 1 B(x).

W powyzszych dwéch przykladach dzielenia wielomianéw
otrzymaliémy jako ostatnig reszte 0. Nie zawsze jednak przy dzie-
leniu wielomianu stopnia wyZszego przez wiclomian stopnia niz-
szego . otrzymujemy reszte zero, Objaénimy to na przykladzie
dzielenia wielomianu:

A () = x5 —3x* + 114° — 144* + 21x 4 1
przez wielomian:
B(x) =2 —2x +3

Stosujac wyze poznanej postegpowanie do tych wielomianéw
otrzymujemy:

(#°—32* +-11x° —1422 1215 +1): (4 —2x+3) =2° —2® 46511

— 54244 — 348 —x3B(x)
— A 84 —1422 421541
db b 948 1342 + %?B(x)
+ 6x°—11x2+21x+1
— 6x°4+124*—18% —6xB(x)
4+  F+ 8x+1
—- 24 24—3 —1B(x)
+ bx—2

Ostatnia reszta by — 2 jest wielomianem stopnia nizszego

od dzielnika, nie mozemy wigc naszego rachunku dalej prowadzic,
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- Od dzielnej A(x) cdjeliémy kolejno: x3B(x), —x2B(x), 6xB(x),

1-B(x) i otrzymaliémy jako réinice (ostatnia reszte): bx — 2.
Mamy wigc:

: A(x) — B(x) « (x® — 2% +6x + 1) =5x — 2
czyli

A(x) =B(x) - (8 — 2 + 65 + 1) + (51 —2)

Wielomian #® — 2% 4~ 6x +1 jest tu ilorazem nie-

zupelnym, a bx —2 jest resztg.

Oznaczajac iloraz niezupelny przez Q(x), reszte przez R(x),
mozemy napisaé: .
(11) A(x) = B(x) - Q(x) + R(x)

3. Zastosujemy teraz nasze poétepowanie do dzielenia wielo-
mianu 2 stopnia.

A(x) =242 +3x + 1
przez wielomian 2 stopnia:

B(x) = #* +1
Otrzymujemy :
(222 4+ 3x 1) : (22 4+ 1) =2
— 242 —2
+ 3x —1
Mamy wiec:

242 + 8% +1=(x2+1)-2 + (3x —1)

Iloraz niezupelny jest wiec liczba stalg: 2 (czyli jest wielo-

~ mianem stopnia zerowego), a reszta 3x — 1 jest dwumianem stop-

nia pierwszego.

4. Rozwazmy jeszcze przyklad nastepujacy:
(34% +3x 4+ 5) : (v +1) = 3x

— 3x2 — 3%

+ 5

famy tu:

84 +3x £5=(v+1):3x +5
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Ilorazem niezupelnym jest wielomian (jednomian) stopnia
pierwszego, reszta za$ jest liczba stala 5 (czyli wielomian stopnia
Zerowego).

Powyzsze przyklady prowadza nas do nastepujacego wniosku:

Majac dwa wielomiany A(x) 1 B(x), przy czym stopieh wielo-
mianu A(x) nie jest nizszy od stopnia wielomianu B(x), moina
Snalesé takie wiclomiany Q(x) ¢+ R(x), aby bylo:

(12) A(x) = B(x)- Q%) + R(%)

i aby wielomian R(x) byl stopnia niiszego od stopnia wielomiani
B(x).

Opisane wyzej dzialanie, za pomoca ktérego majac A(¥)
i B(x) obliczamy Q(x) i R(x), nazywamy dzieleniem A(x)
przez B(x); Q(x) nazywamy ilorazem (zupelnym lub nie-
zupelnym), R(x) nazywamy reszta. Reszta R(x) moze byt
w pewnych przypadkach wielomianem stopnia zerowego, czyli
liczba stala, w szczegélnosci moze by¢ takze zerem.

Gdy reszta R(x) jest zerem, wowczas wzor (12) daje sig

napisa¢ w postaci: -
(127) ‘ A(x) = B(x) - Q()
czyli A(x) jest podzielne przez B(x).

Uwaga. Mozna dowieéé, iz dzielenie wielomianéw jest dziala-
niem jednoznacznym, tzn. ze majac dzielna 4 (x) i dzielnik B(x),
mozna w jeden tylko sposob znales¢ iloraz Q(x) i reszte R(x).

Cwiczenia.

900. Dany jest wiclomian:
F(x) = 23 — 2% — % — 3.

Oblicz: F(0), F(—2), F(3), F(\/2).
201. Dany jest wielomian:

F(x) = 8 — 3a% 4 3x — 3,
it
Oblicz: F(1), F@), F(3). F(l +v2)

202. Dany jest wielomian:
F(x) = x*— 6424+ T7.

Oblicz:  F(v/3), F(v/3—v3), F(V/3F+v3)

208. Dany jest wielomian:
Fx) =22 —322 4+ (1 4+4/2) x—1.

Oblicz: F(1/2), F(Q +4/2), F(3—+/2).
204. Dany jest trojmian:

F(x) = 32 4 bx + .
Wyznacz b i ¢ w taki sposob, aby bylo:

F(L) =3, (= 1)i= 0;
205. Dany jest trojmian:

F(x) = ax® + bx + .
Wyznacz a, b i ¢ w taki sposdb, aby bylo:

F) =6, . E@)i=24, : F(3)= 50
206. Dany jest wielomian:
F(x) = %% 4+ ax? 4+ bx + c.

Wyznacz a, b i ¢ w taki sposob, aby bylo:

F(—1) =1, F(2) =13, 1:(12) S __%?

#207. Dany jest wielomian:

F(x) = ax® 4 bx + ¢,

Mo ktorego: F(1) =k+2, F(3) =4k F(—3) =k—2
Wykaz, ze wielomian ten jest stopnia pierwszego.

208. Wykaz, ze liczby 4 i 5 sa pierwiastkami wielomianu:

xt— 92° + 212% — 9x + 20.

209. Wykaz, Ze wielomian:

x4 x4+ 1

posiada pierwiastkéw rzeczywistych.
210. Wykonaj mnozenia wielomianéw:
a) (B—4x2+x—7) (322 —8x+ 1)
b) (22— x\/2 + 1)+ (22 +x0/2+1)

o (% +

1 S L g
—+¥—1—7x+2)‘(x2+1—;/”x+2)
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d (=1 (x—3)(x—3) (x—1)
e) (x—1)- (2 +oar g2 + x4 1)
f) (x—a) (v +ax—t 4 2an—2 . + a—lx + an)
211. Wykaz, Ze pierwiastkami wielomianu:
F(x) = (x—1) (x — 2) (x—3) (x —4
sg liczby: 1, 2, 3, 4. : ?
£12. Wykaz, ze pie_rwiastkami wielomianu;
F(x) = (2 —1) (Bx —1) (4x—1)
sq liczby: 3 1. I '
R13. Wykaz, ie jedynym pierwiastkiem wielomianu
! Flz) =(x—5) @+ 1) (s +1) (88 +1)
jest liczba 5.
214. Wielomian:
ey =i —") S (r—f)?
sprowadZ do postaci: ax? -+ bx + ¢,
215. Wielomian:
F(x) = (x — ky)® + (x — k:g)g‘—l— v (x— k)3
sprowadZ do postaci: ax3 + b2 + cx 4+ d.
216. Wielomian:
P =(@—a) x—p) (x—y)
daje si¢ sprowadzié¢ do postaci: x® 4 px2 + gx -+ 7.
WyraZz p, ¢, » przez q, B, y.
217. Wielomian:
 Fw=(i—a) k= f) (x—y) (r—0)
daje si¢ sprowadzié¢ do postaci: x* 4 px3 4+ ga? 4 rx + 5.
Wyraz p, q, », s przez a, B, y, 0
218. Wykonaj dzielenia wielomianéw:
a) (x""—3x3-|-3\:2 dx 4 3) : (x — 1)
2 —xt — 743 4 842 + 63— 2) : (x — 2)
x“ —2x3 — 622 4 1510 —€) : (x —2)
3x' —8x3 4 4x 1) : (?x—{- 1)
(425 — 11a% + 1043 - 42 — 74 + 3) : (4x —3)
) (BA4a2—1222 472 —1): (2 +4x—1)
(%% + 622 — x + 30) : (22 — x 4 5)

> + ("_kn)2
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h) (45 +2x3-2x2+x—2) (22 x+2)
i)(‘0+4x8+2x6—|—x’*+3x2+1) (224 1)

i) (8x% 4 828 — x® 4 22+ 3) : (Ex3 — x4 3)

k) (8x% + 423 + 222 —3x — 2) : (423 + x —2)

D B—Yetix—3H:x—7

m) (x6+4x5—|—6x"+8x3—|-10x~—|-2x—4) (2% + 4)
n) (423 + 452 —3x—3): (2x +1/3)

0) (x®—24/2x% + 3x —1/2) C(x—4/2)

p) (®—ax2—ax+ a? :(x—a)

q) [#®—ext 4+ 728 —322 4 (a4 1)x—al:(x—1)
r) (#19 —2x18 —3x17 + x4 1) : (x4 1)

s) (am+1—2x" —3x-14 x4+ 1)1 (x+ 1)

t)

[6x4 + 23 + (Ba — 1) ¥ 4 a?] : (2#* + % + a)

. 219. Wykonaj dzielenia wielomianéw:

(x\'3+4x2——5x—-—3) (% + 2)
— 63+ 2+ +17):(x—D5)

12x% — 7x3 — 3142 + 11x + 14) :

(*

% 452 — x — 8)
(x7—|-3x5——2x"—|—3x3+ ¥+ 1):

(

(

(

(
(2% 4+ 22 — 2)
x12_x7_x5+ x3+ ) (x7_1)

2% — 71962 - 31x+7) t(x—4

%3 — 3aac2 + 4a%x — a®) : (x — a)

[8x4 + 24° + (@ —4) 22+ ax + 3a] : (22 + ¥ —1)
(% +2) : (x + 1)

(29 — 327 + 225 4 22 + 1) : (a2 —1)

(an+4 —3an+2 4 227 + 22+ 1) : (a2 —1)

(n oznacza tu liczbe naturalng wigksza od 2).

BB BN SRS SR

o

—
=Sl

220. Wykonaj dzielenie:

(6% — 822 + x + a) @ (x — 2).

. Dla jakiej wartoéci a otrzymujemy reszte réwng 07
~ 221, Wykonaj dzielenie:

(%% + 8x3 + ax® + bx + ¢) : (x® 4 62% + 6x.—1— 2).

222, Wykonaj dzielenie:
- (ax® + bx® + 1) (22— 2x 4 1).

1045 — Ox% 4 023 +- 322 —x + 8) : (22 —x + 1)

~ Dla jakich wartoéci a, b i ¢ otrzymujemy przy kazdej wartosci x
esztg rowna 0?

" Dla jakich wartoéci a i b otrzymujemy przy kazdej wartosci %
eszte rowna 07
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#223. Wykonaj dzielenie:
(28 4 px® + gx +7) : (32 + 2px + ).
Jakie warunki musza spelniaé¢ liczby #, ¢, 7, aby przy kazdej war-
todci x reszta byla réwna 0?

224. Udowodnij twierdzenie:

Jeseli wielomian A(x) jest podzielny przez wielomian B(x), a wie-
lomian B(x) jest podzielny przez trzeci wielomian C(x), wéwczas wielo-
mian A(x) jest podzielny przez wielomian C(x).

225. Udowodnij twierdzenie:

Jezeli wielomiany A(x) i B(x) sq podziclne przez wielomian C(#),
wowczas iloczyn A(x) - B(x) jest podzielny przez [C(x)]2

226. Udowodnij twierdzenie:

Jezeli wielomiany A(x) © B(x) sq podzielne przez wielomian Gl
wowczas suma A(x) + B(x) oraz réimica A(x) — B(x) sq podzielne

przez C(x).

(M)

§ 22. Podzielnoéé wiclomianu P(x) przez (x —a).

Niech bedzie dany wielomian F(x) oraz dwumian stopnia
pierwszego: x — a. Dzielac wielomian I'(x) przez x — a otrzy-
mujemy jako iloraz wielomian Q(x), ktérego stopici jest o 1 niz-
szy od stopnia wielomianu F(x), oraz reszte, ktéra jest wiclo-
mianem stopnia zerowego, czyli liczba stalg. Jezeli reszte ozna-
czymy przez R, mozemy napisac:

(13) Fx) = (x — @) Q%) + R
Podstawiajac ¥ = a otrzymujemy :
(14) Fla) =R

Reszta otrzymana przy dzieleniu wielomianu I'(x) przez x—a
jest véwna F(a), tj. wartosci, ktdrq wiclomian F(x) prayliera dia
% = a.

Jezeli w szczegélnoéci wielomian F(x) jest podzielny
przez x— a, wéwezas reszta R = 0, a zatem w myél (14): F(a) = 0,
czyli a jest pierwiastkiem (miejscem zerowym) wiclo-
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mianu F(x). Odwrotnie : jezeli a jest pierwiastkiem

(miejscem zerowym) wielomianu F(x), wéwczas F(a) = 0, czyli,

w my$l (14): R = 0, a zatem wielomian F(x) jest podzielny przez
% — a. Udowodniliémy wiec nastepujace twierdzenie:

Na to, aby wielomian F(x) byl podzielny przez dwumian pierw-
szego stopnia x — a, potrzeba 1 wystarcza, aby liczba a byla pier-
wiastkiem wielomianu F(x).

Przyktady:
1. Obliczyé reszte otrzymana przy dzieleniu wielomianu:

F(x)y = o — 3t 4+ 2% - 42 —'x. +.5
przez dwurnian :

» x — 2.
Oznaczajac szukang reszte przez R, mamy:

R=F(2)=20— 3«28 288 P2 ~—2 L5
a wiec: ' R="1.

2. Zbadaé, czy wielomian:

F(%) = »* — 124%> — 135 — 12
jest podzielny przez dwumiany:

x—4, x—3, x4+ 3, x + 4
Musimy zbada¢, czy liczby: 4, 3, —3, —4 sa pierwiastkami
wielomianu F(x). Podstawiajagc w tym wielomianie zamiast x
kolejno wartoéci: 4, 3, —3, —4, mamy:

F4)=4*—12-42—-13-4—12=0

F3)=3—12-32—-13:-3—12=—178

F(—3)=(—3%*—12-(—3)?2—13:-(—3)—12=0

F(—4) = (—4)*— 12+ (—4)> — 13- (—4) — 12 = 104
Liczby 4 i —3 sa wigc pierwiastkami wielomianu £(x), liczby
za$ 3 1 —4 nie sa pierwiastkami tego wielomianu. Wielomian

- F(x) jest zatem podzielny przez dwumiany: x — 4ix + 3,

natomiast przez dwumiany: x —3 i x + 4 nie jest podzielny.

14)



~ Niech bedzie dany wielomian F(x) i zalézmy, ze wielomian
ten jest podzielny zaréwno przez x — a, jak i przez x —f, przy
czym a i B oznaczaja liczby rézne od siebie. Latwo wykazaé, ze
wéwczas wielomian F(x) jest podzielny takze przez iloczyni
(x —a) (x —A).

-W samej rzeczy, wobec podzielnoéci F(x) przez x — a, mo-

Zemy napisac:

(15) F(x) = (x —d) Q(x),
gdzie Q(x) jest pewnym wielomianem, stopnia o 1 nizszego od
wielomjanu F(x). Wobec podzielnoéci F(x) przez x —B, jest
liczba g pierwiastkiem wielomianu F(x). Mamy zatem:

E(f) =0, czyli (6 —a) Q(B) = 0. 5
Poniewaz B —a # 0, musi byé: Q(f) = 0, czyli liczba f
jest réwniez pierwiastkiem wielomianu Q(x). Z tego wynika oczy-

wicie, ze wielomian Q(x) jest podzielny przez x —p. Mozemy
wigc napisac:

(16) Qx) = (# —B) O1(2),
gdzie Q,(x) jest pewnym wielomianem, stopnia o 1 nizszego od
Q(%).
Biorgc pod uwage (15) i (16) otrzymujemy:
17) F(x) = (x —a) (x —B) Q1)
a wiec wielomian F(x) jest podzielny przez (¥ — a) (x — B).
Za pomocg rozumowania zupelnie analogicznego do powyi—
szego udowadniamy nastepujace twierdzenie ogélniejsze:
Jezeli wielomian F(x) jest podzielny przez kazdy z dwumiandw
prerwszego stopmia:

e T s T e e e (0
przy cxym: ay, ag, ..., a, Sq liczbami réimymi od siebie, wow-
czas wielomian F(x) fest takie podzielny praez iloczyn:

(4 —a) (5 —d) ... (5 —a,)

Z twierdzenia tego skorzystamy w § nastgpnym,
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b

a) x—

przez dwumiany:

a) ¥ —

a) ¥ —

a) e

ptzez dwumiany:
a) ¥x—1

przez dwumiany:

a) ¥+ 1

- przez dwumiany:

1

1

przez dwumiany:

1

przez dwumiany:

a) x—\/§

2

Cwiczenia.

243 — 3x2 | 5x — 2

b) x4 2

1
c) x— =

b — 3 T2+ x—9

2

c) x—3

16x% |+ 8x3 1+ 2942 + 16x — 6

b) x—-%—

b) x‘—’——\/g

b) x—2

) v+ 3

e) x+42

c) x—a

B x2—Tx43

b) x——l—:

/2

233. Zbadaj, czy wielomian:

c) x+ 3

dxt — 843 4 T2 —8x 4 3

- jest podzielny przez dwumiany:

~b) x—'—;

c) x4+ 6

_£27. Oblicz reszty otrzymane przy dzieleniu wielomianu;

d) r—3

228. Oblicz reszty otrzymane przy dzieleniu wielomianu:

o d) x4 5

229. Oblicz reszty otrzymane przy dzieleniu wielomianu:

d) x4+ 2

230. Oblicz reszty otrzymane przy dzieleniu wielomianu:
W — 24 43— 322+ 2 + 10

d 43

' 231. Oblicz reszty otrzymane przy dzieleniu wielomianu:
243 — (2a + 1)x% + (a + 3) x — 3a

d) x— 2a

232. Oblicz reszty otrzymaﬂe przy dzieleniu wielomianu:

d) x+(/2-1)

d) x+%
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234. Zbadaj, czy wielomian

1548 — 845 |- 1644 — 843 + 16x% —8x 4 1
jest podzielny przez dwumiany:
a) x—3 b) x—1% e R e d x—1
235. Zbadaj, czy wielomian
— 22x2 4 71x 4 238
jest podzielny przez dwumlan}
a) x—5 b) x—17 c) x—17 d) x4 2
286. Zbadaj, czy wielomian:
¥ — 1742 — 60
jest podzielny przez dwumiany:
a) x—1/2 b) x+1/2 ) x—2v/5 d) x+2V/3

237. Zbadaj, dla Jakiej wartodci & wiclomian:
Cox—2xt L B 9,2 +x+k
Jest podzielny przez dany dwumian:
a) ¥—1 b) x 41 c) x—2
238. Dla jakich wartodci % i / wielomian:
2t — 3% — 242 kx+l
Jest podzielny przez iloczyn:
(x——l) (x—-3).
239. Dla jakich wartos’ci k, I i m wielomian:
—3x% - kx? L lx 4+ m
jest podzielny przez 110(:2}n
(x+1) (x—2) (x —4)?
240. Dla jakich wartosci £ wielomian:
43 4 k22
Jest podzielny przez (x—2)?
241. Wykazaé, ze wielomian:
»—1 (n

d) x+2

dkx — 5

jest podzielny przez (x —1).
242. Wykazaé, ze wielomian:

x4 1
jest podzielny przez (x + 1),

natomiast nie jest podzielny przez (x ++ 1), gdy » jest liczba naturalng
parzystq.
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: dowolna liczba naturalna)

gdy n jest liczba naturalna nieparzysta,

3 243. Wykazaé, ze wielomian: '
1 X — ar (n : dowolna liczba naturalna)
est podzielny przez (x — a).

- 244. Wykazaé, ze wielomian:
k- x2n—1 -4 a2n—1
est podzielny przez (x + a).

245.

(n : dowolna liczba naturalna)

Wykazaé, ze wielomiany:
a) px®+ gx® + gx + p
b) px' 4 gx® —gx—p
c) px® 4 gxt +rx® + a4 qx 4+ p
d) px® 4 gx® 4 rxt —rx2—gx —p
4 podzielne przez (x + 1).
~ 246. Wykazaé, ze wielomiany:

a) pa® + gxt — qx — p

b) pxt+ g2 —gx—p

c) px° + gxt - rad — a2 —gx—p

d) pab 4 gx® + rat — a2 —qgx—p
sg podzielne przez (v — 1).
*247. Pewien wielomian F(x) daje przy dzieleniu przez (x — 1)
reszte 2, a przy dzieleniu przez (x — 2) reszte 5. Jaka reszte otrzy-
mamy przy dzieleniu tego wielomianu przez iloczyn: (x—l) (x—2)?
 Wskazéwka. Dzielgc F(x) przez wielomian drug1ego stopnia:
Z—1) (x — 2) otrzymu]emy jako iloraz niezupelny pewien wielomian
Q(x) oraz jako reszt¢ pewien wielomian ksztaltu: kx + /. Mozemy
wowczas napisac:

F(x) = (x—1) (x —2) Q(x) + kx + L

*248. Pewien wielomian F(x) daje przy dzieleniu przez (x — a)
reszte p, a przy dzieleniu przez (x — b) reszt¢ ¢. : _
Jaka reszte otrzymamy przy dzieleniu tego wielomianu przez
tloczyn: (x —a) (x — b)? (Zakladamy, ze a + b).

249, Wyznaczy¢ liczby wymierne k2 i [ w taki sposob, aby

x4+ 242+ kx 1
byl podzielny przez (x — 1/ 2).

-

. Wyznaczyé¢ liczby wymierne % i I w taki sposéb, aby

' %3 + 222 4 hx + 1
byt podzielny przez (x — ) 3).
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§ 23. Przyktady rozktadu wielomianu na czynniki
liniowe i kwadratowe,

O pierwiastkach wielomianu.

Réwnanie:
(A8} agh® 4 a0 a2 G- + a, 4% +a, =0,
gdzie wspélczynniki a,, a;, a,, ... a, s3 dowolnymi liczbami
rzeczywistymi, przy czym a, + 0, nazywamy réwnaniem
algebraicznym ntego stopnia.

Rozwigzaé réwnanie algebraiczne, to znaczy znaleZé
wszystkie wartoéci niewiadomej #, ktére spelniajg réwnanie. Pier-
wiastki réwnania (18) s3 wiec identyczne z pierwiastkami wielo-
mianu:

F(z) =ay" 4+ a,2" 4+ ap2* 2 ... +-a, % +a,

Przede wszystkim zajmiemy si¢ pytaniem, ile pierwiastkéw

rzeczywistych posiadaé moze wielomian #-tego stopnia.

Dwumian pierwszego stopnia (liniowy):
ax +b (a+0)
posiada dokladnie jeden pierwiastek, gdyz réwnanie:

ax +b=0
spelnione jest przez jedna i tylko jedng warto$¢:
b
X=——
a

Ioé¢ pierwiastkéw rzeczywistych tréjmianu drugiego stopnia
(kwadratowego): ;
ax® +bx +¢ (@ # 0)
jest, jak wiemy, zalezna od znaku wyréznika b2 — 4ac, a miano-
wicie:

1) gdy wyréinik jest dodatni,

tréjmian posiada 2 rézne pierwiastki,
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2) gdy wyréznik jest zerem,
tréjmian posiada 1 pierwiastek,
8) gdy wyréznik jest ujemny,
tréjmian nie posiada pierwiastka.
Mozemy wigc powiedzieé, ze tréjmian drugiego stopnia po-
siada co najwyzej dwa pierwiastki.

Udowodnimy nastepujace t wierdzenje ogolniejsze1

Wielomian n-tego stopmia posiada co najwyzej n réinych ﬁer-

. wiastkéw.

" Dowé d.- Niech bedzie dany wielomian n-tego stopnia F(x)
i zalézmy, ze wielomian ten posiada & réznych 'pierwiastkéw:
%, 0, ... a,. Wielomian F(x) jest wéwczas podzielny przez kazdy
z dwumianéw stopnia pierwszego:

¥—0, X—0y, ... x—a,
a zatem takze przez ich iloczyn:
(#—a) (% —a) ... (5 — @),

Mozemy wiec napisaé:
Fx) = (x—a) (* —ap) ... (x — @) O(x),

przy czym Q(x) jest pewnym wielomianem stopnia n — k. Uwzgled-
niajac, ze stopien wielomianu Q(») nie moze byé nizszy od 0,
otrzymujemy
n—k>0,

k< m.

Udowodniliémy tym samym nasze twierdzenie,

skad;

Wielomian ztozony z czynnikéw liniowych.
Rozwazmy wielomian n-tego stopria ;
F(X) = apx" a5 g

i zalézmy, ze wiclomian ten posiada # réznych pierwiastkéw

P iy Y M
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Z zalozenia tego wynika, ze wielomian F (x) jest podzielny
przez iloczyn:

(19) (* —a,)
Poniewaz iloczyn (19) jest takze wielomianem n-tego stopnia,
wigc iloraz otrzymany przy dzieleniu F (x) przez ten iloczyn jest

wielomianem stopnia zerowego, czyli liczbg stala. Oznaczajac te
liczbg przez ¢, mozemy napisaé:

(20)
lub tez:
@) @ +a x4 a, = c(x—q) (2 —ag) ... fxita)

Wyraz n-tego stopnia wielomianu napisanego po lewej stronie

(21) jest réwny ayx”, a wyraz n-tego stopnia wielomianu napisa-

nego po prawej stronie (21) jest, jak latwo zauwazy¢, réwny ¢ x”.

Poniewaz oba wzmiankowane wielomiany sa réwne (identyczne),

czyli skladaja si¢ z jednakowych wyrazéw, wigc: ¢ = a,. Uwzgled-
njajgc to, mozemy ostatecznie napisaé :

(22) agx" +a,x! + ..

(* —ay) (x — ay)e...

F(x) =c(x —a) (x —a,) ... (* —a,)

4 —]‘—(l”:llo (x _al} (x“‘az) R0 (x_an

Roztozylismy wiec wielomian (18) na % czynnikéw stopnia
pierwszego (liniowych)

Jeieli wige wielomian n-tego stopnia posiada n réinych pier-
wiastkow, to mozemy go przedstawié w postacy tloczynu n réinych
czynmikdw stopnia pierwszego.

Przyktady:

L. Tréjmian stopnia drugiego:

3x2 —Tx 42
posiada, jak tatwo obliczy¢, dwa pierwiastki:

4i
2,

Mozemy zatem napisaé:
3 — T +2=38(x —3) (v —2) = Bx — 1) (x — 2)
2. Wielomian stopnia trzeciego:
%% — 622 + by 4 12
posiada, jak latwo sig¢ przekonal, trzy pierwiastki: — 1, 31i4
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Mozemy zatem napisaé:

2% —6x% +5x 412 = (x + 1) (x — 3) (x — 4)
Mierozktadalne czynniki kwadratowe.
~ Rozwazymy jeszcze kilka przypadkéw rozkladu wielomianu
na czynniki:
1. Wielomian stopnia trzeciego:
EE) X% — 222 + 2% — 1
posiada, jak latwo si¢ przekonad przez pedstawienie, pierwiastek :
#= 1. Wielomian ten jest wiec podzielny przez dwumian (2-—=1);
Wykonujac odnoéne dzielenie otrzymujemy iloraz: x2 — x 4 1.
. Mamy wiec:
(24) 22— 2% + 2% —1=(x —1) (x2 —x 4+ 1)

. Tréjmian #? —x + 1 nie daje si¢ rozlozy¢ na czynniki
stopnia pierwszego, poniewaz jego wyréznik jest ujemny, a zatem
frojmian ten pierwiastkéw rzeczywistych nie posiada. Rozlo-
zylismy wiec wielomian (23) na dwa czynniki, z ktérych jeden
Jést stopnia pierwszego, drugi zad stopnia drugiego. Ze wzoru
(24), ktoéry ten rozklad przedstawia, latwo wywnioskowac, ze
edynym pierwiastkiem wielomianu (23) jest liczba 1.

2. Wielomian:
(25) 23 — Tx% + 16x — 12
osiada, Jak mozna si¢ przekonaé przez podstawienie, pierwiastek:
%= 3. Wielomian ten jest wigc podzielny przez dwumian (x —3);
Wykonujac odnodne dzielenie otrzymujemy iloraz: x* — 4y - 4.
Mamy wiec:
(26) %% — %% - 162 —12 = (x — 8) (2 —4x + 4)
Tréjmian x* — 4x + 4, ktérego wyréznik jest 0, daje sie
tozlozy¢ na dwa réwne czynniki stopnia pierwszego; w samej
1Zeczy
2 —dx 4= (x— 22

) 15
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Biorac to pod uwage, mozemy napisaé:
(27) ¥ —Tx® + 16x — 12 = (x — 3) (x — 2)?
Rozlozyliémy wigc wielomian (25) na trzy czynniki stopnia
- pierwszego, z ktérych dwa sg jednakowe. Ze wzoru (27), ktéryg

ten rozklad przedstawia, latwo wywnioskowa¢, ze wielomian (25)
posiada dwa rézne pierwiastki: 3 i 2.

- Powyisze przyklady ilustruja nastgpujgce twierdzenie, ktére
daje sie zupelie $ciéle udowodni¢:

Kazdy wielomian stopnia trzeciego i wyiszego daje sig roztoiyd
a czynniki stopnia pierwszego lub drugiego.

Twierdzenie to nalezy do najbardziej zasadniczych wynikéw
auki matematycznej; nazywamy je twierdzeniem pod-
stawowym algebry. Dowéd tego twierdzenia wymaga
stosowania glebszych érodkéw analizy matematycznej i dlatego
tez go pominiemy. Pierwszy dowéd tego twierdzenia podat Karol
Fryderyk Gauss, jeden z najznakomitszych matematykéw
zas6w nowozytnych, w swojej rozprawie doktorskiej w roku 1799.
Wroku 1816 G a uss podal jeszcze dwa inne dowody twierdzenia
podstawowego. Inne wreszcie dowody pochodzg od Cauchy’ego,
Weierstrassa, Lipschitza i Gordana, znako-
mitych matematykéw XIX stulecia.

3. Wielomian stopnia czwartegoi

(28) ! x* 4 942 1+ 25
przybiera dla kazdego x wartoé¢ dodatnia, nie posiada wiec zadnego
pierwiastka rzeczywistego i nie mozemy go przeto roziozyé ni
czynniki stopnia pierwszego (liniowe). Mozemy go jednak z laf:
woscig roziozy¢ na dwa czynniki stopnia drugiego (kwadratowe)
jak poucza przeksztalcenie:

x4 4 922 + 25 = (x* 4 1042 + 25) — 2% = (x% + 5)2 — 42

= (2 4+5—2%) (22 +5+ %)
Poniewaz tréjmiany: =« —x +5 i 22 + x + 5 dalej roz
tozy¢ si¢ nie daja, mamy ostatecznie: ’

(29) ¥ 4+ 94% 25 = (42 — x + b) (#* + x + D)

4, Wielomian stopnia piagtego:

(30) 2 — 4243 — 222 4 x —1
posiada, jak tatwo si¢ przekona¢, pierwiastek: x = 1. Wielomia
ten jest podzielny przez (¥ — 1); wykonujac odnoéne dzieleni
otrzymujemy iloraz: x? 4 2x% 4-1. Mamy wiec:

(31) 22 — x* +2x0% —2x2 + 2 —1=(x —1) (x* + 24° +1

Wielokrotne pierwiastki wielomianu.

Jezeli w rozkladzie wielomianu F(x) na czynniki wystepuje
ezynnik (¥ — a), wowcezas liczba a jest, jak wiemy, pierwiastkiem
wielomianu F(x). Jezeli w tym rozkladzie czynnik (¥ —a) wy-
stepuje jeden raz, méwimy, ze a jest pierwiastkiem pojedy n-
tzym wielomianu F(x); jezeli czynnik (¥ — o) wystepuje dwa
fazy, méwimy, ze a jest pierwiastkiem podw éjnym wielo-
mianu F(x); jezeli czynnik (x — a) wystepuje trzy razy, méwimy,
a jest pierwiastkiem potré6jnym wielomianu F(x) itd.
fozemy ogélnie okreslic :

Jezeli w rozkladzie na czynniki wielomianu F(x) czynnik
(#—0a) wystepuje %k razy, jezeli wicc wielomian
F(r) jest podzielny przez (x —a)f, natomiast
lie jest podzielny przez (x —a)ft!, wéwczas méwimy,
e liczba a jest k-krotnym pierwiastkiem wielo-
mianu F(x).

Przyktady: :

. 1. Wyzej rozpatrywaliémy rozklad wielomianu (25) na
zynniki. Otrzymali$my: )

‘ 2 — 72 + 163 —12 = (x —3) (x — 2)?

czyli 3
(82) 45—t 22 —222 4 x —1=(x —1) (s + 1)2
Czynnik kwadratowy: x®> + 1 nie daje si¢ roztozy¢ na cz :

niki stopnia pierwszego. Rozlozyliémy wigc ostatecznie wielomial
(30) na trzy czynniki: jeden liniowy i dwa kwaaiatuwe,
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Liczba 3 jest wiec pierwiastkiem .pojedynczym, a liczba 2
pierwiastkiem podwéjnym tego wielomianu.
2.WMmMmx“HW—ﬂﬁ—ﬁm—3®ﬁmqﬂhmo
sprawdzié, roztozy¢ na czynniki w sposéb nastc;pu]a}cy. i
x5 4 334 —8x2 — 9y —3 = (x + 1)% (¥ +4/3) (x — \/3_)
Liczba —1 jest wiec pierwiastkiem potréjnym, a liczby: —4/3
i4/3sa pierwiastkami pojedynczymi tego wielomianu.

Cwiczenia. ‘
951. Rozl67 nastepujace wielomiany na czynniki:
a) 22 —30x + 112 b) 6x2—13x + 6

3.0 42 90x
c) Tx2—20x —3 d) « &
e; x* — 13x% + 36 f) x*—272*+ 50 9
g) 2t —10x2+ 25 h) #t—(1+ @)+

959. Rozléz nastepujace wielomiany na czynniki:

a) % — b2+ 17x b) «x*+4 8x%+ 16
¢) #1322 — 28 d) 3xf 4 42+ 1 2
e) x4 — ! f) -+ (B—2)2"—2k

953, Kazdy z nastgpujacych wielomianéw rozl6z na czynniki,

majac dany jeden jego pierwiastek a:

a) «8—14x% 4 43x — 30 te. =4

b) 523 — a2 —14x—38 (@ = —=1}

c) 23 —104% 4 32x —32 (a=2) i

d) 248 + 2142 4 60x + 25 (a=—13)
e) —2% 4+ x—36 g4

f) P—3x — 38402 +2x—6 (a=3)

g) x4 2% —16x —32 (¢ = —=2)

954. Kazdy z nastgpujacych wielomianéw rozléz na czynniki,

majac dane dwa jego pierwiastki a 1 f:
a) 6x% 4 4143 4 3622 — 89x +30 (a
—56  (a
b) x*—3x3 —53x%+ 1llx :
c) xt—24%2 —1llx —30 (a=—2 B=+3)

—3, f="18

Il

I
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jest liczba 2.

wielomianu:

plerwiastkiem wielomianu:

+1, 8=+88

255. Rozl6z nastepujace wielomiany na czynniki:

a) ¥+ 24219 b) x* - 7x% - 16 c) xt 3x%2) 25
Wskazéwka: 2424249 = (2} 4-6x24-9) — 442 = (x24-3)2—(2x)2,
256. Sprawdz nastepujace tozsamodei:

a) ©+ 2=+ x V20242 (22— 5 V242 + /3

b —1= b IV e LV

: 1 5 6 —
) #Hl=r e — TV VL,

257. Wykaz, ze jedynym pierwiastkiem rzeczywistym wielomianu:
%0 — 358 L v— 3

jest liczba 3.
258. Wykaz, ze jedynym pierwiastkiem rzeczywistym wielomianu:
x5 — 244 4 343 — 622} x — 2

- 259. Wykaz, ze wielomian:
' a6 — x4 1 3323

.osiada tylko dwa pierwiastki rzeczywiste: — 1 i 1.

260. Wykaz, ze liczba 1 jest potréjnym pierwiastkiem wiclomianu:
‘ %% —3x 4 #8 + 52— 6x - 2.
Znajdz pozostale jego pierwiastki,

261. Wykaz, ze liczby 5 1 —1 sa podwéjnymi pierwiastkami
%t — 843 + 62 - 40x - 25.

@62. Wyznacz p i ¢ w taki sposob, aby liczba 2 byta podwéjnym

X3 4 4x® + px | q.

~ *263. Udowodni¢ twierdzenie:

Jezeli wiclomian x3 + px 4 ¢ posiada pierwiastek podwijny, wiw-

&+ (B -
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[M]
§ 24. Pierwiastki wymierne réwnania algebraicznego
o wspotczynnikach catkowitych.

Zajmiemy sie teraz réwnaniami algebraicznymi, ktérych
wspolezynniki sg liczbami catkowitymi. Udowodnimy na-
stepujace twierdzenie:

Jezeli liczba calkowita o, voina od zeva, jest pierwiastkiem
rownania

(34) agx" +ax* 4+ ... +a, 4 x+a,=0

o wspdlczynnikach caltkowitych, wéwczas wyraz wolny a, fjest po-
dzielny przez a.

Dow 6d. Skoro a jest pierwiastkiem réwnania (34), mamy:
(35) aa" +a@ '+ ... 4+a,_0a+a, =0,

skad otrzymujemy:

(36) a, = — (@ + a0 + ... +a, 40),
czyli:
(37) LK (aoa";1 4 ul(z;"") 4o HFa, ).

o
Poniewaz prawa strona rownosci (37) jest liczba catkowita,
zatem takze lewa strona jest liczba calkowita, a wigc a, jest po-
dzielne przez a.

Twierdzenie powyzsze w wielu wypadkach prowadzi do roz-

wiazania réwnania algebraicznego o wspdlczynnikach catkowitych,

Przyktady:

l. Znalezé pierwiastki calkowite rowna-
nia:

(38) 6x% — 174 + 11x —2 = 0.

W myél twierdzenia wyzej udowodnionego, pierwiastkiem

calkowitym tego réwnania moze by¢ tylko podzielnik (dodatni

lub ujemny) wyrazu wolnego, tj. jedna z liczb:
R
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i1 2

Przez podstawienie latwo sprawdzamy, ze liczby 1, —1, —2
- nie spelniajg réwnania (38), natomiast liczba 2 réwnanie to speknia.,
Jedynym wiec pierwiastkiem catkowitym réwnania (38) jest
liczba 2.

: Majac juz jeden pierwiastek réwnania (38), z latwoscig znaj-
dujemy pozostale jego pierwiastki. Lewa strona tego réwnania
- jest bowiem podzielna przez (x — 2); wykonujac odnoéne dzie-
lenie otrzymujemy iloraz : 6x* — bx + 1. Mozemy zatem
- rownaniu (38) nada¢ postaé:
(39) (# —2) (622 —5x +1) =0
Rozwigzujac réwnanie:
6x2 —bHx +1=0
otrzymujemy dwa pierwiastki: x, = Zatem réwna-
‘nie (38) posiada trzy pierwiastki:
1 1

Xy =3 Xp=3 ¥3=2

2. Znalezé¢ pierwiastki catkowite réwna-

(40) at — 58 442 L 11x +-4=0

Wypisujemy podzielniki (dodatnie i ujemne) wyrazu wolnego,
tj. liczby:
1, 2, 4 —1, —2, —4

1 sprawdzamy, ktére z nich spelniaja réwnanie (40); przekony-

~ wamy sie, ze liczby 4 i —1 réwnanie to spetniaja, natomiast

liczby 1, 2, —2, —4 réwnania nie spelniaja. Jedynymi wiec pier-

- wiastkami calkowitymi réwnania (40) sg liczby : 41 —1.

Majac dwa pierwiastki réwnania (40), znajdujemy pozostale
jego pieiwiastki jak w przykladzie poprzednim, a wigc stosujac

-rozkiad lewej strony réwnania na czynniki. Znajdziemy w ten
.~ spos6b, ze réwnanie (40) posiada 4 pierwiastki:

%g—4, x%g— — 1, x5 =1 -V x,=1 b A
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[:Majgc rownanie algebraiczne o wspdélezynnikach @ calkowi-

tych, mozemy takze za pomoca skonczonej ilosci préob znalezé.

wszystkie jego pierwiastki wymierne. Udowodnimy mianowicie
nastepujace twierdzenie.

Jezeli wlamek nieskracalny 2 réiny od zera, jest pierwiastkiem
réwnania.

(41) P+ a T L g, =0

o wspolezynnikach catkowitych, wéwcezas wyraz wolny a, fest podzielny
przez v, a wspélezynnik a, jest podzielny przez s.

Dowod.

Poniewaz liczba - jest pierwiastkiem réwnania (41), mamy:

p ' e v

(42) d + a4, o e AL An—y + a, =0

stad mnozac obie strony przez s* otrzymujemy:

(43) n()'m g 5717'"_15 g et an—lrsn__l + a,s" = 0
czyli:
(44) AndT = gt -fiaptets - .. Skl orshl

i dzielac obie strony przez r:

N
a,s

(45) — = — {agg=1 L g%+ oo g, St

3
Prawa strona rownodcei (45) jest liczba calkowita, zatem takze

; ; . Pz
jej lewa strona musi by¢ liczba calkowita. Poniewaz utamek 7 jest

nieskracalny, czyli liczby s i 7 sa pierwsze wzgledem siebie, zatem
takze liczby s* i 7 sa pierwsze wzgledem siebie, z czego wynika, ze
a, jest podzielne przez 7.

Aby wykaza¢, ze a, jest podzielne przez s, bierzemy za punkt
wyjécia znowu rownos$é (43). Przeksztalcajac te réwno$é otrzymujemy:

(46) ag* = — (a1 + Joo a?=Yrst—1 4 q,5")
czyli dzielac obie strony przez s:
a”r"

(47)

ht = B ((/'{.'1’"—] L L ar—lysn—2 e (InF”_l)
S

Prawa strona réwno$ci (47), a zatem takze jej strona lewa jest
liczba calkowitg, poniewaz liczby 7 i s sa pierwsze wzgledem siebie,
zatem a, jest podzielne przez s.
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Dla przykladu znajdziemy wszystkie pierwiastki wymierne réw-

) 1% + 94® — 3532 — 27x + 6 = 0.

Pierwiastek wymierny rownania (48), o ile istnieje, moze by¢
napisany w postaci Z, gdzie liczba wzgledna » jest podzielnikiem (do-
- s

~datnim lub ujemnym) liczby 6, a liczba naturalna s jest podzielni-
kiem liczby 11. Podziclnikami liczby. 6 sapst] o2 581 CG S ot S
—6; podzielnikami naturalnymi liczby 11 sa: 1 i 11. Pierwiastki
wymierne rownania (48) musza wigc znajdowaé sig¢ albo posréd liczb:
1, 2,36, —1, —2, —3, —6,

“albo tez poérod liczb:
1 2 3 i

=
|o

2 {3
1 12 11 11° Ll SRS, S

jos

e

Za pomocy podstawienia przekonywamy sig, ze posrod tych liczb
tylko liczby: — 1 i % spelniaja’ rownanie (48). A zatem jedynymi
2

pierwiastkami wymiernymi réwnania (48) sa liczbys — 1 i

Majac juz dwa pierwiastki réwnania (48), mozemy tei znalezd
pozostale jego pierwiastki rozkladajac, jak wyzej, lewa strone réw-
nania na czynniki. Otrzymamy w ten sposéb, ze réwnanie (48) po-
' siada cztery pierwiastki:

l__i; X3 = —’\/3, Xy = \/3

Réwnanie algebraiczne o wspdlezynnikach wymiernych daje
- sie, jak latwo zauwazyé, sprowadzi¢ do réwnania o wspolezynnikach
catkowitych. Mozemy zatem poslugujac si¢ powyisza metoda
- znalez¢ wszystkie pierwiastki wymierne dowolnego -réwnania alge-
braicznego o wspétezynnikach wymiernych. Glgbiej sicgajace me-
tody rozwigzywania réwnan algebraicznych pozna czytelnik poswie:
cajac si¢ wyzszym studiom matematycznym. Nauka o rozwiazywa-
niu réwnan algebraicznych stanowi przedmiot algebry wyzszej, jed-
- nego z licznych dzialéw matematyki. 4]

XI:—I; X9 =

Cwiczenia.

264. Rozwiaz réwnania:

a) 4x3 — 2142+ 29x —6 =0
) %3+ 56x2—2x—10=0
) 423 —8x2 —11x —3 =190
) % 4 T2+ 4x 28 =0

=N =5
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e) x*— 10x®> — 10x — 11 =0

f) 623 — 1122 +6x—1 =10

T3 —3x2 4 3x —T7 =0

63 — 1922+ 192 — 6 =0

i) 243 —5x2 —56x+2=0

) x* —5x% + 442 4+ 10x — 12 =0
) 9x% — 4843 + 1052  24x + 5 =0
) x8 —3x% —2x2—6x—8=0
)

NESU)

n) #5240 — 453 — 842+ 3x - 6=0
o) x® —248 L 3x° — 642 +3x—6=20
265. Wyznacz pierwiastki catkowite réwnania:
x84 3% - Tt — 742 —3x— 1 =0.
266. Wykaz, Ze réwnanie:
W — T8+ 22 —2x4+2=0

nie posiada pierwiastkéw catkowitych.

*267. Wyznacz pierwiastki wymierne réwnania:

Oxt — 923 - 1122 —9x -2 = 0.
*968. Rozwigz rOwnanie:

8x3 — 1242 — 25 - 3 = 0.

*269. Wyk_ai, ze rownanie:
2% —4x +1=0
nie posiada pierwiastkow wymiernych.

#*970. Wykaz, ze kazdy pierwiastek wymierny réwnania:

P + alx"‘—‘ + a2x”—2+ s + a, = 0

o wspolczynnikach catkowitych jest liczba catkowita.

<i trojkata tworza postep arytmetyczny o réznicy réwnej
o s e i L i 24/15 cm?  Oblicz boki tréjkata.
1 cm, a pole tego tréjkata wynosi 1 5 cm .

272. Objeto$¢ walca obrotowego wynosi 7 cm?®, powierzchnia
zaé catkowita ma 9 z cm® Oblicz promien podstawy walca.
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x> — x% — 842 + 8x2 4 154 — 16 =0

Jak wiadomo, liczbe: m + n.

(M)
: § 25. Uktady réwnan algebraicznych.
Wielomiany takie, jak :
(49) 3x% + 4y® — Bxy + 6x L Ty —1
(50) x* —y3 4 5y | 3
(51) 4x8y® — By L g3 9
Zawierajy dwie zmienne x i y. Wielomian (49) jest drugiego stopnia,
Wielomian (50) trzeciego stopnia, wielomian (51) piatego stopnia*),
B2z stopien wielomian U rozumiemy (podobnie jak
W przypadku wielctmianu zawierajacego jedna tylko zmienng)
i a'jwy'Zszy Z¢ stopni wyrazéw wielomianu,
Wielomiany zawierajace dwie zmienne x i v bedziemy dla krét-
kosci oznaczali przez A (x, ¥), B (x, y) itp.
. Uklad dwéch réwnan 0 dwéch niewiadomych:
: [4(x9) =0
. | B (%, 3) =90
gdzie 4 (x, v)i B (%, y) oznaczaja wielomiany, nazywamy u k I a-
dem rownan algebraicznych,

Rozwigzaniem ukladu (52) nazywamy kazda taka
pare liczb (a, B), ze dla x — a i ¥ = f oba réwnania (52) spelniaja
sie. Rozwigza¢ uklad (52), to znaczy znalez¢ wszystkie jego roz-
Wigzania,

Co sie tyczy ilogci rozwigzan ukladu réwnan algebraicznych,

to zachodzi¢ mogy trzy przypadki nastepujace:

a) Uklad nie posiada zadnego roz‘wiqzania.
ukladem jest np. nastepujacy: :

22 —3y2 4 3xy —2 =0 ”
) FEB R

~ Istotnie, gdyby (%0, ¥o) bylo rozwigzaniem tego ukladu, to-
nieliby$my :

Takim

%' —3y0* + 3%y, — 2 =0
,V02 — %Yo 1 1=0

*} Przez stopien jednomianu ax” yn (

z¢ wagledu na x i y) rozumiemy,
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Mnozac obie strony drugiej z tych réwnoéei przez 3 i dodajac
nastepnie réwnoéei stronami, otrzymalibyémy :

%2 -1 =0

Zalozmy, ze (x, ¥) oznacza pare wartodci spelniajaca uklad
(05). Wyrazajac z drugiego réwnania y przez x mamy :
5
(557 o
‘podstawiajac te wartoéé do pierwszego réwnania otrzymujemy
% — 265> 25 =,

Réwnanie to posiada cztery pierwiastki:

czyli:

B ==L =x] &
co jest oczywiscie niemozliwe, gdyz kwadrat liczby rZeczywistej
nie moze byé ujemny.

b) Uklad posiada nieskoficzenie wiele rozwia-
zan. Takim ukladem jest np. nastepujacy

(54) y—2—1=0 -
{yz-x2~2x—1=0

2 Rl 0 i SRR =R
Majac te wartodci niewiadomej x, obliczamy ze wzoru (55%)
‘odpowiednie wartodci niewiadomej y; otrzymujemy :
Y1=—5]"y'=5; yg = —1; Vg ==xl.
Jezeli wiee uklad (55) posiada rozwigzania, to rozwigzaniami
moga by¢ tylko pary nastepujace:
(LB s, m L
Przez podstawienie sprawdzamy, ze kazda z tych par spelnia
uklad (55). A zatem uklad ten posiada cztery rozwigzania. :

W samej rzeczy, latwo wykazaé, iz kazda para startoé?i
(%0, ¥o), ktéra speinia pierwsze z réwnan (54), spelia takze drug.le
z tych réwnan. Jezeli bowiem para wartodci (x, y,) spelnia
pierwsze réwnanie:

Yo = % — 1=,
to mozemy napisac:
Yo == % + 13

Oméwimy na kilku przykladach najczedciej stosowane m e-

. tody rozwigzywania ukladéw réwnah algebraicznych,
stad, podnoszac' obie strony do kwadratu, otrzymujemy: - 4 o % :

l. Rozwigzaé¢ uktad réwnan:
Yo' = %" + 2%y + 1, i
(56) f122° —y2 — 94y 1 6y 1 6y —45 = 0
l;\cz—x—yJ,—S:O

Zalézmy, ze uklad ten posiada rozwigzanie i ze (%, ¥) ozZnacza
ar¢ wartosci spelniajaca ten uklad. Poniewaz w drugim réwnaniu
Wystepuje y tylko w pierwszej potedze, mozemy latwo wyrazié
Z tego réwnania y przez x:

(56%) =22 — x4+ 3

czyli: ‘
Voo — %2 — 2%y —1 =0,

a wige para wartoéci (x,, y,) spelmia takze i.drug,ie ré.wna?lie..
Pierwsze z rgwnan (54)-spelnia si¢ jednak dla nieskonczenie w1elu 
par wartosci; wystarczy bowiem przyjal: x =a, y =a + 1,
gdzie a jest dowolna liczba rzeczywista, aby by%'o o’no spgl-
nione. ‘Kazda taka para wartodci spelnia takze i drugie réwnanie.
Podstaw-iajqc te" wartoéé do pierwszego réwnania, otrzymu-

: ; ilo.§¢ Zwiazah, .
€) Uklad posiada. skoficzong ilos¢ 1o > Jemy po wykonaniu redukcji:

Takim ukladem jest np. nastepujacy:

(56") x* —184% 4 36 — 0,
(55) ¢ { %2+ ebag 26 Réwnanie to posiada cztery pierwiastki:
o A Zieshmn g e, ROl Ys=r=3; %, =8
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Ze wzoru (56") obliczamy odpowiednie wartoéci Vi

3;1_:9; N1 Jor—wlok ),429_

Jezeli uklad wiec (56) posiada rozwiazania, to rozwigzaniami
moga by¢ tylko pary nastepujace:

(=2, 9); 2, 5); (-3, 15); (3, 9).

Za pomocy podstawienia przekonamy sie, ze kazda z tych
par spelnia rozpatrywany uklad réwnan. Uklad ten posiada wigc
cztery rozwiazania.

2. Rozwigzaé uklad réwnan:

(57) [y —2x —1=0
| 92 — 7 —38xy — 1142 1.3 = 0

Uklad ten rozwiazemy zupelnie takim samym sposobem, jaki
zastosowaliSmy w przykladzie poprzednim, Z pierwszego rownania
wyrazamy y przez x:

BT y = 2x 4 1.

Podstawiajqc te warto$¢ do drugiego réwnania, otrzymujemy

po wykonaniu redukcji:

(57 2 —5x® 4 3x +4 =0,

Réwnanie to posiada, jak latwo sprawdzié, pierwiastek cal-

kowity, réwny 4. Majac juz jeden pierwiastek réwnania (57,
mozemy z latwoscia znaleZé¢ pozostale jego pierwiastki, Dzielac
wielomian »° —5x* - 3x 4 4 przez (v — 4), otrzymujemy iloraz:

% —x —1. Mozemy wiec réwnaniu (57°) nada¢ postac:

(x —4) »® —x —1) =0.

Stad z latwoscia obliczymy, ze réwnanie (57") posiada trzy

pierwiastki:

Ze wzoru (57%) obliczamy odpowiednie wartoéci Ve

Y1=9; y2 =2 =4/5i ¥ =2 4-4/5;
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Jezeli wigc uklad (57) posiada rozwiazania, to rozwigzaniann

moga by¢ tylko pary nastepujgce: <

(1—+/3 _>' (1+\/5 B ine
P SRR A : = 2 4+4/5 ).
( ) ey ¥ 2 3 ‘/")
Za pomocy podstawienia przekonamy sie, ze kazda z tych
par rzeczywiscie spetnia uklad (57). Uklad ten posiada wigc trzy

' rozwiazania

W powyzszych dwéch przykladach zastosowalismy do roz-
wigzania ukladu réwnan algebraicznych tzw. metode pod-
stawiania. Polega ona na tym, ze 2z jednego réwnania wyra-
zamy jedng niewiadoma przez druga, np. y przez x, i otrzymane
wyrazenie podstawiamy do drugiego réwnania otrzymujac w ten
$pos6b réwnanie z jedng niewiadomag x. Jezeli to réwnanie potra-

- fimy rozwigzaé, mozemy wéwczas réwniez obliczy¢ odpowiednie

wartosci niewiadomej y. Przez podstawienie sprawdzamy, ktére
z obliczonych w ten spos6b mozliwych par wartodci (x, y) dany
uklad rzeczywidcie spelniaja. Metoda podstawiania postugujemy
si¢ najczedciej wtedy, gdy w jednym z réwnan co najmniej jedna
niewiadoma wystepuje tylko w pierwszej potedze, gdyz wtedy

~ mozemy latwo te niewiadoma wyrazié przez drugg.

3. Rozwigzaé¢ uktad réwnan:
[y =62 + 2y —8x +7=0

o l2y2—13x‘2+2xy+y—7x+15=0

Zalézmy, ze uklad ten posiada rozwigzania i ze (x, y) oznacza
pare wartosci spehiajaca ten uklad. Poniewaz w kazdym

. zréwnan (58) wystepuja obie niewiadome w drugiej potedze,

rugujemy najpierw -z obu tych réwnan kwadrat jednej niewia-

~ domej za pomocy metody przeciwnych wspol-
czynnik6éw. Aby np. wyrugowaé »?, mnozymy obie strony

pierwszego réwnania przez — 2 i otrzymane réwnanie dodajemy

- do drugiego réwnania. Otrzymujemy po dokonaniu redukeji:

—% —x+y4+1=0,
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B réw;lania tego, w ktorym y wystepuje tylko w. plerwszej
potedze, wyrazamy y przez x:
(58" V= -t ]

=

- mujemy po wykonaniu redukcji:

(58" ¥+ 32% — 622 —6x+8=10
Roéwnanie to posiada, jak latwo sprawdzié, pierwiastki cal-
kowite: — 41 1. Majac juz dwa pierwiastki réwnania (58", mo-

zemy z latwoscia obliczy¢ pozostale jego pierwiastki, Dzielgc wie-

lomian: % 4 343 — 642 — 6y + 8 przez ileczyn: (x + 4) (x — 1), |
L, . , R = E ok
-otrzymujemy iloraz: x* — 2, Mozemy wiec réwnaniu (68”) nadaé

postac: ]
(5 +4) (r —1) (22 —2) =9

Stad z latwoscig obliczymy, ze réwndnie (58") posiada cztery
pierwiastki: 5 %
g === AL D Xy =2

Ze wzoru (58") obliczamy cdpowiedrie wartoéci y; otrzy-
mujenty: = »
=1y =1 =142y, =1 + V73

%= —4; x,=1

Podstawiajac te warto$¢ do pierwszego z réwnan (58) otrzy-

nania dodajemy: stronami, Otrzymujemy po wykonaniu redukeji
- réwnanie, w ktérym znika réwniez x i wystepuje juz tylko nie-

Wwiadoma 1y :
¥+ 53y —3 =0

Réwnanie to posiada dwa pierwiastki: i —6. Aby obli-

i
2
- ezy¢ odpowiednie wartodci niewiadomej x, podstawiamy do

jednego z réwnan (89), np. do pierwszego réwnania, najpierw

g — 3 a nastepnie y = — 6, Podstawiajac y = é otrzymujemy
rownanie:
AT TR o L u,

ktérego pierwiastkan sa liczby: —3 j.1. Podstawiajac za$

= — 6 otrzymujemy réwnanie:
%2 4+ 2x 4 49 = (,

ktére nie posiada pierwiastkéw rzeczywistych. A zatem rozwia-
zaniamj ukladu (59) moga by¢ tylko pary nastepujgce:

1

1o
(=331 (1 5.
Latwo sprawdzamy, ze kazda z tych pas spelnia rzeczywiscie

uktad (59). Uklad ten posiada wiec dwa rozwiazania,

Rozwigzaniami ukladu (58) moga zatem by¢ tylko pary na-

stepujace: - i G

(=4 11); (4, 1); (=v2 1—V2) (V2 1 +V3);

Za pomoca podstawienia przekonywamy sie, ze kazda z tych

par rzeczywiscie spelnia uklad (58). -Uklad ten posiada wigc
cztery rozwigzania.

Aby rozwigzad dany uklad réwnan algebraicznych, czesto
‘Wygodnie bywa réwnania najpierw odpowiednio przeksztatl-
€i¢ albo wprowadzi¢ ‘Pomocnicze niew iadome
Wyjasnimy to na prostych przykladach;:

5 Rozwigzaé uktad réwnan;
‘ {#+y2+x 4y 32—

Zastosujemy tutaj nastepujace przeksztalcenie: obje strony
lerwszego réwnania mnozymy przez 2 i tak otrzymane réwnanie
dodajemy stronami do drugiego réwnania ; dostajemy wéwezas:

2+ A+ LI (v ) (r b9+ 220,

4 Rozwigzaé uktad réwnan:
fox2 L8y da 42y —T=0
| 32 + 492 + 6x —2y —9 =0

Zastosujemy tutaj, jak w przykladzie poprzednim, m elt 0-
de przeciwnych wspélczynnikéw. Aby Wyrugowac %2
mnozymy obie strony pierwszego z réwnan (59) przez 3, obie ’zaé
strony drugiego réwnania mnozymy przez — 2 i otrzymane réw=2

(69)

(*+9)? +8 (x4 y) L2,
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Kladac w tym réwnaniu x 4y = 2z otrzymujemy ;
2 +324+2=0,
skad obliczamy: 2z = —1, 2z, = —2 Mamy wicc:
albo ¥ +y = —1, albo X y= —2,

Kazde z tych réwnan o dwéch niewiadomych mozemy teraz
skombinowa¢ z jednym z réwnan ukladu (60), np. z réwnaniem
pierwszym, Tym sposobem sprewadzamy rozwiagzywanie ukladu
(60) do rozwigzywania dwdch prostszych ukladéw ;

a Ix_*_y:_l
i | vy +2 49y +17=0
1‘ i
)b VALY S @ A
i) {xy+x+y—l—17=0

Rozwiazujac uklad (60%) otrzymujemy rozwigzania:

—1— /65 —1+\/e5)i —14+4/65 —1~w;7>,
2 & 2 2 - 2

>

rozwigzujac za$ uklad (60°) otrzymujemy rozwiazania ;
(—9, 3) i (3, —b5).
Latwo sprawdzamy, ze kazda z powyzszych par spelnia oba
réwnania ukladu (60).
6. Rozwigzaé uktad rownaify

[ %2 — xy 4+ 292 — 16
et | 242 — 3xy —y2 =14

Zauwazmy, jezeli para wartodci (, y) spelnia uklad (61), to
s A ISR L

Wprowadzamy tu jako pomocnicza niewiadoma stosunck 3{
Ktadac % =t mamy: y = fx. Podstawiajac w obu réwnaniach
(61) wyrazenie fx zamiast y otrzymujemy:

I %2 — ¥ 1+ 2x%2 — 16
| 2% — 3% — 422 =4
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= czyli:

[ x2(1 —1t+ 2°) = 16

L V222 —3—p) =4

Dzielge te réwnania stronami otrzymujemy:

1 —1¢ -+ 2
CRLL
Stad obliczamy: #, = — I, £, = !, Podstawiajac do jednego
z rownan (61%) wartos¢ £ = — I, dostajemy dwie wartosci nie-

wiadomej x:

34/2 34/2
—_ Ty ;\'2 e Tv
Z zaleznoéei: y = tx obliczamy odpowiednie wartodci .
/3 74/3

4 2 {aheer

e

3.'1 =

‘Podstawiajac ¢ = 1, otrzymujemy w podobny. sposéb inne
j - ymujemy w p y. s1

dwie warto$ci niewiadomej x:

Xg = — 4, xy, = 4,
1 odpowiednie wartodci y:
Vg = — 2, SN0

' Rozwiazaniami ukladu (61) moga zatem by¢ tylko nastepu-

P jace pary:

Za pomoca podstawienia z latwoscia sprawdzimy, ze kazda
z tych par rzeczywiscie spelnia uklad (61). Uklad ten posiada

zatem cztery rozwiazania, -

Spos6b rozwiazywania ukladu réwnan, wyjasniony na powyz-
szym przykladzie, upraszcza rachunek wéwezas, gdy w obu réw-
naniach ukladu wszystkie wyrazy zawierajace niewiadome x i v

- (oprécz wyrazéw wolnych) sa jednorodne, tzn. sa jedno-
- Mmianami tego samego stopnia ze wzgledu na niewiadome x i y.
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Na. zakonczenie naszych rozwazan o ukladach réwnan alge-
braicznych podamy jeszcze latwy pr7vk]ad rozwigzywania ukladu
trzech réownan o trzech niewiadomych.

Mamy rozwigza¢ uklad nastepujacy:

[ +y +z =6
(62) A Xy + Yz — x2 =5
l 22 4 92 22— 14

Z pierwszego réwnania wyrazamy z przez « i T
(622) : z2=6—5 —y
Otrzymane wyrazenie podstawiamy do drugiego i trzemego
réwnania; po wykonaniu redukcji dostajemy:
(62") 22—y + 2y —6x4+6y— 5=0
| #*+ 92+ 2y —6x — 6y +11 =0
Sprowadziliémy wiec rozwigzywanie ukla adu (62) o trzech
niewiadomych do rozwiazywania ukladu (62" o dwéch niewiado-
mych, Uklad (62") posiada dwa rozwiazania:
(=1 y, =2), (%, = 3, y,=2)

Majac wartoéci niewiadomych x i 9, znajdujemy odpo-
wiednie wartoéci niewiadomej z ze wzoru (62%): 3
20D 2ol

Rozwigzaniami vkladu (62) moga wiec by¢ tylko nastepujace
tréjki:
(% ¥ 2) = (1, 2, 3) 1 (%2, ¥ 29) = (3, 2, 1).
Latwo sprawdzamy, ze kazda z tych tréjek spelnia rzeczy-
wiscie uklad (62). Uklad ten posiada wiec dwa rozwiazania,

Cwiczenia.
273. Rozwiaz uklady réwnan:
a) 2x@%+xy+y—26=0, x4+ y—5=0

b) x® 4 25y%—10=0, 3x—5y—8=0
¢) 42— 92 —45=10, xy-+14 =0

d) »y 4+ x =15, x2y2— »2 = 153

e) &> — 92 =—218, " n-—y—9

f) 2+ 93 —6xy+1=0, s49y—5=0

274. Rozwiaz uklady réwnan:*)
a) 2224 332 =172, 342 —2y2=4¢

) 222+ 3x + 4y = 35, 2%+ 4x + 5y =31

c) 324 52+ 13x — 4 =0, yz—ox'-'—{—4x—~1 =0

d) x4+ 3y 4x—24y —9 =0, 242 — 5y¥ - 8x + 40y —150=0
€ 2x2—3y2 L 4x +y+8=0, 3x2—4y +Héx—5y—3=0
P 942 302 L &y B G0, 358 5dg? L 6y 10716 =0

*2756. Rozwiaz uktady rownan: )
a) 24422 —5xy+9x =9, 2+ 522—bxy+9x—9y =28
[y — 13xy + 242 + 16y — 59x + 31 =0
b) [)'2—1376\/ + 21x2 4+ 17y — 58x 4+ 32 =0

*276. Rozwigz uklady réwnan: *)

a) ¥ —uxy+4y2 =6, 22+ 5xy =18

b) x®—2xy + 292 = 2, 2424 2xy 1+ 332 =15

c) % —2xy 4 292 =18, 2424 xy— 7y2 =27

d) 2+ xy + y2=19, 3x24 292 =35

e) x* =544 4 44, 2>+ 92 =34

) ®+9¥P=186—2xy (s +9), 2+ 9=06
*277. Rozwigz uktady réwnan:

a) 99— 434 %24 92—58x+ 84 =0, y—2x+1=0

" b) B+ 298 —3Bxy a2 — 92 —84=0, yx=2

c) ¥+ 1822 —Txy —28x —3 =0, y—22+-3=20

d) 32+ 522 =14, yx— 242 =1

e) y“ — 12xy3 + 44;{2)/ - 17x3y —69x' =38, y—a=1]
f) »*— 242y — 22+ 8y — 12 y—2x =20

;*“2’?8. Rozwiaz ukltad réownan:

e =t =—TIR oy — =
*€79. Wykaz, ze uklad réwnan:
yh—af ;293 — 48— 392 322 — 20y —5x — 90 =0, y = 2%

- nie posiada rozwigzan wymiernych. (Rozwigzaniem wymiernym
uktadu nazywamy parg liczb wymiernych (a, f) spetniajaca uklad).

280. Wykaz, ze nastgpujace uklady réwnani posiadaja nieskofi-
czenie wiele -rozwiazan:

a) y—x = 2, y—x3—(iy2—i—l‘?x—}—l(j_() :

b) {2v —y + 1) Bx + 2y + 1) =0, 2x—y+ 1) (5x—4y—9) =0

c) ¥¥—x2—4dy—6x=5, 92— x2—3y—T7x=10

*) Zadania nr 274, 275 i 276 wymagaja uprzedniego opracowania § 24:
w Plevwiasthi wymierne réwnania algebraicznego o wspdlczynnikach catkowitych'.
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28l. Wykaz, Ze nastgpujace uklady réwnan nie posiadaja roz-
wigzan:
a) y=3x-+1, Y2 —922 —2y 4+ 3 =0
b) y 4+ x =0, 234 98 a2 2y —x— 9y 4+ 1 =0
C) y2—ya2 42424 2 — 0, y—2x24+2=0
282. Wykaz, 7e uklad réwnan:
A%, 9) =0, y=/(x)
jest réwnowazny *) uktadowi:
A, f(0) =0, y={(x)
283. Wykaz, ze uklad réwnah:
A(x,9) =0, B(x,y)=0
jest réwnowazny ukladowi:
A(x,y) + &k B(x, y) = 0, B(x,y) =0
= (R oznacza liczbe stalg).
*284. Rozwiaz uklady réwnan:
a) Z(x 4 y) =85, s(x 4 2) = 40, y(x + y) — 28
b) x4+ y + z = 14, xyz2=170, 92— xz=11 :
© x+y+2=0 42+ 24 22=26 544345 36
*285. Oblicz boki tréjkata prostokatnego wiedzac, ze jego obwod
wynosi 70 c¢cm, pole za¢ 210 cm?.
286. Powierzchnia calkowita prostopadtoécianu o podstawie kwa-
dratowej wynosi 78 cm?, a przekatna prostopadiodcianu ma 4/43 cm.
Oblicz krawedzie prostopadloécianu.

(M)
§ 25. Nieréwnosci algebraiczne stopnia drugiego.

Jezeli F(x) jest wielomianem n-tego stopnia, wéwczas kazda

z' nieréwnosci ;
Fi) >0 i Fl) <0

Dazywamy nierownos$cia algebraiczng n-tego sto-
pnia.

Rozwigzadé nieréwnoéé algebraiczna, to znaczy znalezé
wszystkie wartodci rzeczywiste x spelniajace nieréwno$é. W roz-

*) Dwa uklady réwnan nazywamy réwnowaznymi, gdy kazde rozwig-
zanie pierwszego ukladu jest rozwiazaniem drugiego i na odwrét.
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dziale I poznaliémy sposéb rozwiazywania nieréwnosci pierwszego

stopnia. Rozpatrzymy teraz z kolei nieréwno$ci drugiego stopnia:
ax® +bx +¢>0 i ax®+bx ¢ <0 (@ + 0).
Mamy zatem zbada¢, dla jakich wartoéci rzeczywistych x
tréjmian kwadratowy: :
(63) F(x) = ax® 4+ bx +¢

. przyjmuje warto$¢ dodatnia, dla jakich za§ wartoéé¢ ujemna.

Zalézmy, ze wspélczynnik a jest liczbg dodatwiq. Rozréz-
nimy trzy przypadki, a to zaleznie od warto$ci wyréznika tréj-
mianu, tj. wyrazenia: 6 — 4 ac.

a) Wyréznik tréjmianu, jest liczba dodatnia Wéwezas

.~ trojmian posiada dwa pierwiastki rzeczywiste a i (zakladamy,

ze a < f) i daje sig rozlozy¢ na czynniki liniowe wedlug wzoru:
(64) F(x) =ax* +-bx +c=a(x —a) (x —p)

Ze wzoru (64) latwo mozemy wywnioskowaé, jakiego znaku

- jest badany tréjmian kwadratowy dla réznych wartodci zmiennej
. % przy a > 0. A mianowicie:

1) gdy » < aq, wowczas: ¥ —a <0, x —f <0,
a zatem: F(x) > 0;
2) gdy x = aq, woéwczas: F(x) = 0;

3) gdy a<x <, wbwczas: x —a>0, x — B <0,
a zatem: F(x) <0;
woéwczas: F(x) = 0;
wéwczas: ¥ —a>0, x —f > 0,
a. zatem: F(x) > 0.

4) gdy x =8,
5) gdy x> B,

W rozpatrywanym przez nas przypadku mamy wiect
F(x) > 0, gdy % < a, albo x > 8,
F(x) <0, gdy a < x < §.
b) Wyréznik trojmianu jest zerem. Tréjmian. posiada
wéwczas jeden pierwiastek podwéiny a i daje sie rozlozy¢ na czyn-~

- niki wedlug wzoru:

- (68) F(x) = ax* + bx +¢=a (x — a)?
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Ze wzoru tego wynika natychmiast,
F(x) przybiera wartoéé dodatnia dl
réznego od a.

*

ze przy a > 0 tréjmian

a kazdego rzeczywistego «
IH (%) =—=0;

c) Wy;éZnik tréjmianu jest ujemn y. Tréjmian wéwczas

nie posiada pierwiastkéw rzeczywistych i na czynniki liniowe roz-

lozy¢ sie nie daje. Przeksztalcimy trojmian F

Pujacy:

e) Gdy wyréznik jest dodatni, gdy zatem tréjmian po-
gdy ‘o< <8,
(%) <0

siada dwa pierwiastki rzeczywiste a i f (a < B), wéwczas:
(%) W sposéb naste-
d b c
F(x) = ax® + by +c:u'\xz+-x+—\:
a a s
b c. b2
=a\ % |- 2 X -+

b \
a 4a? da2/
l( ol o) 2
= 1 s

gdy x < a albo x > B.

[

b) Gdy wyréinik jest zerem, gdy zatem tréjmian posiada

jeden pierwiastek podwéiny o, wéwezas F (x) przybiera warto$é
ujemng dla kazdego rieczywistego x r6znego od a.

¢) Gdy wyréinik jest ujemny, wéwczas F (%) przybiera
wartos¢ ujemna dla kazdego rzeczywistego x.
Przyktad y:
» ‘\ (C 4 \] 1 Ry‘ 1 1 ! nieréwnoéé;
'ax+4aﬁ3/+ a 4a2/) = ; ozwigzadé nie :
[( b dac — b b \? b —da (67)
Oznaczajqc wyrdznik tréjmianu; 42
napisac;
(66)

242 <1bx —7
— dac przez D, mozemy

F( 2 1 p % D%
X)) = x° i i — —_— —_—
R o a[<x+2u> 461'-]
Poniewaz

W rozwazanym przypadku zakladamy, ze D <,
zatem: iz >0

Przenoszac wyrazy z prawej strony na lewa nadajemy nie-
réwnosci (67) posta¢ nastepujaca:
(67)

2% =1bx 4+ 7 <0

a
mian [(x)

Poniewaz wyréznik tréjmianu 2 2 — 15 x - 7 jest dodatni,
wistego x.

wiec z tego wynika, ze przy a > 0 troj-

(67" nadac postad:

wiastki otrzymujemy: a = 17 B =17. Mozemy wiec nieréwnoéci
i .
Z

przeto tréjmian ten posiada dwa pierwiastki; obliczajac te pier-
przybiera wartoé¢ dodatnig dla kazdego rzeczy-

1

2% —g) (x —7) <0

Nieréwnoéé ta spelnia sie, gdy:
: : , : 2

4 pomocyg zupelnie- analogicznego rozumowania mozemy

szbadaé znak tréjmijanu kwadratowego:

a.

g
F(x) = ax? + bx + ¢

W przypadku, gdy wspélez

Zeniu:

Rozwiazaé¢ nieréwno$¢é:
(68)

ynnik a jest liczba ujemnq. Przy zalo-
a < 0 otrzymujemy nastepujace wyniki:

ik b
¥) Wyrazenie: a [(x -+

2a
tréjmianu kwadratowego as® + by 4 o,

942 4+6x+1>0

2 D

) — —] nazywamy kanonicznag postacia
4 q?
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Poniewaz wyréznik tréjmianu 9 4% - 6 x & 1 jest zerem,
- przeto tréjmian ten posiada jeden pierwiasteklpodwéjny; obli-
_czajac ten pierwiastek otrzymujemy: o — — 3+ Mozemy wiec
- nieréwnoéci (68) nada¢ postaé:

(65%)

9(x +35)% >0

Nieréwno$¢ ta spelnia sie dla kazdego x réznego od —

3
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3. Rozwigzaé¢ nieréwnosg¢:
(69) 2x <5 4 #?
Przenoszac wyrazy z prawej strony na lewg nadajemy nie-
réwnosci (69) postaé:
(69% — %2 +-22%—5 <0
Mnozac obie strony nieréwnoéci przez — 1 i zmieniajac kie-
runek nieréwnosci na przeciwny, otrzymujemy :
(69") ¥ —2x+5>0
Wyréznik tréjmianu 22 — 2 x 4+ 5 jest ujemny; stad wnio-
sek, ze tréjmian ten przybiera wartoé¢ dodatnig dla kazdego
rzeczywistego x, innymi slowy nieréwnogé (69°) speinia sie dla
kazdego rzeczywistego x.

4 Rozwigzaé nieréwno §é;
(70) #¥—x2x4+1<0
Wyréznik tréjmianu 22 — x 4 1 jest ujemny; stad wnio-
sek, ze tréjmian ten przybiera warto$¢ dodatnig dla kazdego
‘rzeczywistego x, innymi slowy nieréwnogé (70) nie spelia sie
dla zadnego rzeczywistego

Cwiczenia.

287. Rozwiaz nieréwnoéci:

a) ¥*4+26x < 154

by diy £ 2]

c) 4x*—9 <0
) 322+ x>0
) 542 —2x <0
) % L35 < 6 x2

- 0 A

g >

3
b) 10 (x + 1) > x (x + 33)
) (¥ =3P+ (x+ 492> 22  4x + 12
j)gfx"+§>x
k) 24+ (x+ 1)*<2(6 + )
D 7x(83—7%>308—171)
m 2+224+6>%x(x+3)+ 4
n) 42* —44/3x4+1>0
0 *(x—D+6(x+1) <@+ 12— (x—22

288. Rozwiaz nieréwnoéci podwojne:
a) 3<a? —2x <24
b) 0 <12x — %2 < 20

289. Rozwiaz nieréwnoéci: )

Do 3 Faliciy -8
e N ey b) 5 E %
o e | 3x
skl S B e g
¥ — T7x -+ 10 e b T
) s R

290. Dane jest rownanie:
X2 — 2mx + (3m + 4) = 0.
1". Dla jakich wartoéci m réwnanie to posiada 2 pierwiastki
rzeczywiste?

2. Dla jakich wartoéci # réwnanie to nie posiada zadnego pier-
wiastka rzeczywistego?

291. Dane jest réwnanie:

¥4+ (m+ 1) x4+ (m+ 3) =0.

19 Dla jakich wartoéci m réwnanie to posiada 2 pierwiastki
rzeczywiste?

2¢. Dla jakich warto$ci m réwnanie to nie posiada zadnego pier-
wiastka rzeczywistego?

292. Dane jest réwnanie:

%2 —dx 4+ m? = 0.

1", Dla jakich wartosci m réwnanie to posiada jeden pierwiastek
lub dwa pierwiastki rzeczywiste?

2% Dla jakich wartoéci m réwnanie to nie posiada zadnego pier-
wiastka rzeczywistego?

‘ 3 298. Wykaz, ze réwnanie:

242 — mx + (m —3) =0
dla kazdej wartosci m posiada dwa pierwiastki rzeczywiste,

294. Wykaz, ze réwnanie:
Rt m—1)x+ Bm24+1) =0
nie posiada pierwiastkéw rzeczywistych dla zadnej wartogci m.
*) Zadanie nr 289 wymaga uprzedniego opracowania § 3 w rozdziale I.:

wNierdwnoser utamkowe .
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R95. Wyznacz m w taki sposéb, aby. nierownodé:
224 bmx 4+ 1> 0
byla spetniona dla kazdej wartosci x.
296. Wyznacz m w taki sposéb aby nicm\moéé:
24 (2m—1) x 4+ (m + —) >0
byla spelniona dla kazdej warto»m %

*297. Wykaz, ze nicrox\no;(
—3xy+ 32 4+1>0
spefniona jest dla wvelklch wartosci x 1 y.
*298. Wykaz, Ze nieréwnoéd:

32+ 92 —8xy — x4+ y4+1>0
spelniona jest dla w zelkich wartodci x i y.

[M]
§ 27. Nieréwnos$ci algebraiczne wyzszych stopni.
Rozwigzywanie nieréwnoéci algebraicznych stopnia trzeciego

1 wyzszego sprowadzamy do rozwiazywania nieréwnosci stopnia
pierwszego i drugiego. Kazdy bowiem wielomian stopnia trzeciego

1 wyzszego daje sie, wmyél twierdzenia podstawowe-

go algebry, 1ozloz5c na czynniki stopnia pierwszego i dru-
giego. Jezeli potrafimy ten rozklad uskutecznié, woéw-
czas badanie znaku wielomianu sprowadza sie juz do badania
znaku poszczegélnych czynnikéw otrzymanych przy rozkladzie,
a_wiec do rozwigzywania nieréwnosci pierwszego i drugiego sto-
pnia - Wyjasnimy to na dwéch prostych przykladach.

1 Rozwigzaé nierdwnoéé:

(71) % —2x24+ 45 —-3>0

Wielomian napisany po lewej stronie nieréwnoéci (71) posiada,
jak fatwo si¢ przekona¢, pierwiastek ¥ = 1 Wielomian ten jest
wigc podzielny przez (v —1); wyk onujac odnoséne dzielenie
otrzymujemy j&ko iloraz: x* — x -+ 3. Mamy wiec rozklad na

czynniki: PSR G W 3)

_x_F

Mozemy wigc nieréwnoéci (71) nadaé postac:
(71%) (#—1) »®—%+3)>0
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Tréjmian * — x - 3 posiada wyréznik ujemny i przybiera
- wartoé¢ dodatnig dla kazdego rzeczywistego x; aby wiec nie-
réwnoé¢ (71%) byla spelniona, potrzeba i wystarcza, aby czynnik
b (¥ — 1) byl dodatni, tzn. aby » > 1.

2. Rdzwiqzaé nieré6wnosdé:
(72) 1 —104% + 35%2 — 50x + 24 >0

Wielomian napisany po lewej stronie nwrownosm (72) posiada,
jak latwo sie¢ przekonaé, cztery pierwiastki: 1, 2, 3, 4. Mamy
- zatem rozklad na czynniki:

s — 1043 | 3542 — 50x - 24 = (x — 1) (x —2) (x —3) (x —4y

Mozemy wiec nieréwnoéci (72) nada¢ nastepujacg postacé:
(729 (=1 (2—=2 ([ =3) (2 —4} =0

Badamy znaki czynnikéw: (x — 1), (x —2), (x —3)1 (x —4)
~dla réznych wartoéci zmiennej x i stad wyzndczamy znak ilo-
P czynu: (x — 1) (x — 2) (x — 3) (x —4).
Otrzymane wyniki zestawiamy w ponizszej tabelce (w tabelce
tej wartoéci zmiennej x wzrastaja od dotu tabelki ku gorze):

x—1 x—2 r—3 ¥—4 | (x—1) (3—2) (v—3) (v—4)
x> 4 i = - S -
et e S + 4 0 0
<y <4| + = aF — =
%==13 - — 0 - 0
2 <x <3| + + — = e
21— + 0 — — %]
By < 9 4 — — — —
%, == 0 — — — 0
% < - - - - -+

Widzimy wiec, ze nasza nieréwnosé spelnia sig, gdy:
albo x <1, albo 2 < x <3, albo % > 4.
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Cwiczenia.
299. Rozwiazaé nieréwnosci: _

ca) x4+ 1)@+ 1) <0

b) (2% —5) (#2+ x4 2) >0

€ (22— 1) (5x—1) (Tx—1)>0

d »—10x24+9<0

e) W—x+3)(x2—11) <0

) (2t 4)(2—x+2) <0

g (x +3)(x—1)(x—2) (x—4)>0

l1)<x— 1/2;2) (%84 1) (28 + 1) < 0

) d—x24+x—6>0

1) a8 ) = ()

k) ¥*—3x2—83x4+9<0 :
h ' —423+8x2—20x+15<0

CZESC 1
ROZDZIAL V
Funkcje zmiennej rzeczywistej.
(K) (H) (M) -

§ 28. Pojecie funkcji.
Przyktady funkcyj.
Jednym z najwazniejszych pojeé matematyki jest pojecie
-~ funkcji,
Do pojecia funkcji dochodzimy badajac zaleznosé zacho-
dzaca pomiedzy wielkogciami. Zdarzy¢ sie moze, ze zaleznoéé
pomiedzy dwiema zmiennymi wielkodciami x i y jest taka, iz
kazdej wartodci zmiennej (wzigtej z pewnego zbioru tych war-
tosci) odpowiada okre$lona wartoéé zmiennej y. Méwimy wow-
(zas, ze wielko$¢ y jest funkcja wielkodci x; w nazywamy.
Zmienng niezalezna, a y zmienng zalezna.

800. Boki tréjkata tworza postep geometryczny. Jaki warunek
musi spetia¢ iloraz tego postepu?

Podajemy kilka przykladéw funkcyj:

1. Pole kwadratu jest funkcja diugosci jego obwod u.
Jezeli dlugoi¢ obwodu kwadratu oznaczamy przez x cm, a jego
pole przez y cm?, mamy wéwczas:

1) = ( =

Kazdej wartosci (dodatniej) zmiennej niezaleznej x odpowiada
jedna 1 tylko jedna wartogé zmiennej zaleznej y.

2. Objetos¢ szedcianu jest funkcjg dlugosci jego
krawedzi. Jezeli diugo$é krawedzi szecianu 0znaczymy przez
4 cm, a jego objetodé przez y cm3, wéwezas mamy:

(2) : y=x
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Danej wartoéci (dodatniej) zmiennej niezaleznej x cdpowiada 3 Przykiady:
jedna i tylko jedna warto$¢ zmiennej zaleinej y.

3. Potega jest funkcja wykladnika potegi (przy
danej podstawie). Jezeli jako pedstawe przyjmiemy liczbe 10,
wykladnik potegi oznaczymy przez x, a potege przez y, wowczas
mozemy napisac:

(3) y =10

Danej wartoéci rzeczywistej (dodatniej, ujemnej lub réwnej
zer) zmiennej niezaleznej x cdpowiada jedna i tylko jedna war-
to¢é zmiennej zaleznej y.

1. Pole kola jest funkcja jego promienia. Ozna-
czanc promien przez x cm, a pole przez y cm? mozemy napisaé:
- (5) y = ma’

Zmienna niezalezna x moze przybieraé kazda warto$é do-
‘datniq, nie moze natomiast przybiera¢ wartoéci ujemnej, ani
izerowej; jej obszarem zmienno$ci jest wiec zbiér
wszystkich liczb dodatnich.

. 2. Sinus kata jest funkcja kgta. Oznaczajac kat
przez x, a jego sinus przez y, mozemy napisac:

(6) y = sin'x

, Kat x (jako miara obrotu) moze przybieraé¢ kazda wartodé
1zeczywistg, mozemy wiec powiedzieé, ze obszarem zmie n-
mos$ci zmiennej x jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.
3. Wzér

4. Droga przebyta przez cialo spadajace swobodnie w dancj
miejscowosci jest funkcja czasu spadania. Jezeli przyspiesze-
nie ziemskie w danej miejscowo$ci wynosi 981 =, czas spada-]
nia x sek, a droga przebyta y cm, wéwczas mamy (jak wiemy
z mechaniki):

(4) y = 490,56 x*

Majac warto¢¢ zmiennej niezalezne] x mozemy za pomocy
wzoru (4) obliczy¢ odpowiednia wartoé¢ zmiennej zaleznej y.

5, Ciénienie powietrza w danej miejscowosci jest
funkcja czasu. Nie mozemy podac wzoru matematycznego
wyrazajacego zalezno$¢ pomiedzy cisnieniem y a czasem X. Mo-
zemy jednak dla obranego okresu czasu zaleinosé te zbada¢ na .
drodze doéwiadczalnej (empirycznej) za pomoca odpowiedniego
przyrzadu (barografu).

(7)

kazdg wartogé dodatnig lub ujemna, natomiast
dla x = 0 wzér (7) traci sens; obszarem zmiennoéci x jest wiec
zbiér wszystkich liczb rzeczywistych réznych od 0.

4. Rozpatrzmy funkcje okre$long wzorem:
(8) Gt 1

Wzér (8) posiada sens wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie
podpierwiastkowe x — 3 jest nieujemne, tzn. gdy x > 3.
. Obszarem zmiennos$ci zmiennej x jest wigc zbiér
¢zb niemniejszych od 3.

Obszar zmiennosci.

Niech bedzie dana dowolna funkcja; oznaczmy, jak wyzej,’
zmienng niezalezna przez x, a zmienng zalezng przez y. Wartcéci,
ktére moze przybiera¢ zmienna niezalezna ¥, tworzg pewien zbidr - ~ Okreslenie funkcji.
X, ktéry nazywamy obszarem zmienno $ci zmiennej #; Funkcja jest okre§lona, gdy podane jest prawo ustalajace
wartodci, ktére przyjmuje zmienna y, tworza réwniez pewien aleZnos’;é pomiedzy zmienng niezalezna x a zmienng zalezna y.
zbiér Y, ktéry nazywamy zbiorem war to$ci funkcji Prawo to najezedcie] wyrazone jest za pomoca wzoru, pozwala-

Gdy dla pewnej funkcji zbiér X jest obszarem zm iens acego obliczy¢ warto$¢ y, gdy dana jest wartoéé¢ x. Dla okre-
noéci zmiennej niezaleznej x, wéwczas moéwimy, ze funkcja enia funkcji podanie takiego wzoru nie jest jednak konieczne,
ta jest okreslona w zbiorze X (tzn. jest okreslona dla kazdej liczby

nalezacej do zbioru X). odpowiadaja poszczegdlnym wartosciom zmiennej .
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Netie ol S bed Zirelydiainsy Sprew re no. Zban 6 1 li c'zeb
Brzeczywistych, ktéry oznaczamy przez X
| Przyporzadkujmy kazdej liczbie x naleza-
Bicii dio- zbuoru X e dnag = tyylko jlednig wair-
to$¢ y (przy czym dwém réznym liczbom x, i x, niekoniecznie
- musza by¢ przyporzadkowane rézne wartosci). Mowimy wow-
C7zas, ze prawo, ustalajace to przyporzadko-
iwanie, okreéla pewnag funkcje w zbiorze X
- (tzn. okres$la funkcje dla wszystkich liczb nalezacych do
zbioru X). Wartoé¢ vy, przyporzadkowang liczbie x, oznaczamy

przyklady: :

1. Okrelmy funkcje W spos6b nastepujacy: :

gdy » jest liczba wymierng, wéwczas Y réwne jest 1;

gdy x jest liczba niewymierna, wowczas Y réwne jest 0.
sze warunki istotnie okreélaja pewna funkcje, gdyz po-
x przyporzadkowaé jedno-
owicie wartoé¢ 1 lub 0,
). Mamy

"
~ Powyi esla
zwalaja one kazdej liczbie rzeczywiste]

snacznie okreélona wartosé y (a mian ' :
zaleinie od tego, czy x jest wymierne czy niewymierne

wiec np.: gdy x =5, tg ey —t1 przez f(x); mozemy wowczas funkcje wyrazi¢ w sposéb naste-
: gdy x = % =k pujacy: :
gdy x=+/2, » ¥y=0 y = (%)
gdy » = =, sy =0 Jezeli rozpatrujemy kilka funkcyj, to dla odréznienia jednej

od drugiej poslugujemy sie oznaczeniami:
y =1, y=gx), y=~hx), y=TI( itp.
Tablice funkcyjne i wykresy.

Rozpatrywana funkcja jest okre$lona w zbiorze wszys t-

kich liczb rzeczywistych. :
9 Okreélmy funkcje przez warunki nastgpujace:

1~ :
@ gly —1 <5< 0, wowczas ‘Y = R Do praktycznego przedstawienia przebiegu funkcji sluza:
& Sy f a) tablice funkcyjne i ) wykresy. °
FR By et Tablica furkcyjna zawiera w rubrykach wartoéci
¢) gdy 0 <x <1, wowezas ¥y =" = zmiennej zaleznej y obok odpowiednich wartodci zmiennej nie-

zaleznej x.

Dla przyktadu podajemy tablice dla funkcji:

| Yy

~obliczong dla kilku wartos$ci zmiennej niezaleznej:

x LO| L1 | 1,2 1,31?' ) Lt T s D b B B g e 0

sze warunki pozwalaja kazde] liczbie x, spekniz%jaecej
dkowaé jedna i tylko jedna
kre$lona dla powyZz-

Powyz
nieréwnoé¢ —1 < x <1, przyporzacxov
wartoéé y. Rozpatrywana funkcja jest wigc O
szych wartosci zmiennej . . .

3. Okreélmy funkcje przez warunki nastepujace:

a) gdy 0 <x <1, woéwczas Yy =1
b) gdy x > 1, wowczas Y = .x o .

" Powyzsze warunki pozwalaja kazde] liczbie nieujemne] plr{zy'-
porzadkowac jedna i tylko jedna wartoéé‘ Y. R.ozpatfvaana fu;l cja
jest wigc okreélona w zbiorze wszystkich liczb nieujemnych.

v 1,000/ 1,049/1,095| 1,140( 1,183/ 1,225(1,265| 1,304/ 1,342| 1,378 1,414
l
Wartoécei vy, zawarte w tej tablicy, sa przyblizone z dokla-
dnoécia do 0,0005. ’ \

~ Oto jeszcze jeden przyklad tablicy funkcyjnej. Masa 1 litra
wody destylowanej zalezy, jak wiemy, od temperatury, czyli jest

Po tych uwagach wstepnych mozemy przystapi¢ do og6lnego

okreélenia pojecia funkcji.
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tunkcja temperatury. Ponizsza tabelka zawiera wartosci masy
1 litra wody destylowanej w réznych temperaturach; wartodci
te zostaly otrzymane za pomoca odpowiednich pomiardw,

Temper. Masa
126 y kg
0 0,99987
1 0,99993
2 0,99997
3 0,99999
4 1,00000
5 0,99599
6 (,99497
v 0,99993
8 0,99988
9 0,99981
10 0.99973

Tablica funkcyjna zawiera wartosci funkeji oczywidcie tylko S

dla skoficzonej iloéci wartoéci zmiennej niezaleznej. Funkcje,
z ktérymi mamy w praktyce do czynienia, maja jednak t¢ wlasnosc,

ze malym zmianom zmiennej » odpowiadaja male, w przyblizeniu.

do nich proporcjonalne zmiany zmiennej y. Jezeli wigc w tablicy
odstepy zmiennej x sa niewielkie, wowczas poslugujac si¢inter-

polacja mozemy oblfezyé przyblizone wartoéci funkcji dla =

poérednich, w tablicy nie uwzglednionych, wartosci x. Odpo-
wiednio sporzadzona tablica funkcyjna przedstawia nam w ten
sposéb ogdlny przebieg funkeji. Do najbardziej rozpowszechnio-
nych tablic funkcyjnych naleza tablice logarytméw, tablice funk-
cyj trygonometrycznych, tablice kwadratéw, szeéciandw, pier-
wiastkéw itp., poza tym tablice fizyczne, astronomiczne i r6znego
rodzaju tablice statystyczne.

Drugim sposobem przedstawienia przebiegu funkcji jest w y-=

kres Jak sporzadza si¢ wykres, wie ezytelnik z nauki po-
przedniej, mozemy wiec ograniczy¢ sig do kilku uwag.
Majac wykona¢ wykres funkcji:

y-="f()-

kreélimy prostokatny uklad wspolrzednych XOY, obieramy kie-
runek dodatni na osiach OX i OY oraz stosowna jednostke dlu-
godci i wyznaczamy odpowiednig 1loé¢ punktéw o wspélrzednych
(%, v), przy czym y = f(x); tak otrzymane punkty lezg na linii,
_\ktéra jest obrazem geometrycznym funkcji; jezeli wige wyzna-
czone punkty leza do$é gesto i jezeli funkcja ma te wlasnos¢, ze
" malym zmianom x odpowiadaja male zmiany y, to laczac te pun-
kty linia otrzymujemy zadany wykres. Wykres taki jest oczywi-
~ écie tylko przyblizenym obrazem geometrycznym danej funkcji,
' gdyz (pomijajac nawet niedokladnoé¢ przyrzadéw rysunkowych)
; tylko skorczona ilo$¢ jego punktéw zostala scisle wyznaczona,
Dla przykladu podajemy wykresy funkcyj:
- 3

g 2 X
—_— 7 E | = — ,
Vs i i Y
wraz z odnoénymi tablicami funkcyjnymi:
A
o
///.’
//
L
B /’//
P
yd
ol 1 z "
‘ Rys. 9.
Wykres funkcji y = \Vx
% ’ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
\V x ‘ 07 F 1 F14) ‘ 1,73| 2 |2.24|245/265|283| 3 | 316




\~

o

Rys. 10.

%8
Wykres funkcji y = 0

-—
1

PR Sty W U SRR U AT T L T R )
2 | Z125|—64—27—08—01] 0 | 01| 05|27 |64 |125
10 ;
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Rozwazmy jeszcze funkcje:
y = E(x)

okre$long w sposéb nastepujacy:

a) gdy x jest liczba catkowita, wéwczas E(x) = %
b) gdy « nie jest liczba calkowita, wéwezas E(x) réwne jest

- najwiekszej liczbie catkowitej mniejszej od .

E(x) oznacza wiec najwigksza liczbe calkowitgs
nie wicksza od x. *¥) '

Mamy np.: E(3) = 3, E(3,6) = 3, E(é_) =0,E(—2) = —9,
E(— 2%) = —3, E(— 31) = —1," Rys. 11 przedstawia wykres
tej funkcji. Wykres (linia schodkowa) sklada sie z oddzielnych,
nie polaczonych ze sobg odcinkéw. **) Dla kazdego calkowitego
4 mamy sk ok ‘funkcji (nagla zmiane wartodei y)

: 1 v

0 |

Rys. il
Wykres funkcji y = E(x)

*) Symbol E(x) pochodzi od francuskiego wyrazu entiey (calkowity),
**) Zauwazmy, ze kazdy z tych odcinkéw pPozbawiony jest jednego kofica
(mianowicie prawego).

g 195



Funkcja rosngca i malejgca.

\

(Czesto rozwazamy funkcje, okreslone w jakimg§ przedziale.
Sprecyzujemy przede wszystkim pojecie przedzialu. Jezeli a i b
oznaczajy liczby rzeczywiste, przy czym a < b, wéwczas zbidr
wszystkich liczb rzeczywistych x spelniajacych warunek:

a <x<b

nazywamy przedzialem (a, b); liczby 4 i b nazywamy

krancami przedzialu; o kazdej liczbie przedzialu odmiennej
od jego krancéw moéwimy, ze lezy wewnatrz przedzialu,
Obrazem geometrycznym przedzialu jest, jak latwo zauwazyd,
odcinek osi liczbowej.
O funkcji:
y = f(»)
okreslonej w przedziale (a, b) méwimy, ze jest w tym prze&zia]e
rosngca, jezeli dla kazdej pary wartosci x; i x5 nalezacych
do przedzialu (@, b) nieréwnosé:
%y < %y
pociaga za soba nieréwnogé:
f(x1) < f(xq)
Innymi stowy, funkcja jest rosngca w przedziale (a, b), jezeli
wiekszej z dwéch jakichkolwiek wartoéci x tego przedziatu
odpowiada tez wieksza wartosé y.
O funkcji:
y = /x)
okredlonej w przedziale (@, b) méwimy, ze jest w tym przedziale

malejgca, jezeli dla kazdej pary wartosci x, i x, nalezgcych

do przedzialu (a, b) nieréwnosé:
% < %y
pociaga za sobg nier6wnosc:
| ) > f(x)
Innymi slowy, funkcja jest malejaca w przedziale (a, b), jezeli
wiekszej z dwéch jakichkolwiek wartosci x tego przedziatu
odpowiada mniejsza wartos¢ y.
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Priziydeta d yv:

1. Funkcja:
y=2°

jest rosnaca w kazdym przedziale (czyli jest, jak krétko méwimy,
funkcja rosnaca). Wykres tej funkcji (rys. 12) jest linia, ktéra
wznosi si¢ do géry, gdy posuwamy sie w dodatnim kierunku osi x.

)

~

Y

4 K 0 1
l Rys. 12.

Wykres funkeji y — 9
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2. Funkcja:
< 1\z
y=(3)
jest malejaca wkazdym przedziale (czyli jest, jak méwimy krétko,
funkcja malejaca). Wykres tej funkcji (rys. 13) jest linia, ktéra
opada ku dolowi, gdy posuwamy si¢ w dodatnim kierunku osi x.

4

i

\

A
\
\

0 e i
e B , |

Rys. 13.

Wykres funkcji y = (L)'
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3. Funkcja:

: = CO0s %

' jest malejaca w przedziale (0, 7), rosnaca w przedziale (72, 27),
znéw malejaca w przedziale (2, 3n) itd. Wykres tej funkcji
. (tys. 14) jest linia, ktéra naprzemian opada ku dolowi i wznosi
sie do géry.

o
A W
v _ - :

L

% 1 [N y, x

o
ENG
Rys. 14.

Wykres funkeji y = cos x

Funkcja ztoZona.
Na zakonczenie oméwimy jeszcze pojecie funkcji zlozonej.
Przypuéémy, ze mamy trzy zmienne: y, u, x, tak ze soba zwig-
zane, ze y jest funkcja u, a u jest funkcja «. Mozemy wiec napisaé:

Kazdej wartodci x, dla ktérej jest okreslona druga funkcja,
odpowiada wiec zupelnie oznaczona wartoéé u; kazdej za§ war-
tosci u, dla ktérej jest okreslona pierwsza funkcja, odpowiada
‘zupelnie oznaczona wartoéé y. Jezeli funkcja y = F(u)
‘okreslona dla tych wartoéci u, ktére przyjmuje funkcja u = f(x),
‘wowczas mozemy zmienng y uwaza¢ wprost za funkcje zmien-
nej x. Méwimy wtedy, ze zmienna y jest fun k cja zlozong
Zmiennej x. Ze wzoréw:
| y=F@),  u=f)
‘otrzymujemy, po wyrugowaniu zmiennej pomocniczej. #, wzér
okreslajacy bezpoérednio zaleinoéé y od w:

y = F(f(x))

u = f(x).
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Przyktady:

1. Funkcje:

Sy
Y=t Y= 42
okreélaja zaleznoé¢ pomiedzy zmienng y i zmienna x, ktéra wy-
razi¢ mozemy WzoTem:

S ot
y — «\/x'z
Funkcja ta jest okre$lona dla kazdego rzeczywistego x.

2. Funkcje: ; \

y = log u, # = sin %
okreélaja zaleznoéé pomiedzy zmienng y i zmienng x, ktérg wy-
razi¢ mozemy wzorem:

vy = log sin %

Funkcja ta okreélona jest tylko dla takich wartoéci #, dla
ktérych sin x jest liczba dodatnig (gdyz logarytm okreslilismy
tylko dla liczb dodatnich).

3. Funkcje: .
y =2 w=1/x
okreélaja zalezno$¢ pomigdzy zmienng y a zmienng x, ktérg wy-
razi¢ mozemy wzorem: 5

B 2\/x
Funkcja ta jest okreélona dla kazdej nieujemnej wartodci %
*

Pojecie zaleznoéci fun kcjonalnej wprowadzil do ma-

tematyki wybitny matematyk i filozof Leibniz w koncu

XVII stulecia= Nowoczesng definicje funkcji (jako przyporzadko- =
wania) zawdzieczamy matematykowi L e jeune=Dirichles

ttowi z XIX stulecia.

7 Cwiczenia.

301. Wyraz pole tréjkata foremnego jako funkeig iego wysokodei.,

302. Wyraz pole szedciokyta toremnego jako funkcjg jego obwodu,
303. Wyre?% objetosé szescianu jako funkcje jego przekitme].
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304. Wyraz obje¢toé¢ kuli jako funkcje pola jej powierzchni.

305. W trojkat réwnoramienny, ktérego ramie jest rowne 10 cm,
a podstawa réwna sie 12 cm, wpisano prostokat w ten sposéb, ze dwa
jego wierzcholki leza na podstawie, a pozostale dwa wierzcholki leza
na ramionach tréjkata. Wyraz obwéd i pole prostokata jako funkcije
jego wysokoéci.

306. W trojkat réwnoramienny o podstawie a i wysokosci A
wpisano prostokat w taki sposéb, ze dwa jego wierzcholki leza na pod-
stawie, a_pozostale dwa wierzcholki leza na ramionach tréjkata. Wyraz
obwdd i pole prostokata, jako funkcje jego wysokodci (a i & przyjac
za . stale) -

807. Troéjkat rownoramienny o podstawie A4 B réwnej a i wysokoéci
CD réwnej h przeci¢to prosta réwnolegla do podstawy i punkty E i [

- przecigcia tej prostej z ramionami tréjkata polaczono z punktem D).

Wyraz pole tréjkata EFD jako funkcje bokn EF (a i h przyjaé za
stale).

808. W polkolu o drednicy 4B réwnej 2 dem wykredlono cieciwe .
A'B’ rownolegla do érednicy i punkty A’ i B’ polaczono odpowiednio
z punktami 4 i B. Wyraz pole trapezu AA’B’B jako funkcje jego
wysokodci.

309. Do polkola o drednicy 4B = 2 R poprowadzono styczne
w punktach 4 i B. Przez punkt zmienny polozony na poétkolu popro-
wadzono styczng, przecinajaca powyzsze dwie styczne odpowiednio
w punktach 4’ i B’. Wyraz odcinek BB’ jako funkcj¢ odeinka 44",
przyjmuijac R za wielko$¢ stala.

810. W poéltkolu o érednicy 4B = 2 R wykre§lono cigciwe A'C

- nachylong do érednicy pod katem x i rzut AC’ tej cigciwy na $red-

nicg oznaczono przez y. Wyraz y jako tunkcj¢ », przyjmujac R za
wielko$¢ stalq.

311. W kolo, ktorego pole wynosi S, wpisano tréjkat réwnora-
mienny. Wyraz pole tego tréjkata jako funkcje kata zawartego migdzy
ramionami tréjkata (S przyja¢ za wielko$¢ stala).

312. W stozek, ktérego wysoko$¢ oraz érednica podstawy réwne
sa 2 R, wpisano walec. Wyraz objeto$¢ walca jako funkcje jego wy-

-sokosei, przyjmujac R za wielko$é stala.

3138. Trojkat rownoramienny, ktérego rami¢ wynosi 10 cm, a kat

- zawarty miedzy ramionami jest x, obraca si¢ dookota ramienia. Wyra#
objeto$¢ oraz pole calej powierzchni bryly, powstalej z obrotu, jako

funkcje kata x.
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314. Prostokat o stalym obwodzie 2 obraca sie dookota jednego
z bokéw. Bok prostokata prostopadly do osi obrotu réwny jest z.
W wyniku obrotu prostokata powstanie walec. WyraZz pole po-

wierzchni catkowitej tego walca jako funkcje .

815. Pomiedzy zmiennymi # i v zachodzi zaleznoéé:

(—1)(v+1)=v—2u

Wyraz: a) u jako funkcje v; b) v jako funkcje u.

816. Pomigdzy zmiennymi % i y zachodzi zaleznoéé:
V24 4x2 —dxy } 29 —dx 1 =0

WyraZz y jako funkcje x.

817. Dwie sily 3 kg i 4 kg dzialaja w jednym i tym samym
punkcie. Wyraz wielko$¢ wypadkowej tych sit jako funkcje kata za-

wartego miedzy ich kierunkami.

318. WyraZ czas swobodnego spadku ciata jako funkcje wysokosci,
z jakiej ono spada. (Przy$pieszenie ziemskie réwne jest g. Oporu

powietrza nie uwzgledniamy).

819. Po réwni pochytej o dlugoéci / zsuwa sie cialo. Wyra# ezas,
ktéry cialo zuzywa na zsunigcie si¢ po réwni, jako funkcje kata

nachylenia réwni wzgledem poziomu. (Przyjaé / za wielkoé stala.
Przy$pieszenie réwne jest g. Tarcia i oporu powietrza nie uwzgledniamy).

820. Wyznacz, w jakim obszarze okreglone sg funkcje dane za

pomocg Wzoréw:
SR
S S grie §
SO o VT

1 2obi &
e y=3Vz—2

_5x—2
g) y_x2—9
o

Sder proeny

k) y=vV2x—9+6—=x

x— 3
s S T
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n) y

2
b) o
_x—2
) y_x—|-3

1) 2
U ey rime
x?
s B st s vy

) y=vV2%—6+3x—7 .

l)y=]/ﬁ

1 1

1 : 1
S YR

3x—8 1
q )’-——M \r)y':%[x]—l
5) y=log(x—2) "t) y=1logx+ log (5 — %)
u) y = log (s + 1) v) y=1/log x

w) y=14/log (x—9) e

COos ¥

sin %

y) y=1—cosx

821. Dana jest funkcja:
‘ f(x) = sin x + sin 2% 4 sin 3x
Wykaz, ze dla kazdego x zachodzi zwiazek:
=% =—]@)
822. Dana jest funkcja:
f(x) = cos x + cos 2x 4+ cos 3%
Wykaz, ze dla kézdego % zachodzi zwigzek:
f— =) = /(%)
823. Dana jest funkcja:

1 1 1
f(x) == x—?x” +-g‘x5——7‘x7
Wykaz, Ze dla kazdego x zachodzi zwiazek:
f(—%) =—f(»)

824. Dana jest funkcja:
f(x) =1 — 242  4x% — 648
Wykaz, ze dla kazdego x zachodzi zwiazeki

f— %) = /(%)
825. Dana jest funkcja:
f(x) =ax + b

Wykaz, ze dla dowolnych liczb #, i x, zachodzi zwiazek:

/(xl 42— Xz) _ =) 42‘@

z) y=tgx+ctgx



326. Wykonaj wykresy funkcyj:

a) y=a2+2 b) 5 =2% 1/% ) y=vx+1
dji oy = | x| : e)y—_—%x_l‘ f) y=|sin %|
1 . 1
g) y=logsx h) y=-, il
S | R

*327. Przez E(x) oznaczamy najwieksza liczbe calkowita nie-
wigksza niz x. Wykonaj wykresy funkcyj : y
€

a) y=x—E(x) b) y=EH/%)

328. Wykonaj wykres funkcji y = f(x), okre$lonej w sposob
nast¢pujacy:
%) =2 dla 0 <x <1
fx) =4—2xdla 1 <x <2
820. Wykonaj wykres funkcji y = f(x), okreélonej dla x > 0
w sposob nastepujacy:

b

330. Wykaz, ze funkcja:
(%) =ax + b
jest rosnaca w kazdym przedziale, gdy a > 0, natomiast jest-malejaca
w kazdym przedziale, gdy a < 0
331. Wykaz, ze funkcja:
1
A== T
jest malejaca w kazdym przedziale nie zawierajacym O,

332. Wykaz, ze funkcja:

x2

[SUI =

y ==
jest malejaca w kazdym przedziale zawierajacym tylko liczby ujemne,
natomiast jest rosnaca w kazdym przedziale zawierajacym tylko liczby
dodatnie.

333. Zal6zmy, ze tunkcje f(x) i g(x) sa rosnace w przedziale (a, b).
Udowodnij, ze wéwczas funkcja f(x) + g(x) jest réwniez rosnaca
w przedziale (a, b).
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334. Zalézmy, ze funkcja f(x) jest rosnaca w przedziale (a, b)
i ze funkcja ta przybiera w tym przedziale wartosci nieujemne. Udo-

wodnij, ze wowczas funkcja /() jest réwniez rosnaca w przedziale (a,b).
335. Funkcje: y=u3 wu — % x wyznaczaja funkcje zlozona.
Poda¢ wykres tej funkciji. =
836. Funkcje: vy = 2 u — sin % wyznaczaja funkcje zlozona.
Poda¢ wykres tej funkcii.
*887. Funkcje: y =1/u, u — log x wyznaczaja funkcje zlozona.

19 W jakim obszarze funkcja ta jest okreglona?
2. Poda¢ wykres tej funkcji.

(K) (H) (M)
§ 29. Granica funkgji.

Pojecie granicy funkcji.

Niech bedzie dana funkcja: y = 96—2_#;5 Dla ¥ = 3 mamy
y = 4. Wykazemy teraz, ze gdy x przybiera wartosci dostatecz-
nie malo réznigce si¢ od 3, wéwczas y przybiera wartoéci do-
wolnie malo réznigce sie od 4. W samej rzeczy, obierzmy dowol-
nie malg liczbe dodatnia & i zbadajmy, dla jakich wartoéci «
zmienna y rézni sie od 4 o mniej niz &, tzn, dla jakich war-
tosci x spelnia sie nieréwnoéé: |y — 4| <& Mamy:

x%x +5 x —3

g 2

&

= —3]
= 2
Z tego wynika natychmiast, ze | v — 4| < ¢ skoro tylko:

b= a] =

| —83| <2
Istotnie wigc y rézni si¢ od 4 dowolnie malo (o mniej niz &),
gdy tylko x réini sie od 3 dostatecznie malo (0 mniej niz 2 ).

. Wiasno$é te wyrazamy moéwiae, ze y da y do 4, gdy w

dazy do 3, albo tez, ze granicag tunkcji jest 4,
gdy x dazy do 3. Zapisujemy to w ten sposéb:

- albo: lim y =4

z—> 3
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Powyzsza wlasnos¢ mozemy obrazowo przedstawié w sposéb

nastepujacy:

Rysujemy wykres funkcji: y = ad _; - (rys. 15).

Obieramy dowolnie malg liczbe dodatnig ¢ i kredlimy dwie
pr.oste réwnolegle do osi % w odlegtodciach: 4 — & i 4 + ¢ od
tej o-si. Kazdy punkt wykresu lezacy miedzy tymi réwnole-
glymi ma rzedna y rézniaca si¢ od 4 o mniej niz &. Punktom tym
odpowiadajg odcigte x rézniace si¢ od 3 o mniej niz 2 e,

Yy
4G T LI et Y

7% Lo N W | e i L XtS
4 5 T R y 2

—— e > - - = - —

1
e
0 3-2¢ 3 3%2¢ x
Rys. 15.
Rozwazmy jeszcze jeden przyklad.
2 __
Niech bedzie dana funkcja: y = ;x 3
x _

Funkcja ta okreélona jest dla kazdego x & —;. Dla % =~2

funkcja nie jest okreélona; gdyz symbol (9) nie ma okreélone-
go sensu,

Zbadajmy, jakie wartoéci przyjmuje y, gdy x przybiera
wartoéci dostatecznie male réznigce sie¢ od % Dla x & % mo-
zemy zastosowal nastepujace przeksztalcenie:
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42 —9 (2% —3) (2x + 3)
2 —3 2% — 3
Mamy zatem (dla % + %) réwnanie: y = 2x + 3.  Stad
latwo wywnioskowaé, ze gdy x przybiera wartoéci dostatecz-
nie mato rézniace sie od 2, wéwczas y przyjmuje wartoéci do-
wolnie mato réznigce si¢ od 6. W samej rzeczy, mamy:

ly—6|=| @x+3) —6|=|22—3|=2|s— 3

=2 +3

& czego wynika, Ze ’y—6]<s, skoro tylko lx——%} < 128.

Mozemy wige napisadi

_hx%o
2z =3
BHE ke e '
o

P e N et

L L O U

!
1
|
I
I
I
I
!
!
!
1
|
!
I
!
!
|
|
!
1
£
2

+
alm

/ 0 %”

Rys. 16.

Powyzsza wlasno$é przedstawiamy obrazowo na rys. 16.
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; dx* — 9 :
Rysuje Cji: Y =I—7" j
3 ysujemy wykres funkcji: y = I — 3 wykres” ten jest
.mlq prosta y 3: 2x + 3, ktéra posiada luke w postaci braku-
]'a‘cego punktu (7, 6) Obieramy dowolnie malg liczbe dodatnia &
i krespmy po obu stronach punktu (—2, 6) dwie proste réwnolegle
do osi ¥ w odlegloéciach: 6 —& i 6 +¢ od tej osi. Kazdy
punkt wyk:resu lezacy miedzy tymi réwnoleglymi ma rzedna y
rozmigeg si¢ od 6 o0 mniej niz & Punktom tym odpowiadaja
odcigte x rézaigce sig od g 0 mnicj niz —; &,
MoZ.emy pojecie granicy funkeji okreslié .og(’ﬂnie w sposdéh
nastepujacy:
Majac dang funkcje y=f(x) méwimy, ze:
' y—>4, gdy x>z,
]e,z'el'1 y przybiera wartoéci dowolnie mato
roznlacce' si¢ od A4, skoro tylko x przybiera
war.tosm dostatecznie malo réznigce sie od
%o (i ré6zne od x).
‘Powyzszemu okresleniu mozemy tez nada¢ taka postac:
Méwimy, ze:
. [(%) >4, gdy x— x,

Jezedido ‘kaZdego dodatniego &€ mozna do-
bra¢ takg liczbe dodatnig 6, Zze nierédwmnoéé;
0< [ X — %, I =0

pociagga za sobg nieréwnos$é:
| flx) — A4 [ <e
Obliczanie granicy funkcji.
Obliczanie graniey funkcji ulatwiaja nastepujace twierdzeniai
I. Jezeli xli_r)r\xo/(x) =4, xli_l)nxqg(x) = B, woéwczas
lim [f(#) + ¢(x)] =4 + B
Slowami: granica sumy dwich funkeyj jest réwna sumie granic

tych funkcyy.
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o ’ 1) — 44 <

Il. Jezeli lim f(x) = 4, lim g(x) = B, wowczas
¥ —> % % =% %y

lim [f(x) —g()] =4 — B

Stowami: granica véinicy dwdch funkeyj jest rdwna yéznicy
\

grawic tych funkcyj.

HI. Jezeli lim f(x) = 4, lgn g(x) = B, wowczas
’ ¥ —> %, % %o

lim [/(x) ()] =4 B

Stowami: gramica iloczynu dwdch fumkcyj jest réwna ilo-

caynowi granic tych funkcyj.
IV. Jezeli lim f(x) = 4, lim g(x) = B, przy czym B £ 0,

Wow Wimgas 2oees £
‘Wowczas s g(x) B

Stowami: gramica ilorazu dwdich fumkcyj jest réwna ilovazow?

granic tych fumkey] (pod warunkiem, by dzielnik mie dqiyt do

,mm'cy 0).
V. Jezeli lim f(x) = A4, przy czym 4 > 0, wowezas

lim Vj(x) = V4 ) .

x—> %
Stowami: gramica pierwiastka kwadralowego funkeji jest réwna
pierwiastkowt kwadratowemu g<am'cy tej funkeji.

Twierdzenia te sg intuicyjnie jasne i daja si¢ tez 4cisle udo-

‘wodnic.

[: Dla przykladu udowodnimy twierdzenie 1,

Obierzmy dowolnie mala liczbg dodatnia &; liczba % bedzie wow-

\czas réwniez pewna liczbg dodatnia. Poniewaz lir)n f(x) = A, przeto
o4 %o

@nqzna dobraé¢ taka liczbe dodatnia 6, Ze nieréwnosc:

0<|x—%|<9

pociaga za soba nierOwnosc:

Dol ™
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Rt L)
3, Obliczyé: lLim 10%—x

r—>0 4y :
Dla % — 0 zaréwno licznik 10x — #? jak i mianownik 4x

daza do 0, nie mozemy wigc tu bezpoérednio zastosowaé twierdze-
¢ 10x — »?
‘nia o granicy ilorazu, Skracajgc utamek TR (przy

10 — 22 10 — «x

czyli nieréwnosé:

> ¢
(9a) A=l g <oty

Poniewaz lim g(x) = B, przeto mozna dobraé takq liczbe do-
&, %

datnia §’, Ze nier6wnogé:
0 |x— x| <

pociaga za sobg nieréwno$¢:

(10) le() —Bj<? I elnyn e AR A
czyli: A zatem: :
St 2 10x — «2 L 10—=x 5
oo R e s LT e
Oznaczmy przez 6" liczbe dodatnia mniejsza od-§iod & Jasna { R

jest rzecza, ze gdy. 4 Obliczyé: lim

z—>1 xz - 1 X
Dla % -1 zaréwno licznik x® — x? jak i mianownik x2 —1

daza do 0, nie mozemy wiec tu zastosowad bezpoérednio twier-

0<|z—x5]<d"
. Wowczas spelniona jest zaréwno nierdwnodé (9a), jak i nieréwno$é
* (10a). Ale dodajac te nieréwnoéci stronami otrzymujemy:

(11) A+B) —e<fx)+gx)<(4+B)+e < B
czyli: g oV 1 k rzeksztai:amy w spo-
(11a) |2 + g — 4 + By | <o el Unek i cn e

Nier6wnoé¢ ta spelniona jest wigc dla wartodci x dostatecznie s0b nastepujacy (zakladajac, ze x # 1):

bliskich x,, a mianowicie, gdy 0 < |2 — x| < 6" Znaczy to, ze ¥3 — %2 x% (x — 1) G
Sl +el=at B e T VP TR |
Udowodniliémy wiec twierdzenie I. W podobny sposéb udo- Sstind o2 1 &
wadnia si¢ twierdzenia pozostale. :] : ac i b e g =
S on zh—r>ni %2 —1 b +1 2

Przyktady:
L. Obliczyé: limz(xs—l—xz-{—x)

Wobec % > 2, mamy: 24, 2 -+ 8, a zatem:
(#* + 2% + x) > 14, czyli: lim (28 4 22 & %) = 14

2 Obliczyé lim ]/"2+3"

5. Do jakiej granicy dazy iloczyn:

b
(x-—a)(l o x—a)’ gdy x—>a?

b
Tloczyn: (% — a) (1 g e

nastepujacy (zakladajac, ze x =+ a):

) przeksztalcamy w sposéb

AV 248 b )
Wob e e T L R Wi o (x_“)<1+x—a Bt g
obec ¥ > 1, mamy: x®*— 1,3x - 8, a zatem* mﬁgy Mot Tt
2 2 2 3 z b :
skad wynika, ze l/ﬂ—a—, czyli: lim ]/x2 + 34 = - lim (%t o= @)1 —|—___> ] = 11_>m (* —a 40 =0b
\ 22+ 8 3 £ > 1 2% 1 8 3 £—>a X —a i—>a
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slona dla ka?dego % # 0. Zbadajmy, jakie wartogci przybiera vy,
gdy ¥ przybiera wartodci dostatecznie malo rézniace sie od 0,

212

Granica niewtasciwa.

Niech bedzie dana funkcja: y = — Funkcja ta jest okre-
2

ok

) 2
e
|
T
I
REL S
L 0 S

- Wykres funkcji: y = !}
X

/7

1
Rys. 17 przedstawia wykres funkcji: y = e Z wykresu tego

latwo mozemy odczytad, ze gdy x przybiera warto$ci dostatecznie
btiskie 0, wéwczas y przybiera wartos$ci dowolnie wielkie. Zauwa-
zong wlasno$é mozemy latwo sprawdzi¢ rachunkiem. W samej
rzeczy, obierzmy dowolnie wielka liczbe (dodatnia) K; nieréwnogé:

. 1 1
> K spelnia sie, gdy — > K, tzn. gd g [
3 pelnia sie, gdy — SIS o
Wilasnosé¢ te wyrazamy moéwiac, ze y dazy do + oo (do
. plus nieskorczonoscr), gdy x dazy do 0, albo tez, ze funkcja
ma granice niewladciwg oo, gdy x dazy
do 0. Zapisujemy to w ten sposéb:
y - -+ oo, gdy s
albo: o
lim y = 4 o
£+—>0

Ogélnie mozemy okreslic:

Mayaciadiarn g fusnkic Jrel IR mIGiw 1l y,7 7.0
E y— + oo, gdy x - x,,

jezeli y przybiera wartoéci dowolnie wiel-
kie, skoro tylko » przybiera wartod$ci dosta-
Ilecznie bliskiedlz, (aleré,zne-od %)

Powyzszemu -okre$leniu mozemy tez nada¢ nastgpujaca
postad:
Méwimy, ze:

. f(%) > + o0, gdy x> %,
jezeli do kazdego dodatniego K (dowolnie
wielkiego) mozna dobraé¢ taka liczbe doda-
linia 6, ze nierowno§¢:
0<|2—n|<6
pociaga za sobg nierdwno§é¢:
(% > K
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Rozpatrzmy teraz funkcje: y = — %, Jasng jest rzeczgy, ze
dla x dostatecznie bliskiego 0 (ale réznego od 0) y jestliczbg
ujemna o dowolnie wielkiej wartogci bezwzglednej. Wlasnosé te od-
czytujemy takze z latwodcia z wykresu funkcji y = — xlz,ktéry
przedstawiony jest na rys, 18, -

< 5’; z

i )

Rys. 18.

1
Wykres funkcjj y = — "

214

Wiasnod¢ te wyrazamy moéwiac, ze y dazy do —eo
(o minus nieskoriczonosci), gdy =« dazy do 0, albo tez,

- %¢ funkcja ma granice niewtadciwa — oo, gdy

2 dazy do 0.
Ogélnie mozemy okregli¢:
Majgc dang funkcije y=1fx) médwimy, ze:
Ve — oo iady X — %,

‘Jezeli y przybiera wartogci ujemne, co do

bezwzglednej wartoéci dowolnie wielkie,
skoro tylko % przybiera warto$ci dosta-
ftecznie bliskie %, (ale rézne od %)-

Powyzszemu okreéleniu mozemy tez nadaé nastepujaca postaé:
Méwimy, ze: :
~ [(5) > — oo, gdy x>,
Pezeli do kazdego K (dowolnie wielkiego)
mozna dobrad¢ taka liczbe dodatnig 6, ze
nieréwnoédé:
0<]x~xol<6_

Pocigga za soba nierédwnoé¢:

f(%) < —K
Twierdzenia o granicy niewlasciwe;j.

Do stwierdzenia istnienia granicy niewladciwej funkcji pro-

. wadza czesto twierdzenia nastepujace:

VL. Jezeli ‘111:;. f(x) = 4, xli_r)nx 8(%) = + oo, wbwczas
Jim (/) +g(1)] = + oo
VII. Jezeli ‘li_r)nxo f(x%) = 4+ oo, xli_inh g(x) = + oo, wéwcza§
Jim (1) + g(9)] = oo
VIl Jezeli zlé;rlx /(%) =4, przy czym 4 >0,
a lim g(x)o_—_ + oo, wéwczas

N lim (/) g(#)] = + oo

x> 7
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. IX Jezeli xli_r)nx (%) =4, przy czym A <0,
a a li_r)n g(x)nz + oo, wowczas
T dim if() g = — o0
X. Jezeli xli_r)nx f(#) = + oo i xlij;nx g(x) = -+ oo, wbéwczas
Tim [/x) + g(e)] = + o0
XI. Jezeli lim f(x) = + oo, woéwczas
T dim [ = —o
wodnic,
[: Dla przyktadu udowodnimy twierdzenie Vil.

Obierzmy dowolnie wielka liczb¢ dodatnia K.

Poniewaz lim f(x) = 4- oo, przeto mozna dobraé taka liczbg
&> %3

dodatnig &, Ze nieréwno$¢:
0<|x—nx,| <o
pocigga za soba nierdwnosé: :
‘ 48~
(12) (%)= =K
Poniewaz lim g(x) = + oo, przeto mozna dobraé taky liczbe
x— %,
dodatnig ¢’, Ze nieréwnodé:
0<|x—xy| <0
pocigga za soba nieréwno$é:
‘ 7%
(13) glx) >3 K

Oznaczmy przez ¢’ liczbe dodatnia mniejsza od § i od §’. Jasna
jest rzecza, ze gdy
0<|x—ay| <0, 2
woéwczas speiniona jest zaréwno nierdwno$¢ (12) jak i nieréwnosé(13).
Lecz dodajac te nieréwnoici stronami otrzymujemy:

(14) [(x) +g(x) > K
Nierownos¢ ta jest wicc spelniona dla wartosci x dostatecznie
bliskich x,. Znaczy to, ze . :

lim [f(x) 4 g(¥)] = — oo. ‘1

x — %,
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Twierdzenia te sy intuicyjnie jasne i daja si¢ tez $ciéle udo-

Granica lewostronna i.granica prawostronna.

Rozwazmy funkcje: y = i, okres$long dla kazdego % + 0.
%
Wykres tej funkcji przedstawia rys. 19.

Y
. . e
P v 0. 1 X
|
: |
Rys. 19.

; I

Wykres funkcii y = =
Z wylresu tego latwo odczytujemy, ie gdy x przybiera
wartosci dodatnie dostatecznie bliskie 0, wéw-

Czas y przybiera wartosci dodatnie dowolnie wielkie, natomiast
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gdy x przybiera warto$ci ujemne dostatecznie bliskie 0,
wowczas y -przybiera wartoéci ujemne, co do bezwzglednej war-
toSci dowolnie wielkie. Zauwazong wlasnoé¢ mozemy réwniez
fatwo sprawdzié rachunkiem.

¥ przyjmuje wartoéci dowolnie wielkie, natomiast gdy x przy-
:iera wartoéci ujemne, co do bezwzglednej -wartoéci dosta-
tecznie wielkie, wéwczas y przybiera ‘wartoéci dodatnie dowolnie
malo rézniace sie od 0. Powyzsze wlasnoéci mogliby$my takze

1 sprawdzi¢ za pomoca nietrudnego rachunku,

Wlasnos¢ te wyrazamy méwiac, ze funkc]a.? dazy lewo- . Wlasnodei te funkcji y = 2% mozemy wyrazié méwiac, Ze y
a2y do + oo, gdy x dazy do -+ oo,i ydazy do 0,
gdy x dazy do — oo, Zapisujemy to w ten sposébi

stronnie do —oo, a prawostronnie do + oo,
gdy v dazy do 0, albo tez, ze funkcja ma lewo-
stronng granice (niewladciwg):—oco i prawostronng ¥+ 4 o0, gdy %> + oo,
granice (niewladciwa): 4+ oo, gdy % dazy do 0.
Y5t 0’ gdy A= 00,

W podobnym zupelnie znaczeniu mozemy takze méwié¢ o gra-!
nicy lewostronnej i o granicy prawostronnej w przypadku, gdy ta
granica jest skonczona.

albo:
{ lim y = + o0, lim y = 0.

>4 o z—>—0

' W analogiczn 5b okredla kie, jak;
Ogolnie zauwazmy, ze gdy dla x — x, granica lewostronna 2 GIEERY SR080 io reslamy symbole takie, ]'ak.
nie réwna si¢ granicy prawostronnej, wéwczas funkcja nie posiada, | A _114{1}0 f(#) = — oo, . _I}E;}o f(x) = + oo, 2 _1:11;10 (%) = — oo,

granicy dla x — x,. o

: . Rozpatrzmy jeszcze jeden prosty przyklad. Niech bedzie dana
Godzi si¢ zaznaczyé, ze funkcja moze w pewnym punkcie nie : _‘ > :
posiada¢ ani granicy lewostronnej, ani prawostronnej. Wezmy np. nkcja: y = - Jasng jest rzecza, ze gdy x przybiera wartodci

pod uwage funkcje: y = sin % Gdy x dazy do O przez wartoéci do- dodatnie dostatecznie wielkie, a takze gdy x przybiera wartodci
ujemine, co do bezwzglednej wartoéei dostatecznie wielkie, wéw-
czas y przybiera wartoéci dowolnie bliskie 0 (patrz takze rys. 19)
Mozemy wigc napisad:

y—>0, gdy x> + oo,

y—>0, gdy x> — oo,

] 1 ; : el X i
datnie, wéwczas % daZy do + oo, a sin = waha si¢ ustawicznie po-

1 :
migdzy — 1 a 4 1. Funkcja y = sin % dla x— 0 nie posiada wige

granicy prawostronnej. W podobny sposéb przekonujemy si¢, e -
funkcja ta dla x— 0 nie posiada takze granicy lewostronnej.

lim 9 =0, Ilim y =0.

T —+4oo T ——00

Zachowanie si¢ funkcji w nieskoficzonosci.

Czasem waina jest rzecza zbadaé, jak dana funkcja y = f()
zachowuje si¢ w nieskoficzonoéci, tj. gdy x przybiera wartoci |
dodatnie dostatecznie wielkie lub {ez warto$ci ujemne, co do bez-
wzglednej wartodci dostatecznic wielkie, Wezmy dla przykladu
funkcje ¥y = 2% (rys. 12 na str. 197).

Moan wykazaé, ze wszystkie przytoczone wyzej twierdzenia
0 granicach funkcyj, a wigc tw. I—V oraz VI—XI pozostajg
W mocy, jezeli w kazdym z nich warunek: ,,x — %o'‘ zastapimy
Przez ,,x - —-oco“ albo ,,# > — oo,

i Przyktady:

Z wykresu tej funkcji z latwodcia odczytujemy, ze: gdy 1. Obliczyé: lim i’r + 2
x przybiera wartoéci dodatnie dostatecznie wielkie, wéwczas ;
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3x + 2 :
Dzielge licznik i mianownik ulamka przez x otrzy-
2x + 1 i
mujemy: ‘ .
2
3x +2 3 +3
e 1

9% 17 parl
=%

1 2
Dla x - + oo zaréwno - jak i ;dqia do 0; mamy zatemj

; 2
3x + 2 Shg 3+;c
s
: o a2 — 255
2. O‘bllczyé: zl_lfl_]uhxz-{—f)

% —2x + 5

Dzielac licznik i mianownik utamka PR przez %
otrzymujemy :
i 28-h
%2 —2x +5 W g 22
x2+5 1 5
1+ 7
et
Dla ¥ - — oo wyrazenia:- g e daza do 0; mamy zatemj
s
. %% —2x + 5 i 1_x 4 :
AR R . L BT
1+ )

Zauwazmy jeszcze, Ze istnieja funkcje, bktéore dla x— 4 )
lub - - oo nie.posiadaja zadnej okreslonej granicy, ani skonczonej
ani niewladciwej. Funkcja taka jest np. y =sin «x. Gdy x dazy d
+ o0 lub —co, wéwczas sin x waha sig ustawicznie pomigdzy —1
a + 1 nie dazac do zadnej granicy.
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éwlczenlu.

338. Oblicz:

. 3 _. . 2—.’

a) l;_r)n5 (3x —4) b) }I_)H}) (2% 9x + 7)
lith ¥ : i -

©) ol e S e T

. 2

e) lim 7*+6 f) lim (ﬂ\
z—>3 x— 8§ z—>1 2+ x,

g lim ¥ —2 R e e
a>2 42 __ 4 el 222 4 x—1

2

2—>2 4 __ 42 *r—>—3x -+ 3

' , F A S
L - 1 Bt
k) lim [»<1+x)] D lim 3/ Tx—1

z—>3

i P b li 6x—2 !
m) ilino\/x x—}—‘7 n) lim I/

z—>1 4x + 1

839. Oblicz:

a) lim *— 1227+ 36 b) lim # — 3244250
2> 6 %x_3 x—>—4 %24 8x-L 16
¢) lim ¥—2x +1
z—>1 48 942 | g
840. Oblicz:
a) lim ! ) dim . S ¢
>3 (x — 3)2 >3 (3x—8)2
¢) lim 2x + 1 d) lim 5% —3

>0 x2 LT )

341. Wykaz, ze ulamek:
b)

&

x— 1
dazy do + oo, gdy x— 1 przez wartoéci wigksze od 1,

R dazy do — oo, gdy % — 1 przez wartosci mniejsze od 1.

842. Jak zachowuje si¢ funkcja:

f=

50 8dy x— 4?
x— 2

a3l



843. Jak zachowuje si¢ funkcja:

2
o= e By H 0,009 x—> 6?2
844. Oblicz:
e p et .o Tx—3
)l e
a)s—ljr:-lw 2x )x;IEw5x +3
. 14 4x . 2x—3
— . lim ——
~C)xl>u—r-lco2+ 3x d),_:rilng-l—ﬁ
o oBmi =g .32 -2
80T e 7
el B » 2N\ 42
L St i = 3x>
; = 2
i) lim /Zx i j) lim 2+ %
>4 X £r—> + o 9x2

845. Oblicz:

a) lim (% —5x)
x—> 4+ ®

c) lim (x®— 6%)
e) lim :
e ool G

g) lim (x2—x—4)

£—>+®
1
i) lim
) z—> +°°2 — 2
846. Oblicz:
. a) lim (1 —cosa)
a —> 180°
sin 2a

c =5
) a—s0 3sina

¢) lim [sina - tg(90° — a)]

a—0
2 1—sina
gy lim. — e
a-—>900 COSa

222

b) lim (¥ — 5x)

¥ —> = c0

d) lim (4% — €x)

*—> 4+

1 1
e

h) lim (5 + 4x — 3x%)

£—>— o

j) lim g

> — o4 —3x2

sin (a 4 309)
o 3300 c08 (a — 309

b)

& im 1—cosa

40" sinia

f) lim (sin2a -ctga)
a—0

tg 2 ¢
h) 'lim -2
a—0 tga

f; *347. Do jakiej granicy dazy ulamek:

sin? a + 2.sin a—3’ gdy a— 9097
Il =sina

. *848. Dwa katy zmienne a i # maja stalg sume a 4 8 réwna 90°.
Do jakiej granicy dazy ulamek:

sin ¢ — sin
sin (a — f)
. 849. Do jakiej granicy dazy pierwiastek réwnania:
% (3t + x) = 22— x4 ¢,

“ gdy ¢ rosnie nieograniczenie?

, gdy a— 4507

850. Jak zachowuje si¢ pierwiastek réwnania:
x(B+18)B—¢ =14 9z,

dy ¢— 07 Czy réwnanie posiada pierwiastek dla ¢ = 0?

361. Dany jest uktad rownan:
2 y A
{ b~ =il ;

l x—y =2
-~ 19 Rozwiaza¢ ten uklad.

| . Do jakich granic daza wartoci ¥ iy w rozwiazaniu

ego ukladu, gdy £ —2?

© 852, Dany jest uklad réwnan:

: 242y 2 =12
3x +3y —2:=17

5
x+y+2:9+z

- 19 Rozwiazaé ten uklad.

: 29, Do jakich granic daza warto$ci x, ¥, * W rozwiazaniu tego
ladu, gdy m roénie nieograniczenie?

858. Dane jest réwnanie:

m?x®2 — (24 3m?) x + 6 =0

19, Rozwiaza¢ to réwnanie,

2, Co staje si¢ z pierwiastkami réwnania, gdy m roénie nie-
aniczenie?

223



854. Trojkat réwnoramienny o podstawie stalej a i wysokosci
zmiennej x przecigto prosta rownolegla  do podstawy w odleglosci h
od niej. Do jakiej granicy dazy pole powstalego trapezu, gdy # rosnie
nieograniczenie?

855. Dane jest koto o promieniu R. W punkcie 4 okregu tego kola
wystawiono styczng, z punktu B obranego na stycznej wykreslono
druga styczna do kola i punkt stycznosdci oznaczono przez C. Do jakiej
granicy dazy dlugo$¢ cieciwy CA, gdy dhugod¢ odcinka 4B rosnie |
nieograniczenie? '

856. W kole o promieniu R poprowadzono styczng i réownolegle
do niej cigciw¢ AB. Rzutem cigciwy na styczna niech*bedzie CD.
Zbadaé, do jakiej granicy dazy stosunek przekatnej prostokata 4 BCD
do cigciwy A B, gdy odleglosé¢ cigciwy od stycznej dazy do zera.

857. Dane jest polkole o érednicy. 4B = 27, do ktérego poprowa-

Ny
dzono styczne w punktach 4 i B. Przez punkt polozony na pétkolu \\4 rd
poprowadzono styczna, odcinajaca od dwoch powyzszych stycznych 0 'ﬁ =
dwa odcinki x i y. Do jakiej granicy dazy jeden z nich, gdy drugi

|
Rys. 20.

dazy do 0 albo do 4 oco?

358. W trojkacie réwnoramiennym A4 BC podstawa AB, rowna
a, jest stala, a kat CAB = a jest zmienny. Do jakiej granicy dazy Wik e s P
dlugoéé¢ dwusiecznej kata CA B, gdy kat ten dazy do kata prostego? s o= %
859. W trojkacie 4 BC bok BC jest staly, a katy przy C i B, réwne
« i 3a, sa zmienne. Do jakiej granicy dazy stosunek bokéw AC i AB,:
gdy a— 0?

~ Wykres ten jest, jak widzimy, linia nieprzerwana
i (c1qg}q): Odpowiada temu pewna wlasnoéé funkcji, ktéra posta-
ramy si¢ wyrazi¢ Scistym jezykiem matematycznym.

360. W trapezie wieksza podstawa réwna jest @, mniejsza podstawa ‘
1 kazdy z bokéw nieréwnolegtych réwne sa b, a kat nachylenia boku
nieréwnoleglego do wigkszej podstawy rowny jest a. Do jakiej granicy
dazy b, gdy 1) a— 0, 2) a— 90° przy stalym a?

! OZnaC?my przez x, dowolng liczbg rzeczywista. Gdy x — X
‘:Vzawczai l]akzlaﬂcwc‘) (?bhczy.é, y._) 2 %o’ "Gdy za$ x = %, wéw-
k S ¥y =3 %. Widzimy wiec, ze gdy x — x,, wéwczas funkcja
dazy do granicy réwnej tej wlasnie wartodci, jaka ona przybiera

dI.a ¥ = x,, Wyrazamy to méwiac, ze funkcja jest ciggla dla x = «
(claglta w punkcie x,). :

(K) (H) (M) e AR
§ 30. Ciagtosc funkcji. AR
AMEdo e % ¥ : onlev.s/az %o oznacza¢ moze tutaj kazda liczbe rzeczywista
Okreslenie ciggtosci i nieciggtoéci funkcji. ‘mozemy wiec powiedzie¢, ze rozpatrywana funkcja jest w kazdym’
punkcie ciggla, czyli wszedzie ciggla. Tej oto wlasnogci funkcji

Rozpatrzmy funkcje: y = ; 2%, ktdrej wykres przedstawia : :
odpowiada wladnie cigglog¢ jej wykresu.

rys. 20,

8 Algebra
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Mozemy okresli¢ ogélnie: 3
Jezeli funkcja y:f(x)‘dla Xi— B g olfrets;
long warto$¢ f(x,) i jeZel.l dla %> %o funkc]?Wi- !
dazy do granicy réwnej f(xo), wowcza_s mc;lbo.
my, e funkcja f(#) jest eigglta dla. v =%, { g
ciagla w punkcie #,). :
Poznajmy teraz przyklad funkcii, ktéra. w pewnym punkcie,
w ktérym jest okreslona, nie jest ciagla. i 4
Rozpatrzmy mianowicie funkcje y = f(x), okreslong w sposéb

nastepujacy:

réwna jest 1, a prawostronna réwna jest 2; gdy z >1, funkcja
nie dazy wiec do zadnej okre¢lonej granicy. Mozemy przeto
‘powiedzied, ze funkcja f(x) nie jest wiec ciggla dla x — 1, cho-
l6laz dla » — 1 funkcja ta ma oznaczong wartodé: 1=,
Mozemy okreéli¢ ogélnie:
P Jezeli funkcja Yy=1/[x) jest dla *=2%, okre-
Slona i jezeli dla ¥—>% funkcja fx) nie dazy
do zadnej okredlonej granicy albo dazy do
granicy, ale réznej od f(x,), wéwczas moéwimy,
Ze funkcja jest nieciggta dla x =g, (albo: nie-
? dlax <1, Ciagla w punkcie %)

dla x> 1.
Przyktady:
. : %8
B 1. Funkcja y = 10 jest ciggla dla kazdego x. Obraz

eometryczny tej funkcji (rys. 10) tworzy linie nieprzer-
Wana (ciagly).

2. Funkcja okreélona w sposdb nastepujacy:
1
xl

y = - 8dy x # 0,

Y- 05 sdyea =,

(patrz Iys.. 19) jest nieciggla ~dla % — 0, natomiast jest
tiggta dla kazdego x + 0. Obraz geometryczny tej funkcji
est linia doznajaca przerw y dla ¥ =0 (w punkcie 0).

s

3. Funkcja y = E(%) (patrz rys. 11) jest nieciggta dla
kazdego calkowitego x, natomiast ciagta dla kazdego nie calko-
Witego x. Obraz geometryczny tej funkcji sktada si¢ z poszcze-
86lnych odcinkéw ; Przerwy zachodza dia kazdego catkowi-

Rys:i 21 3

Rys. 21 przedstawia wykres tej fur}kcji. Z V\rykresu Izzi
latwo odczytaé, ze dla x =1 zac'hodm nagl? ’zml.ana (srw f
wartoé¢i funkeji; w odnoénym punkcie \‘/\.rykres Qoma]eL ptrze Zz.,
Zbadajmy zachowanie si¢ tej funkcji dla x—> 13 La E/l(;kc‘.
uwazyé, ze gdy x — 1, woéwczas lewostronna granica j

4. Funkcja y = log x jest, jak mozna by latwo stwierdzi¢
fachunkiem, c g gta dla kazdego x, dla ktérego jest okreglona,
J. dla kazdego dodatniego », Obraz geometryczny tej funkcji
Iys. 22) tworzy linie nieprzerwana. i b7
8%
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6. Podobnie funkcja y = cos x jest ciagla dla kazdego
x. Obraz geometryczny tej funkcji (patrz rys. 14) tworzy réwniez
' lini¢ nieprzerwana

, Funkcja moze nie by¢ ciagla dla zadnej wartosci zmiennej
. niezaleznej. Funkcja o takiej wlasnoéci jest np. funkcja W= e
‘okreélona w sposéb nastepujacy:
f(x) =1, gdy x jest wymierne,
f(x) =—1, gdy x jest niewymierne.
QObraz geometryczny tej funkcji sklada sie z oddzielnych
punktoéw, nie tworzacych nigdzie nieprzerwanej linii.

Wiasnosci fun kcyj ciagtych.

Z definicji ciaglodci funkcji oraz z poznanych przez nas
twierdzef o granicy funkcyj wynikaja, jako latwe wnioski, naste-
pujace twierdzenia o funkcjach ciaglych:

Rys. 22.

Jeielr funkcje: f(x) © g(x) sq ciggle dla x = x,, wowczas takse
funkcje: f(x) +g(x), f(%) — g(x), f(x) . g(%) sa ciagle dia x = x,.
Jezeli funkcje: f(x) © g(x) sa ciagle dla x = x,, przy czym

Wykres funkcji vy = log »

5. Funkcja y =sin x jest ciagla dla kazdego x.

%
g(%0) + 0, wiowczas takie funkcja 2((—21)) jest ciggla dla x = x,.
Jezeli funkcja (%) jest ciagla dla x = x,, przy czym f(%) = 0
wéwcezas takze funkcja A/ f(x) jest ciagla dla x — x,.

Obraz geometryczny tej funkcji (rys. 23), tworzy linie
nieprzerwana. Scisty dowéd ciaglosci tej funkcji daje sig
réwniez przeprowadzi¢ za pomoca nietrudnego rachunku.

Y
Przyktady:
/?" 1. Funkcja y = x jest oczywiScie wszedzie ciaglta. Wynika
b stad, ze wszedzie ciagle sa réwniez funkcje:
- ol £ lr-; y=12% y=15% y=14" ...y =" (n: liczha naturalna)
o 2 N / 2. Funkcja y =a (tj. funkcja przybierajaca dla kazdej war-
tosci zmiennej niezaleznej x jedng i te samg wartoéé &) jest oczy-
T | E [ wiscie wszedzie ciagta. Wynika stad, ze takze funkcja: y = ax"
; (" : liczba naturalna) jest wszedzie ciagla.
Rys. 23.
3. Funkcje:
Wykres funkcji y = sin » y—=ax +b
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y=ax’ +bx +c¢
y:ax3—{—bx2+0%+d

Linia przerwana na rys. 25 przedstawia wykres pewnej funkcji
okreslonej w przedziale (1, 5), ale nieciaglej dla ¥ = 3; dla x = 1
funkcja przybiera warto$¢ y =2, a dla x =5 wartoéé y = 6.
Funkcja ta nie przybiera jednak kazdej wartodci zawartej miedzy
216, gdy x zmienia si¢ od 1 do 5 (nie przybiera np. wartoéci y = 4).

y = agx” +a " e T A ¥ P :
sg wszedzie ciagle; kazda z tych funkcyj jest bowiem suma funkceyj
wszedzie ciaghych.

L
i i zar swimy jeszcze jedna
Na zakonczenie naszych rozwazan omOWinTy
bardzo wazng wlasnos¢ funkcji ciaglej. Linia nieprzerwana na

) S SRS e &

R
T i .
L .‘ | Rys. 25. :

k ‘: \:"‘ Przyktady te ilustruja nastepujace twierdzenie, ktére daje
= ‘i | WETE si¢ zupelnie $cisle udowodnié:

l

i LS

Jeieli funkcja f(x) jest ciqgla w przedziale (a, b), wéwczas przy-
Rys. 84 \biera ona w tym przedziale kazdq wartosé posredniq migdzy f(a) i f(b):
Twierdzenie to mozemy dobitniej sformulowaé w taki sposéb.

Funkcja ciagla, przechodzqc od jednej wartosci do drugiej, musi
preejs¢ przez wszystkie wartosci posrednie.

rys. 24 przedstawia wykres pewnej fuIlﬂ’{Cji C1qgl§% w p_rz;d;;j}lle-
(1, b), ktéra dla x = 1 przybiera wa.rtosc. y = 2, E;nin—ia o
bi’era wartosé y = 6. Latwo zauwazy¢, ze gdy x z };ie o
{ do 5, wéwczas y zmienia sie od 2. do 6, p‘r.ZGy el
kazda warto$¢é zawarta miedzy 2106 przynaj

Zauwazmy jeszcze, ze mozna takze udowodnié¢ nastepujace
jeden raz.

Wwazne twierdzenie:
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Jezeli funkcja f(x) jest ciqgla w przedziale (a, b), wo’wczgs .;brzy-
biera ona w pewnym punkcie tego przedziatu warto$¢ najwi¢kszq

i w pewnym punkcie wartos¢ najmmiejszq.
*

Sciste okreslenie pojecia ciagloéci funkcji zawdzigczamy
Cauchy’emu, wybitnemu matematykowi francuskiemu z XIX

stulecia. .

Cwiczenia.

361. Wykaz, ze funkcje nastepujace sa wszedzie ciagle:
—_ 1
by =4/ Tl 9. W i

ajiy = x|
Podaj odnosne wykresy.

862. Dana jest funkcja /(x), okreslona w przedziale (0, 3) w sposéb

nastepujacy:
= y. : &)=, gdy 0 <z <1

fx) =3—=x gdy 1<x<3
Podaj wykres tej funkcji i zbadaj jej ciaglosé.

363. Dana jest funkcja, okre$lona dla ¥ > 0 w spos6b nastepujacy:

fla—=ux, gdy 0 <x <2
4
f(x)=; gdy x> 2

Podaj wykres tej funkcji i zbadaj jej ciaglosc.

#364. Podaj wykres funkcji: y

#365. Dana jest funkcja f(x), okreSlona w sposob nastgpujacy:

2—1
(%) =%‘*_—1: gdy % # 1
f(x) =3, gdy =1

Podaj wykres tej funkcji i zbadaj jej ciaglosc.

— 2B sbadaj jei ciaglose.

ROZDZIAL VI

Pochodna funkcji.

(K) (H) (M)
§ 31. Pojecie pochodnej. Styczna do krzywe;j.
Okreslenie pochodnej.

Niech bedzie dana funkcja y = f(x), o Ktérej zakladamy, ze
jest ciagla dla x = x,. Wartoéci zmiennej niezaleznej x, odpowiada
warto$¢ zmiennej zaleznej f(x,); ktéra oznaczamy przez vy, Na-
dajmy teraz zmiennej niezaleznej wartoéé x, (rézna od %,); odpo-
wiada jej warto$¢ zmiennej zaleznej f(x,), ktéra oznaczamy
przez y,. Gdy wigc zmienna niezalezna przechodzi od warto$ci %,
do wartodci x,, woéwczas zmienna zalezna przechodzi odpo-
wiednio od wartoSci y, do wartosci y,. Réznice: x, — #, mozemy
nazwa¢ przyrostem zmiennej niezaleznej¥),
aroznice: y; —y, przyrostem zmiennej zale#nej

.. (wartodci funkeji). Oznaczajac pierwszy przyrost przez Ax, drugi

przez Ay, mozemy napisaé:
Adx = x, — x,

(1) Ay —_ 'yl ey yo.z f(x,) %= /(xn)

*) Termin ,,przyrost’ nalezy tu rozumieé¢ jako liczbe wzgledna: gdy
¥y > %, woéwczas przyrost %) — %, jest dodatni, gdy za$ x < %, wbéwczas
przyrost x; — #, jest ujemny (jest wigc ubytkiem).

Tak samo termin ,,przyrost zmiennej zaleznej' nalezy rozu-
mie¢ jako liczbe wzgledna: dodatnia, ujemna lub réwna zeru.
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skad otrzymujemy:

R — X, A%
4y = f(%) — {(%o) = f(%, + 4%) — f(%,)
Wyrazenie: .
Ax

a wiec stosunek przyrostu wartoéci funkcji. do odpowiedni(;ago
przyrostu zmiennej nieza‘IeZnej nazywamy ilorazem réz-
nicowym, ; :
Iloraz réznicowy posiada bardzo prosta interpretacje geo-
metryczng. Niech krzywa na rys. 26 bedzie obraze'm geome}:l-
trycznym funkcji y = f(x). Polaczmy punkt 4 o wspélrzednyc

-3
v 1t e

/ Of %o D

‘ R

Rys. 26.

olrzednych (xy, ¥,) linig prosta, z pun-

L z punktem B o wspélrze ' ' prests, ;
l(x:t%wy(j i B wykreélmy prostopadle AD i BE do osi x-0w i wresz
cie poprowadzmy z punktu A prostopadla AC do BE. Mamy
wowczas:

A =—"D—g

(3) SR
CB=EB —EC =y, —y, y

234

a zatem:
' Ay CB
4 A%~ 4C

Oznaczmy przez a kat nachylenia siecznej *) AB do dodat-
niego kierunku osi %0w; <X CAB jest oczywidcie takze réwny a.
Mamy wigc: :

: Ay CB
(5) A tg a

Tangens kata nachylenia prostej do dodatniego kierunku osj
#-0w  nazywamy wWspoétczynnikiem katowym tej
proste;j.

4
Lioraz rézmicowy szj: jest réwny wspdlezynnikowi  katowemu

sieczanej tqczace] odnosne punkty A i B wykresu fuh/ecy’i.

Zalézmy teraz, ze przy stalym x, przyrost Ax dazy do 0.
Wobec ciagloécei funkcji dazy wéwezas takze 4y do 0. W ilorazie

4 ,
réznicowym szc/ dazy zatem zaréwno licznik jak i mianownik do 0,
iloraz ten moze wiec dazyé do okreslonej granicy lub tez nie,
Jezeli iloraz réznicowy A% dazy do okre-

Slonej granicy skoficzonej, gdy 4x dazy do 0,

- wowczas granice te hazywamy pochodng funkcji Yy = f(x)

ff-punkcie u,
Oznaczajac te pochodng przez /'(%) mozemy wigc napisaé;
A %o+ A %) — #x
o) =T 22 Hot dx) — iz
Axr—0 X Ax— 0 4%

Interpretacja geometryczna pochodnej jest réwniez nader
prosta. Jezeli przy stalym x, przyrost 4 x dazy do 0, wéwczas

(patrz rys. 27) punkt B zbliza si¢ nieograniczenie do punktu A4,

¥) Przez sieczna rozumiemy lini¢ prosta Przecinajaca krzywa,.
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i sieczna A B, obracajac si¢ dookola punktu 4, ddzy do pewnego
polozenia granicznego, w ktérym staje sie styczng do krzywej
w punkcie 4, a zatem iloraz réznicowy dazy do granicy réwnej

4

Y B

Rys. 27.

wspélczynnikowi katowemu tej stycznej. Innymi slowy, po-
chodna funkcji w danym punkcie jest réwna wspdlczynnikows
katowemu stycznej poprowadzonej w odnosnym punkcie do wy-
kresu  funkeqs.

Przyktady:

1. Obliczmy pochodna funkcji y = f(x) = é w2 idlasi—=a

Mamy:

ll

fe)=3-2=1

f2 4 Ax) =3 (2 + A%)2 =1 + Ax + ; (A%)?
a zatem:

Ay = f(2 + Ax) — {(2) = A%+ 3 (4x)?

skad otrzymujemy:

Ay
—‘;= 1 —i—;tAx
Mamy wiegc: 4 Ay :
(D TR ) o7 | e e, 8
1%2) T A5 —0 Ax
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yh

8Y

BB

Rys. 28..

A zatem szukana pochodna funkcji y = 2 x2 dla x = 2 wy-
. 5 . 1 .
nosi 1. Styczna poprowadzona do krzywej y = 7 2% w punkcie
tej krzywej, ktérego odcieta wynosi 2 (patrz rys. 28), ma wspdl-
czynnik katowy réwny 1, styczna ta tworzy wiec z dodatnim

‘kierunkiem osi x-6w kat 459,

] 1
2. Obliczmy pochodng funkeji y = f(x) = = dlg a8
Mamy: :

/(1) =1
: 1
f(1+Ax):1~f—Ax
a zatem:
1 — A x
Ay=it A e 1=,
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skad otrzymujemy:

Ay 1
BT A e L
Mamy wiec: ; S
Fiys e S
| 4 o
0 5%
Rys. 29.

1
A zatem szukana pochodna funkcji y = dla x=1 wy-

1 .
nosi —1. Styczna poprowadzona do krzywej y = P punkcie

238

- a zatem:

. Symbol ten przypomina, Ze pochodna jest granica, do kt é-

tej krzywej, ktérego odcigta wynosi 1 (patrz rys. 29), ma
wspélczynnik katowy réwny —1, styczna ta tworzy wiec z do-
datnim kierunkiem osi x-6w kat 1359,

3. Obliczmy pochodna funkcji y = f(x) =2 +3x —b

W punkcie x. Mamy:

(%) = x*+3x —5
Hot+ 4 %) = (x + Axp +3(x + 4 2) —5,

Ay = f(x + 4 %) — (%) =2x 4% 434 x + (4 %)?
skad otrzymujemy:
ﬁl’ =2x+3 4%
. 4 x
Mamy wiec:

; el gl
f@)=A£TOZ;==2x+3

Otrzymalidmy wzér ogélny, pozwalajacy obliczy¢ pochodna

- rozpatrywanej funkcji w dowolnym punkcie. Mamy np.:

f3=2-3+3=9
[~ =2-(—4) +8=—5
(1) =2 (—1)+38=1

: d
Pochodna funkcji y = f(x) oznaczamy czasem symbolem d—i

4

e j d@zy iloraz réznicowy A—z’ gdy przyrost Ax

dazy do 0. Pochodng nazywamy tez czasem ilorazem ré z-

niczkowym. Podkreslamy jednak z naciskiem, ze pochodna
ay '

: L nie jest ilorazem w zwyklym tego slowa znaczeniu,

lecz tylko granicy ilorazu _y

Ay
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Istnienie pochodnej a ciqgtosé funkcji.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:

Jezeli funkcja y = f(x) posiada pochodng w punkcie x,, wow-
czas funkcja ta jest w tym punkcie ciggla.

W samej rzeczy, mamy:

Ay = f(xy + Ax) — f(x,)
czyli:
H(%o + 4%) — (%)
Adx

Skoro funkcja posiada pochodng w punkcie x,, zatem iloraz
réznicowy

(% + 4x) — f(x)
Adx
posiada dla 4x—0 granice skonczona: f(x). Mamy
wigc, stosujac twierdzenié o granicy iloczynu:

lip.'l Ay:f’(xn)'OZO
Ax—o0
Z tego jednak wynika natychmiast, ze:
lim f(x, + Ax) = f(x,)
Ax—>0
co oznacza, ze funkcja jest w punkcie x, ciggla.
Ciagtos$¢ funkcji w danym puwnkcie jest
wigc warunkiem koniecznym istnienia po-
chodnej w tym punkcie.

Ciagloé¢ nie wystarcza jednak do- istnienia pochodnej, tzn.
funkcja moze w pewnym punkcie by¢ ciagla, a mimo to w tym
punkcie nie posiada¢ pochodnej. Dla przykladu przytaczamy
funkcje y =| x|, ktérej wykres mamy na rys. 30. Dla x = 0
funkcja ta jest oczywiécie ciagla. Funkcja ta nie posiada jednak
pochodnej dla x = 0.

Jezeli bowiem oznaczymy przez Ax przyrost dodatni zmien-
nej x, wychodzac z wartoéci x =0, a przez Ay odpowiedni
przyrost zmiennej y, wowczas:

240

A
=
Ax

Jezeli za$ 4 x jest przyrostem ujemnym, wéwczas:
Ay
7P

Ay
Z tego wynika natychmiast, ze iloraz réznicowy A_x dazy

prawostronnie do 1, lewostronnie za$ do —1, a wiec nie dazy do
zadnej okre$lonej granicy, gdy 4« dazy do 0.

2

RY

i 0

Rys. 30.

Wykres funkcji: y = | x|

Wykres funkcji y = l x| jest liniag ciggla, nie po-
Siada jedmak okreflonej stycznej w . pun-
cie (0,0).

Linia lamana na rys. 31 moze by¢ uwazana za obraz geo-
metryczny pewnej funkcji y = f(«), ktora jest wszedzie ciagla,
ale nie posiada pochodnej dla Zadnego calkowitego .
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Cwiczenia.

yt 86G. Oblicz iloraz réznicowy funkecji:
W= o
obierajac za x warto$ci:
a) 1 i 1+4x b) 3 i 34+4x%
c) —2 1 —2+4+4x d) 0y 1A
Oblicz pochodna tej funkcji dla wartosci x, rownej:
a) 1 b) 3
c) —2 d) 0
867. Oblicz iloraz réznicowy funkcji:
y = °
obierajac za «x warto$ci:
a) 1 i 14+A4x% b) 2 i 24+ 4%
Lo c) —1 i —1+4+4x d a i a+A4x
0 i % Oblicz pochodna tej funkcji dla wartodci x, rownej:
@)oo b) 2
c) —1 : d) a
Rys. 31 868. Oblicz iloraz réznicowy funkcji:
3 Bt ot et e i
1 W?j/k.azan(.) naLwe‘c,d ze istnieja funkcje, ktére sa wszedzie ciagle, obierajac za x warto$ci:
ale nigdzie nie posiadaja pocholnej. Obraz geometryczny takiej i i
funkcji jest wigc linia ciagla, ktéra w zadnym jej punkcie nie po- a) 2 i 214« biew, L b Ay
siada okreslonej stycznej..Rozumie sig, ze funkcja taka do graficz- Oblicz pochodna tej funkcji dla wartosci x, réwnej:
nego przedstawienia nie nadaje sig. a) 2 b)
Funkcja pochodna. 369. Oblicz iloraz réznicowy qukcji:
: YE V%
Jezeli funkcja f(x) posiada pochodng f(*) w kazdym obierajac za % .wartoéci: .
punkcie x pewnego obszaru, wéwczas pcchodna te mozemy uwa- a) 1 i 1+4x b) 4 i 4+4x
za.é za nowg funkcje zmiennej x. Funkcje te nazywamy fun k- Oblicz pochodna tej funkcji dla wartoéci ¥, rownej:
tja pochodna wzgledem funkcji danej. a) 1 Z b) 4
ezeli o i :
J 1 oznaczymy [(x) przez y. piszac: 870. Obliczyé pochodna funkcji: °
y = f(x) y:-l—x?'—}-}x—l—l
; : 3 2
wéwcezas funkcje pochodng oznaczy¢ mozemy przy y' piszac: dla wartoéci %, réwnej:
Y = f'(%) a) 2 b) 4 clR0 d) %
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871. Oblicz pochodng funkcji:

3
: i
dla wartosci x, réwnej:
a) 4 b) 5 c) —1 d —3
872. Oblicz pochodna funkcji:
1
. St
dla wartosci x, réwnej:
a) 1 b) —1 c)a2 d) —2
878. Oblicz” wspdlczynnik katowy stycznej do krzywej:
y =22
poprowadzonej w punkcie:
a) (1, 1) b) (2, ¢) ¢ 3,9

Wyniki zilustrowaé rysunkiem.

374. Oblicz wspélczynnik katowy stycznej do krzywej:

A2
=] —_—
Y = 5
poprowadzonej w punkcie: :

Wyniki zilustrowaé¢ rysunkiem.
875. Oblicz kat, jaki tworzy z dodatnim kierunkiem osi x-6w
styczna do krzywej: y = % 43, poprowadzona w punkcie:
a) (L 3) b) (2. 5)
876. Dla nastgpujacych funkcyj oblicz funkcje pochodne:
a) y=2x2—8x b) y =243 —1

1
I 1 -+ &2
(M) 3
§ 32. Predkos$¢ ruchu.

Przyktad zastosowania pochodnej w fizyce.
Pojecie pochodnej znajduje szerokie zastosowanie nie tylko
w matematyce, ale takze w fizyce. Oto bardzo prosty przyklad

stosowania pojecia pochodnej zaczerpniety z kinematyki (nauki
o ruchu),

d)it yi=
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Niechaj punkt materialny P porusza si¢ po linii prostej
(rys. 32). Obierzmy na tej prostej punkt stalty O oraz zwrot.
dodatni. Polozenie poruszajacego sie punktu P mozemy do-
kladnie okreéli¢, podajac jego odlegi’oéé s od punktu O (przy

5 -
JEmm

x

R =

0 3 P

Rys. 32.

czym odlegloé¢ ta jest dodatnia, gdy odcinek OP je'st dodatni,
i ujemna, gdy odcinek OP jest ujemny). _]a‘sflq jest rzecza,
76 kazdemu momentowi czasu (kazdej chwili) ¢ o@powmda
zupelnie okreélone polozenie punktu P, a wiec zuPe{me okrg-
dlona wartoéé s. Widzimy wiec, ze zmienna s jest funkcja
zmiennej f{, co mozemy napisa¢ W ten sposéb:
s = f(t)

Jezeli w chwili ¢ odleglosé wynosi s, a W chwili ¢ + 4¢ od-
' leglo$¢ wynosi s + 4s, oznacza to, ze W ciagu ’czasu A.t prz:lsbyta
zostala droga 4s. Jezeli ruch jest jednostajny, wowczas, jak wiemy,

-

At

As 5 4
ruch nie jest jednostajny, woéwczas stosunek 7; Dazywa s1¢

jest wielkodcia stala 1 nazywa sie predkos cia. Jezeli za$

predkoécia érednia (w czasie od chwili ¢ do chwili ¢ + 4¢)
A -
Granicg, do ktérej dazy —A—j gdy 4t - 0, nazywamy pred

. koécia w chwili ¢ Oznaczajac predko$¢ t¢ przez v, MoZe-
my napisac:
i I As  ds
i mi=—— =
At >0 4t di
Dla przykladu rozwazmy ruch ciala spadajacego swobodm'e‘
4 Jezeli przez s oznaczymy- droge, ktéra cialo spadajace swoboc?me
przebywa W ciagu czasu ¢, woéwczas mamy, jak uczy mechanika,
wzOor:

(6)

g

LSTREY

S =



(K) (H) (M)

u /), obliczamy
pochodng funkcji Wyrazonej wzorem (6) dla chwili ¢,

Mamy:

F § 33, Obliczanie pochodnej funkcyj wymiernych.
Elementarne twierdzenia o pochodnych.

W tym § rozpatrywaé bedziemy tylko takie funkcje, ktére
53 ciagle i posiadaja pochodna w catym obszarze, w ktérym sa
okreslone.

Obliczanie funkeyj pochodnych opieramy na kilku prostych
twierdzeniach, ktére obecnie wyprowadzimy.

= 3e2°

(7)

SEE s ég(i AR
skad otrzymujemy :

(8) ds = 3¢ (¢ + At)2 — 2 2

czyli po latwym przeksztalceniy : Rozpatrzmy najpierw funkcje stala, czyli funkcje

przybierajaca dla kazdej wartoéci zmiennej x te sama wartodé a.
1 4
i Snndes 28 (49? Jezeli y = f(3) = a, wéwczas:

Dzielagc obie strony réwnoéci 9) Ay =fx+ 4 %) — f(x) = a—a =0,

przez At otrzymuj emy:

(10) ZAT; =gt + 38 4¢ e - ﬁ; = 0, skad wynika natychmiast, ze y’ = f'(x).= 0.

: ; i 0s6b:
Jezeli szukang predkosé Oznaczymy przez v, otrzymamy ; Otrzymany wynik wyrazamy slowam; W ten spos

(11) v = lim 45 _ ds

; Pochodna funkcji stalej jest zevem.

ST e i

‘Rozpatrzmy teraz funkcje: y = f(%) = x. Mamy tu:
Ay = f(x + 42) — {(0) = (x + dx) — x = Ay,

Cwiczenia.

877. Cialo porusza sie

réwnanie: s = 32, gdzie s

wiedni czas w sekundach.
réwnego:

po linii prostej ruchem okreglonym przez -
oznacza droge w centymetrach, a ¢ odpo-

A : ] ; :
azatem: ci 5 1, skad wynika natychmiast, ze y’' = j (==l
Oblicz predkoéé ciaty Po uplywie czasu,

Ay~
Wynik ten wyrazamy stowami:
a) 5 sek. b) 10 sek. c) 15 sek.
878. Cialo porusza si
réwnanie: s — 8¢ + b2,
wiedni czas w sekundac

Pochodna funkeji y = x réwna jest 1.
¢ po linii prostej ruchem okreslonym przez
gdzie s oznacza droge w metrach, a ¢ odpo-

h. Oblicz predkosé ciata po uplywie czasu, Wyprowadzimy teraz wzér na pochodna funkcji potegowe;j,
rownego: 4 Y= x" (n oznacza tu liczbe naturalna wieksza od 1). Mamy tu:
a) 1 sek. b) 2 sek. c) 3 sek. Ay (% + Ax)* — x»
A > Ax
246
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Kladagc » + 4x = x, mozemy napisaé; Udowodnili$my wiec nastgpujace twierdzenie:

dy  x"*— Lochodna funkcefi y = af(x) wyraza sig wzorem: y' = af'(x).

A % — % W saczegblnodci, pochodna funkeji ¥ = — f(x) wyraza sie
Przez mnozenie z latwoécia sprawdzamy tozsamo$é: e et Rk :
' : Obliczmy dla przyktadu pochodna funkeii: v — == “Mo-
" Lo L n—1 n—2 n—3,2 n—2 n—1) y przy. P a ] y
g il . BRI BT A T st g ) Zemy tu polozy¢: a = — 5, f(x) = 43; mamy wiec: Flvy =322
skad otrzymujemy : skad: 9" = —5-3x2 = — 1542

: n n
dy x—x

3 1 20 - n—1 n—2 n—3 .9 n—2 18 g o AT
AT gy M G T L et A Pochodna sumy i réznicy.

Gdy 4x -0 (przy stalym %), wéwczas x, — x. Stosujac j
twierdzenia o granicy iloczynu i sumy otrzymujemy:
A »
y' = lim A—j-} = atel ettt L gt St
Adx—>0 X

Niech beda dane dwie funkcje: f(x) i g(x): Dodajac te
funkcje otrzymujemy nowa funkcje: y = f(x) + g(x). Obliczmy
- pochodng tej funkeji.

Mamy:

n razy Ay =[f(x 4 4x) + g(x + Ax)] — [{(x) + g(#)],
a zatem:
2y _Mat A9 —fls) | gle+ d2) = g(a)

_ Ax Ax Ax ]
- skad otrzymujemy, stosujac twierdzenie o granicy sumy:

o [+ 40 — 1) 8 + 4x) —g()

czyli: ¥ = pmt
Udowodniliémy wigc nastepujace twierdzenie:

Pochodna funkcji y = x* wyraza sig waorem: y' = nx"4

Wiec np. funkcje:

s e R D lim —= = 1 lim
S = T = d5504% g, 00 Ax +Ax~>0 Ax
maja odpowiednio pochodne: i ; ) ;
ja odp P s Y=L el

y' =2x, y' = 342, y' = 443 9" = Hyt
Y _ Udowodnili¢émy wiec nastepujace twierdzenie:

Niech bedzie dana funkcja f(x), ktéra posiada pochodng /().
Mnozac f(x) przez liczbe stala a, otrzymujemy nowg funkcjg:
y = af(x). Obliczmy pochodny tej funkeji. '

Mamy: 4y = af(x + Ax) — af(x), a zatem:

Pochodna sumy dwich funkcyj jest réwna sumie pochodnych
poszczegdlnych sktadnikdw.
‘ Twierdzenie to daje sie z latwoscig uogélnié na dowolng ilogé¢
sktadnikéw.

Ay (% 4 4x) — j(x) Réznica y = f(x) — g(x) daje sie ‘napisa¢ w postaci sumy:
e Ax Y= /() +-[—g(x)). Poniewaz pochodna funkeji — g(x) jest
z czego wynika natychmiast: — g (%), zatem mamy: y’ = /(%) —g’(%). Udowodnilimy wiec
Ay f(x + Ax) — (%) twierdzenie: : - i : Ho
lim Ae =@ lim i Pochodna réznicy dwdch funkcyj jest réwna réinicy pochodnych
dx D e odjemne] i odjemmnika.
czyli: y =af'(x)
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E Przyktady: :
1. Znalez¢ pochodng funkcji: g
y=6x3+7x2—%x—|—4 .

Stosujac twierdzenie o pochodnej sumy mamy;
Y =6:3x2 +7-2x —5-140
czyli:
y'=18x2—l—14x—%
2. Znalez¢ pochodna funkcji:
y=ax* 4+ bx® +cx® +dx ¢

Stosujac twierdzenie o pochodnej sumy otrzymujemy :

czyli po tatwym przeksztalceniu:

(16) dy = f(x 4+ 4dx) - [g(x + 4dx) —g(%)] +

+ &%) - [/(x + 4x) — f(#)]

Dzielac obie strony réwnoéci (16) przez Ax mamy;

17 Ay + 4x) —
- (17) Z%f I(de).g(x Axi g(%)
oy [ 1 4%) —f(x)
! +8(%) - b1

Gdy 4x -0 (przy stalym #), woéwczas: f(x + dx) - f(x),

gdyz funkcja f(x) jest ciagla, a ilorazy réznicowe:
: gx 4+ 4x) —g(x) . f(x + 4%)— f(#)
Ax : S Al :
daza odpowiednio do g'(¥) 1/ (x¥). Mamy zatem, stosujac twierdze-
nie o granicy iloczynu i sumy:

y' = dax® 4 3bx® I 2cx + d

Poznane przez nas twierdzenia pozwalajg obliczy¢ pochodng
kazdej funkcji ksztattu:

(12) y=ax" +ax" 't a4 ... 4a,_xta,
gdzie a,, a,, a,, .
zywa sie wielomianem,

Otrzymujemy:
(18) ¥ = nagx" '+ (n —1)a,a" 2 + (n —2)a,x" 3+ ...+ a

stopnia o 1 mizszego.

Pochodna iloczynu. :
Wyprowadzimy teraz wzér na pochodng iloczynu:
y = (%) - g(%)
Mamy: ‘
(14) Ay = f(x + 4x) - g(x + Ax) — f(x) - g(#)
Odejmujac od prawej strony réwnosci (14) wyrazenies
f(x + 4zx) - g(x)
i nastepnie dodajac to samo wyrazenie, otrzymujemy:
(18) Ay = f(x + Ax) g(x + Ax) — f(x + 4x) - g(x) +
+ (% + Ax) - g(x) — f(%) - g(%)
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. @, sg liczbami stalymi; funkcja taka na-

n—I4
Widzimy stad, ze pochodna wiclomianu jest wielomianem

(x) otrzymujemy nowgq tunkcje:

Y =1(x) - &'(%) + &) - f'(%)
Udowodniliémy wiec nastepujace twierdzenie:
Pochodna tloczynu dwdch funkcy) réwna jest sumie iloczynu

pierwszego czynmika przez pochodng drugiego oraz iloczynu drugiego
czynnika przez pochodna pierwszego.

- Obliczmy dla przykladu pochodng funkcjis
y = (3x® — bx) - (4x — 1)
Mamy tu: f(x) = 3x® — bx, glx) = 4x — 1, a wiec:
Flx).=6% —5, g'(x) =4
Stosujac twierdzenie o pochodnej iloczynu znajdujemy:
y' = (32 —bx) - 4 + (4x — 1) (6x—H)

ezyli po wykonaniu dzialan po prawej stronie:

vy = 36x* — 46x + 5

- Pochodna ilorazu. _

Niech bedg dane dwie funkcje: f(x) i g(x). Dzielac f(x) przez

f(x)

= ——= Funkcja ta jest
L = &) o
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Udowodnilismy wiec nastepujace twierdzenie:

Aby obliczyé pochodna ilorazu, od iloczynu - dzielnika przez
‘pochodng  dzielnej odejmujemy iloczyn dzielnej praez pochodng
dzielnika i powstaly véinice dzielimy przez kwadrat dzielnika.

oczywiscie okreélona tylko dla takich wartosci zmiennej x, dla;:;:
~ ktérych okrelone sa obie funkcje f(x) i g(x) i dla ktérych po--
nadto g(x) + 0. Przyjmujac, Ze x oznacza taka wlasnie war-

to$¢, obliczmy pochodng funkcji = g(% Skoro g(x) =+ 0,8 P i hrad

wiec, jak tatwo wynika z cigglodci funkcji g(x), dla wartodci 1 Znalez¢ pochodng funk R
% 4+ dx dostatecznie bliskich x mamy réwniez: g(x + 4x) + 0. ‘48

Mozemy wige napisaé: : Y= e

[x+4%)  [(x) -

POI(’)ZH’I A — 43 — 2 . 4 L
By B L A Tt A Vi) %% g(%) =1+ 2% Mamy: f(x) = 3a2,
Y g+ An g

g (x) = 2x. Stosujac twierdzenie o pochodnej ilorazu dostajemy :

czylis coo ([ a2) e 3% g8 0
1x + 4x) - g(x) — /(%) - g(x + 4x) v 1 4 42)2
e (1 + 22)
glx + 4x) - g(x) - czyli po wykonaniu dzialan:
Odejmujac od licznika tego ulamka wyrazenie: f(x) - g(%) i M
i nastegpnie dodajac to samo wyrazenie, otrzymujemy: (1 + #%)? :
v f(x + Ax) - g(x) — Hx) - g(%) + (%) - g(x) — f(%) - glx - A% 2. Znalez¢ pochodna funkciji:
x —2

czyli po tatwym przeksztalceniu:
) [fx + Ax) — ()] — f(x) - [g(x + Ax) — g(#)]
Al g(x + 4x) - g(x)

, Polézmy: f(x) =5, g(x) ==x — 2. Mamy wiec: f'(x) = 0,
g (x) = 1. Stosujac twierdzenie o pochodnej ilorazu dostajemy:
(*—2):0—-5-1

dy

’

: Dzielgc obie strony tej réwnoéci przez Ax dostajemy: ( 5%
v +45) —f3) _ . gl + Ax) — g(a) oyl o
Ay g(x) Ax — (%) Ax y, 2N 5)
Ax = glx + 4x) - g(x) (x —2)%

Jest rzecza jasna, ze w powyzszym rachunku musi i
Gdy .4x - 0 (przy stalym x), woéwczas: g(x + 4dx) — g(%) lozy¢, ze x + 2. . b e
gdyz funkcja g(x) jest ciagla, a ilorazy réznicowe:

f(x +4%) —[(x) = gx + 4x) — g(x)

i
Ax Ax

daza odpowiednio do f'(x) i g’(x). Mamy zatem, stosujgc twier
dzenie o granicy iloczynu, ilorazu i réznicy:

8w S0 — (%) & ()
T g

Jezeli funkcje f(x) i g(x) sa wielomianam i, wowczas
ich iloraz, tj. funkcje f(x)
g(x)
nazywamy funkcja wymierna. Poznane przez nas twier-
dzenia pozwalajg obliczy¢ pochodng kazdej funkcji wymiernej,
Latwo tez spostrzec, ze pochodna funkei wymicrne; test réwnies
funkcjq wymierng.

@
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Cwiczenia. 883. WyprowadZ wzér na pochodna funkcji: y :\/ x.
I

379. Oblicz pochodna funkcji: Wskazéwka:

S 1 b) y=—zx+3 e L s e BN
c) y=ax+b )y > \/ \/ \/x—{—Ax—{—\/x
€) y = 228 ) y:_% x4 384. Udowodnij, ze pochodna funkcji:

g y—8x2 4x+l h) 9 = ax?1 2%+ ¢ y = f(x) - g(x) - h(x)

Wyraza si¢ wzorem:

)
)y_ax?»_?axz—i—x—{—l \
Y = [1(2)-g(8) -h(2) + 1(2)-'(3) h(x) + [(x)-g(x) H'(2)

)
i) y——x3+ 22w

—e

k) y=mnx* — 2x+3 1) y~l—3x+")x2—7x3+9x“
%3 — 8x n e n | Zak z $ .
m) y = I n) y el R oy 2 akladamy, Ze funkcje f(x), g(x) i h(x) posiadaja pochodne.

385. Dla jakich wartoéci x pochodna funkcji:
y=3x>—12x 1
przybiera warto$¢: a) dodatnia, b) ujemna?

(m: liczba naturalna)

880. Oblicz pochodna kazdej z nizej podanych funkcyj dwoma
sposobami:

1) stosujac twierdzenie o pochodnej iloczynu; 886. Dla jakich wartosci  pochodna funkeji:

y=1x_bxr—2 -

2) wykonujac mnozenie i nastepnie stosujac twierdzenie o po- ! ’
) v ] i ) Pprzybiera warto$¢: a) wigksza od 1, b) mniejsza od — 1?

chodnej sumy.
387. Dla jakich wartodci ¥ pochodna funkcji:

Poréwnaj otrzymane wyniki.
y=x>—bx2|-3x—1

a) y=(@2x—b)- Bx—1) b) y=(Gx+1) (4x+3) ‘ o
a8 e (1 g T, ) e Przybiera warto$¢é: a) dodatnia, b) ujemna, c) réwna zeru?
e) y=(x2—6x+2)- (a2 41) f) y= (ax -+ b) - (cx + d) 388 Dla jakich wartosc1 % pochodna funkcji:
g y=(2+ 1) (x*+1) h) y = (22— % + 2)2 , y—-x3—12x2+3ox+2
381. Oblicz pochodng funkcji: Przybiera warto$¢: a) dodatnia, b) ujemna, c) réwna zeru?
e 5 el 9 po i x : 389. Wykaz, Ze pochodna funkcji: y = #%— x2 4 3x -4 jest
¥ ST % Ak dodatnia dla kazdej wartogci «.
a) Qx;l- 3 55 i’; ; } f) y— ‘2 I Zz 390. Dla jakich wartoéci # pochodna funkeji:
4 3 % 5 przybiera warto$é: ré y:_?x4+12x2+7
e - hjEg = = - 1zy T -s réwna zeru?
. L o [ s - *391. Dla jakich wartodci « pochodna funkcji:
i)y = S k) y= e 1) yzl_-—i—_xz y—3x4—4x3—54x2+108x—|—5
) S i D] zyblera warto$é réwna zeru?
m) y=2x-+4+ 3+ » n) y= 21 3 0) y=— P 892. Wyznacz & w taki spos6b, aby pochodna funkcji:

1 ; y=x+4 kx4 3
382. Oblicz pochodna funkcji: y = = (n oznacza liczbg naturalng). - ala dla x =1 warto$é réwna 7.
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393. Wyznacz k w taki sposéb, aby pochodna funkcji:
y=x"—ka?+ 1
miata dla x = 2 wartoéé rowna -zeru.

. czyli:
(24_) yl = F'(%) . M’

Powyzszy wynik mozemy krétko streécié w ten sposéb:

894. Wyznacz k£ i | w taki sposob, aby pochodna funkcji:
Pochodna funkeji

y =23+ kx?+ix41

miata dla ¥ = 1 wartoé¢ réwna 4, a dla x = — 1 warto$¢ rowna 8. - y = F[f(x)}
zlozomej z fumkcyy:
(M) =Tl i = (%)
§ 34. Pochodna funkcji ztozonej i funkcji potegowe;j. : wymza sig wzorem:
£ FI ) ”’
Wzér na pochodna funkcji zfozonej. Wz6b 2 4 v : )_
Niech bedzie dana funkcja: z0r ten mozemy takze napisa¢ w taki sposébs
' dy dy 4
(18) y = F[{(»)] 222
ztozona z funkcyj: y . u  ax
y = F(u) i u = f(x) Wzér (24) wyprowadziliémy przy zalozeniu, ze przyrostows

4z, rénemu od 0, odpowiada przyrost Au, takze rézny od .
Wzér (24) daje si¢ jednak takze udowodnié¢ i wtedy, gdy warunek
ten nie jest spelniony; rozwazanie to jednak w ksigZce tej pomi-
jamy.

Przyktady:

Zalézmy, ze funkcja f(¥) posiada pochodna w pewnym punk-
cie x i ze funkcja F(u) posiada pochodng w odpowiednim punk-
cie u. Mozna wykazaé, ze wéwczas funkcja zlozona (18) posiada
takze pochodna w punkcie x. Poldézmy: '

(19) Au = f(x + Ax) — f(x)
(20) © Ay = F(u + Au) — F(u) y 1. Funkcje:
Mamy wiec: : y = (— 3% + 5)®

'moZemy uwaza¢ za zlozong z funkcyj:
Y =ud% | i w=—3x+5

Stosujac twierdzenie o pochodnej funkcji zlozonej dostajemy:

. Ay  F(u + Au) — F(u)
2 Agw
Przypuéémy, ze przyrostowi 4x, réznemu od 0, odpow1ada\
przyrost Au, takze rézny od 0. Mozemy wéwczas napisac:
4y Fu + Av) —F(u) A
A% Au Ax
Funkcja = f(x) posiada, jak zalozyliémy, ~pochodng
w punkcie #, funkcja ta jest wiec w tym punkcie ciagla. Wy-
nika stad, ze Au-0, gdy Ax—0. Uwzgledniajac to otrzy-
mujemy:

‘ y' =8 ut:a
czyli:

(22) ¥ =38(—3x + 52 (—3)
€0 mozna napisa¢ w postaci:
y'=—9 (3x — )
2. Funkcje:
| y=(x* —2x + 7
mozemy uwazaé za zlozona z funkcyj:
V.= u? i w=x>—2x ¢

A F(u + Au) — F(u Au
(23) Lim o2 lim b ) =i =
Ax Au—0 Au .Ax 0 A
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Stosujac therdz\enie o pochodnej funkeji ztozonej dostajemy:
' = {

ezylig o = A .
' ¥ =2(x% —2x L T)- (2% = 9.
1 po uproszczeniu otrzymujemy: ; 2 '
y =4(x —1) (2> —2x + 7

\

Pochodna(funkcji potggov&ej.
W poprzednim § udowodniliémy, -ze pochodna funkcji \po-"

tegowej: - , i
(25) L y=3 i

gdzie n jest liczbag naturalhg Wigkszq‘-od 1, wyraza si¢ wzorem:
(25a) iy —

[ Obecrtie zbédafny; czy wzor (25a) zachodzi takze w tym wy=
padku;-gdy # jest dowolna liczba calkowita

Przejdziemy po kolei nastepujace przypadki:’

a n=]1,

B) n=0,

y) = jest liczba calkowita ujemna. :
a) Zatdzmy, ze n=1 Funkcja (25 przybiera wow=

czas postaé: y = x, pochodna tej \funkcji jest zatem réwna 1
Podstawiajac we wzorze  (2ba): » =1, otrzymujemy: .y’ = 4%
Lecz 2 =1 dla: kpzdego x + 0; wzér (2ba) przedstawia wige
pochodng: funkcji (25) dla kazdego x + 0.

B) Zatézmy, ze n =0 Funkcja (25) przybiera wow=
czas  postaé: y = 29, fuiikcja jest wiec okreélona dla 'kazdego:
x # 0 i1 przybiera stale wartoé¢ réwng 1; pochodna tej funkeji
jest oczywiécie réwna 0. Podstawiajac we ‘wzorze (25a): n =0,
otrzymujemy: y' = 0+ v~' = 0. Wzér (25a) przedstawia wige
pochodng funkcji (25) ‘dia kazdego x =+ O

y) Zat6zmy, ze n=—k gdzie k- jest liczbg
naturalng. [Funkca (25) przybiera, wéwezas postad:

: 1

Ye==rr7
. S
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do g-tej potegi:

Funkcja:ta okre§lona jest dla kazdego x + 0, Obliézmy
pochodna tej funkcji. Stosujac twierdzenie o pochodnej ilorazu
dostajemy: .

, 20 — kit
de o o
czyli:
Yy = —kx 1
wiec: >
Y = pal

Widzimy wiec, ze i w tym przypadku wzér (2ba) przedsta-

- wia pochodna funkcji (25) dla kazdego x + 0.

[: Mozna tez dowiedé, ze wzor (26a) wyraza pochodng fun-

keji (25) réwniez w przypadku, gdy n jest liczba utam-

kowa. 4 :
W samej rzeczy, niechaj n = s, gdzie p jest liczba
calkowita dodatniag lubujemnag, q jestliczba
naturalng. Funkcja (25) przybiera wéwczas postac:
»
i
Funkcja ta jest okreglona dla kazdego x > 0, Nalezy obliczy¢

pochodna tej funkeji.*)
?

Z zaleznodci: y = ¢ otrzymujemy podnoszac obie - strony

P
Polézmy:
_ g = yq = %P

W zaleznodci:

_ Bl
mozemy z uwazac za funkcje zmiennej ¥, zlozona z funkcyj:

?

Yy af

-

NS .
Za—ryid i

*) Ze funkcja ta posiada pochod na dla kazdego ¥ > 0, mozna wykazad
bezpoérednio; w tej ksiazce dowéd ten jednak pomijamy.
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Stosujac twierdzenie o pochodnej funkeji ztozonej mamy wigc:
? = gqytl-y

Z drugiej strony, wobec:

' 2=

.

!nalnyi zl e pxp—-l

Z powyzszego wynika, ze
gy y' = paPT
skad otrzymujemy:

p xP—1
= ; ; ya—1
2 .
Uwzgledniajac, ze y = x?, mozemy napisaéi
p xP1
o 2 _q %M*i)
x
czyli: i
yl o 'l .xq
9
a wigc: !
Yy = nar—

Widzimy wigc, ze wzér (25a) przedstawia w rozpatrywanym
przypadku pochodna funkecji (25) dla kazdego x > 0. ¢

Otrzymane wyniki mozemy krétko streéci¢ w sposéb naste-
ujacy: : '

3 Pochodna tunkeyi potegowe) y = x*, gdzie n jest dowolng liczbg
wymiernq, wyraza sig wzorem:. y = ny" .

Mozna réwniez wykazaé, ze wzér ten zachodzi takze w prsy-
padku, gdy #» jest liczba niewymierna.

Przyktady:

1, Znalezé pochodng funkcji:

y=vx
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1
Mamy tu: y = x* Stosujac twierdzenie o pochodnej funkeji
potegowej dostajemy:
1

| ¥ = % x % czyli ¢ = 2—\1/—}*)
Pochodna funkefi y = /% wyraza Sig wigc wzorem:
1
&
2. Znalezé¢ pochodna tnnlkic]i:
Y=V
Mémy tu: gy = 4 Stosujac twierdzenie o pochodnej fun-

B y i 3 -1 : 3 .,
keji potegowe; dostajemy: 3" = i% 4 czyli: ¢ = 5 )
4V %

W

3. Znalez¢ pochodng funkcji 2
fopme ., UTEAN
Yy = »\/xQ + 1
Funkcje te mozemy uwazaé za zozong z funkcyj:
Yy = \3/75 i u=x2 41
Stosujac twierdzenie o pochodnej funkcji zlozonej dostajemy:
2

"= _ 4 3.q
18

i
- czyli: W W -
‘, | ) 2%
4 wiec: Y= Y o
Cwiczenia.

895. Oblicz pochodng kazdej z nizej podanych funkcyj dwoma
$posobami :
1) stosujac twierdzenie o pochodnej funkcji ztozonej;

2) wykonujac wskazane dziatanie i nastepnie stosujac twierdzenie
0 pochodnej sumy. :

LS ,

*¥) Dla # = 0 pochodna oczywiscie nie istnieje,

261



Poréwnaj otrzymane wyniki.

a) y=Qa+12 B) ' (B e
i (b= d) y=(a*—2)2
&) y=(—2224+ 2+ 13 ) y=(a+ 1)3

*896. Oblicz pochodnq funkcji:
) y=4/4 b y= \/ %

1
d)y=\/x2 e)y=——; e
N %

— f J )
A el R
i) y= v3x—2 1 i o
) y=ve—s+2 m) y =+/2x +1
n) y=vA—4 o) y =V 1
p) vy

- V5 o = Vs R
X b

t) 5= VBt 1P v y =
*397. Oblicz pochodna funkcji:
a) y= x+ V22 + 8

%
Vx4
398. Dla jakich wartoéci x pochodna funkcji:

y=+/22—4x+5

przybiera warto$¢: a) dodatnia, b) ujemna, c) réwna zeru?

c)y =

*399. Wykazaé, 7ze pochodna funkcji: y=x — /2243 jest ,

rézna od 0 dla kazdej wartodci .

#400. Wykazaé, ze pochodna funkcji: y =% — \Vxr— 2%+ 3_

jest rézna od 0 dla kazdej wartosci x.
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(M)

*401. Dana jest funkcja:

y=4/22 18
Udowodni¢, ze dla kazdego x funkcja ta spetnia warunek:
yy' —x=0 g
*402. Dana jest funkcja:
y =4/32% + ]
Udowodnié¢, ze dla kazdego x funkcja ta spelnié warunek:
yy —3x =0

*408. Dana jest funkcja:
y =Vupa (> 0)

Udowodni¢, ze funkcja dla kazdego » > 0 ta spelnia warunek:

Yy —p=0

§ 35. Pochodne funkeyj trygonometrycznych.

. sina
Granica stosunku —— dla ¢ — 0.
a

Przede wszystkim udowodnimy pewne twierdzenie pomoc-

nicze, z ktérego skorzystamy w dalszych naszych rozwazaniach

0 T Cosx
Rys:. "33.

T

Wykredlamy (rys. 33) wycinek kotowy OAB o promieniu 7

i kgme ostrym AOB, ktérego miara tukowa wynosi a. W punkcie
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a

=————>1, gdy a-0,

sin a

A wystawiamy prostopadla do OA, przecinajaca przedluzenie
promienia OB w punkcie C; z punktu B wystawiamy prosto-
padla do OA4, przecinajaca O4 w punkcie D. Utworzyly sie dwa
tréjkaty prostokatne: OBD i OCA, z ktérych pierwszy ma pole
mniejsze, a drugi wigksze od pola wycinka OA4B. Oznaczmy pole
wycinka kolowego OAB przez P, a pola tréjkatéw OBD i OCA
odpowiednio przez P, i P,. Mamy:

a
Skoro S 1, gdy a- 0, zatem takze

sin a

-1, gdy == ()

a

1 1 % 1 . 1174 7 .o
P, =53:0D:BD =37 cosa+rsin a = 372 cos a sin o Udowodnilismy wiec wzér:

P2=%~OA-CA:%1’-rtga=%~,72tga

Aby obliczy¢ pole wycinka kotowego OAB, zauwazmy, ze
pole to tyle razy jest mniejsze od pola kola o promieniu 7,
ile razy kat a jest mniejszy od kata pelnego, tj. od 2m. Mo-
zemy wiec napisacé:

27) lim =1

Pochodne funkcyj: sin x, cos x, tg x, cotg x.

Wyprowadzimy teraz wzér na pochodng funkcji y = sin «.
P:wyd=a.w Mamy:

(skacd otrzymujemy: Ay =sin (x + Ax) — sin

P:%ﬁa ; 2 , g R ey
A S mOiei‘i;SI;l]:;iszré?ny z trygonometrii wzér na réznice sinuséw
otrzymujemy: 1 . ] Ay = 2 sin 5 cos (x -+ 7;{
gr’cosasina < 32 a'<g7? tga Cixg
czyli: Dzielac obie strony przez Ax otrzymujemy:

cosasina<a<'tga

Ax Ax
Dzielac przez sin a dostajemy nieréwnoécé: Ay 2sin —- cos <x + 73

2
a 1 T
: Adx Ax
0 €8 < Gna " cosa lub tez !
%
Nieréwnoé¢ (26) wyprowadziliémy zakladajgc, ze a jest ka- Ay sin > A
tem ostrym dodatnim. Nieréwnoé¢ ta spelnia sie¢ jednak i'w tym - = . cos <x <L i
_ i - - i s x Ax 2
przypadku, gdy a jest katem ostrym ujemnym; wynika to =
—a o :
z uwagi, ze - = oraz cos (— a) = cos a. s, ’ Ay
sin (—a) sin a - Polézmy 5 = Mozemy wéwczas napisac:
Gdy a - 0, woéwczas cosa—1 i zarazem o 1. Wobec Ay sina
e * Co
nieréwnosci (26), latwo stad wynika, ze takze dx S ferl
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sin o

Gdy d4dx -0, woéwczas takze a— 0, zatem -~ 1 oraz

cos (v + a) —»cos . Uwzgledniajac to, otrzymujemy:

Ay
limA—:l-cosx 4
: Ax —> 04X
czyli: ;
Vi —Ac 08y

Udowodniliémy wiec nastepujace twierdzenie:
Pochodna funkeji. y = sin x wyraza si¢ wzorem® y' = cos £.%) 5

Wyprowadzimy teraz wzér na pochodng funkcji y = cos .

Poniewaz cos x = sin (%ﬂ — x), zatem funkcje y = cos %
mozemy uwazaé za zlozong z funkcyj:

y=sinu i u.—_%n—x g

Stosujgc twierdzenie o pochodnej funkcji ztozonej dostajemy:

y' = cos u - u'

Uwzgledniajac, ze cos # = cos (%n — %) = sinx oraz %€
u' = — 1, dostajemy ostatecznie:
y' = —sin %
Udowodniliémy. wiec nastepujace twierdzenie:
Pochodna funkeji y = cos x wyraia sig wzorem: y' = — sin %

sin x

Rozwazmy teraz funkcje y = tg %, czyli y = Funkcja

cos X
ta jest okre¢lona oczywigcie tylko dla takich wartoéci zmiennej %,
dla ktérych cos x + 0 Przyjmujac, ze x oznacza taka wlasnie
wartoéé, z latwoécig obliczamy pochodng funkcji opierajgc si¢ na
twierdzeniu o pochodnej ilorazu. Otrzymujemy: '

COS % * COs ¥ — sin % * (— sin x)

’
i COs? ¥

*) Zaréwno w tym jak i w nastepnych twierdzeniach nalezy pamigtaé,
ze x oznacza lukowa miare¢ kata.
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. pochodng funkcji y = cotg x, czyli y =

Czyli:
cos? x -+ sin? %

Ehe cos®x
a wiec (wobec znanej tozsamodci: sin® ¥ + cos? ¥ = 1) mamy:
4 1
Y= costx

Udowodniliémy wiec nastepujace twierdzenie:

Pochodna funkcji vy = tg x wyraza sig wzorem:
1

cos® ¥

4

y:

W podobny zupelnie sposéb mozemy wyprowadzi¢ wzér na

COs ¥

sin x

TSI s sl ) Cog 7 £0S %
y =

sin? x

czyli:

—sin?2 x —cos? x

Y= sin2 x

. a wiec:

1

sin? x

’

y:

Udowodnili$my wiec nastedujace twierdzenie:

Pochodna funkcji vy = cotg x wyraia sig wzorem:

1

sin? x

’

y =]
Przyktady:

l. Znale2¢ pochodna funkecji:
y =sin bx

Funkcja ta jest

- okreélona oczywiscie tylko dla takich wartoéci zmiennej %, dla
ktérych sin x + 0. Przyjmujac, ze x oznacza taka wlasénie
- wartoé¢, otrzymujemy:



Funkcje te mozemy uwazaé za zlozong z funkeyj:
y=sinu i wu=bx 7
Stosujac twierdzenie o pochodnej funkcji zlozonej dosta-
jemy:
: y' =cosu-u'
czyli:
9" ='bicosihx

2. Znalez¢ pochodng funkcji:
y=1tg%x% ~
Funkcje te¢ mozemy uwazaé za zlozona z funkeyj:
Y=y e teilx :

Stosujac twierdzenie o pochodnej funkcji zlozonej dosta-

jemy: e ' E
y' = 3u? - u’
czyli:
1 3 sin%x

cos?xy  cosix

y' =3 tg2x -

Pochodna istnieje oczywidcie tylko dla takich wartodci zmien-

nej x, dla ktorych cos x % 0.

Cwiczenia.
404. Oblicz pochodna funkcji:
a) y =cos3 x b) ¥y =2 sin x 4 3 cos »
c) y:tglx—cotgx d) y:colsx
e) e = f) y = sintx
g) y=1+4tg 2% h) ¥y =3 sin x cos x
i) ¥y = tg?x — cotg?x j) ¥ =sin?x —2 sin x 4+ 4

405. Oblicz pochodng funkcji:
2

= 25y S0 AL RET, B R
8] y==eiigg tg v + cotg x

b) ¥y = cos®2x c) y

406. Udowodni¢, ze funkcja y = sin?x dla kazdej wartodci %
spelnia warunek:
WLl =dy. (=)
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*407. Opierajac sie na wzorze:

T M
a—>0 @
oblicz:
t 1 : —
2) lim 22 bk L e o G2 B ot
a—>0 a a0 a a—=>0 o
[M]

§ 36. Pochodne wyiszych rzedéw.

Okreslenie pochodnych wyiszych rzedéw.

Pochodna funkcji y = f(x) jest sama réwniez funkcja «;
jezeli ta funkcja f'(x) posiada takze pochodng, wéwczas te po-
chodng nazywamy druga pochodng funkcji f(x) i oznacza-
my ja przez f”’(x) lub y”. W podobny zupelnie sposéb okresla-
my trzecia pochodna f"’(x) lub y"”’, czwarta pochodng itd.

Przyktady:

1. Majac funkcje: y = x4, oblic\zmy pierwszq, druga i trze-
cia jej pochodng. Otrzymujemy:

o= 4x3,

Yl 1943, y"'' = 24x

2. Obliczmy kolejne pochodne funkcji: y =sin x. Otrzy-
mujemy : /

¥ =cosx, y'= —siny, 9" =—cosx, Y™V =sinx itd.
Przyktad zastosowania drugiej pochodnej w fizyce.

Podobnie jak, pierwsza pochodna, druga pochodna réwniez
znajduje zastosowanie w wielu zagadnieniach fizycznych, Wyja$-

- nimy to na prostym przykladzie.

Niechaj punkt materialny P porusza si¢ po linii prostej ru-
chem okre§lonym przez réwnanie:

(27) s=/()

przy czym s oznacza droge, a ¢ odpowiedni czas,
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Wiemy, ze pierwsza pochodna funkcji (27) okreéla pred- ‘_ B e L x2 + x—L ) x—l
kos¢ jako funkcje czasu. Oznacza]acc predkosé przez v, mozemy . A Ay
na,p1sac ds e) y = x4 + E x3 + x2 e d _
y it e PR f' ) ;

; ; 409 ObHcZ cztery Lole]ne pochodne funkc]1
Jezeli w chwili ¢ predko$¢ wynosi v, a w chwili ¢ + 4i pred-

‘ 1 =
ko$¢ wymosi v + Av, oznacza to, ze w ciagu czasu 4t predkoéé a) DRt il b) y =sin 2“’\ :
- Ao : ¥ :
zmienila si¢ o 4v, Stosunek 7; Dazywamy, jak wiemy, przy- ~ *410. Wykaza¢, .ze druga pochodna funkcp 3

épieszeniem $rednim (w czasie od chwili ¢ do chwili

| y—f() g (%) 2 E
Wyraza, sig¢ wzorem:: i
V= (1) g (1) 2 - () - <)+/~< glx)

. Zakladamy, ze funkcje f(x) i (x) posiadaja pierwsza i druga
pochodna.

Ay
t + 4f). Granicg, do ktérej dazy A7 gdy A4t— 0, nazywamy
przy$pieszeniem w chwili .

Oznaczajac przyépieszenie to przez w, mozemy wiec napisaé: *411. Wykaza¢, ze trzecia pochodna funkeji:

y = Hx) - g()
s Ui ﬁ’ :‘E Wyraza si¢ wzorem: =
' Al‘>0 At dt ‘III___/( ) Ill( )+ 3 fl( ) II( )+ 3 5 f“(x) 5 gl(x) + fr/l(x) " g(x)
czyli: e | Zakladamy, ze funkcje f(x) i g (x) posiadaja pierwsze trzy po-
i—isier—f () chodne.

Druga pochodna fiunk(?,ji (27) okresla wige *412. Dana jest funkcja kwadratowa:
przy$pieszenie jako funkcje czasu. .
f(x) =ax® 4 bx +¢
Wykazaé, Zze wyrazenie:
Hx 4 Ax) + f(x — Ax) — 2 f(x)
(dx)
posiada wartod¢ staly (niezalezng od x i Ax).

Zastosujemy to rozwazanie do przypadku ruchu ciala spada-
jacego swobodnie; Mamy woéwczas (oznaczajac przyspieszenije
ziemskie przez g):

A
. S=5gt
skad otrzymujemy:
; - SN o

*413. Wykaza¢, ze dla funkcji kwadratowej:
w = S/I — g

f(%) =ax® 4 bx | ¢

“

W rozpatrywanym przypadku przyépieszenie jest oczywiécie

zachodzi wzor:
stale i jest rowne przyspieszeniu ziemskiemu, '

Flot ) = £0) 4 B f () + 2 1 ()

(x+i h oznaczaja dowolne liczby).

*414. Wykaza¢, ze dla funkcji stopnia trzeciego:
f(x) =ax®+-bx2+cx+d - -~

Cwiczenia.
408. Oblicz pierwsza i druga pochodna funkcji:
' a) y=3x—4 b)y =x2—2x+5

270 271



zachodzi wzér:

ey S iy o B
[G+H =10 +h®+ 5" () + 5

815. Cialo porusza si¢ po linii prostej ruchem, okreélonym przez
tGwnanie: s =at + b2, gdzie s oznacza droge, ¢ czas, a i b s
stale. Wykaz, ze przy$pieszenie jest stale, i oblicz to przyépieszenie.

f”/ (x)

416. Ciato porusza si¢ po linii prostej ruchem, okreéionym przez
réwnanie: s = at\/¢, gdzie s oznacza droge, ¢ czas, a jest stale,

0. Wykaz, ze energia kinetyczna*) tego ciala jest wprost pro-
porcjonalna do czasu.

2. Wykaz, ze przyépieszenie tego ciala jest odwrotnie propor-
cjonalne do pierwiastka kwadratowego czasu.

ROZDZIAL v

Zastosowanie pochodnej do badania

funkcyj.
(K) (H) (M)

§ 37. Znak pbchodnej a zmiennos$¢ funkcji.
Znaczenie znaku pochodne;.

Krzywa na rys. 84 jest obrazem geometrycznym pewnej
funkeji y = f(x), o ktérej zakladamy, ze posiada pochodna dla
kazdej wartosci zmiennej (krzywa posiada styczng w kazdym
punkcie.

*) Przez energi¢ kinetyczn a rozumiemy, jak wiadomo, wyra-

S 1 :
zenie: 5 mo?, gdzie m oznacza mase, a v predkos¢ danego ciala,

Rys. 34.
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Wezmy pod uwage luk AB krzywej, ktérego koncom A
i B odpowiadajg odciete a i b, Z rysunku widzimy, ze ]ezeh

w dowolnym punkcie obranym na luku AB wykredlimy styczng
do krzywej, to styczna ta tworzy z dodatnim kierunkiem osi
x-6w kat ostry, a wiec posiada wspdlczynnik katowy dodatni.
A zatem pochodna f(x) jest dodatnia w kazdym punkcie na-
lezacym do przedzialu (a, b). Z drugiej strony spostrzegamy,
ze w przedziale (a, b) funkeja f(x) jest rosngca.

Weimy teraz pod uwage luk CD nas%ej krzywej, ktérego
koticom C i D odpowiadaja odmgte ci d Jezeli w ktorymkolwwk

punkcie obranym na tuku CD wykreshmy styczng do krzywe],
to styczna ta tworzy z dodatnim kiefunkiem osi x-6w kat roz-
warty, a wiec posiada wspélezynnik katowy ujemny. Al zatemi
pochodna f'(x) jest ujemna w kazdym punk.me mlezqcym do
przedzialu (¢, d). Z drugiej strony spostuegamy, e w przedmale
(¢, d) funkcja f(x) jest malejaca.

Rys. 34 unaocznia pogladowo nastepujace twierdzenia, ktére
daja si¢ tez udowodni¢ zupelnie &cisle (a wiec mezalezme od gra:
ficznego przedstawienia funkcji): : .

L. Jezeli pochodna danej fumkcji jest w pewnym przedzials
dodatnia, wéwczas funkcja ta jest w tym przedziale rosngca.

IT. Jezeli pochodna damej funkcji jest w pewnym praedziale
ujemna, wowczas funkcja ta jest w tym przedziale malejqca,

Twierdzenia te zachowuja swoja moc i wtedy, gdy pochodna
przybiera warto$¢ réwng 0 w skorczonej- ilogei punktow danego
przedzialu, i , i

Z twierdzen I i II wyprowadzimy teraz wazne a,wniofski.

Maximum i minimum.

i Niech bedzie dana funkcja y = f(x), posiadajqca pochodng
dla kazdej wartosci zmiennej. Zalézmy, Ze w pewnym punkcie &
pochodna tej funkcji réwna jest 0 i ze na lewo od % pochédna jest
dodatnia, a na prawo od % ujemna. Przypadek taki wyobraza
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\rys. 3b. Warto$ci ¥ = k& odpowiada styczna réwnole:la do osi

w-6w; dla x <k (i dostatecznie bliskiego k) styczna tworzy

- z dodatnim kierunkiem osi x-6w kat ostry; dla x> % (i do-
- statecznie bliskiego k) styczna tworzy z dodatnim kierunkiem

osi x-6w kat rozwarty,

! )

Y

e

Efas

lll

S

Ill

I'I

el T

o 1] i o
) %o K ko L0 L Led z
§ : : Rys. 35.

Zalozenia nasze mozemy sprecyzowa¢ w taki sposéb:
Istnieje taki przedzial (f —0, kB —49), czyli — jak moé-
wimy — takie otoczenie punktu % ze pochodna /(%)

. qest dodatnia wewnatrz przedzialu (B — 6, k), jest réwna 0

w. punkcie %, jest ujemna wewnatrz przedzialu (&, & - 9).
Z naszych zalozen wynika natychmiast, w my¢l tw. I i II,
ze funkcja f(x) jest rosnaca w -przedziale (¢ — 4, k) i malejaca

A przedziale (k, % + 9).

Wyplywa stad oczywisty wniosek, ze funkcja [(x) przyj-
muje ,dla x =4k warto§¢ wiekszg niz w kazdym
innym punkcie przedzialu (k—§, k +6). Wia-
snos¢ te wyrazamy moéwige, ze funkcja f(x) posiada
fosigga) maximum przy =2k i & to maxi
mum réwne jest f(k).



Zalézmy teraz, ze w pewnym punkcie / pochodna naszej
funkcji réwna jest 0, ale ze tym razem na lewo od I pochodna
jest ujemna, a na prawo od / dodatnia. Takze ten przypadek
jest uwidoczniony na rys. 35. Wartodci x — 7 odpowiada stycz-
na réwnolegla do osi x-6w; dla x <[ (i dostatecznie bliskiego
l) styczna tworzy z dodatnim kierunkiem osi x-6w kat roz-
warty; dla x>/ (i dostatecznie bliskiego 1) styczna tworzy
z dodatnim kierunkiem osi x-6w kat ostry.

Zalozenia mnasze mozemy sprecyzowaé¢ w taki sposéb :
Istnieje takie otoczenie (I — 6, I -- ) punktu 4, ze pochodna
f'(x) jest ujemna wewnatrz przedziatu (! — 4, I), jest réwna 0
w punkcie /, jest dodatnia wewnatrz’ przedzialu (Il + 9).

Z naszych zalozeh wynika natychmiast, ze funkcja f(x)
jest malejagca w przedziale (¢ —96, 1) i rosnagca w przedziale

(@ 1+9).

Wyplywa stad oczywisty wniosek, ze funkcja f(x) przyj-
muje dla x =/ wartoé¢ mniejsza niz w kazdym innym
punkcie przedzialu (I—39, I +6). Wiasnoéé te wyrazamy
méwiac, ze funkcja f{x) posiada (0sigga) minimum
Przy x=1! i 26 to minimum réwne jest f().

Powyisze rozwazania mozemy streécié w postaci dwdch
twierdzen nastepujacych: -

III. Jezeli pochodna funkcyi prazybiera w pewnym punkcie x,
wartos¢ véwnq 0, przy czym pochodna ta na lewo od Xy jest dodatnia,
@ na prawo od xy ujemna, wowczas funkcja (%) posiada maximum
Pray. % = %,.

IV. Jezeli pochodna funkcji praybiera w pewnym punkcie x,
‘warto$¢ réwnq 0, przy czym pochodna ta na lewo od X Jest ujemna,
@ na prawo od x, dodatnia, wéwczas funkecja H(x) posiada minimum
przy x = x,.

Maximum i minimum obejmujemy wspélng nazwa: extre-
mum*),

*) Po lacinie ,,extremum’ znaczy. ,,skrajne‘.
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Rys. 36 poucza, zZe maximum, ktére funkcja posiada dla
pewnego x;,, nie jest koniecznie najwieksza wartoécia, jaka
funkcja w ogéle przybieraé moze; poza otoczeniem liczby «x,

- moga bowiem zdarzyé sie jeszeze  wigksze wartodci funke;ji.

Podobnie minimum nje jest komiecznie najmniejsza wartoscia,
Jaka funkcja w ogéle moze przybierag.
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Rys. 36.

Funkcja moze nie posiada¢ zadnego extremum, moze po-
siada¢ kilka extreméw lub nawet nieskonczenie wiele. Np.
funkcja vy = cos x (patrz rys. 14) posiada nieskoniczenie wiele
maximéw i nieskcfi~zenie wiele miniméw.

Z twierdzen wyzej uzasadnionych korzystamy, gdy chcemy
zbada¢, jak zmienia sie wartog¢ danej funkcji f(x) przy zmianie x
Liczne przyklady zastosowania pochodnej do badania funkcyj
poznamy w §§ nastepnych.

Cwiczenia.
417. Dana jest funkcja y = #2.
1°. SporzadZ wykres funkcji i z tego wykresu odezytaj, dla ja-

- kich wartosci ¥ pochodna jest dodatnia, a dla jakich ujemna.

2% Otrzymane wyniki sprawd# rachunkiem.
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418. Dana jest funkcja y = (x —5)2.

1°. SporzadZ wykres funkciji i z tego wykresu odczytaj, dla ja-
kich wartosci x pochodna jest dodatnia, a dla jakich ujemna.

2°. Otrzymane wyniki sprawdz rachunkiem.

419. Dana jest funkcja y = — 242

19. SporzadZ wykres funkcji i z tego wykresu odczytaj, dla ja-
kich wartodci x pochodna jest dodatnia, a dla jakich ujemna.

2°. Otrzymane wyniki sprawdz rachunkiem.

420. Dana jest funkcja y = x2 — 8x + 21.

1°. Dla jakich warto$ci x pochodna tej funkecji jest dodatnia, a dla
jakich ujemna?

2% Zilustrowaé otrzymane wyniki na wykresie funkcji.

421. Dana jest funkcja y = — 22 — 2x + 2.

19. Dla jakich wartosci # pochodna tej funkeji jest dodatnia,
a dla jakich ujemna?

2°. Zilustrowaé otrzymane wyniki na wykresie funkcji.

422. Dana jest funkcja y = —.
1+ x2
1°. Dla jakich wartosci x pochodna tej funkcji jest dodatnia,
a dla jakich ujemna?
2°. Zilustrowaé otrzymane wyniki na wykresie funkcji.
3% Czy dana funkcja posiada extremum i jakie?

428. Z wykresu funkcji y = sin x odczytaé, dla jakich wartodci
¥ osiaga ta funkcja maximum, a dla jakich minimum.

Eors DAt by SO .

(K) (H) (M)
§ 38. Funkcja liniowa.
Zmiennos$¢ funkcji liniowej.
Funkcja liniowa nazywamy funkcje:
(1) y=ax +b

gdzie a i b sa liczbami stalymi. Obrazem geometrycznym funkcji
liniovej jest linia prosta. Funkcja liniowa jest oczywiscie
ciagla i posiada pochodng dla kazdej wartosci #. Obliczajgc po-
chodng funkcji (1) otrzymujemy:
() y=a

Pochodna funkeji liniowej jest wielkoscig stalq.
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Rozrézniamy trzy przypadki:
1)a>0, 2)a<0, 3 a=o.

1) Zal6ézmy, ze a > 0. Pochodna funkeji jest wéwezas liczbg
dodatnia dla kazdej wartoéci zmiennej x. Wynika stad, ze funkcja
(1) jest wéwczas rosna ca.

Zbadajmy, jak zachowuje sie funkcja (1), gdy xdazy do - oo
i gdy x dazy do — oo. :

Gdy x dazy do + oo, wéwezas — jak latwo zauwazyé —
ax dazy do + oo (gdyz a > 0) i tak samo ax -+ b czyli y
dazy do -+ oo, 3

- Gdy a8 ‘%' dagy ‘do i eo Wowezas takze ax dazy do
— oo i tak samo ax + b czyli y dazy do — oo,

Widzimy wiec, ze Ay oS nHie iods = ol + oo, wow-
czas takze ¥y rodnie od — oo do + oo. Zapisujemy to w na-
stepujacej tabelce zmiennosei:

¥ | —oo 7 -+ oo

Yo oot oo

2) Zatézmy teraz, ze @ <0 Pochodna funkcji jest wéw-
czas liczby ujemng dla kazdej wartodci zmiennej. Wynika stad,

-« Ze funkcja (1) przy a < 0 jest malejgca,

Zbadajmy, jak zachowuje sje funkcja (1), gdy » dazy do
iruco 1 gdy # dazy do —ed

Gdy x dazy d0_+ oo, wéwczas — jak latwo zauwazyé —
ax dazy do — oo (gdyz a < 0) i tak samo ax + b czyli y
dazy 'do — oo,

Gdy za$§ x dazy do — oo, wéwczas ax dazy do -+ oo,

~ 4 zatem takie ax + b czyli y dazy do 4+ oo

Widzimy wiec, ze gdy wixre én'ie ‘od - o db + oo, wéw-
€Zas y ma, ke jes6d i coido — o5 Zapisujemy to w nastepu-
Jace] tabelce zmiennoéci:

SRS oo A RS
Ml com N oo

-3) Gdy a = 0, wéwczas funkcja (1) przybiera dla kazdej
wartosci x te samg wartoéé b, jest wiec stata,
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Wykres funkgcji liniowej.

Wykresem funkcji linjowej y = ax - b jest pr(?§ta, ktorej
wspélczynnik katowy @ jest réwny pochodnej funkcji.

Rys. 37 przedstawia wykresy funkcyj linjowych:
C y=3a+l, y=—3x+1, y=1

o}

Rys. 37.
Wykresy tunkcyj liniowych:
y=3x+1, y=—3x+1, y=1

Pochodna pierwszej z tych funkcyj jest réwna 3; jej wy-
kresem jest prosta, ktérej wspéiczynnik kactow%l WYnosi 3 P'O?
chodna drugiej z tych funkcyj jest réwna — 3; Wyl:resem ]?]
jest prosta, ktdrej wspélezynnik kqt(_)wy Wynosi —3 Trzecw%
funkcja y =1 jest stala, posiada wiec pochodng ro’wnq zeru;
wykresem tej funkcji jest prosta réwnolegla do osi x-6w, a wigc

majaca wspélczynnik katowy réwny zeru.
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~ kodci x.

Cwiczenia.

424. Dana jest funkcja: .
a)y:—;x—2 b) y=—38x41

) y=3—ux g y=2F1

) y——Supd ) y=xV/TH (VE—1)
g y=E 22 B) y = (i 4 1) 2+ (1 — A9

Jak zmienia si¢ kazda z tych funkeji, gdy x roénie, a mianowicie :

a) od O do 18? b)od——5do%?

c) od—%do 1?

2

d) od — 1 do + o?
e) od — oo do 4 oo ? f) od — 1 do (/2—1)?

g) od a do (a - 2)?
Podaj odpowiednie wykresy.

1
425. Na odcinku 4 B réownym @ obrano punkt C.
19. WyraZ réznicg kwadratéw odcinkéw 4C i CB jako funkeje
odcinka AC.
2% Jak zmienia si¢ ta réznica kwadratow, gdy przy stalym «
zmienia si¢ odcinek AC?
426. W trojkat réwnoramienny o podstawie réwnej a i wysoko$ci

réwnej s wpisano prostokat, ktérego dwa wierzchotki polozone s3 na
podstawie tréjkata.

1% WyraZz obwéd y tego prostokata jako funkcje jego wyso-

2%, Zbadaj, jak zmienia sie ¥, gdy (przy stalym a i h) zmienia sie .
Rozwaz trzy mozliwodei:

a) h >a B) h=a Y h<a
427. Znalez¢ funkcje liniowa, ktéra dla ¥ = 3 przybiera wartogé
i 241, a dla x =6 przybiera wartogé Y 41%.

Jak zmienia si¢ v, gdy # rosnie od —1 do (?
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428. Znalez¢ funkcje liniowa, ktéra dla x — ¢ przybiera warto$é
y =4, adla x = f przybiera wartoéé Yy = B. (Zaktadamy, ze a=+ p).

429. Temperatura x° C wyraza si¢ w skali Fahrenheita przez T
1°. Wyraz y jako funkcje x.
2% Jak zmienia si¢ y, gdy x rosnie od 35 do 40?

430. Dlugos¢ stupka rteci w termoskopie wynosi 3 cm przy tem-
peraturze —10°C, a 15 cm przy temperaturze 3606,

1. Wyraz dlugoé¢ shupka rteci y cm jako funkcje temperatury x°C,
2% Jak zmienia si¢ 9, gdy x zmienia sie od —2( do 40?
431. Udowodni¢ nastepujace twierdzenie:

Jezeli iloraz réznicowy:

f (x4 Ax) — [ (x)
Ax

jest wielkoSciq stalq (niezalezng od x i Ax), wéwczas funkeia f(x) jest
funkejq liniowq.

Wskazéwka. Polbimy: x = (), Ax = u; mamy wowczas:
f () — f1(0)

= =a, a wiec f(u) = au + / (0).

(K) (H) (M) ,
§ 39. Funkcja kwadratowa.
Zmienno$é funkcji kwadratowej i jej wykres.
Funkcjg kwadratowga nazywamy funkcje:
(3) LY =ax® | brle
gdzie a, b i ¢ sg liczbami statym, przy czym a + 0. Funkcja kwa-

dratowa jest ciggla i posiada pochodng dla kazdej wartoéci «,
a mianowicie:

(4) Yy = 2ax b
Pochodna funkcji kwadratowe; jest wige funkejq liniowg,
Rozréznimy dwa przypadki:
a0 24<0.

=10

Zalézmy, ze a > 0. Zbadamy przede wszystkim, dla jakich
wartosci & pochodna y’ przybiera warto$¢ dodatnia, ujemna,
réwng zeru.

Mamy:

: b
2ax +b <0, 9 <0, gdyx<—2—a
rb=0, =0, gy v= — s

b
2a%x +0>0, 9" >0, gdy x> S
’ b
Wynika sta‘d,\ ze gdy « rosénie od — co do — 3 wéwczas

b
y maleje (gdyz ¥y’ < 0), gdy zaé¢ x roénie od o do + oo,

b .
woéwczas y wzrasta (gdyz 9’ > 0). Dla x = —5 osigea wiec y
minimum, Kktére jest zarazem najmniejszg wartoécia, jaka
dana funkcja w ogble przybieraé moze,

Obliczmy wartoé¢ tego minimum:

b N2 b
v=e(~3; +b<“2—a> e
czyli po wykonaniv dzialan:
(b>— dac)
Lo da
Wyrazenie: 6% — dac nazywamy wyréznikiem funkeii
kwadratowej (3) i oznaczamy liczbg D. Postugujac sie tym ozna-
czeniem mozemy wiec powiedzieé, ze:

jezeli a>0, to przy S funkcja (3) osigga
D

minimum, ktére réwne jest alre
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_Zbadajmy teraz, jak zachowuje si¢ funkcja kwadratowa (3),
gdy x dazy do + oo i gdy x dazy do — oo.

Dla x + 0 mozemy napisac:

b c
(5) yzax‘z—l—bx—{—c:xz(a—i—;c—}—:@)

Gdy x dazy do + oo, wéwczas — jak latwo zauwazy¢ — wyra-
. C . . . b c .
Zenia: — 1 -5 dazg do 0, a zatem wyrazenie: a + " + 2 _dqzy

do granicy réwnej a, z czego (wobec zalozenia, ze a > 0) wynika,
ze v dazy do + co. W podobny zupelnie sposéb wykazujemy,
ze gdy % dazy do — oo, wéwczas y dazy do -+ oo.

Powyzsze rozwazania prowadza ‘nas do takiego wniosku:

Gdy » ro$nie od — oo do = 5 i nastepnie roénie
d 5 lej d 4
od =5 0 4 oo, wéwczas y maleje od + oo do “ 5
i nastepnie wzrasta od o do + oo.
Zapisujemy to w nastepujgcej tabelce zmiennosci:
N e O s oa 7+ oo
D
Y| koo N = 12 A 4 oo
Przyktad:
Dana jest funkcja kwadratowa:
(6) y=x*—4x +5

Nalezy zbadaé, jak zmienia si¢ y, gdy « roénie od — oo do
-~ oo, i poda¢ wykres funkcji.

Mamy tu: a=1, b= —4, c=/5, D = b® — dac = — 4.

Poniewaz a > 0, zatem dana funkcja posiada miaimum;
obliczajac wartoé¢ x, przy ktorej funkcja osigga minimum, oraz
wartoéé y tego minimum, otrzymujemy:
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b 4
x='—2—a:é:2

D 4
oV R it

Przebieg zmiennodci badanej funkcji:
yl -+ ooy 1 ~ + oo

L

Y

Rys. 38.
Wykres funkcji kwadratowej: y = 22 — dx -+ 5
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Wykres badanej funkcji mamy na rys. 38, Wykres ten jest |
parabola*), ktorej of jest réwnolegla do osi y-6w. Wier z-
chotek paraboli ma wspélrzedne: x =2, y =1. Odcieta
wierzcholka réwna jest tej wartosci zmiennej x, dla ktérej funkcja
osigza minimum, a rzedna wierzchotka réwna jest wartoécil tego
minimum. Przy kreéleniu wykresu wygodnie jest nasamprzéd
wyznaczy¢ wierzcholek paraboli, a nastepnie inne jej punkty na
lewo i na prawo od osi paraboli.

Zauwazmy jJeszcze, ze dla wartosci x, mniejszych od =
b ;
i wiekszych od — 57 © te sama liczbe §, funkcja kwadratowa (3)

przybiera jednakodve wartosci. W samej rzeczy, podstawiajgc ‘

-Maximum, ktére jest zarazem najwieksza wartoscia,

b

Wynika stad, ze gdy x roénie od — oo do — o wowczas
: . g 8 a

et b
¥ wzrasta (gdyz y' > 0), a gdy # roénie od e do + oo,
,.. . A 2 a

b .
Dlafiwi— < % 0sigga wiec y

wéwezas y maleje (gdyz j/’ =<10);
: jaka
dana funkcja w ogble przybieraé moze.

Wartoé¢ tego maximum obliczamy podstawiajac we wzo-

b b e
we wzorze (3): ¥ = — P é albo x = — % + 6, otrzymujemy: g0 2 2 Otrzymu;enqy,
dac — b2
b 2 b S R e
y:a(-a_(s) +b<~—2—a——6>—f—c y a5
albo ' czyli: oznaczajac, jak wyzej, wyréinik b2 — 4dae przez D, otrzy-;
\® nuj ")
y=a<_i+5) +b(_i+5>+c Pjcmy
2a - 2a g
co w wyniku daje te samg wartogé: ; et y = SE 7
y = — —bﬂ + ad® = — B_—{- ad® Wykazalismy Wij@c, ze:
da 4a o ", : b J
2) a <0 gl <O;t° przy %=~ funkcfar (3) osiaga
B e AT . ' 75 : D
m
Zalézmy teraz, ze a < 0. Mamy wéwczas: praximum, ktére-réwne JieisET _E'

b
gdy x> — r

2ax + b < 0, %
b
%

y. <0,

2ax + =0, y =0 gdy x=—

2a

*) Metoda geometrii analitycznej mozna dowie$é, ze obrazem kazdej
funkcji kwadratowej jest parabola. : /

2ax+56>0,.9 >0, glyx<-—

286

| Zbadajmy teraz, jak zachowuje si¢ funkcja kwadratowa (3), .
gdy x dazy do + oo i gdy x dazy do — oo, Postugujemy

- si¢, jak wyzej, wzorem (5).

*Gdy x dazy do 00, wéweczas wyrazenie: a - é -+ c—*
‘ dazy do granicy rownej a, z czego wynika, ze y dazy do — oo

(Sdyza < 0) W podobny sposéb wykazujemy,

ze gdy x» daz
d0 — oo, wéwczas y dazy do — oo, .
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Powyzsze rozwazania prowadzg nas do takiego wniosku:

Gdy » roénie od — oo do g i nastepnie rodnie
od o do -+ oo, wéwczas ¥y wzrasta od — co do =
a nastepnie maleje od —E do — oo,

Zapisujemy to w nastepujacej tabelce zmiennoécit

b
X —eor A — % s )
D
Vells—rco =7 X — oo
Przyktlad:
Dana jest funkcja kwadratowa:
(7 y= —x%2 —2x + 4

Nalezy zbada¢, jak zmienia si¢ y, gdy # rosnie od — oo do
+ co, i podaé¢ wykres tej funkcji.
Mamy tu: a= —1, b=—2, c =4, a wigc
D=0 -- dac=20

Poniewaz a < 0, zatem dana funkcja posiada ma ximum;
obliczajac wartoé¢ x, przy ktérej funkcja osigga maximum, oraz
’ . N .
wartos¢ y tego maximum, otrzymujemy:

2a —2
yM_D_—ZO_r
da —4

Priebieg zmiennogci badanej funkeji mozemy wiec przedsta-
wi¢ za pomoca nastepujgcej tabelki:
x| —oc0o / —1 7 4+ o0

y'—oo/'A5\x——-oo
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/ 0 e
A
[ \
/ \
|
Rys. 39.
Wykres funkcji kwadratowej; y=—x2 2514

Na rys. 39 mamy wykres badanej funkcji. Wykres ten jest
parabola, ktérej o jest réwnolegla do osi y-6w'i ktéra strong
wypukla zwrécona jest do géry. Wierzcholek paraboli ma wspél-
rzednej:l #= —1, y=>5. Odcieta wierzcholka réwna jest tej
wartosci zmiennej x, przy ktérej funkcja osigga maximum
a rzedna wierzcholka réwna jest wartoéci tego maximum, - ’

10 Algebra
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Rozwigzemy teraz kilka zadan, ktére sprowadzaja sie do
wyznaczenia minimum lub maximum funkcji kwadratowej.

I. Wdany tréjkat wpisa¢réwnoleglobok
majacy jeden kat wspélny z tréjkatem, tak
aby pole réwnolegloboku bylo mozliwie
najwieksze,

Zal6zmy, ze podstawa AC tréjkata réwna jest b, a jego wy-
sokos¢* BD réwna jest /& (patrz rys. 40). Pole wpisanego réwno-
legloboku AEFG jest oczywiscie funkcja jego wysokoséci HD,

B
!
1
]
E . 7
A D G C

Rys. 40.

Oznaczmy wysoko$¢ HD réwnolegloboku przez x, a pole

réwnolegloboku przez y. Mozemy wigc napisaé:

(8) Vi~ ER
Diugos¢ boku EF obliczamy z podobienistwa tréjkatéw A BC
i EBF. Mamy:
EF i AC = BH = BD
czyli:

EF :b=(h —x) :h
skad obliczamy:

b (h — x)
9 - ‘ BEEF = Ty
Podstawiajac t¢ wartoé¢ do wzoru (8), otrzymujemy;
0% (%)
(10) oo =2l
czyli: ‘
()2 52 yz—%x“—i—bx :
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Widzimy wiec, ze pole réwnolegloboku y jest funkcja kwa-
dratowa jego wysokosci x. Zadanie nasze polega teraz na wy-

- znaczeniu takiej wartoéci x, przy ktérej funkcja osigga ma-

Ximum, Jest to mozliwe, poniewaz wspdlezynnik '—% przy
%#* jest ujemny,

Stosujac twierdzenie ze str. 287, otrzywnujemy:
h
0 e——

2 .
Odpowiednig warto$é y obliczamy najproéciej, podstawiajac

we wzorze (11) x = > Otrzymujemy:

B B S bk ik
R e e

Réwnoleglobok wpisany w tréjkat ma najwigksze pole, gdy
jego wysokoSé réwna fest polowie wysokosci trdfkata; pole jego jest
wtedy rdwne polowie pola tréjkqta,

Zadanie, ktére$my rozwigzali, znajdujemy w VI ksiedze
Elementéw Euklidesa. Rozwigzane tam jest ono na drodze
rozwazan czysto geometrycznych.

II. Zbada¢, ktéry z prostokatéw o danym ob-
wodzie 2p ma najwieksze pole,

Oznaczmy podstawe prostokata przez x; wysokoéé jego
réwna jest p — x. Niech pole prostokata bedzie y. Mamy
woéwczas:

(12) y=x(—=x
czyli:
(13) y = — a2 4 px

Pole y prostokata o staltym obwodzie jest wigc funkcjg kwa-
dratowa jego podstawy x. Zadanie nasze.polega na wyznaczeniu
takiej wartodci x, przy ktérej funkcja osigta maximum,
Jest to mozliwe, poniewaz wspélezynnik przy 2 jest ujemny.
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Stosujac twierdzenie ze str. 287, otrzymujemy:

L8

DO | NS

Gdy podstawa prostokata jest réwna > woéwczas takze
]"ego wysoko$¢ jest réwna g: a zatem prostokat jest kwadratem,
2

Pole tego kwadratu wynosi T

Ze wszystkich prostokaldw o danym obwodzie najwigksze pole
ma kwadrat, - )
Twierdzenie to jest szczegélnym przypadkiem nastepujacego
twierdzenia, ktére znane juz bylo Zenodorowi, greckiemu
- matematykowi z II wieku przed Chr.: .
Ze wszystkich wielokqtow o danej ilosci bokdw i danym obwodzie
najwigksze pole ma wielokqt foremny.

ITI. Zbada¢, ktéry z tréjkatéw o danej podstawie
a i danym obwodzie 2p ma najwieksze pole¥).

Oznaczmy jeden z nieznanych bokéw tréjkata przez «,
drugi wynosi wiec: 2p —a — x. Niech pole tréjkata bedzie ¥.
Stosujgc wzér Herona, otrzymujemy:

(14) y=Vp@p—a) (p—2) (@ +%— )

Pole tréjkata y jest wiec funkcjg boku x. Tleczyn wystepu-
jacy pod znakiem pierwiastka zawiera dwa czynniki stale: p
i p —a. Wystarczy zatem zbadaé funkcje pomocnicza:

(15) 2= —x)(@+tx—p
gdyz najwigkszej wartoéci 2 odpowiada réwniez najwigksza war-
tos¢ y. Wykonujac mnozenie po prawej stronie wzoru (15) i po-

rzadkujgc otrzymany wielomian wedlug: poteg zmiennej x, otrzy--

mujemy :

(16) 2= —x+ (2p —a)x + p (a—P)

¥, Zakladamy, ze p > a.

202 iy :

- Widzimy wigc, ze z jest funkcja kwadratowa x. Funkcja ta
posiada maximum, gdyz wspélezynnik przy x2 jestujemny,
Aby wyznaczy¢ warto$é x, przy ktérej zachodzi maximum, sto-
sujemy- twierdzenie ze str. 287,-otrzymujemy:

2p—a a

W i

K==

Skoro jeden z nieznanych bokéw tréjkata wynosi: p —g,

i . . . a - 5
wigc takze drugi wynosi: p Figs tréjkat o najwickszym polu

jest wiec réwnoramienny. Aby obliczyé to pole, podstawiamy

a
we wzorze (14) x = p — 5 i otrzymujemy:

a

Y =35Vp @p—a)
Ze wszystkich tréjkatéw o damej podstawie i danym obwodzie
najwigksze pole ma tréjkat réwnoramienny. :

Twierdzenie to réwniez bylo znane Zenodorowi.

IV. Dane Sa b lteriin sl sy, B ey Wyznaczyé

ne

liczbg x w taki sposéb, aby wyrazenie:
(x—a)* + (x —a,)2 + ... + (x—a,)?
mialo warto$¢ najmniejsza.
Oznaczmy powstzé wyrazenie przez y. Mamy wiec:

ANy =(x—a) + (x+ —a)* + ... + (v —a,)?

czyli:
ﬂ&yiwhﬂﬁx+@%+wtﬂ%x+%ﬁ+“.+ML4%x+%ﬁ
lub po przeksztalceniu:

(19) y=nx* — 2(a, +a,}.. -ta,) % + (a2 +a2 ... g

Widzimy wiec, ze y jest funkcjg kwadratowa x. Funkcja ta
posiada minimum, gdyz wspélezynnik przy x* jest dodatni.

293



Aby wyznaczy¢ wartoéé x, przy ktérej zachodzi minimum,
stosujemy twierdzenie ze str. 283, otrzymujemy:
2(a +.a, + ... +a,) a, +a, + ... +a,

o — ==

2n ¥ n '

Wyrazenie (17) ma wigc warto$¢ najmniejsza, gdy «x jest
réwne $redniej arytmetycznej liczb: ay, a,, ... a,.

Znak funkcji kwadratowej.

Na zakonczenie naszych rozwazan o funkcji kwadratowej
(20) y=ax?4+bx ¢
zajmiemy si¢ jeszcze zagadnieniem nastepujacym:
Dla jakich wartodci zmiennej x przybiera y war-
to§¢ dodatnig, a dla jakich warto$¢ ujemng?

Aby otrzymac¢ odpowiedZ na to I:ytame mogliby$my roz-
wigza¢ nieréwnosci kwadratowe:
ax®* +bx +¢c >0 i ax? +bx +c¢c <0
sposobem, jaki znamy z nauki poprzedniej. Mozemy jednak takze
odpowiedZ na powyzsze pytanie wysnué bezposrednio z wlasnoéci
funkcji kwadratowej.

Rozréznimy znowu dwa przypadki:

72 a <0

Przy %= — Przy: %.— _g_a funkcja

& &

(20) osiaga maximum,

b -

5 funkcja

(20) osiaga minimum,

ktérego warto$¢ wynosi: ktérego warto$¢ wynosi:
D D

21 — 21) T

(21 da et} da

gdzie D oznacza wyréznik danej funkcjﬂ D = b® — dac.
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a) D <0

Funkcja (20) nie posiada miejsc zerowych,

y.

y-ax®bx+c
a>o

D<o

Rys. 41.

Przy a> 01 D < 0 wartoéé
(21) jest dodatnia, ‘a po-
niewaz jest to najmniejsza war-
tos¢ funkeji (20), wiec w roz-
wazanym przypadku przy ka z-
dej wartodci x funkcja (20)
przybiera warto$¢ dodatnig
(rys. 41),

Przy a < 0iD < 0 wartosé
(21) jest ujemna, a ponie-
waz jest to najwieksza war-
tos¢ funkeji (20), wiec w roz-
wazanym przypadku przy ka z-

dej wartodci x funkcja (20)

przybiera warto$¢ ujemn g
(rys. 42).

& |

y-ax? bx.c
a<o
D<o

Rys. 42,

Funkcja (20) posiada jedno miejsce zerowe:

x():_

b
2—a .
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(20) przybiera warto$¢ ujem-
ng przy wszystkich wartos-
ciach %, z wyjatkiem war-
todei:

f Przy a < 0 i D = 0 funkcja
]

y-axiibz+c
a>0 -

D-
% przy ktérej funkcja osigga ma-

ximum réwne 0 (rys. 44).

0 xo g

Rys. 43.

Przy a> 0 i D =0 funkcja
(20) przybiera warto$¢ dodat-
nig przy wszystkich warto-
4ciach %,z wyjatkiem war-
tosci:

e
y 2a
przy ktérej funkcja osiaga mi- 5
nimum réwne 0 (rys. 43). Rys. 44.

g D>0 .7

Funkcja (20) ma dwa miejsca zerowes

b /D

xl =T et
2a 2a
b A D

x‘Z == —-__-{— .
2a 2a

Wartoéci %, 1 %, sg rozmieszczone na osi x-0w symetrycznie
wzgledem wartoéci:
2 b
a mianowicie:

o ile #, jest mniejsze od x,, 0 tyle x, jest wigksze od 4.

296

' Przy a <0 i D>0 funk-
y ; ci o 3 > v
RS P (r];.S(i%)) a znaki nastgpujace
D>o gdy x<x; albo x> x,, to y<0
gdy x—2x, dlbo % —,, to =0
\ Zo gdy e s g 0 e ()
: przy czym w punkcie x = x,
! funkcja (20) osigga ma x i-
‘ :
I
1

&\f\\

mu m,
& & Yo
Rys. 45. |
Przy o = 0 -1 D =0 " funk- :
cja (20) ma znaki nastepujace I
(rys. 45): - :
gdy x<x, albo x>ux,, to y>0 0 o s
gdy w—=2n, albo. %—i, tor y—0 / s\
gdy %, < % < %, to y<0 y-ax®bxrc
przy czym w punkcie x = x, ;:g
funkcja (20) osigga mini-
) - Rys. 46.
Przyklady:

1. Nalezy zbadaé znak funkcji:
y=2x* —x +3
dla réznych wartoéci zmiennej x. A
Wspdlczynnik przy x2 jest dodatni, wyréznik zaé wynosi, jak
latwo obliczyé: — 23, a wiec jest liczbg ujemng. Wynika stad,
¢ przy kazdej warto$ci x funkcja y przybiera war-
to$¢ dodatnia. ,
2. Nalezy zbada¢ znak funkcji:
y= x> —9x | 14

dla réznych wartoéci zmiennej x.
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Wspélezynnik przy #? jest dodatni. Wyréznik wynosi, jak
tatwo obliczy¢: 25, a wiec jest liczba dodatnig ; funkcja posiada
zatem dwa miejsca zerowe, Obliczamy te miejsca zerowe;

K — O =i

Z powyiszego wynika, ze:

y > 0, gdy - <2-albo % > 7
3y =0, gdy x =2 albo x =1
y <0, gdy 2 <<ix <7

Cwiczenia.
432. Wyznacz funkcje:
[(%) = ax2 4 bx + ¢

wiedzac, ze:
a) f(0)=—6, {'8)=0, f@4)=—13
b) F(—2) =15, f(—2)=—21, f(1)=6
© f1) =7 (B =19, f(—2) —f(2)=24
483. Dla jakich wartoéci m funkcja:

(%) =4x2 —mx + 9

jest kwadratem funkcji liniowe;j?

434. Dla jakich wartodci m funkcja:

f(#) =2 —@m+ 1) x+ (2m +1)

iest kwadratem funkcji liniowej?

485. Przedstaw graficznie na jednym rysunku nastepujace funkcjes
a) 9y = x2 y:%xz, y =2 x2

y = — x2, y:——-;xz, Yy =—2x2

y=4 y=(r—4)8 y=(x+44)2

y:%xz, y:% %24 3, y%2x2—3

y=4% y=(x—38p y=(»—32+2

436. Dana jest funkcja:
a) y=2a2—4x 411 b) y
é)y:—%.ﬁ—{-%x—l d y=—s2—2x4+8
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e) y:%xz—x+2 f)y=5x2~3x—3

224 10x — 11 x + x2
g y= ———— h) y = — B)

+
)y = (r—1)2+ (r—2)2 + (x —3)2

Oblicz wartoé¢ «x, przy ktérej dana funkcja osiaga extremam,

a nastepnie oblicz wartoéé¢ tego extremum.

437. Przedstaw graficznie funkcje:

a) y=42—8x-+ 15 b) y =24 4x—12
c) y=2x2—4x -} 3 d) y=4x2—4x |1
e) y=4x24+12x—9 f) y = — 24 bx

g y=—14+3x—6 h)y=2s2 4 2242
438. Dana jest funkcja:

a) y=a24-4x 7
c) y=—2x2+ 6x—5

b) y.= 42— 12x - 37
d) y =242 —20x

Zbadaj, jak zmienia sie v, gdy x roénie:
a) od —4 do 0 b) od 0 do 8
c) od —1 do 5 d) od 5 do 10

" Podaj odpowiednie wykresy.

439. Dana jest funkcja:
y =+ x(10—%)

1°. Dla jakich warto$ci x funkcja ta jest okreélona?
20, Czy funkcja posiada extremum i jakie?
3% Jak zmienia si¢ y, gdy zmienia si¢ x?

440. Dana jest funkcja:

y=4/82x 11z + 5
1° Dla jakich wartoéci x funkcja ta jest okreélona?
20, Czy funkcja posiada extremum?
3% Jak zmienia si¢ y, gdy zmienia si¢ x?
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441. Dany jest trojkat ABC, w ktérym boki AB i BC réwne sa a,
a kat A BC réwny jest 12(°. Na wysokoéci BD tréjkata obrano punkt E
i polaczono go z punktami 4 i.C.

1°. Wyraz sume kwadratéw odcinkéw AE, BE i CE jako funkcje
odcinka BE.

99. Zbadaj, jak zmienia si¢ wzmiankowana suma kwadratéw, gdy
(przy stalym a) zmienia si¢-odcinek BE.

Podaj odpowiedni wykres funkcji.

442. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC o boku réwnym a;
na boku AB obrano punkt M i polaczono go z punktem C.

10. Wyraz sume kwadratéw odcinkéw AM, BM i CM jako funkcje
odcinka AM.

99, Zbadaj, jak zmienia si¢ wzmiankowana suma kwadratéw, gdy

(przy stalym a) zmienia si¢ odcinek AM.
Podaj odpowiedni wykres funkcji.

443. W kolo o promieniu danym 7 wpisano tréjkat réwnoramienny.

1°. Wyraz sume kwadratéw wszystkich bokéw trojkata jako
funkcje jego wysokosci. .

20, Zbadaj, jak zmienia si¢ ta suma kwadratéw, gdy (przy sta-
tym 7) zmienia si¢ wysoko$¢ trojkata.

Podaj odpowiedni wykres funkcji.

444, Dany jest polokrag o $rednicy 4B réwnej 27. W punkcie B
wykreslono styczna BT do pélokregu; z punktu M obranego na poéi-
okregu wystawiono odcinek MC prostopadly do stycznej BT i punkt
M polaczono z punktem A.

197 Wyraz sume¢ odcinkéw AM i MC jako funkcje kata MAB.

20. Zbadaj, jak zmienia si¢ suma AM + MC ze zmiang kata
MAB (r jest stale).

Podaj odpowiedni wykres funkcji.

445. Dany jest prostokat, w ktérym boki AB i AD wynosza od-
powiednio 2 cm 1 3 cm. Z punktu E obranego na boku 4D wystawiono

prostopadia do AD i punkt, w ktérym prostopadla ta przecina prze-.

katna BD prostokata, oznaczono przez I'; punkt 4 polaczono z pua-
ktem F.
19. Wyraz dlugo$é odcinka AF jako funl\c]@ dlugosm odcinka 4E.

20. Jak zmienia si¢ 4F, gdy punkt E zmienia swoje polozenic
na boku AD?
Podaj odpowiedni wykres. Podaj interpretacje geometryczng.
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446. Dany jest odcinek 4B rowny a. W punkcie 4 wystawiono
odcinek AC prostopadly do AB i réwny a; w punkcie B wystawiono

" odcinek BD prostopadly do 4B i réwny 2 a (punkty C i D lezapo tej

samej stronie prostej AB). Na odcinku AC obrano punkt M, a na
odcinku BD punkt N w taki sposéb, aby odcinek BN byl dwa razy
wiekszy od odcinka CM; punkt M polaczono z punktem N.

1°. Wyraz dlugos¢ odcinka M N jako funkcje diugoécei odeinka CM.

20. Zbadaj, jak zmienia si¢ MN, gdy (przy stalym a) zmienia
sie CM. .

Podaj odpowiedni wykres. Podaj interpretacje geometryczna.

447. W kole o promieniu 7 poprowadzono styczna MN i réwno-
legta do niej cieciwe AB; rzut cieciwy na styczna oznac'zono przez
A’B’.

10, Wyraz przekatna prostokata 4A4'B’B jako funkcje odleglodci

- cigciwy od stycznej.

2o Zbada], jak zmienia si¢ dlugo$¢ przekatnej, gdy zmienia sig
odlegloéé cigciwy od stycznej (r jest stale).

Podaj odpowiedni wykres.

448. W tréjkat rownoramienny o podstawie réwnej 2a i wyso-
koéci @ wpisano prostokat w takissposéb, ze dwa jego wierzcholki leza
na podstawie, a pozostale dwa na ramionach trojkata.

1°. Wyraz przekatna prostokata jako funkcje jego wysokoém

2°. Zbadaj, jak zmienia si¢ przekatna prostokata, gdy (przy sta-
lym a) zmienia si¢ jego Wysokoéc'. /

Podaj odpowiedni wykres.

449. W tréjkacie prostokatnym A4 BC przyprostokatna CB réwna
jest a, a przyprostokatna CA réwna jest b. Z punktu M obranego
na boku AC wykredlono réwnolegla MK do CB i punkt K, polozony.
na boku 4B, polaczono z punktem C.

10. Wyraz pole tréjkata M KC jako funkcje odleglosci ¥ punktu M
od punktu A.

2°. Zbadaj, jak zmienia si¢ pole tréjkata MKC, gdy zmienia sig x
(@ 1 b sa stale).

Podaj odpowiedni wykres.

450. W ostrostup czworokatny prawidlowy, w ktérym bok podstawy
rowny jest a, a wysoko$¢ réwna jest 3 a, wpisano prostopadloscian
w taki sposdb, ze cztery wierzcholki prostopadlodcianu leza na pod-
stawie ostroslupa, a pozostale cztery na krawedziach bocznych ostro-
stupa.
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1% WyraZ pole calkowitej powierzchni prostopadiodcianu jako
funkcje jego wysokodci.

29 .Z'badaj, jak zmienia si¢ pole calkowitej powierzchni prosto-
padiodcianu ze zmiang jego wysokosci (a jest stale).

Podaj odpowiedni wykres.

451. W kule o promieniu 7 wpisano taki stozek, ktérego prze-
k}‘é] osiowy jest tréjkatem réwnobocznym. Kule oraz stozek prze-
cigto p?aszczyznac réwnoleglta do podstawy stozka w odleglodci x od
jego wierzcholka. Na plaszezyZnie tej utworzyl sie w ten sposéb
pierscien kolowy, ktérego okrag zewnetrzny lezy na powierzchni
kuli, a wewngtrzny na powierzchni stozka.

1. Wyraz pole pierécienia jako funkcje .

2°. Zbadaj, jak zmienia sie pole pierscienia, gdy (przy stalym 7)
zmienia sig x.

Podaj odpowiedni wykres.

4452, Dwa ciala poruszaja si¢ po liniach prostych wzajemnie pro-
stopadiych ruchem jednostajnym ku przecieciu si¢ ich toréw. Pred-
kos¢ pierwszego ciala wynosi u, drugiego v. W pewnej chwili ¢ — ()
pierwsze cialo odlegle jest o a, drugie za$§ o b od punktu Przeciecia
ich toréw.

1°. Wyraz odleglos¢ s migdzy danymi ciatami jako funkcje czasu ¢,

2°. Zbadaj, jak zmienia si¢ s, gdy zmienia sie ¢ (a, b, u, v sa wiel-
koéciami stalymi).

3. Jaki warunek spelnia¢ musza wielkoéci a, b, u, v, aby ciala
si¢ spotkaly?

453. Wyznacz funkcje:
: f(0) = — 2+ b+ o,

jezeli wiadomo, ze przy » = — 1 funkcja osiaga maximum réwne 7.

454. Wyznacz funkcje: .
(%) = ax? 4 bx + ¢,
jezeli wiadomo, ze przy x = 6 funkcja osiaga extremum réwne — 81
1 ze przy x = — 3 funkcja przybiera warto$é (.

455. Liczbe 30 roztéz na dwa skladniki w taki spos6b, aby suma
kwadratéw tych skladnikéw byla najmniejsza.

456. Liczbe a rozldz na dwa skladniki w taki sposob, aby suma
kwadratéw tych skladnikéw byta najmniejsza. ;

457. Liczbg 5 rozléz na dwa skladniki w taki sposéb, aby suma
szeScianéw tych skladnikéw byla najmniejsza.

-
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458. Liczbe dodatnia a rozléz na dwa skiadnil.{i. w taki sposdb,
aby suma sze$cianéw tych skladnikéw byla najmniejsza.

459. Liczbg a roziéz na dwa skladniki w taki sposéb, aby iloczyn
tych sktadnikéw byt najwiekszy.

#460. Zbadaj, ktory z prostokatéw wpisanych w dany tréjkat ostro-
katny ma najwigksze pole.

461. Zbadaj, ktéry z kwadratéw wpisanych w dany kwadrat ma
najmniejsze pole.

462. Zbadaj, ktéry z prostokatéw o danym obwodzie 2 $ ma naj-
mniejsza przekatna.

*463. Zbadaj, ktory z tréjkatéow prostokatnych o danej przeciw-
prostokatnej ma najwieksze pole.

464. Zbadaj, ktéry z prostokatéw wpisanych w dane kolo ma naj-
wieksze pole.

- 465. W dany tréjkat réwnoramienny mozna wpisa¢ drugi tréjkat
réwnoramienny w taki sposéb, aby jego podstawa byla réwnolegta
do podstawy danego tréjkata i aby jego wierzcholek lezal w érodku
podstawy danego trdjkata. .

Zbadaj, ktéry z tréjkatéw w ten sposéb wpisanych w dany tréj-
kat ma najwigksze pole.

*466. Dany jest poélokrag. Faczac érodek $rednicy z konicami
ktoérejkolwiek cigciwy réwnoleglej do srednicy, otrzymujemy tréjkat
réwnoramienny. i
 Zbadaj, ktéry z tréjkatéw w taki sposob. utworzonych ma naj-
wiegksze pole.

*467. W dana kule wpisa¢ walec o najwigkszej powierzchni bocznej.

468. Zbadaj, ktéry z prostokatéw o danym obwodzie daje przy
obrocie dookota boku walec o najwiekszej powierzchni bocznej.

469. W dany stozek, ktérego wysokod¢ jest szeéé razy wigksza od
promienia podstawy, wpisa¢ walec o najwickszej powierzchni calko-
witej.

*470. W dany stozek wpisa¢ walec o najwigkszej powierzchni bo-
cznej.

471. Wyznacz dwie liczby x i y w taki sposéb, aby spetniaty réw-
nanie: 2y 4 x=4 i aby suma ich kwadratéw: 22 4 y? byla naj-
mniejsza. (Interpretacja geometryczna).

472. Wyznacz dwie liczby x i y w taki sposéb, aby speliaty réw-
nanie: y —ax = b (a i b sa liczbami stalymi) i aby suma ich kwa-
dratéw: % + y2 byla najmniejsza. (Interpretacja geometryczna).
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473. Cialo, wyrzucone pionowo do géry\z predkoscia poczatkowa
vp, porusza si¢, jak wiemy z mechaniki, ruchem jednostajnie zmien-
nym (jezeli opér powietrza nie jest brany pod uwage), przy czym wy-
sokos¢ s, na jaka sie ono wznosi po uplywie czasu ¢, wyrazona jest za
pomoca wzoru:

S = yot — % gL?
gdzie g oznacza przy<pieszenie ziemskie w danej miejscowosci.

19. Po jakim czasie osiaga cialo najwigksza wysoko$¢ i ile wynosi
ta wysokogé? -

2°. Po jakim czasie wysokoé¢ réwna jest zeru?
Poda¢ interpretacje fizyczna otrzymanych -wynikdw.

474. Na koticach sztywnego preta o dtugosdci / osadzono dwie
kuleczki o masach my i m,.

10, Zbadaj, wzgledem jakiej osi prostopadlej do preta moment
bezwladnosci*) jest najmniejszy. (Mase preta oraz rozmiary kulek
zaniedbujemy). :

2%. Rozwaz przypadek szczegolny, gdy my = my. ;

475. Poslugujac sie tabelkami zmiennoéci, zbadaj znak nastepu-
jacych funkcyij: E

a) y=22—9x 4 8 b) y =242 —6x—8

C) y=2>—6x-19 d) y =224+ 10x + 25

€)= 22— dx 1] f) y=—2x24 254

g ¥ =2—Tx+6 h) y=122—3x+4

i) y=—ax2| bx "J) y=—2x244

k) y =4x2 1 45 + 1 I =342 -ty vlq
[KI (H) (M)

§ 40. Dalsze przykiady badania funkecyj wymiernych.
Przyktady badania wielomianu. ‘

W § tym podamy kilka latwych przykladéw zastosowania
pochodnej do badania zmiennoéci wielomianéw i innych funkcyj.

*) Jezeli uklad, ktéry moze obracaé sie dookola pewnej osi, skiada sig
z mas: my, mg, mg, ..., ktérych odleglosci od osi obrotu wynosza odpowiednio:
(> Yo ¥g» - .., WOWCzas przez moment bezwladnosci tego ukiadu wzgledem
danej osi rozumiemy wyrazenie: m, 2 + My ¥o® + mgra® + ...
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1. Dana jest funkcja:
(22) f(x)=%x3—x2—3x—l—6
: Nalezy zbadaé, jak zmienia si¢ f(x), gdy x rosmie od — oo
do + o :
Obliczamy pochodng funkcji (22):

(23) f(#) =2 —2x =3~

Pochodna jest funkcja kwadratowa zmiennej' x. Bglrllan}y,
dla jakich wartoéci x pochodna jest doda.tn1a, (.i'la ]ak.lch
ujemna i dla jakich réwna 0. Otéz wyréznik funkeji (23) ]e§t
dodatni, zatem funkcja ta posiada dwa miejsca zerowe; obli-
czajac je dostajemy:

Uwzgledniajac, ze w funkeji (23) wspélezynnik przy #® jest
dodatni, mamy wyniki nastepujace:

gdy x» < —1, wéwezas f'(x) > 0
o= —1, ; s f(x)=0
e e i (%) <0
BTt T =0
g %i=l8, 5 f'(x) > 0

7 powyiszego wyplywaja natychmiast nastepujace wnioski:

gdy x roénie od — oo do — 1, woéwezas [ (%) WZl’aStfi
X x Crread BT do gk s f (x) maleje
o T Jrare0d-Sodn. Jioo) - f (x) wzrasta

Przy x = — 1 osiaga wiec funkcja f(x), jak latwo ?auwa}Zyé,
maximum, Aby obliczyé¢ warto$¢ tego maximum, podstawiamy
we wzorze (22): x = — 1; otrzymujemy:

et

1) = 3 (1) — (1) — 8+ (1) +6 =7
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Przy x =3 funkcja f(x) osiaga minimum. Wartosé tego
minimum obliczamy, podstawiajac we wzorze (22): x-= 3; otrzy-
mujemy:

1

f8) =5-33 —32 —8.3 16— —3

\ /

Zbadamy teraz, jak zachowuje sie funkcja f(x) w nieskon-
czonosci. Dla x # 0 mozemy wzér (22) napisaé¢ w postaci na-
stepujacej:

1 3 6

2

i 6
Al S 97
s 1 1 3 6
Gdy x dazy do + oo, to wyrazenie: e ok S e
dazy, jak tatwo zauwazy¢, do granicy réwnej %, a x® dazy do
+ oo, z czego wynika, Ze f(x) dazy do -+ oo,

1 1 3 6

X X

Gdy x dazy do — oo, to wyrazenie: i e - pr \ }1
dazy réwniez do granicy réwnej % a x* dazy do — oo, z czego I
wynika, ze f(x) dazy do — oo.

Rozwazania powyzsze prowadza nas ostatecznie do takiego
wniosku:
gdy x rosnie od — oo do — 1,
/ wowczas f(x) wzrasta od — oo do 7;:)

gdy x roénie od — 1 do 3,
wéwczas f(x) maleje od 7§ do —3

gdy x rosnie od 3 do + oo,
wowczas f(x) wzrasta od — 3 do 4 oo

Rys. 47.
Otrzymany wynik zapisujemy w tabelce zmiennoéci;

Wykres funkcji y:%x3—x2—3x—l—6
| 200 2 =1 4" Ba Lo

f(x)]—oo;r 7§ N —3 7 + o

2. Dana jest funkcja:
(24) o) =528 —x

Rys. 47 przedstawia wykres funkcji (22). Zbadajmy zmienno$¢ f(x), gdy x roénie od — co do -- co.
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v ‘Obliczamy pochodng funkcji (24); otrzymujemy:
(25) f(x) = 2 —1
Nie trudno ustali¢ znak pochodne; /’(x):

gdy » < —1, wowcezas [f'(x) > 0
5 e =l e f'(x)
e e e s o f’(x [ |
» x=1, T
LA Bt sl 53 F(@) = 0
Z powyiszego wyplywaja wnioski:
gdy x roénie od — oo do — 1, wéwezas f(x¥) wzrasta
Rk T od — 1 do 1, > f(x) maleje
Boh od 1 do -+ oo, o f(x) wzrasta
Przy x = — 1 funkcja /(x) osiaga maximum, réwne é,

a przy x =1 funkcja ta osiaga minimum, ktére wynosi —%-

Zbadamy teraz zachowanie sie funkcji w nieskonczonosci.
Dla % # 0 mozemy wzér (24) napisaé¢ w postaci nastepujace;j:

. s

Stad odczytujemy latwo, ze gdy x dazy do + co, wéwczas
f(x) dazy do + oo, a gdy x daiy do — oo, wéwczas f(x) dazy
do — oo, :

Powyzsze rozwazania prowadza do tabeli zmiennosci:

¥|—o0 2—1 2 1 74 oo

yl—ooﬁ ;l \—*3"/' + oo
Rys. 48 przedstawia wykres funkcji (24).
Przyktad badania funkcji utamkowej.
3. Dana jest funkcja:
s 3x> —8x 4 8
(26) o Rk e e
%

Funkcja ta jest okreélona dla kazde] wartodci x & 0. Nalezy

zbada¢, jak zmienia sie f(x), gdy ¥ roénie od — oo do 0 i gdy x
rosnie od 0 do -+ oo,
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S
/1
[y
N

8

\\\

Rys. 48
Wykres funkcji y = % 2 —x
Zakladajac, ze x + 0, obliczamy pochodng funkcji (26);

otrzymujemy: I A2, (6% — 8) — (342 — 8% + 8). 2%
/(%) = ~ 2
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czyli, po wykonaniu dzialan:

s 8 (x»—2
(27) f =28
Badamy, dla jakich wartoéci x pochodna jest dodatnia,
dla jakich ujemna i dla jakich réwna 0. Znajdujemy znak
licznika 8 (¥—2) oraz mianownika 2 dla réznych wartoéei ' »
i stad” wyznaczamy znak pochodnej f'(x). Otrzymane wyniki
zestawiamy w ponfiszej tabelce:

—2| 2 |f(x) f(%)
= x> 2 =+ -+ + | wzrasta
% =2 0 - 0 | minimum
052 — | + — | maleje
x=0 — 0 e X
x <20 — - -+ | wzrasta

B

Zbadamy teraz jeszcze, jak zachowuje si¢ funkcja f(x), gdy:

a) £—0, b) x> — oo, ¢) x—> + oo oraz: d) jaka warto$¢ przy-
biera f(x), gdy x = 2, '
@) Wzér (26) mozemy napisaé w taki sposob:
1l
flx) = e (3x2 — 8x + 8)
1
Gdy x -0, wbwczas P g + oo, a (342 —8x L 8) — 8,’
z czego wynika, ze }(x) - - oo, ’
b) Wzorowi' (26) mozemy nadaé takze posta¢ nastepujaca:
8 8
g e e
Stad odczytujemy z tatwodcia, ze gdy x> —L oo, wéwczas
¢) Z wyzej napisanego wzoru otrzymujemy takze, ze gdy
% — -+ oo, wéwczas f(x) — 3.
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2.4l L

d)'Przy x = 2 funkcja f(x) osigga minimum, Warto$¢
tego minimum obliczamy, podstawiajac we wzorze (26) x = 2:
3-22—-8-248"° :
= 22 —) 1

4

&

Rys. 49.
332 — 4% 2
02

Wykres funkcji y =
Powstze rozwazania prowadza nas ostatecznie do naste-

pujacego wniosku:

~
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gdy x rosénie od — codo 0 woéwczas f(x) wzrasta od 3 do + oco;
5 f(x) maleje od + oo do 1;

oz rosnie od#0ido" 2,

s eparosnie od 2 dor-- oo, » - f(#%) wzrasta od 1 do 3.
Otrzymany wynik zapisujemy w tabelce zmiennoéci:

0 ~2 2 4+ o0

3% s stsconoy w3

M =SSO A

- f(%)
Rys. 49 przedstawia wykres funkcji (26).

Cwiczenia.

476. Zbadaj nastgpujace funkcje i podaj ich wykresy:
a) y=q4°+ 32 b) y =a*+2

)y = — 23412x% —3 d) y = 5 (22 — 1542)
e)y:%x3+3x2—|—5x+2g ) y=—2a%4242—2x—1
g8 ¥y=3x—062>4+3r4+2 h) 9= —x24+ x4 3

) y=x"—6x246 j) ¥ = 8x% — a?
477. Dana jest funkcja: '

y=24 ax’* —a*x —a® (a>0)
Zbadaj te¢ funkcje i podaj jej wykres.
478. Zbadaj nastepujace funkcje i podaj ich wykresy:

222 41 3x2 —1 gr2e i3
A =75 Reyis—rn ®y=ﬁ+ﬂ
x* 4x% 4 3x—2 3. 20
d = — ) — — e e e
) ¥ 221 €) ¥ P f) v e Eens i

479. Zbadaj nastgpujace funkcje i podaj ich wykresy:

2 e DX 2
i SN eyt s 20 e
x—D5 3x 3x —1
d = — e = —
)y = e) y Py o8 f) y Y
4 —2x 33
Bl ST P Ty
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480. Dana jest funkcja:

x2 4+ k
, TRt
Zbadaj te funkcje i podaj jej wykres zakladajac, ze:
a) k<1 b) 2> 1

481. Dane jest réwnanie:
(148 =242
Zbadaj, jak zmienia si¢ pierwiastek x tego réwnania, gdy zmienia
sig .
Podaj odpowiedni wykres.

482. Dany jest tréjkat réwnoramienny ostrokatny o podstawic
rownej 4 cm i wysokosci rownej x cm. Tréjkat ten przecieto prostg
rownolegla do jego podstawy i odlegla od podstawy o odcinek réwny
2 cm. Utworzyt sie trapez, ktérego pole oznaczamy przez y cm?

" 1° Wyraz y jako funkcje x.
2°. Zbadaj, jak zmienia si¢ y, gdy zmienia si¢ x.
Podaj odpowiedni wykres.

483. Dany jest prostokatny ukltad wspélrzgdnych XOY. < Przez
punkt A (1, 1) poprowadzono prosta, odcinajacg na osi OX odcinek x
1 na osi OY odcinek y.

1°. Wyraz y jako funkC]@ 75 :

2°. Zbadaj, jak zmienia si¢ y, gdy Zmienia sie «.

Podaj odpowiedni wykres.

484. W kule o promieniu » wpisano walec.

1°. Wyraz objetos¢ walca jako funkcje jego wysokosci.

29, Zbadaj, jak zmienia si¢ objeto$¢ walca ze zmiana jego wyso-
kosci (r jest stale).

Podaj odpowiedni wykres

[M]
§ M. Przyklady badama funkcyj niewymiernych
i trygonometrycznych.

Przyktad badania funkcji zawierajacej niewymiernosc
kwadratowa.

1. Dana jest funkcja:

(28) L fm=2yET



Funkcja ta jest okreslona dla kazdej wartoéci ¥ > 1. Nalezy

zbada¢, jak zmienia si¢ f(x), gdy x roénie od 1 do —+ oo,

Zakladajac, ze x> 1, obliczamy pochodna funkeji  (28);
stosujac twierdzenie o pochodnej 110c7ynu otrzymujemy :

; : 2 1

e~ e

czyli, po latwym przeksztalceniu:
—x + 2
T 2 x—1

Ze wzoru (29) z latwodcia odczytujemy, ze: -

wowcezas f'(x) > 0

(29) ()

gdy-1i<tip =2
gdy % = 2, woéwczas  f'(x) = 0
gdy x> 2, wéwczas  f'(x) < 0

Z powyzszego wyplywaja natychmiast nastepujace wnioski:
gdy # rosnie od 1 do 2, wéwczas f(¥) wzrasta;
gdy x rosnie od 2 do + oo, wéwczas f(¥) maleje,

Przy x = 2 osiaga wiec funkcja f(x), jak latwo zauwazy¢,
maximum. Aby obliczy¢é wartoéé tego maximum, podstawiamy
we wzorze (28): x = 2; dostajemy:

—§~V2—1=1

Zbadamy teraz jeszcze: a) jaka warto$é przybiera 1(x), gdy

=1, oraz: b) jak zachowuje sie funkcja f(x), gdy x-— + oo
a) Podstawiajac we wzorze (28) v =1, otrzymujemy: f(1) = 0

b) Wzér (28) mozemy przeksztalcié¢ w taki spos(’)b.

\/x—1—2]/7 ] ——=,

1 1
Gdy x - + oo, wéwczas T 01 g 0, z czego wynika, ze

gdy x - + oo, to f(x) - 0.
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Powyzsze rozwazania prowadza ostatecznie do wniosku
gdy x rosnie od 1 do 2, wéwczas f(x) wzrasta od 0 do 1
gdy x roénie od 2 do + oo, woéwczas f(x) maleje od 1do 0

Otrzymany wynik zapisujerﬁy w tabelce zmiennos§ci
I 1 72 2 + co
) |0 A1~ 0

Rys. 50 przedstawia wykres funkcji (28).

AT R

i

Rys. 50.

A 2 —
Wykres funkcji: y = —xx/x —1

Przyktad badania funkcji trygonometrycznej.

2. Dana jest funkcja:

(30) . f(x) = sin ¥ 4 cos % *)

Nalezy zbadaé, jak zmienia si¢ f(x), gdy # roénie od 0 do

Obliczamy pochodng funkcji (30):
(31) © f(x) =cos ¥ —sin x
Badamy, dla jakich wartoéci x z przedziale (0. 37) pochodna

jest dodatnia, dla jakich ujemna i dla jakich réwna 0

¥) x oznacza tu miarg¢ lukowa kata.



Ze wzoru (31) z latwoéciq 'otrzymujemy naét@pujélce wyniki:

gdy 0 <x < 473 wowcezas f'(x) > 0
- 1 ’

v A, e e 4
f'(x) <0

1 1
& Z'TE <% < 97, IT)
Z powyzszego wyplywaja natychmiast wnioski:
R 1 s
gdy «x roénie od 0 do 4=, wéwczas f(x) wzrasta
Tt 1 Lo nar> ; :
» % rosnie od zz do 37, wéwczas f(x) maleje.

Obliczmy teraz jeszcze, jakie wartodci przybiera funkcja dla
x2=0 %= ,%n, i %n Podstawiajac do wzoru (30) kolejno po-
wyzsze liczby, dostajemy:

(0 =sin0+4cos0=0+1=1

\/2 \/22:\&

/(—;n ):smvzn—{—cos—gn:l—l—O:i

Otrzymujemy wiec nastepujagca tabelke zmiennoéci funkcji
(30) dla przedziatu (0, %,n): '

/(%n) = sin ,17z + Cos 4

’

1 1
X 07'—/*7/_1_276

11 7v2 x 1

t4

Rys. 51.

Wykres funkcji y = sin x -+ cos
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Cwiczenia.
485. Zbadaj nastgpujace funkcje i podaj ich wykresy:

a) y=+x—3 b) y=v/2x+1
) y=45—x d)y—\/x2~6x+10

e) y=4/9— 2 f) y=+/22—5x
) y=x—+5—2 h)y:Qx—\/x

: e il ;
) y=:-48x—16 i) y= \/x._l

yzl/x2+4 g y=]/x2+4

486. Zbadaj nastepujace funkcje w podanych przedziatach i podaj
odnosne wykresy: 3 :

a) y=tg ¥+ ctg x (0. 52)
b) y = sin’x + cos’ (0, 37)
c) y=sin %+ | cos 2% (0. i)
d) y =— 3 cos?x + 3 cos x+1 (0, =)

e) y=1tg?x —2tgx+ 2 (0, 57)

f) ¥y = x4 2cos x

*487. Wykaz, ze funkcja: _
f (%) = % —sin x cos x
jest rosnaca w kazdym przedziale.

(K) (H) (M)
§ 42. Extrema funkcji. -

Kryterium istnienia extremum.

W tym § oméwimy nieco dokladniej warunki 1stn1en1a extre-
mum funkcji.

Przede wszystkim uzasadnimy dwa twierdzenia pomocnicze:
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Krzywa na rys. 52 jest obrazem geometrycznym pewnej funkcji
y = [(x), o ktérej zakladamy, ze posiada pochodng dla kazdej
wartosci zmiennej (krzywa posiada styczng w kazdym punkcie).

o

/,0 o

p L———-—_‘_—_

(o)) BYes P o T

Rys. 52.

W punkcie 4, ktérego odcieta wynosi a, styczna do tej krzy-
wej posiada wspé}czynnik katowy dodatni, a zatem pochoch;a
dla ¥ = a, czyli {'(a), jest liczba dodatniag. Z rysunku widzimy
z latwodcia, ze mozna znalezé takie otoczenie (@ — 9, a - 0)
punktu a, aby wewnatrz przedzialu (a — 9, a) warto$é¢ funkcji
f(x) byla mniejsza od f(a), a wewnatrz przedziatu (a, a + o)
wigksza od f(a). Wiasnoé¢ te mozemy krécej wyrazié moéwiac,
ze wartos¢ funkcji f(x) na lewo od a« jest mniejsza, a na
prawo od a wigksza od f(a). :

W punkcie B, ktérego odcieta wynosi b, styczna do tej krzy-
wej posiada wepdlczynnik katowy ujemny, a zatem pochodna
dla x = b, czyli f'(b), jest liczba ujemng. Z rysunku widzimy
z latwodcia, ze mozna znalezé takie otoczenie (b — 4, b + 0)
punktu b, aby wewnatrz przedziatu (6 — ¢, b) wartos¢ funkcji f(x)
byla wieksza od f(b), a wewnatrz przedzialu (b, b + 9) mniejsza
od f(b). Wlasnoé¢ te wyrazamy méwiac krécej, ze wartoéé funkecji
(%) na lewo od b jest wigksza, a na prawo od b mniejsza od 1(0).

Rys. 52 unaocznia pogladowo nastepujace twierdzenia, ktére
daja si¢ tez udowodnié¢ zupelnie $ciéle; i
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I%., Jezeli f'(xy) > 0, wowczas junkcja f(x) praybiera na lewo
od x, warto$¢ mmiejszq, a na prawo od x, wartosé¢ wigkszq od ().

IT°. Jezeli f'(x) <0, wdwczas funkcia §(x) praybiera na lewo
0d x, wartos¢ wigkszq, a na prawo od x, wartosé mmiejszq od 1(%0).

[: Dowody tych twierdzen opieraja si¢ bezposrednio na
definicji pochodnej. W samej rzeczy, zatézmy, ze f'(x) > 0. Skoro
(2 + A%) — f(xy)

Ax
gdy 4x— 0, wéwczas — jak fatwo zauwazy¢ — przy dostatecznie
malych warto ‘ciach Ax dzielna i dzielnik w ilorazie réznicowym mu-
sza by¢ jednakowego znaku.

Gdy wigc Ax >0, woéwczas [(xg+ A%) > f(x,), gdy zas Adx <0,
wowcezas f(xy + Ax) < [(%,).

- Udowodnii$my wigc tw. I*. W podobny sposéb udowadnia sie
twierdzenie II=, :]

. dazy do dodatniej granicy f'(x,),

iloraz réznicowy !

Rozpatrzmy teraz funkcje f(x) posiadajaca pochodna w ca-
lym obszarze, w ktérym jest okreslona.

Zalézmy, ze funkcja f(x) posiadaextremum przy x = %,
Ot6z mozna wykaza¢, ze wéwczas pochodna f'(x,) = 0. Gdyby
bowiem pochodna f'(x,) nie byla réwna 0, wéwczas pochodna
ta bylaby albo dodattia, albo ujemna. W przypadku: f'(x,) > 0
wartos$¢ funkcji f(x) na lewo od x, bylaby mniejsza od [(x),

‘a na prawo od w5 wigksza od f(x,). W przypadku: f'(x,) < 0

warto$¢ funkcji f(x) na lewo od x, bylaby wieksza od (%),
a na prawo od x, mniejsza od f(x,). Jest jednak rzecza jasna,
ze w zadnym z powyzszych przypadkéw funkcja nie mogtaby

- posiada¢ extremum przy ¥ =w, Musi wiec byé: f'(x,) =0.

Wynik powyzszy mozemy wyrazi¢ slowami w sposéb nést@-
pujacy:

Warunkiem koniecznym ma to, aby funkcja f(x) (posiadajgca
pochodna) miata extremum przy x = x,, jest, aby pochodna 1 (%)
byla réwna 0.

Geometrycznie znaczy to, ze w punkcie, odpowiadajgcym
extremum, krzywa y = f(x) posiada styczng réwnoleglag
do osi x-0w,
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Mozna si¢ latwo przekona¢, ze warunek: f'(x5) = 0 nie jest

wystarczajacy na to, aby funkcja f(x) posiadala extremum przy -

¥ = xo
Np. funkcja y =10 ktérej wykres mamy na rys. 10, nie

ma extremum przy x =0, ale mimo to pochodna jej — jak
tatwo obliczy¢ — jest dla ¥ = 0 réwna 0. _
: Mamy jednak nastepujacy warunek wystarczajgcy
na to, aby funkcja f(x) posiadala extermum.:;

Jezeli:

12 =07 .

20 pochodna ['(x) 2mienia znak, gdy zmienna x przechodz
od wartosct mmiejszych od x, do wartosci wigkszych od x,;

wowczas funkcja [(x) przy x = x, posiada extremum.

Extremum to jest minimum, jezeli pochodna f'(x) przechodzi
od wartosci ujemnych do dodatnich, i jest maximum, jeseli pochodna
['(x) przechodzi od wartosci dodatwich do ujemmych

Warunek ten jest tylko nieco innym sformuiowaniem twier-
dzenia III i IV § 37.

1]

P Zayeiloct aldile

Wyznaczmy extrema funkcji:
(32) flr) = — % 4+ 642 -1

Obiiczajacc pochodna tej funkcji, otrzymujemy:
(33) f(x) = —3a® +-12%

Rozwiazujac réwnanie:

—3x* 124 =0
dostajemy:
o= G i— A

Pochodna przybiera wiec wartogé réwng zeru przy x = 0
1 przy x = 4. Jedynie wiec przy tych wartodciach ¥ moze roz-
patrywana funkcja posiada¢ extremum, Aby rozstrzygnz%é, czy
extremum istnieje i jakie, badamy znak pochodnej f'(x). Otrzy-
mujemy nastepujace wyniki:
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gdy » <0, wowezas f'(x) < 0
» =0, x D)= 0
Ay D= o = AT o f)=10
» X =4, f 1i(xr=0

Lo x> 4, 3 f(%) <0

Widzimy wiec, ze gdy x przechodzi przez wartoéé réwna 0,
wéwcezas pochodna f/(x) zmienia znak, przechodzac od wartodci
ujemnych do dodatnich. Przy x — 0 posiada wigc funkcja min i-
mum; aby obliczy¢ to minimum, podstawiamy we wzorze (32
% = 0; otrzymujemy:

#0) =1

Gdy natomiast x przechodzi przez wartos$é réwna 4, wéwcezas
pochodna f'(x) zmienja znak, tym razem przechodzac od wartoéci
dodatnich do ujemnych. Przy x = 4 posiada wiec funkcja ma xi-
mum; maximum to obliczamy, podstawiajac we wzorze (32):
¥ = 4; otrzymujemy:

f4)=—446-424+1—33

[: Zamiast podanego wyzej kryterium istnienia extremum,
wygodnie jest zwykle stosowaé kryterium nastepujace: *

Jezeli funkcja f(x) spetnia nastgpujqce dwa warunks:
1 Pl k=0 20 )& 0

wdwezas funkcja f(x) posiada extremum Przy x = x,.

-

Extremum to jest minimum, 84y ["(%0) > 0, i jest maximum,
84y 1" (%) < 0.

Dowdd opiera si¢ na twierdzeniach I* i II® oraz tw. IIT
i1V §37.

Zalézmy, ze:

(%) =0, 1" (%) > 0.

*) Stosowanie tego kryterium wymaga znajomosci drugiej pochodnej. —
Obacz § 5 w rozdziale II: »Pochodne wyiszych rzedow":.
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Wobec /(%) > 0, warto$¢ funkcji f'(x) na lewo od % jest
— w mysl twierdzenia I* *) — mniejsza od {'(%0), czyli ujemna,
a na prawo od w, wigksza od ['(x,), czyli dodatnia. Z czego
jednak wynika natychmiast — w my$l twierdzenia IV —, ze
przy x = x, funkcja f(x) posiada minimum,

Zalézmy teraz, ze: :

f'(%) =0, 1"(%) < 0.

Wobée (%) < 0, warto$¢ funkeji /(x) na lewo od %y jest
— W my$l twierdzenia II* — wigksza od (), czyli dodatnia,
a na prawo od x, mniejsza od f'(x,), czyli ujemna. Z Czego
jednak wynika natychmiast — w my$él twierdzenia III —, “Ze
przy x = x, funkcja f(x) posiada maximum,

Otrzymujemy w ten sposéb nastepujace praktyczne pfawidio
odnajdywania extreméw funkcji f(«):

1°. Wyznaczamy te wartosci #, dla ktérych pierwsza po-
chodna f'(x) jest réwna 0.

2°. Niech x, bedzie jedna z takich wartodci. Podstawiamy x,
do drugiej pochodne;j " (x), czyli obliczamy f'(x,). Jezeli %) 200,
wowcezas przy x = x, funkcja f(x) posiada minimum; jezeli
(%) <0, wéwezas przy x = x, funkcja f(x) posiada m a x i-
mum. Jezeli zad f’(x,) = 0, to bez dalszego badania nic nie
mozemy orzec o ewentualnym istnieniu extremum**),

P zaylata dut

Wyznaczmy extremum funkcji:
(34) f(%) = 2x3 4 342 — 36x - 5

Obliczamy pierwsza pochodng funkcji (34):
(35) f'(x) = 6x® + 6x — 36

Rozwigzujac réwnanie:

6x%> +6x —36 =0
dostajemy:
%= —3, %y = 2.

*) Twierdzenie to stosujemy do funkcji f'(x), ktorej pochodng w punk-
cie zg jest ().

*¥) Powyzsze prawidlo nie stosuje si¢ oczywiécie do przypadku, w kté-
rym badana funkcja w niektérych punktach nie posiada pochodnej.

322

Pierwsza pochodna przybiera wigc wartos¢ réwng zeru przy
&= =3 PI7Y e — 2,

Obliczamy druga pochodna:

T — 120

Badamy, jakiego znaku jest druga pochodna dla x = —3

oraz dla ¥ = 2. Mamy: ‘
/'(—3) = — 30, 142 =30

Poniewaz f’(—3) <0, zatem przy x = — 3 funkcja po--
siada maximum; aby obliczy¢ to maximum, podstawiamy
we wzorze (34): ¥ = — 3; otrzymujemy:

H—3) =2 (—3)"+3-(—3?—86(—3)+5=8

Poniewaz f/(2) > 0, zatem przy x = 2 ‘funkcja posiada_
minimum; minimum to obliczamy, podstawiaja we wzo-
rze (34): x = 2; otrzymujemy:

12 =2 2213 @836t 5i— =30 t]

Poszukiwanie extremum funkcji.

Rozwigzemy teraz dwa zadania, ktére sprowadzaja si¢ do
wyznaczenia extremum funkcji.

I. Z kawalka kartonu majgcego ksztalt
kwadratu wycigé porogach takierédwne kwa-,
draciki, aby po zagiegciu brzegdéw wtrzymad
prostopadlodécienne pudeleczko o najwiek-
szej pojemnosdci. j

Oznaczmy: (rys. 53) bok A B kwadratu kartenowego przez a,
a bok AE kwadracika, przeznaczonego do wyciecia, przez «. -

Pole dna pudeteczka FKLM wynosi wéwczas (@ — 2x)2, a wy-
soko$¢ pudeleczka FG réwna jest x. Oznaczmy pojemno$é pu-
s deteczka przez V; otrzymamy wowezas: :

LV e — 2t
czyli po wykonaniu dzialan: -
(36) . V =443 —4dax®  a%x

11%

(S
10
(3



Nalezy teraz wyznaczyé taka wartoéé x (wigksza od 0, a mniej-
szg od %a), przy ktérej pojemnodé V osiaga najwiekszg wartoéé,
Obliczamy pochodna funkcji (36):
(37) V' =124 — Sax + a2
Rozwigzujac réwnanie:
12%2 — 8ax 4+ a2 =0
otrzymujemy:

Rys. 53.

Pochodna przybiera wigc wartoéé réwna zeru przy x=%a
. 1 ’ 1 5 : .
1 przy x = za. Warto$é x = 3a nie wchodzi w rachube, poniewa2
dla tej wartosci V= 0. Aby rozstrzygnaé, CZy przy x — g‘-a istnieje
extremum i jakie, badamy znak pochodnej V. Otrzymujemy
nastepujace wyniki:

gdy » < %a, woéwczas V' > 0
» x:%a, ot V'=0
- éa<x<§a, 5 V'<o0
5 x:%a, 5 V=0
5 x>%a, 5 V'<o
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Widzimy wige, ze gdy x przechodzi przez wartoéé rowng %a,
woéwczas pochodna V'’ zmienia znak, stajac sie z dodatniej ujemng.
IRrzvaive— éa pojemno$¢ V osigga wiec maximum, Aby obliczyé
warto$¢ tego maximum, podstawiamy we wzorze (BI)E wi= éa;
otrzymujemy: V = ;97 a®.  Obliczone maximum jest n a j-
wieksza warto$cia, jaka funkcja (36) przybiera, gdy
% zmienia sie od 0 do la

Rozwigzalismy wiec nasze zadanie w zupelnosei,

II. Zbadaé, ktéry z walcdbw o dancj obje-
toSci ma najmniejsza powierzchnie calko-
wita.

Zalézmy, ze objetosé walca réwna jest V. Oznaczmy pro-

mien podstawy walca przez: x, wysoko$é przez k, a pole cal-
kowitej powierzchni przez S. Mozemy wéwczas napisac,

(38) S =27 x* + 2nxh
(39) Vei— sl

Ze wzoru (38) wyrazamy h przez V i x:

: |4

(40) i

Podstawiajac otrzymang wartoéé do wzoru (38), ‘dostajemy:

2V

(41) L eSi=0ma 2l I e

Nalezy teraz wyznaczyé taka wartoéé x (wigkszg od 0), przy
ktérej powierzchnia S jest najmniejsza.

Obliczamy pochodng funkcji (41):

2V
(42) S =dny — —

x2

Rozwiazujac réwnanie:
4y — 0
x

dostajemy: x =
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Przy tej wartoéci x pochodna przybiera wartoéé réwna
zeru. Latwo sig¢ przekona¢, ze przy tej wartoéci x pochodna
S’ zmienia znak, stajac si¢ z ujemnej dodatnig*), a wiec pray
tej warto$ci x funkcja (47) osiaga minimum. Minimum to
jest zarazem — jak latwo zauwazy¢ — najmniejsza wartos-
cig, jaka funkcja ta przybiera przy dodatnich wartoéciach x.

Vv

5

Ze wzoru (40) mozemy obliczy¢, jaka jest wysoko$é tego walca;
¥ oray

dOStajemy po nietrudnym rachunku: 4 = 2i QK Szukany walec
- 4TT 2 ¥

o najmniejszej powiérzchni posiada wiec wysoko$é rowng  $red-
nicy podstawy.
Rozwigzaliémy nasze zadanie w zupelnoéci.

S
Walec o najmniejszej powierzchni ma wiec promien x= l/

*

W rozdziale tym poznaliémy niektére najprostsze zastoso-
wania pochodnej funkeji. Pojecie” pechednej opiera sie na ideach
Leibniza i Newtona, znakomitych twércéw rachunku nie-
skonczonostkowego. Wprowadzenie tego pojecia do matematyki
w koncu XVII stulecia zapoczgtkowalo wspanialy rozwéj nauk
matematycznych w nastepnych stuleciach.

Cwiczenia.

488. Wyznacz extrema nast¢pujacych, funkcyj:

a) y=x—1bx+7 by = x3—3 %23y 49

c) y=—x—3*L9x -3 d) y= 4+ 3%

*489. Wyznacz extrema nastepujacych funkeyj: :

b) y = — x* —6x%2 4+ 10
d) y =345 —50x3 + 135x —1

a) y = x! — 8x2
c) y:éxf’—lﬁx—{-l

3 — .
|4 %4
*) W samej rzeczy, gdy » << /-— wéwezas 23 <<—, a wiec 2mxa® < V,
27 2n

174 2V
skad wynika, ze 27rx << —, zatem dmxy << —, czyli S" < 0.
¥ 2=

‘ S
%
W podobny sposéb wykazujemy, ze gdy » > 1/2—, woéwezas S’ >> 0.
JT

*490. Wyznacz extrema nastepujacych funkcyj:
a) y:£x4—%x3—gx2+9x+5

b) y = xt—2x2 9245 | 3

491. Wyznacz extrema nastgpujacych funkeyj:

I ¥
a) W=l = b) e gr
x x
2 x2—h
= 2 _— oot <
c)y i d)y_xz+z

492. Wyznacz extrema nastepujacych funkcyj:.
a)y:x—3f\/3—x. b) y = x4/x—3x 41

493. Zbadaj, jakie extrema posiadaja nastepujace tunkci 5
danych przedzialach: ¢puja Cje W po

a) y=tg’x —4 tgx + 3 (2 %ﬂ)v
sin %
b) 'y= 2—cos % (“’ ‘27:)

494. Wykaz, ze nast¢pujace funkcje nie posiadaja extreméw:

x -+ 1 ¥
A by Sy
)y ) : )y 73
x—9 ’ 22— 4
= d) v —
e x4 )y % 1
2e =1 @ !
(:))/:3)6_\1 ' f) y=323— 224 7x 16
: “ ;
g) y:hx~; h) 9 —948 342 L 194 ||
X
) y=v/224+1—3% 0oy

BV

k) ¥y = 2% 4 cos % ) y=2x+2—sin x



495. W dang kulg wpisa¢ stozek o najwiekszej objetoéci.

496. W dana kulg wpisa¢ walec o najwigkszej objetosci.

497. Zbada¢, ktory z walcow o danej powierzchni catkowitej ma
najwieksza objetosé.

498. W dany stozek wpisaé walec o najwickszej objetogci.

489. Na danym kole opisa¢ trapez réwnoramienny o najmniej- -

szym polu.

500. Zbadac¢, ktéry z prostokatéw o danym polu ma najmniejszy
obwod.

501. Zbada¢, ktory z prostokatéw o danym polu ma najkrétsza
przekatna. -

502. Zbada¢, ktéry z prostopadlodcianéw o podstgwie kwadra-
towej i danej powierzchni calkowitej ma najwigksza objetosc.

503. Jaki ksztalt nalezy nadaé naczyniu cylirlldrycznen'qu, aby(p&zy
danej powierzchni wewnetrznej mialo ono najwigksza pojemnogdé? *

504. W dang kule wpisa¢ stozek o najwickszej powierzchni bocznej.

505. Zbada¢, ktéry ze stozkéw o danej tworzacej ma najwicksza
objetosé. g '

*506. Zbada¢, ktéry ze stozkéw o danej powierzchni bocznej ma
najwieksza objetosé

507. Zbada¢, ktory z trojkatéow réwnoramiennych o danym ob-
wodzie ma najwigcksze pole. :
508. W dane kolo wpisa¢ tréjkat réwnoramienny o najwiekszym
polu. ;

*509. Na danym kole opisa¢ tréjkat prostokatny o najmniejszej :

przeciwprostokatnej. R
*510. Na danej kuli opisa¢ stozek o najmniejszej objetodci.
511. Wyznaczyé dwie liczby x i y w taki sposob, aby spelnial_y
réwnanie: 4x + y = 1 i aby suma ich szedcianéw a3 4 y3 byla naj-
mniejsza.

*512. Dana liczbe dodatnia a rozlozyé na .dvs_/a sk_ladniki % 1
w taki sposob, aby iloczyn xy(x — y) byl mozliwie najwigkszy.

‘ni dna.
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: ; P bt ; ierzchal
* Powierzchnia wnetrza sklada si¢ ze $cianki bocznej oraz powierzc

¥518. W jakiej odlegtoéci od soczewki wypuklej o dane; ognisko-
wej f nalezy umieéci¢ przedmiot, aby utworzyt si¢ obraz rZeczywistV
i aby odleglo$¢ tego obrazu od przedmioty byla mozliwie najmniejsza?
*514. St ma ksztatt kola o promieniu 7. W jakiej odleglosci ponad

$rodkiem stolu nalezy zawiesi¢ zaréwke, aby obwéd stoly byt mozliwie
najlepiej oswietlony*)?

*515. W punktach 4 i B, migdzy ktérymi odlegto$é wynosi d,
umieszczone sg dodatnie tadunki elektryczne ¢, i €5- W jakim punkcie
odcinka 4B panuje najmniejszy potencjal**)?

*5616. Udowodni¢ twierdzenj e:
Jezeli a jest pierwiasthiom podwéinym wielomiany f(x), wiwczas
f'(a) =0
~ Wskazéwka, Jezeli a jest pierwiastkiem podwéjnym wielo-

mianu /(x), wowczas mozemy napisaé: f(x) = (x*—a)2 @ (v), gdzie @ (%)
jest pewnym wielomianem. .

*517. Udowodni¢ twierdzenie: ‘

Jezeli a jest pz'erwz'qstkiem potréinym wielomiany 1(%), wdwczas

118 =01 %(a) /= 0.

¥) Oswietlenie malej powierzchni za pomoca punktowego zrédla $wiatta
jest, jak uczy optyka, odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu odle-
gtodci zrédla $wiatla od danej powierzchni i wprost proporcjonalne do
sinusa kata, pod ktérym promienie §wietlne padaja na powierzchnie.

**) Jezeli pole elektryczne utworzone jest przez ladunki: e, o) €3y <oy
wéwczas potencjal ¥ punktu, ktérego odlegtosci od poszczegdlnych lfadunkéw
WYROSza: 74, 79, 75, ..., Wyraza sie wzorem: ;

‘y

2
61 £ 73

o=
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ROZDZIAL vl

Catka funkeji i jej najprostsze
zastosowadnia geometryczne.,

[H][M]
§ 43. Funkcje pierwotne.

Pojecie funkcji pierwotnej.

Wiele zagadnien matematycznych sprowadza si¢ do znale-
zienia funkcji, ktérej pochodna jest znana. Jezelj funkcja f(x)
jest (W pewnym przedziale) pochodng tunkcji F(x), wéwcezas
méwimy, ze funkcja F(x) jest (w tym przedziale) funkcja
pierwotna funkcjj T ()

Przyktady:
’ xn—l—l
1. Funkcja F(x) = FEgE (n oznacza liczbe naturalng) jest —

-jak latwo si¢ przekonaé— funkcja pierwotng funkcji: f(x) = a7,
Mamy bowiem: :
; n -+ 1
: F(x):n+1 " = x" = f(x)
2. F(x) = x jest funkcjg pierwotng funkcji stalej: f(x) = 1.
Mamy bowiem:

F/(x) =1 = f(»)

3. F(x) = sin x jest funkcja pierwotng funkcji: f(x) = cos %,
Mamy bowiem;
F'(%) =cos x = f(%)

330

Catka funkcji.
Jezeli dana jest funkcja f(x), to jej funkcje¢ pierwotna
oznacza si¢ symbolem:
fMMx

Tak oznaczong funkcje pierwotna funkcji f(x) .nazywamy
catky funkeji f(x) albo funkcjg calkowa wzgledem funkeji

f (%). Calka f f(%) dx jest oczywiscie réwniez funkcja zmiennej x.

. Z okreslenia calki | f(x) dx wynika, ze jej pochodng jest
funkcja f (x). Jezeli wiec: F (%) :ff(x) dx, to F'(x) = fl3)

Zalézmy, ze pochodng funkcji F(x) jest funkcja f(x). Jest
rzecza oczywista, ze pochodng funkeji F(x) + C, gdzie C ozna-
cza dowolng liczbe stala, jest réwniez funkcja f(¥). Mozemy to
wyrazi¢ takze w ten sposéb:

Jeieli F(x) fest funkcjq pierwotng funkeji f(x), to F(x) 4+ C,
gdzie C oznacza -dowolng liczbe stalg, jest takzie fumkcjq pierwotng
funkeji f(x). ) ,

Z drugiej strony, mozemy takze 'wykaza(’:, ze jezeli Fy(x) i'Fy(x)
8q funkcjami pierwotnymi tej samej fumkcyi f(%), wowczas réimié

~ sig moga one co najwyzej o liczbg stalq (odnoény dowédd w tej ksiazce

jednak pomijamy).

Majac wiec jedna funkcje pierwotna F(x) danej funkeji f(x),
otrzymujemy wszystkie inne jej funkcje pierwotne przez dodanie
do F(x) dowolnej liczby stalej C.

Przyklady:
P + 1
1. fx" da— e + C, przy czym C oznacza dowolng stala.

2f1M:x+C
Uwaga. Zamijast f 1 dx pisze si¢ tradycyjnie: f dx
3. fcosxdx:sin x -+ C
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Twierdzenia elementarne o funkcjach pierwotnych.

Udowodnimy teraz dwa twierdzenia elementarne dotyczace
funkeyj pierwotnych,

I. Jezeli F(x) jest funkcjq pierwotng funkeji f(x), wiwczas
al'(x), gdzie a jest liczbq stalq, jest funkejq pierwotng funkeji a f(x).
W samej rzeczy, skoro pochodng funkcji F (x) jest funkcja
/(%), wéwcezas pochodna funkcji a F(x) jest funkcja a f(x).
Twierdzenie I zapisujemy w postaci wzoru:

faf(x) dx:aff(x) dux

IL. Jezeli F(x) ¢ G(x) sq odpowiednio funkcjami prerwotnymi
funkcw f(x) 1 g(%), wowczas F(x) + G(x) jest funkcjq pierwotng
funkefi [(x) + g(x).

Twierdzenie to wynika bezposrednio z twierdzenia o po-
chodnej sumy. Mozna je zapisa¢ w postaci wzoru:

J [ + e] 5 = [161 s + [0 a

Twierdzenie II daje sie oczywisécie uogélnié na dowolng iloéé
skladnikéw, :
Przyktlady:
1. Obliczy¢ funkcje pierwotne funkcji:
o [ = o + 20 1 22
'Na podstawie twierdzenia II i na podstawie wzoru:
£ n 41
f wrdy =% C
n-+1
(gdzie n jest liczba naturalna, a C oznacza dowolna stala), otrzy-
mujemy:

e s St e 8

e AR e 3 SR PR
f(xJ”H)x BNl A0

gdzie C oznacza dowolng stala.
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2. Obliczy¢ funkcje pierwotne funkcji:
@) f(x) =243 —da2 4 24 — 1
Stosujac twierdzenia I i II, dostajemy:

f (243 — 42 |- 24 — 1) dx =

=2fx3dx—4fx2dx—[—2fxdx—fdx=
4 x3

X

(5]

x
:2.2_4.—3_+2.§_x+6‘:
=lx4—ix3—{—x2—x+c

2 3

gdzie C oznacza dowolng stala.

Poznane przez nas twierdzenia pozwalaja oblicZyé
funkcje pierwotne kazdego wielomianu :
(3) (%) = ax® +ayx" ' +apx"2 ... 4 a,
Oznaczajac dowolng funkcje pierwotna funkcji (3) przez
F(x), dostajemy: :

xn+1 P xn—i
F(x) :a0m+a1 ; +612 T —,— ...—]—-anx—l—C

gdzie C oznacza dowolng stala. Widzimy stad, ze funkcja pier-
wotna wielomianu jest wielomianem stopmia o 1 wyzszego.

Funkcja pierwotna, funkcji potegowe;j.

xn-{-i
Wiemy, ze F(x) = ]

f(x) = «", jezeli n oznacza liczbe naturalng. FLatwo jednak za-
uwazy¢, ze powyzsze zachodzi takze i w tym przypadku, gdy »
jest dowolng liczbg wymierng, rézng od —1. Mamy
bowiem, w my$l] twierdzenia o pochodnej funkeji potegowe;:

1
I = e

jest funkeja pierwotng funkcji

i == = f(#%)



Przyktady:
1. Obliczy¢ funkcje pierwotne funkcji:
x4 1
@ flo) ==~

Oznaczamy dowolna funkcje pierwotna funkcji (4) przez
F(x). Uwzgledniajac, ze:

22+ 1 1 1
ST e T e
dostajemy:
x—i x—B
I(x) = ST ey s L0
czyli:
1 1
3 F(x)z—;—g—xa +C

przy czym C oznacza dowolng staly,

Ostatecznie mamy wzér:

Gt | 1 A
f i dx:—-;—§3—l—C
2. Obliczy¢ funkcje pierwotne funkcji:
(5) %) =V7%

Oznaczmy dowolng funkcje pierwotna funkcji  (5) przez
1

F(x). Uwzgledniajac, ze Vx = 42 dostajemy:

’

czyli: ,
Fx) =3V#@ 1 C
gdzie C jest dowolna stalg, a wiec:
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Cwiczenia.

518. Oblicz funkcje pierwotne nastepujacych funkeyj:

a) / (x) = 7 b) f(x) = ba?

c) f(x) =—645° d) f(x) =—5bx 1

e) f(x) =2x—3 f) (%) =32+ 2x 1 1

g) (1) —dw— Ly o h) /(¥) = 2x% —1

Vi@ =142t2+2242  j) f(%) = (»-2) (x—3)

k) f(x) = 1049 4+ 544 ) f(x) =4x (x —1)2

m) /(%) =2ax+ b .n) f(x) = 3ax? 4 2bx + ¢

0) f(x) =gz a8—3 x2 41 P) /(%) =(n4-2)am 14 (1) 4n

(n: liczba naturalna)
519. Oblicz funkcje pierwotne nastgpujacych funkcyj:

b) f(x) =224/ %

o) H) = d)f(x):;g
o f(x) = \/lx_ ) f(x) = vj_

X
s A i £

) ) =20WEF=1) ) fx) = (x+ 1)
520. Dana jest funkcja:
f(x) =3x8 —x L2

Wyznacz taka funkcj¢ pierwotna tej funkeji, ktéra dla x — 2
przybiera wartosé 5.

521. Dana jest funkcja:
fx) =23 —3x+1 i
Wyznacz taka funkcje pierwotna tej funkeji, ktéra dla x — — 4

- przybiera warto$¢ 38L.

522. Wykaz, ze funkcja:

F(x) =3+ »
jest funkcja pierwotng funkcji:

Hx) = x 2 + %3



528. Wykaz, ze funkcja:

: () F(x) = sin x 4 %sin 3x
Jest funkcja plerwotna funkcji:

/(%) = 2 cos x cos 2%

[H] [M] :
§ 44. Catka okreélona.

Pojecie catki okreslonej.

) b)Niwcth I;eilm? dana funkcja Yo (x) ciagla w przedziale
kr,z 5 pCiy 1 rajaca w tym przeslzmle wartodcei dodatnie, Niech
: { a clagla na rys. 54 bedzie obrazem geometrycznym tej
unkeji. W punktach 4 i B odpowiadajacych kraficom przedziat

@ 1 b poprowadzmy rzegdne AK i BL. Otrzymamy trapez krEywolf

A, An: B z

Rys. 54.

liniowy, ograniczony’ odcinkiem A B osi x-6
. 0s1 x-0w, rzednymi AK ;i
oraz lyklem KL. Nasuwa sie pytanie, co nalez 4 A
pole figury AKLB i jak to pole obliczy¢,
Podzielmy odcinek AB n
punktéw: 4,, A,,

y rozumieé przez

a n réwnych czedci za pomocy
- 4, ;i we wszystkich tych punktach
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poprowadzmy odnos$ne rzedne: A,K,, A,K,, ..., 4, K, ;.
Figura AKLB zostala w ten sposéb podzielona na 7 paskéw.

Pierwszy z tych paskéw AKK, 4, zastagpimy prostokatem
o podstawie A4, i wysokoéci réwnej najmniejszej rzednej f,,
ktérg krzywa posiada w tym pasku *). Tak samo drugi pasek
A,K,K,A, zastapimy prostokatem o podstawie 4,4, i wysokoéci
réwnej najmniejszej rzednej [, ktérg krzywa posiada w tym
pasku. W>podobny sposéb postapimy z kazdym z pozostalych

-paskéw. Otrzymamy uklad prostokatéw, ktéry zawiera sie w fi-

gurze AKLB. Sume pél tych prostokatéw oznaczmy przez S,.

Jezeli podstawe kazdego prostokata oznaczymy przez Ax, a wy-

soko$¢ s-tego prostokata przez f;,, wéwczas mozemy .napisac:
S, = Tyl 40 An o o S

czyli:

(6) §n:([1+12+"'+£")dx

Suma S, przedstawia przyblizona wartoéé pola
figury AKLB z niedomiarem, :

Zastapimy teraz pierwszy pasek AKK,4 prostokatem o pod-
stawie AA; 1 wysokodci réwnej najwigekszej rzednej g,
ktorg krzywa posiada w tym pasku**). Tak samo drugi pasek
A K KyA, zastapimy prostokatem o podstawie 4,4, 1 wysokoéci
réwnejnajwiekszej rzednej f,, ktérg krzywa posiada w tym
pasku. W podobny Si)OS()b postapimy w kazdym z pozostatych
paskéw. Otrzymamy uklad prostokatéw, w ktérym jest zawarta
figura AKLB. Sume pél tych prostokgtéw oznaczmy przez S,.
Jezeli podstawe kazdego prostokata oznaczymy przez 4x, a wy-
sokoé¢ i-tego prostokata przez f;, wowczas mozemy napisac:

gn:}l Ax +}2Ax _i_ RO _l_;nAx
czyli:

S,=(fh +hs+ . 1) A%

¥) Taka rzedna najmniejsza istnieje, gdyz w rozpatrywanym prze-
dziale funkcja f(x) jest ciagla.

*¥) Taka rzedna najwigksza istnieje, gdyz w rozpatrywanym prze-
dziale funkcja f(x) jest ciagla.
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S Dzielimy odcinek ON réwny x, na # réwnych czg.s’,ci 1 wysta-
s oI RLIEoRy Wartady polaig wiamy rzedne we wszystkich punktach podzialu. Figura OMN
tigury AKLB 4 nadmiarem .

. %o
o A : ; ) zostaje w ten sposéb podzielona na # paskéw o szerokoéci o
Jest rzeczg Intuicyjnie zrozumiala, ze gdy # obierzemy dosta- -

tecznie wielkie (tzn, gdy figure podzielimy na dostatecznie waskie
paski), wéwczas réznice pomiedzy gﬂ 15, mozemy uczyni¢ dowolnie
maly. Wlasno$¢ te mozna udowodni¢ zupelnie sci$le, Mozna mia-
nowicie wykazad, ze gdy n roswie nieograniczenie, wéwczas obie
sumy S, 1 S, daiq do tej samej granicy S (dowdd ten jednak pomi-
jamy w tej ksigzce).

1 Hf

i

Granice Snazywamy catkag okreéloanunkcji
f(x) w przedziale (@, b). Calke te 0znaczamy symbolem:*)

Przyjmujemy, ze pole figury AKLB jest réwne wartogci
calki okreslone;j:

. j f(%) dx

Cbliczanie pola za Pomoca catkowania.

Yy Ry
7 7] N a

Zastosujemy teraz Powyzsze rozwazania do latwego przykladu
konkretnego.

Rys. 55.

Weimy pod uwage parabole y = ax? (a > 0), ktérej obraz
geometryczny mamy na rys, 55, Z punktu M paraboli, ktérego
odcieta wynosi x, (%9 > 0) prowadzimy prostopadla MN do osj
#-6W i otrzymujemy tréjkat krzywoliniowy OMN. Obliczmy pole
tej figury, okreélone Przez wartodé calki:

7
Kolejne rzedne: y;, ¥,, ..., v,, ograniczajace te paski, mo
Zemy latwo obliczyé¢; otrzymujemy:

2
x0>2 ax
PSRl o

Z,

2 2 2
: e
fuxzafx g e 2

0 BN 3ax?
= 4 e e e

¥ Znak calkif jest wydluzona literg § i przypomina, Ze calka jest

granicag pewnej sumy.
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s

[(n‘l)xo]‘z (n—1)% ax,?
did= e s e Il

m n2

2 2 2
s <7_z._r0) ne ax,
nt ==

n n2

Kazdy z paskéw zastepujemy prostokatem o podstawie

b gy ; pof : o
réwnej > biorgc za wysokogé kazdego paska mniejszg z obu

rzednych ograniczajacych dany pasek; otrzymujemy tym spo-
sobem uklad prostokatéw, ktéry zawiera sie w figurze OMN.
Sume pél tych prostokatéw oznaczamy przez S,. Mamy:
e g WU s T
czyli, uwzgledniajac réwnoéci (8):

§,,=‘%3[12+22+... + (n —1)2]

W nawiasie kwadratowym mamy sume kwadratéw pierw-
szych (n — 1) liczb naturalnych. Stosujac Zznany wzOr na sume
kwadratéw liczb naturalnych*) dostajemy:

ax® (n —1)n (2n — 1)
e el T e
czyli:

1 1 1
St ol Eme o
) = SR < 3 o 6'7-12)
Obliczyliémy zatem przyblizenie pola figury OMN z nie-
domiarem, )

Aby obliczyé takze przyblizenie tego pola z nadmiarem,
zastepujemy kazdy z # paskow prostokgtem o podstawie réw-

¥) Wzér ten ma postaé:
124 92 4 4 (,;_1)2+712=W\+1)(2”\+]>
- 6
Odejmujac od obu stron 2 otrzymujemy
— L)z (2n — 1
e S oy 0 S %“)
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nej ﬁ, biorgc za wysokogé kazdego paska wigksza z obu rzed-
n

nych ograniczajacych dany pasek: otrzymujemy wtedy uklad
prostokatéw, w ktérym jest zawarta figura OMN.

Sume pél tych prostokatéw oznaczamy przez S,. Mamy:

= X 5 5

Sn:%qyl—f—n*()yz—f— GO —|'—;0~y“
czyli:

- ax?

S, == [12.+22+... +n2]

Stosujac wzér na sume kwadratéw liczb naturalnych, otrzy-
mujemy :
5 :ai(ﬁ‘n(n+1)(2n—}—l)
i %3 6

i po latwym przeksztalceniu:

% 1 1 1
(10) : S, :ax()? <€—!—§L = é;é)

Zalézmy teraz, 7e u roénie nieograniczenie, Ze wzoru (9)
wynika, ze:
Sy~ san
podobnie otrzymujemy ze wzoru (10):
§n s % axoa
Oznaczajac pole figary OMN przez S, mozemy wigc napisac:
(11) = faxz ay— ; axyd
0

Metoda obliczania powyzszej calki polegala na bezposrednim
Wyznaczeniu sum S, i S, (przyblizen z niedomiarem i nadmiarem)
1 nastepnym przejéciu do granicy. Metoda taka, jak poucza nasz
przyklad, wymaga dlugich rachunkéw nawet w stosunkowo pro-
stych przypadkach, Znamy jednak inny, znacznie dogodniejszy
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sposob obliczania calek, w wielu wypadkach szybko prowadzacy
do eelu. Sposéb ten oméwimy w § nastepnym,

[: Uwaga, Wprowadzajac calke okredlong funkcji f(x) w prze-
dziale (a, b) zastrzegliSmy, ze funkcja (%) przybiera w tym prze-
dziale wartoscidodatnie. W podobny jednak sposéb mozemy
wprowadzi¢ catke okreélona dowoln ej funkcji f(x) w prze-
dziale (a, b), a wiec takiej, ktéra w danym przedziale przy-
biera wartosci dodatnie, zerowe 1 ujemne,

Niech bedzie dana dowolna funkcja y = f(x)ciagla wprze-
dziale (a, b). Podzielmy, jak Wyzej, przedzial (a, b) na n réwnych
podprzedzialéw o dlugoéci Ax i 0znaczmy najmniejszg wartoéé
funkcji w 4-tym podprzedziale przez 1> a najwieksza wartogé
funkcji w tym podprzedziale przez j; Utwérzmy sumy:

Sl b Y St o
§n:(f1+f2 + i - F,) A%

Ot6z mozna wykazaé, ze gay n rosnie nieograniczenie, wéwczas
obie sumy S, i S, dazq do tej samej gramicy S.

Granice S nazywamycalka okres$long funkcji
/(x) wprzedziale (@, ) i piszemy, jak wyzej:

Si— ff(x) dx

Interpretacja geometryczna tej calki w przypadku 0gllnym
jest nastepujaca: Niech krzywa cig gla na rys. 56 bedzie obra-
zem geometrycznym funkcji y = f(x). W punktach 4 i B, odpo-
wiadajacych kraiicom przedziatu a i b, poprowadZzmy rzedne AK
i BL. Figura, ograniczona odcinkiem AB, rzednymi AK i BL
oraz tukiem krzywe;j, rozpada sig¢ na obszary, z ktérych niektére
leza nad osiag x-6w, inne za pod osig x-6w. Otz wartoéé calki
okreslonej jest réwna sumie algebraicznej pél tych obszaréw, przy
czym pole obszaru lezgcego nad osig x-0W uwazane jest za do-
datnie, a pole obszaru lezacego pod osig x-6w za ujemne,  :]

342-

¥y K 7
y=f(x]
Rys. 56. |
Cwiczenia.

524. Opierajac si¢ na definicji catki okreélonej, oblicz:

a) |xdx (% > 0)
Of :
b) faxdx (% > 0)
i b
c) f2xdx (6> a>0)

525. Opierajac si¢ bezposérednio na definicji calki okreélonej,
oblicz:
f’(3x2+2x+1) dx (F=10)
1
526. Dany jest tréjkat 4 BC, w ktérym podstaw'a AB rc’)wna’ jest a,
a wysoko$¢ CD réwna jest s. Wysokoéé CD dzielimy na n réwnych
czgsci i przez punkty podzialu prowadzimy odcinki rf)wnolegle .do
podstawy, przez co trojkat zostaje podzielony na n trapezéw *). Kazdy

*) Jedna z czedci jest tréjkatem, ktéry uwaza¢ mozna jako przypadek
graniczny trapezu.
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; iy el
z tych trapezow zastgpujemy prostokatem o wysokodci rownej ¢
n

1 o podstawie rdwnej mniejszemu z réwnolegtych. bokéw trapezu;
sume pol w ten sposéb otrgymanych prostokatéw oznaczamy przez p,.
Nastepnie kazdy z trapezéw zastepujemy prostokatem o wysokodci

rowne] — i o podstawie réwnej wigkszemu z réwnoleglych bokéw tra-
n :
pezu; sume pol w ten sposéb otrzymanych prostokatéw oznaczamy
PIZezF-
1= Obliczp, 10 P%.
2. Wykaz, ze gdy # rtoénie nieograniczenie, wéwezas Durl, P,

daza do wspdlnej granicy, oblicz te¢ granice i poréwnaj jej wartodé
z wartoécia pola trojkata ABC.

527. Dany jest ostrostup, ktérego podstawa ma pole réwne P,

a wysokos¢ rowna si¢ i Wysokos¢ ostrostupa dzielimy na # réwnych
czgéci 1 przez punkty podzialu prowadzimy plaszezyzny rownolegle
do podstawy, przez co ostroship zostaje podzielony na n ostrostupow
Scigtych **). Kazdy z tych ostroshupéw &cietych zastepujemy gra-

niastoslupem o wysokosci réwnej — i o podstawie réwnej mniejszej
7

z podstaw ostrostupa $cigtego; sume objetodci otrzymanych w ten

sposOb graniastostupéw oznaczamy przez v,. Nastepnie kazdy z ostro-

stupow Scietych zast¢pujemy graniastostupem o wysokodci réwnej =

%

o podstawie rownej wickszej z podstaw ostrostupa $cigtego; sume
objgtosci otrzymanych w ten  sposdb - graniastostupéw oznaczamy
PEZEZ, Vo

1°, Oblicz 9, i V,. : :

2°. Wykaz, ze gdy n roénie nieograniczenie, woéwczas v, i V
daza do wspodlnej granicy, i oblicz te granice.

3°. Jakie jest znaczenie geometryczne tej granicy?

[H] [M]

§ 45. Funkcja pierwotna a catka okreslona.

il

Wzér zasadniczy rachunku catkowego.
Niech bedzie dana funkcja f(x), o ktérej zakladamy, ze jest
ciagta w przedziale (a, b) i przybiera w tym przedziale

*¥) Jedna z czesci jest ostrostupem, ktéry uwazaé mozna jako przypa-
dek graniczny ostroslupa $cigtego.
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wartodci dodatnie, Niech krzywa e€¢iggla na rys. 57 bedzie
obrazem geometrycznym tej funkcji.

Z punktéw K i L, ktérych odciete sa a i b, poprowadzmy
rzedne KA i LB. Obierzmy na luku KL punkt M, popro-
wadzmy rzedng MN i oznaczmy odcieta ON punktu M przez x.
Gdy punkt M posuwa si¢ na krzywej od punktu K do punktu
L, wéwczas x rosnie od a do b. Pole figury AKMN, ograniczo-
nej osig «x-6w, krzywa KL, stala rzedng KA 1 zmienng
rzedng MN, jest oczywidcie jednoznacznie wyznaczone przez
wartos§¢ zmiennej x, czyli pole to jest pewna funkcjg P(x)
zmiennej x. Otéz latwo wykazaé, ze funkcja P(x) jest fun k-
cja pierwotnga funkcji f(x).

Ax

o1 .4 Yy N Brsz

Sy

Rys. 57.

W samej rzeczy, obierzmy na luku KL oprécz punktu
M o odcigtej x jeszcze punkt M, o odcietej x + Ax i popro-
wadZmy takze rzedna M,N,. Pole figury AKM N, réwne jest
oczywiscie P(x -+ Ax). Przyrostowi 4x zmiennej x (zakladamy,

- ze Ax > () odpowiada przyrost funkcji P(x), réwny P(x + Ax)

— P(x), czyli réwny polu paska NMM N, Oznaczmy przez
/ najmniejszg rzedng, a przez j najwigksza rzedna, jaka krzywa
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posiada w tym pasku, Jasna jest rzecza, ze pole paska NMM N,
jest niemniejsze niz /A% 1 niewieksze niz 14z, Mozemy wigc
napisa¢é: :
JAx <P(x 4 Ax) — P(x) <7 4y
Dzielgc przez Ay otrzymujemy :
(12 e Sy
i X

Latwo zauwazy¢, ze nieréwnogé (12) zachodzi takze i wtedy,
gdy 4x < 0,

Zalézmy teraz, ze przy stalym x przyrost Ax dazy do 0;
rzedna M N, zbliza sie¢ wéwczas nieograniczenie do rzednej MN,
Z C2€g0—z uwagi na cigctoéé funkeji f(x)— 2z latwodcig wynika,
Ze_f i fdaza do wspolnej granicy, ktéra réwna jest wartoéci
rzednej MN, czyli /(x). Biorac to pod uwage, otrzymujemy:

re SR R S P(x)
him, ——
A::%O Ax

=1(x)
czyli: |
(13) P'(x) = f(x)

Oznaczmy teraz dowoln a funkcje pierwotna funkeji f(x)
przez F(x). Funkcja F(x) rézni sie wiec od funkeji P(x) o liczbe
stala C; mamy wiec:

(14) Flx) =Blg) 5 €
Podstawiajac we wzorze (14) x = b, nastepnie x — a, dosta-
jemy dwie réwnogci:
Fibyes By C
(15)
Fla) ==P(a) ¢L.C
Odejmujac te réwnoéci stronamj otrzymujemy :
(16) F(b) —F(a) = P(b) — P(a)
Jest rzeczg jasng, ze P(a) = 0, a P(b) réwne jest polu figury

AKLB; pole to, w mysl (16), réwne jest réznicy: F(b) = Fia):
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Z drugiej strony, pole figury AKLB réwna si¢ calce:
b :
[#x) ax
Mozemy wiec napisaé:

Jit ax— 5e) — 5o

Przy wyprowadzeniu powyzszego wzoru korzystalismy z przed-
stawienia graficznego funkcji f(x) i zakladaliSmy, ze funkcja “ta -
przybiera w przedziale (a, b) wartoéci dodatnie. Wzér ten daje
si¢ jednak takze udowodnié zupelnie 4cile (a wiec niezaleznie
od interpretacji geometrycznej funkeji) dla dowolnej funkeji
cigglej f(x). Otrzymujemy wiec wynik 'nastepujqcy:

Funkcja f(x), ciqgla w pragdziale (a, b), posiada w tym praedziale
funkcje pierwotne.

Jezeli F(x) ozmacza dowolng funkeje pierwotng funkes; f(x),
wowczas zachodzi wady:

(17) f /(%) dx = F() — Fl(a)

Wzér (17) wyraza zwigzek pomiedzy funkcja pierwotna funke;ji

~ciaglej a jej calka okreglona. Pozwala on sprowadzi¢ obliczenie

catki okreslonej do znalezienia funkcji pierwotnej. Wzér (17) jest
zasadniczym wzorem rachunku calkowego.

Aby obliczy¢ calke okre$long :
b
Jiwax

poszukujemy funkcji pierwotnej w postaci ca}ki.nieokres’lonej:
Fx) = f f(x) dx

a nastepnie obliczamy wartosci funkeji pierwotne; F(x) przy
¥ =0b 1 x = a, wreszcie' obliczamy réznice:

F(b) —Fla)
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Przyktady obliczania catki.
1. Obliczmy:
i {axz dx
0
Funkcja pierwotng funkeji f(x) = ax? jest, jak wiemy,
funkcja F(x) = %ax3. Mamy wiec, w my$l wzoru (17):

f ax® dx = F(x)) —F(0) = L ax?
0
Taki sam wynik otrzymaliSmy w § poprzednim, stésujqc
metodg oparty bezposrednio na definicji calki.

Uwaga. Funkcja pierwotng funkcji f(x) = axt jest kazda
funkcja F(x) postaci: '

Fi(%) :fczxi’:%mﬂ—f—c

gdzie C oznacza dowolna staly. Jednakie przy obliczaniu calkj
okreslonej jako réznicy F(xy) —F(0) stala C nie ma znaczenia,
1 dlatego przyjelismy funkcje pierwotna w postaci: F (%)= %ax’.

& Obliczmy :
b
fx” dx  (n :liczba naturalna)
Funkcjg pierwotng funkeji  f(x) = 2" jest, jak wiefny,

funkcja:
xn+1

n—+1

. F(x) :fx”dx:

Mamy wiec, w my$l wzoru (17):
b

fx”dx = F(b) — F(a) =

a

bn—ki —a* +1

n-+1

348

3. Obliczmy'pole figury zawartej migdzy
tukiem krzywej vy = sin# a odcinkijem 0si x-6w,
odpowiadajacym przedzialowi (0, m).

Szukane pole réwne jest oczywiscie :

4
[sinx dx
0
Funkcja pierwotng funkcji sin x jest, jak latwo zauwazy¢,

funkcja:
fsin xdx = —cos %

Mamy wiec, w my$l wzoru (17):
[sinxdx: (—cosa) —(—cos0) =1+1=2
0
*

W rozdziale tym poznalismy najprostsze przyklady zastoso-
wania pojecia catki okre$lonej oraz funkcji pierwotnej. Pojecia te
opieraja si¢ na ideach Newtona i Leibniza, Scisly defi-
nicje calki okreslonej funkecji ciaglej, oparta na teorii granic,
zawdzigczamy Cauch yemu,

Cwiczenia.

528. Obliczy¢ calki okreélone:

4
a) f(3x2—|- 2 +1) dx

%0
c) f .;/-; dx (xo 5 ])

1
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529. Dana jest krzywa y = ax® (¢ > 0). Z punktu P, obranego na
tej krzywej, ktorego odcigta wynosi x, (zakladamy, ze x, > 0), pro-
wadzimy rzedng PP;. Oblicz pole tréjkata krzywoliniowego OPP;.

530. Dana jest krzywa y =1/%. Z punktu P, obranego na tej
krzywej, ktorego odcigta wynosi a, prowadzimy rzedna PP;. Oblicz
pole tréjkata krzywohmowego OPP,.

531. Dana jest krzywa y = é Z punktéw K i L, obranych na

tej krzywej, ktérych odcit(te wynosza 1 i a (zakladamy, ze a >1),
prowadzimy rzedne KK, i LL,.

19. Oblicz pole utworzonego trapezu krszohmowego

29. Do jakiej granicy dazy wartos$é tego pola, gdy a - 4 o0?

/
ROZWIAZANIA ZADARN

5. Wskazoéwka. Dodaj nieréwnosci:

< 2 2 2 2 2 ‘
§32. Wykazaé, ze dla funkcji f () = #? zachodzi wzdr: Gl s B =0 B B

ff(x)dx a+b

533. Wykaza¢é, ze dla funkcji f (x) = #® zachodzi wzdr:

1. d —5<x<3 e d<x<19.

[f )+ 4/ )+f<b)]

14. Jezeli m <.—f, toiv N
15. Jezeli m > 10, to réwnanie nie ma pierwiastkéw.

1T d) 2= dl s o) T oAby %= 26,

b
[ ax =252 e+ 4150 +1 0] e byl
: : ] (ﬂ+ b "I‘C) a2 t2 2 abe 2
92. a) ab b) i
T ) @ 9 a?b® 4 B2 2 2 2 1 [ab—}—ua—l—w]

34. a) 1, b) 16. :
70. &) 1—m, b) 14+2m, o) 4m, Q) Bm—1"
1. i) dm+n—1, j) 2m42n—2, m) 2n -+ 1 —m.

Ol afox =g, bjr=21 albo x=9 ¢ 5=9 dj = 2t
e) x=—1 albo x =2.

R s I S e e). % —3:

93. a) =2, b) v=3, ¢) x=2, d ¥x=—2 albo % =0,
e) #x=—1 albo 7" =5 czyli » =1logh :log7.

M a)  p=Aiey T dlbo 2% — 3. 39 —iig
czyli x =1log 3 :log2, y =41log2 :log3, b) ¥ =3, y=1.
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85.

96.
106.

112,
- 117.

121.
126.

129.

130.
132.

134.

137,
139.
140.

142,

147.

150.
160.

161.
163.

352

A a =8 B e e g =3 albo »—7,
e) x=3. [Przy x = —2 réwnanie traci sens].
a) #=0,001 albo x=14/i0, b) x —=0,00001 albo x — 1(?.
1
c) Ay — Ay = (\5”_;_3) (5)’L~f-b') >0
m—4 113, 4n -1 114, a, =5n—3 115, 2,4 = 13n -1
- A (m—1)4 —(n—1) B ] B—A
m—n m—mn

4 =4, d=38 albo 4, =47, d=—T. 199 4 —4, n —10.
Pierwszy wyraz postepu réwna si¢ a ¥ + b, a réznica postepu
wynosi a(x, — ;).
Pierwszy wyraz postepu réwna sic 3 a + 0, a réznica postepu
wynosi 2 a.
=8, d =2 albo a =—43, 4=19. 131. 121.
a4 =1,"d=5." 183, »n —=10.
a) 4 =6, d=12. b) g, =8 d=6. 186 255 I
Stosunek bokéw tréjkata wynosi 3 : 4 : 5.
x=m—3, y=1, z2=m+1; m=2,
Po lewej stronie mamy: Ayit + Auya + @,4p3, 2 po ‘prawej
stronie: 3a, 4 2; powolujac si¢ na zadanie nr 193 stwier-
dzamy réwno$¢ obu stron.
n(n + 1)(n -+ 2) n(n 4 1)(n 4 2)(3n 4 1)
—_— 144.

3 12
a:f),q:% albo a:;'),q:—% 149. a =4, ¢=12.
(0,98)» - 100 kg 151. c) 93 - (/2 + 1)
2, 6, 18, 30 albo 2, —5, 121, 30

5 5

d=12, g = albo d =—3, 7=
g=5 albo ¢=3. 164. 1, 8, 15 albo 49, 8, — 33.

165.
169.
172.

178.

181.

183.
184.

188.
197.

198.

201.

204,

206.
207.
219.

220.
222.

12 Algebra

t=lLy=m+41,2=bm+1; m—= albo m = 3. .

ay =22, ¢ =29. 171. Iloraz postepu  wynosi ‘e

Sl

Iloraz postepu geometrycznego wynosi q®—a,

Easia e )’"
"(1 +IUU) (1 T
6383 m3

W roku 1925

Wzor k, = kog* daje k1o = 1450 L. W fizyce stosowany jest

: 1
wzor przyblizony: &, = ky(1 -+ af), gdzie a = 573 Wedlug
tego wzoru otrzymalibyémy &, = 1366 L.

42 4 4/2)a 189. a) 3zR b) L R 190. (/2 + 1)a

10, Dla # = 1 twierdzenie jest prawdziwe.

2% 104! — 4 = 10-10* — 4 = 9-10*% 1 (10 — 4); jezeli wige
10* — 4 jest podzielne przez 6, to i 10*+! — 4 jest podzielne
przez 6, gdyz 9-10* dzieli si¢ przez 6 przy kazdym naturalnym .
19 Dla # = 1 twierdzenie. jest prawdziwe.

20, @HFED L5 Aa0% B 8.0 (22 L 5); jezeli wiec
2% + b jest podzielne przez 3, to i 22k+1) | 5 jest podzielne
przez 3, gdyz 322 jest oczywiscie podzielne przez 3.

3,
F(l144/2) =0.
b=%, et Y Bk R T S
G R R
F(x) =3x+ (k—1). 218. tf Dloraz = 3431 45 1 4

i) Iloraz = 8% — x + 4, reszta — — 4 4 4da,
1) Tloraz = x#+2 — 2xn | 1, reszta — 9.

a=—18. 221. a =21, b=20, ¢c —6.

2
4= 8 T o0 q=%,r=£.

Eig)i—i(g== T2 iy
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288. k=1,1=—3 289.k=—8 /=12 m— 6. 273. a) x=?—7, y=132 albo x =3, y =2,
b) x =<, y=—18 Jlbo 5 — =1
240. £ =2 albo £ — 3. 247. Reszta —l 2 heg 5 Y oy S9N ; 3,y 5
4 8 R c)x:—7,y:2albox:7,y:—2.
P—q .  ag—bp d) x =32 =2
REszta = £ Sl 10 S OE u
248. Reszta a_b’”‘{" a—2b e)x:D—f;,y:—?albox:’?,y:,{).
249. k£ =0,1=—8 250. k——3, | —_g, ) #=2,y=38albo »=3, 5 —2
B & 274. a) — 3 = 3 [x=—94/3 — OV

251. ) (x —5) (x +5) (x — /) (x + 1/3) {;‘ 3 i\/«? {; = 2\/43 {; =—2V3 {ﬂyc = i\/ﬁ
252. 1) (¥ —4/2) (x + 1/2) (a2 + A2 b fx—3 ot i
208. ) (x—=3) (x—1) (v + 1) (+ — v/2) (x + /9 ly =2 {y—%
263. Jezeli a jest pierwiastkiem podwéjnym wielomianu 3 + px -+ g, ly =4/ '3’ =S ien | g Vi b= s

to dzielac dany wielomian przez (¥ — a) otrzymamy iloraz . e T [ S = L :

22 4 ax + (a2} p) i reszte o + ap 4 ¢ = 0; dzielac wielomian ) {x ==l X e {x Sl {"7 =

22+ ax + (¢2 4+ p) znowu przez (¥ —a) otrzymamy iloraz y =2 ly =6 y =2 y =6

X+2a i reszte 3a®+p=0. Z réwnan: a*+ap+ g =0 e) [x=1 j\;:_g I":—l V327 /3

13a®+ p =0 obliczamy: P=—3.a0 ig=1008 "a wie T b= _ 15 .

PP =—27a%1 g2 =4 g8 co ostatecznie daje: % = !y

T, > f) {x:-f} ‘f¥:—3 .Ix~—1 - .fx:—l
(§)+(g):0. p=11 _b==8 =i 0 A= 1o
: o { e (rozwigzanie trzykrotne) { Al
— — I < dZd ="
264, j) %, =2, %, =8, wg =17, x;=—A/2 %= =2
: ¢ = = /
m) Wskazéwka. Grupujemy wyrazy: b) [fx i% {x S [x a2 {’C i

¥ (A=) —Badie — 1)L V8 4 = 1y
(#—1) (x* — 822 - 15) = 0.

{
276. a) {" = X = {x =B {x = e

2 &

n), o) — zastosowaé grupowanie WyTrazow., = V== == \/;‘7 y=—4/ 1‘17

267. Rozkladamy wyraz srodkowy, by zastosowaé grupowanie wyrazow: £ 12 AT 12
9x4—9x3—|—2x2+9;\2—9x—l—2:0, b) Jx=2 X—— 0 1/ 61 4761

(22 +1) (922 — 9% 4 2) =0, stad: x,:%, x‘z:é. y=1 y =— y:llz y = L
: : . 161 1/61

268. Mozna zgrupowaé wyrazy: 5. 30 b 30

% —1) 2x —3) = 0.
271, 2cm, 3cm, 4em. 272, 2cm albo (/2. —1) em, 1/61 1/61

354 o 358




1 1
d) {x:S Ix:~3 LR [x__ﬁ
e 13’:—2 ) 11 l_ 11
=T Yy =— —
g VT
ey —b fx =5 [x=—b f[x=-—5
=3 ly=—3 =3 B
1) {x:5 ]
e y=5
271. a) {v:2 g =—3
g (rozwiazanie dwukrotne) { i e 2
b) Ix:4 !x_%u—\/l% [v =+ (11 ++/93)
=<2 =z T am)]y—5 (78
e Jo =11 {x:6
b ==—2 1 —38
d) Ile {x:—l {x:—} fx:_i_
5 11
ly=3 y=—3 ly=3 |lp=—%
1
e) jx:l {x:o = x:iz Ix_—%
2 3 R
|y =2 Y=+ y=% |y=1%
i) Jfr=1l {x=2 {v:3 fx =—2
s = y=4 y =6 =i
218, x=1, y =2

280. a) Jezeli y = x 4 2, to oba réwnania sa jednoczeénie spelnione.

b) Jgieli y = 2x + 1, to oba réwnania sa jednocze$nie spetnione,
a ponadto uklad ma jeszcze rozwiazanie:

¢) Odejmujac dane réwnania stronami otrzymu]emy warunek:
przy spehieniu tego warunku oba réwnania sa

Ye— x-hy

jednoczesnie spelione.

281. a) Podstawiajac y = 3x +- 1 do drugiego réwnania dochodzimy

do sprzecznodci:

c) Podstawiajac y = x* — 2 do pierwszego réwnania dochodzimy

do- sprzecznosci:

1 =0,

6r—10-

284, a) ¥=3, y=4, 2=5 albo x = —

356

Rital S ERHE
=y 11

3¥ y:—4: 2'2—5,

285.
286.

287.

289. b)x<g albo§<x<g.

Wskazowka. Dzielac pierwsze réwnanie. przez trzecie
(co wolno, gdyz ani y, ani ¥ 4+ ¥ nie moze by¢ zerem), otrzymu-
jemy stosunek: z = = y. Rugujac z otrzymamy uklad dwoéch
réwnan z dwiema n1ew1adomym1

b) x=2, y=5,z="Talbo x =7, y =5, 2=2.

Wskaz6éwka. Podstawiajac z trzeciego réwnania do
drugiego xz =y —11 otrzymamy réwnanie z jedna nie-
wiadoma. .

c) (=4 Xi———13 %=
[
. 7——1 z2=—3
Ix =4 =l {x =—3
y =—1 gy =——3 y=—1
lz =—3 L =4 Fl=
Wskazéwka. Rugujac z otrzymamy uklad réwnan:
[+ xy+ 2 =13 :
Wy (5 9) = —12
Podstawiajac ¥ + y =u, xy =v otrzymamy uklad:
u2—v =13
{m) =—12

Po wyrugowaniu v otrzymamy réwnanie:
(u—1) (u—3) (u+4) =0.
20 cm, 21 cm, 29 cm.

13 7
a=3cm, h =5 cm alboa:;cm,h:— cm.

3

) <—T albo x > z

i) Nlerownoéé spelniona przy kazdym «.

i) % +3 %+ 1) Nieréwno$¢ jest sprzecznd.

m)x<‘,\3—\/5 a1b0x> +'\/5—

n) x \/3——\/2 albo x> \/3—}—\/“
)

0 Nlerownosc jest sprzeczna.

d) x <1 albo ¥ >5
f) x <—3 albo b < x <.

290. Jezeli —1 < m < 4, to réwnanie nie ma pierwiastkow.

291, - Jezeli m <1 — 24/3 albo m > 1+ 24/3, to réwnanie ma dwa

pierwiastki.
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292.
295.
2917.

298.

299.
300.

305.

3C6.

307.

308.
309.

311.

312.
313.

316.
320.

358

Jezeli |m| < 2, to réwnanie ma dwa pierwiastki.
| < 3. 296, 1—44/5<m<1+414/5

Wskazéwka.Sprowadzié nieréwnoéé do postaci:
Hy) =3y —3Bxy 4 (2 4+ 1) > 0
i rozwazy¢ wyréznik funkeji f(y):
D=(—322—4-3-(x2+1) ==—3(x2+4)
Wskazéwka. Sprowadzié nieréwnoéé do postaci:
) =y2—Br—1)y+ @Bs2— x4 1) >0,
rozwazy¢ wyrdznik funkcji f(y): '
D=@Bx—12—4:+ (322 —x+1) = — (322 + 2x + 3)
1 wykaza¢, ze wyréznik ten jest ujemny pray wszystkich wartoé-
ciach x.

) #>2,))x<l,k)x<—+4/3alboy/3<r<3 )1l <x<3,
Warunki: ¢2+¢>1, ¢+ 1> ¢2, 1 4 ¢* > ¢ beda spelnione,
gdy 5 (—1+4/5) <g< 5 (1+5).

Wysokos¢ prostokata: ‘x cm, obwdd prostokata: (24 — %) cm,
pole prostokata: % % (8 — x) cm?2

Wysokod¢ prostokata: x, obwdd prostokata: 2 - [% (h— x) + x],

pale prostokata: % (h — x) x.
Y/
EF = x, pole DEF — ; (a— ) .

Wysokos’é trapezu: x dem, pole trapezu: (1 + 4/1 — 42) x dem?.
32

AA' = %, BB’ :%. 310. y = 2R cos 2x.

Pole tréjkata: : sin a (1 4 cos a).

7
Objetosé walca: 7175 (2R — x)2%x.
Objetoéé bryty: %n sin?x + 1000 cm3,
y=2x—1

d) Wszystkie liczby z wyjatkiem x =-—3. e) x> 2,
h) Wszystkie liczby z wyjatkiem ¥ =3 i x = 7.

i) Bez ograniczenia. j) x> 4. k) 4—;- <x <6.

331.

m) ¥ <3 lub x >4, o) x>; ale ¥ + 4. q) x> 0.

[+ 1L ) 0<x<b. w x> 10

X% nie moze by¢ nieparzysta wielokrotno$cia kata prostego.
Ve nie moze by¢ wielokrotnodcia kata pdtpetnego.

z) % nie moze by¢ wielokrotnogcia kata prostego.

1 : 2

(%) = % F 0, 2, #0 i x, < Xy; WOWCZAS:
Xy — X

) = =2 L

) — ) = 22—
Licznik ulamka jest dodatni; jezeli x; i x, leza po tej samej
stronie wzgledem zera, tzn. jezeli %y 1 %, oba sa dodatnie albo
oba ujemne, to mianownik ulamka Xy %y jest réwniez dodatni.
A wigc: Jezeli x; < x, < Oalbo( < ¥y < Xy, tof (%) — 1 (%) > 0,
tzn. mniejszej ‘wartosci zmiennej niezaleznej x odpowiada wigksza
wartos¢ funkcji f(x), a wiec rozwazana funkcja maleje w kaz-

dym przedziale nie zawieraj acym zera.

2

388. g) 3, h) 3, i) —8, j) 108. 339, ) 0, b) 64, c) L.
340. a) + oo, b) — oo, C) + oo, d) — oo,
343, 1) gdy x <0 i x—0, to /(%)= 4+ oo
e 230 Topes O - filhegl Lt S
2) gdy x <5 i x— 5, to [ (%) > — oo
a % >D1mbh ) flx) oo
SHA, T ITeCe S g SRl W as e,
86. c) 5, 40, o1, D2 g0 348 L
A2
Ak ) —2k%2 4+ 9% — 10
dal. die= e e Y :
e B_—4k+6 °

352,
353.
354,

355.

gdy £—2, to v— 2, y—>0.

Gdy m— 4+ co albo m=—>—o00, to ¥—>2, y—=3, 74,
2
¥ =3, %, 2714—2’ gdy m— -+ co albo m—>—o00, to x,—>0.
2 — h

X

Gdy % -> oo, to pole trapezu %ah

2Rx
AB——x, AC = ,\~/R9\\2, gdy X —> o0, to AC—)ZR.
-+ x

dazy do ah.
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356.

357.

358.

359.

369.

387.
388.

390.
394.

386.

3917.

398.

360

AD 3]/ 8R—3«x

D
Al = ; gdy x—0, to A——)l.

EAH s BR A 4B
¥y = R?; gdy ¥—0, to y— oo i na wzajem.
m=a- .Sm%a ; gdy a—>90°, to m—>a\/2.

sin 5 a '
AC  sin 3a AC
o gdy a—0, to A—B—>3.

a) Wskazowka:
Vi+Azx—1 (WV14+4x—1)(v/1+4x+1)
Ax Ax (A/1 + dx + 1)
1
N ARl

a) v >0, gdy x<% albo x> 3.

b) y" <0, gdy.%<x<%.

¥ =0, gdy x =—1/6. albo ¥ =0 albo x = /6.

E=—1, 1 =3.

odamil e et e
5x v/ % 250/ % 24/ %8 —% L2

) 2 2 | nxn—1
W) e n S O) T ey

3\\3/Zx—|— 1)2 3\\3/x2—4)2 : 3\\3/95"—!— 1)

e — —— ie a5 Ao
2 2(V/x + 1) ) /31 % + 2 ) (x+3)2Vx—3
; 16 9 9 ) — 8«

D) tErgreie———— et u e

3V8x—5 5(3/3x% & 1)2 33/22 1 o)t

: 2
9 4 a) 3(1 +}/})
(VA2 + 48 2V

a) ¥ >0, gdy x>2. b) 9y <0, gdy x < 2.

404.

405.

408.

409.

—cos x . / sin? ¢ + cos? x
e) m h) 3 cos?2 « 1) 2 _SW
j) —2cos x (1—sin %)
c) 2cos2x 407. a) 1, b) 3, c) 0.
o= xa=2 2w —3)
d) Vi = D) 2= P
1 2 6 24
(R pedesl ol (T e s IV ae
a) y Sl gy =y s
b) y' =2cos2%, 9y''=—4sin2x, y'"" =—8cos2x,

V) — 16 sin 2.

AC = %, [(x) =2ax —a?; gdy x wzrasta o A%, to f(x)

425.
wzrasta o 2adx.
426, y =2 - [z (h— %) + x], czyli y =2 - ah—!——hhx:ozc;
gdy x otrzymuje przyrost Ax, to funkcja y otrzymuje przyrost:
Ay=2-hAx—an
h
a) Jezeli h > a, to przy dodatnim A ¥ mamy dodatnie 4 y,
a wiec funkcja y jestrosngca.
p) Gdy h =a, to A y =0, a wiec funkcja y jest stata, a mia-
nowicie przy kazdej wartoéci x mamy y = 2a.
¥) Gdy & < a, to dodatniemu A x odpowiada ujemne 4 y, a wigc
funkcja y jestsmalejaca.
4—B Ba—Ap
428. y—a_ﬁx—{— Thea
429, y =3 %+ 32;
gdy x rosnie od 35 do 40, to y rodnie od 95 do 104.
432. a) f(x) =22 —6x+—b, b) fx) =—2x+Tx+1,
c) f(#) =—3a24+13x+7 -
434. Gdy m =0 albo m = 1.
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439.

440.

444.

443.

444.

445.

4417.

362

Funkcja y istnieje w przedziale () < x < 10:
2100 10|
Y0 A5 N0 |
Funkcja y istnieje dla wartodci x < % albo x> b:
»x_!—oo;vg}[...lb A+ oo
y[FooN0 |[04Fo
BE =%, y=f(x) =3 22 —2 ax + 2 a>:
1= 1
; g 7 i
Y ga2\§a2/7a2r

Uwaga. Funkcja f(x) osiaga minimum, gdy punkt E jest
$rodkiem cigzkosci tréjkata.

X

Wysokos¢ tréjkata: x, 3y = f(x) =12 rx — 4 22;
% } 0 /%r 227
S0 AN
Kat MAB=1x, vy =AM + MC = 9 (cos x 4+ sin? x):
%| 0 (0° 7 90°|
yﬁr/?%“\%}

AE =%, y=4F =V 4+ 23—y

2|02 £ 3
— e
y‘2\\—/§/3J

Uwaga. y osiaga minimum, gdy odcinek AF jest prostopadty
do BD; wbéweczas zachodzi proporcja AE :EF — EF : ED.

CM =x, y=MN =+/a® { (3v— a)2:

by Ojéa/a

ylavziNa AavB |

AA’ =x, y=A'B =1/8rx— 3 x:
il O/%r /2er

4
y,O /\“/—?—’7\27

448. Wysoko$¢ prostokata: x, przekatna y = A/4 (@ — %)+ 22
x | o ga Aa
2

a

yll2a\ 5@7]@[

449, AM =%, y =pole A MKC = éibx(b——x):

|0 A2 A
Y0 taNo|
450. Wysoko$¢ prostopadioscianu: x, bok podstawy prostopadio-
$cianu: %(301 — x), powierzchnia catkowita - prostopadto$cianu
y=2a2+;ax—190x2: '
x|0 A ?(fa A 3a , : ‘
= 72:12/1—;;@2\0 l—

451, Pole pierécienia y =7 (275 — ;i x%):
3

2|0y 23y
y|0 A %m’z\’ 0 |
452. W chwili ¢ = 0 odleglo$é s = 4/a® + b2, nastepnie odlegloéé ma-
leje i w chwili ¢ = aZT__}{:—:; odleglo$¢ s osigga minimum:

|av — bu

a dalej wciaz rodnie. Ciala spotkaja sie, jezeli zachodzi proporcja
wav—"a b ;

453. f(x) = — a2 —2x -+ 6. 454, f(x) = x> —12 x —45.

460. Rozwazamy prostokat wpisany w dany tréjkat ostrokatny A4 BC
w taki sposob, ze dwa jego wierzcholki leza na podstawie BC,
a dwa pozostale wierzcholki leza na bokach AB i AC. Wprowa-
dzamy oznaczenia: BC = a, wysoko$¢ tréjkata AD = h,, bok
prostokata SP = ». Obliczamy:

hy — AR A
L pole prostokata y = ax =7

PQ =SR =
Q hl h'l

d ' 363




A
:
l
S : R
|
!
8 P ST,
Riys. 58.

Przy x— hl pole y osiaga maximum, ktére Wyn051— ahl,

ezyli réwna sug polowie pola tréjkata ABC.
Do tego samego wyniku dojdziemy rozwazajac prostokaty
wpisane oparte na podstawie AB lub AC. -

462. Przeciwprostokatna: a, przyprostokatne: x, /a2 — 22, pole tréj-

kata y = 5 x 4/a%2 — x2 = —;- A/a? x2 — x% Trzeba znalezé
maximum funkcji f( ) = a® x>— at; maximum zachodzi, gdy
% — —a—z 1 wowczas trOJkat jest réwnoramienny.
A%
464. Promien kola: R, boki prostokata wpisanego: x, \/ 4 R* — x2,
pole prostokata y = x4/4 R — 42 = A/4 R? x> — A3, Funkcja
f(x) =4 R* x* — x* osiaga maximum, gdy x = R4/2; wbéwczas

prostokat jest kwadratem.
465. Oznaczenia na rysunku: AB = ¢, CD = h, DG = x. Obliczamy:

AR
Riys. 59.
]_ it
i xcy__poleADFF—-E L — Lh pole

h

y osiaga maximum, ktére réwna si¢ ¢ pola A ABC.

466. Najwigksze pole ma tréjkat prostokgtny.

364

4817.

4569.
470.

%, powierzchnia

Promient kuli: R, promien podstawy walca:
boczna walca y = 4 mx 4/ R? — #%  (Obacz rozwiazanie zada-~
nia 463). Najwigksza powierzchni¢ boczna bedzie mial walec,

w ktérym wysokos¢ rowna . si¢ $rednicy podstawy.
Obacz nastepne zadanie.

7, wysoko$¢ stozka: A, wysokosé

_h 7, po-
h—x [ h—x ]
S TR iy

(2r — h) hx + v b?].

Promienr podstawy stozka:

walca: x. Obliczamy: promien podstawy walca:

wierzchnia caltkowita walca y=2ua

) 2
coyli y == [r—h) 2 —

10, Jezelih =7, to y=2mr (r— x); mamy wigc funkcje
liniowa malejaca:

x| 0 v
V| 2072 N0
20 Jezeli & <7, to tunkcja kwadratowa y posiada mini-
s 2r — h)h 2r —h .
m um w punkcie ¥, = (2’(r—h; Ale 2:_ T > 1, wigc x5 > h,

az tego wynika, Ze w przedziale 0 < x < s funkcja y stale
maleje (od wartoéci 2x72 do 0).

39. Jezeli & > 7, to funkcja kwadratowa y posiada ma x1i-
(h— 20)h
2(h—7) "

a) Jezeli » < h < 2r, to %, <0, a wiecc w przedziale
0 < x < / funkcja y stale maleje (od warto$ci 2772 do 0).

h—2r

mum w punkcie x, =

B) Jezeli h > 27, to ze wzoru w postaci: x, = 9.7—Zrh
ho
widaé, ze 0 < x; </4. Maximum funkcji kwadratowej y wynOSI
7 h?
2h—7)
i wéwczas mamy taka tabele zmiennosci funkcji y:
A g R
! 7 /22 |
|
2 365



4711, x = %, = % (Obacz zadanie nastepne).
ab :
479. x — S it = Interpretacja geometryczna: zna-

lezione wartosci (x, y) wyznaczajq rzut poczatku wspolrzednych O
na lini¢ prosta o réwnaniu Y =ax -+ b.

474. Moment bezwladnoéci bedzie najmniejszy, gdy o$ obrotu przetnie
pret w takim punkcie, ktérego odlegtosci od mas My 1my sa do tych
mas odwrotnie proporcjonalne. Minimum WYnosi:

My My

280
my = 7y
x]—oo/’— 2/ 2 A4 oo
$10- <) ¥+ N—19 13 % —os

P AG Al e
y(—oo/’()\—].?%/—l—oo -
f) Funkcja y jest stale malejaca.

h) Funkcja y jest stale rosnaca.

d)

) F|—oe s/—VE A0 /B F+ oo
V[tooN— 36 N—3 /+foo

x|~o<>7/— 2/0/ 2N 4+ oo

Y—o A BNUS 16 7 —oo
418. a) limy = 4 oo, lim y = 2. b) limy = — oo lim Y =3
x—) 2—0 x—0) L—>00
e) limy = —co, lim y =4. f) imy =—oo, limy =—],
z—) >0 250 2>
419. c) Jezeli x <3 i x—3, to y—>— oo
w X¥>3 1 23, to y—+ oo
» X=>+ o0 albo ¥—>—o0c0, to y—s1
Obacz wykres funkcji na rys. 60 (str. 367).
480. a) Podstawiamy k =1 —m (m > 0)
Y " | 06 A0 Ao
L x4 1 y( N T = e
b) Podstawiamy & =1 4 (m < 0)
e L m x‘——oo/’ 0 A+ oo

P | . ALy L

366

481.

252,

yh 5
]
|
i
|
|
I
1
{
|
AN
f (&7
I
-— ---—-———---—-*--- bl Bl Bl Bl et st
|
I
i R R s
1
= i
= !
|
; |
i
t
!
1
|
I
[}
Rys. 60
: funkcii _x———.%-
Wylxvres unkcji y = =
t|l—oo A0 A1 A4 oo
| —e0 A2 5 A+ oo
Zakladamy, ze x > 2 cm. Obliczamy:
_x_—l.8cm2 ilgﬁ_i—of
b y|a A8
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488, g G Ty 7 fie
vl y I NN—oo| + oo\ 1
484. Wysokos¢ walca: x, objetos¢ walca v= g (12 — % x2) %
2
x|0 ~ —1 79 -
gl V3
y|0 L3 0*
A =7
34/3
e el b R SR o U
vi+ooNn1l 7400 0730
f X|—o00 A2 0|-+- |57 4 00
+ oo N0 0.7+ oo
g)iZ/rZ%/erof h)i()/'l A2 + oo
v|2%13 24 00 y[0N—5-7 4 o0
foct |2 Fhait pliliia bt one
yi0 21 N O v+ oo~ 0
Y10 750 Y 12%\1
Y 1 \ g
486. a) 02308237 b) 2|0 zu A 5
Y|+ oo N2 A4 00 3 T
; yilass—— a8
V2
1 1
C)i()/?gn/';n d)xoﬁ%n/’n
1 3 YR T R |
Sl i ey vli’,‘l\;—5
oS 1
e) i Oﬁxnﬂgn ; x ——ln;r %n ;y.l_n
y|2N1 TT g = =
A +oo —ln ria 4 /3~1ia

4817, /‘"(x) =2 Sil}z *; pochodna funkcii f(x) jest dodatnia przy wszyst-
kich wartgsc@ch Xz wyjatkiem wielokrotnosci h('Zb); 7;; stad
wniosek, ze funkcja f(x) jest rosnagca w kazdym przedziale.

488. d, Funkcja ma extremum przy x = — 2.
440, b) 5 X o przy x = 2!
368

491.
492.
493,
495,

496.

497.

498.

499.

502.

508.

f %|—o0 20 | o~ 1 72 I 2 /7 +

v | U/ too|l—oo A—1N—oo|+ooND
a) Funkcja ma extremum przy ¥ = %
b) ” 2 ix) 5] X = 4:.
a) s o 4 gdy gt
b) 0 8 e przy x = 5.
Promien kuli: 7, wysoko$¢ stozka: x, objgtos¢ stozka
y = %n (2r — x) x*. Objgtos¢ y osiaga maximum, gdy ¥ = ;—f—r.
Promien kuli: #, wysoko$¢ walca: x, objeto$¢ walca
W=l —% x2)x. Objetosé y osiaga maximum,. gdy x :\—/257.
Promiefr podstawy walca: x, dana powierzchnia calkowita: S.

5 : :
Obliczamy wysoko$¢ walca 7 = et x. Objeto$¢ walca osiaga
== 7
maximum, gdy ¥ = —.
: V4
Promiefi podstawy stozka: 7, wysoko$¢ stozka: h, wysoko$é
h h—x\* 2
walca: x, objeto$¢ walca y = nr?( W x) x :7—% (23— 2hx*+-hx).
ijqtos'é y osigga maximum, gdy ¥ = %h
Promiefi kola: 7, podstawa trapezu: 2x, pole trapezu
2

= (x + ;—) Pole y osiaga minimum, gdy » = 7; wowczas
trapez jest kwadratem. :
Bok kwadratowej podstawy prostopadloécianu: x, dana powierz-
chnia calkowita: S. Obliczamy wysokos¢ prostopadloécianu:
S —2x2 SRl = Sl S S
P objeto$¢ prostopadloécianu y = T Objetod¢ vy
osigga maximum, gdy #® = % S: woéwczas prostopadloécian jest
szeécianem.
Promien podstawy walca: x, dana powierzchnia wewngtrzna

walca (dno + powierzchnia boczna): S, pojemnoé¢ walca
Yy = 12 (S — mx?)x. Pojemno$¢ y osiaga maximum, gdy x% = 3
wowezas wysoko$¢ walca réwna si¢ promieniowi podstawy.
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504.

505.

506.

507.

5(8.

509.

370

Promien kuli: #, wysoko$¢ stozka : %, powierzchnia boczna stozka

Y= 7 \/2r x? (%r — x). Powierzchnia y osiaga maximum, gdy

x—-j'i’

Tworzaca stozka: /, wysokoéé stozka: %, objetodé stozka

v :—.171 (i — x%)x. Objetosé y osiaga maximum, gdy x = 7
(]ez’eh kat miedzy tworzaca a wysokoscia oznaczymy przez q,
‘to objetod¢ y osigga maximum, gdy tg a = \/2)

Promien podstawy stozka:
S, objetosé stozka y —

¥, dana powierzchnia boczna stozka:

\/b x2—

(Jezeli kat miedzy tworzaca a WYSO-

7?28 Objetosé y osiaga

- S
maximum, gdy x2 — ——_
7
kodcig oznaczymy przez a, to objeto$é y osiaga maximum, gdy
cotg a = 4/2).

Polowa podstawy tréjkata: » dany obwéd tréjkata: 24, pole
trojkata y = x\/p p—&x) czyh y =Pt aE— 2px*. Pole y

osigga maximum, gdy x = = ;b woweczas tréjkat jest réwnoboczny,

Promien kota: 7, wysoko$é trojkata: x, pole tréjkata -
0 \/x(dr — x) czyli y =4/2rx® — 4%, Pole y osiaga maxi-
mum, gdy y = 57; wéwczas tréjkat jest réwnoboczny.

b
>

L y

7 x
Kys. 6a.

Oznaczenia wedlug rysunku. Ze zwiazku:

(F+72+ (v +7)2 = (x + )2
x -+ x"’—}—r"

wyznaczamy y = AT % XNy =

Przeciwprosto-

katna x - y osigga mlnlmum gdy x = \/ 24 1)7r; wobwczas
Y = x, tzn. tréjkat opisany jest prostokatny réwnoramienny.

510.

H 511.

512.

Na rysunku podano przekréj osiowy stozka. Wysokos¢ stozka

CD = x, promieni podstawy stozka DB = y.

C
v
0o
A s ol
Rys. 62.

Z podobiefstwa AOEC ~ A BDC mamy proporcj¢:

OB BD e e e et Tialw S0 B
0C .- B Sy V224 g2 x— 2
Objetos¢ stozka V = m 7? IR osiaga minimum, gdy x = 47.
S A
X oo A ) v - A+ oo

e et AN

- 2

Suma #?® + y3 osiaga minimum, gdy % = 3,

wartoé¢ najmniejsza tej sumy szecianéw, gdyz przy x—> - oo
suma x3 -+ 9% dazy do — oo.

ale nie jest to

Uwaga. Jezeli postawimy ograniczenie, ze x iysadodatnie,
to x bedzie zawarte w przedziale 0 < x < — 1 przy takim ogra-

2

niczeniu suma x% 4 3 osiaga swa wartos¢ na]mnle]szq, gdy ¥ = o
3—4/3

funkcja f(x) przy ¥ = %, = o

3+3

== ———~61 051qga maximum :

2%l A oo

3
1\x) +°°\‘"—a3/\/

Maximum funkcji f(x), osxqgnu;tg przez .I.liq przy x = #,, nie
jest jednakze najwicksza warto$cia tej funkcji, bo gdy x — — oo,

to f(x) > + co.

f(x%) = x(a— %) (2% — a);

osiaga minimum, a przy & = x, =

x|—00/ X1

AAN=160
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513.

514.

515.

372

Uwaga. Gdybyémy zazadali, by xiybylydodatnie, to
x musialoby by¢ zawarte w przedziale 0 < < aiw tym prze-
dziale bylaby taka tabelka zmiennodci:
o L, e el e
o
f(#) 0,\—1—841 /Tga 70

Funkcja f(x) osiaga w tych warunkach swa warto$¢ najwiek-
sz3, gdy x = x,.

Odlegloé¢ przedmiotu od soczewki: «x, odlegloé¢ obrazu od so-

czewki: y; miedzy x, y i ogniskowa f zachodzi zwigzek :

1 1 ; :

= + 7 — —; Obliczamy odlegto$¢ obrazu od przedmiotu
2

r=x+y = ;—_x_? Odleglo$¢ z osiaga maximum, gdy x = 2t;

wowczas réwniez y = 2f.

Wysokos¢ zawieszenia zaréwki nad érodkiem stotu: %, kat pa-
dania promieni $wiatla na powierzchnie stotu przy obwodzie: a.
Natezenie. $wiatta: ’

ksin a kx

2 =

o z g
+ # (x2 + 7,2) 2
gdzie % jest stalym wspélczynnikiem. Natezenie $wiatla z osiaga

. ¥
maximum, gdy x =

V2
Zakladamy, ze e, > e,.
%X d—x
| } |
€ €y

Potencjal f(x) :e—;—}—df % osiagga minimum, gdy

616, —e ? e, — e, e
c oSO Sl o PRSI T i
e, — € e, — €
Wowezas zachodzi proporcja:
)
x Ve
g~ ayln

S 1
Jezeli ¢, =¢,, to x = ik

518. j) f(x—2)(x—3)dx=.1x3—%x2—|—6x+c
) [dx(x—1)pdz=xt—3 4222+ C ‘
p) Sln42)am+it(ntl)arldx=an+24 an+1 4+ C

el B N e
519. g) f_T— x—_3x3+2x2 s
7 2
Sr Ak D =4+ C
h)f £ dx——x—i—g\/xg‘*“

) frWE—ldr=2wy/5—52+C
3 ,— L
D SWE+ ) ar =52+ 3VE VAL s+ C
524. €) f:Zx,dx=b2——a?-

595. /% (3% +2x + 1) dx = %° + % + % —3

a8
- CE v I

] Al
B4
Riys. 6o

(] T gl G A0 b ) B S
Rialke (o 20 i a2l oL LS

B
A

526. Wysokoé¢ tréjkata dzielimy na # réwnych czgéci (na rysunku
n = 7). Mamy proporcje:

3h
’ 28 L ABEE SR
AB, AB=":h AB,:AB="ih AB,:AB="T

Z proporcji tych otrzymujemy:
Dl
Asz == 1—/[, a.

3
]. = - LU
A]Bl =) ;‘_a’ AaBa nd:

373
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Obliczamy: p, (czyli sum 5 W s

1 ., ¢ pol prostokatéw skonstruowan h

::r;xrgattr’zl tm]k%tla t/’IBC — Po lewej stronie rys. 63) oraz P, (CZ}CIH
POl prostokatéw zawierajacych i bjkat

prawe] stronie rys. (3): S SR S Y

n—1

B h 7
T b o T n—1 1
tn . n—l—na =g A= L
1 h 2 h
oI e el n b ont1
e i e N +;a-ﬁ: ‘: - L an

Stad otrzymujemy:

lim p, = %uh i lim P, = éah

n—> n—oo

Wspélna granica obu szeregobw wyznacza pole tréjkata.

Rys. 64

527. Wysokos¢ ostrostupa dzielim 5 $ci
y na # réwnych c
n =17). WprowadZmy oznaczenia: : T e ey
Py =pole A 4,B,C,, P, = pole A A Bl nied

Mamy proporcje:

Pl D L'E-/e . 2h\? 3h\*
= .z,Pz.Pz(;):h‘-’, P3:P=(—):h2,
! n

i P=npole A ABC,

374

Z proporcji tych otrzymujemy:

12 92 e
Pl:;zp’ PZ:;ZP’ P3:’;P’

Obliczamy v, (czyli sume objetodci graniastostupéw tréojkat-

nych lezacych zewnatrz ostrostupa SABC — po lewej stronie rys.
64) oraz V, (czyli sume objetoéci graniastostupéw tréjkatnych
obejmujacych ostrostup SABC — po prawej stronie rys. 64)

Un

Vn i

528.

529.

530.

T e (n—1)2 h

n2

P‘—+—ZP'—+---+"—Z—P'_:(M—_MP}‘
n n n n "

L0

12
n?

h 22 h n? h (n41)(2n+-1) :
% %+7?P 7_L+.'.+;2P ;L——_———(jnz Ph
Stad otrzymujemy:

limv,=3Ph i HmV,=3Ph

n—>00 n—>w

Wspélna granica obu szeregéw wyznacza objeto$¢ ostrostupa.

s Ja/m 4% =5 A/,
i e
1 a/%dx =F(x) —F1) = ¢ A/ —1)

H(x)p = fax3 At — —Zax",
pole OPP; = [Rax’dx = F(x,) —F(0) = gaxyt

F(x) = [v/%dx = 3/, _
pole OPP, = [¢\/% dx = F(a) —F(0) = 24/a

1 1

a] 1
pole KK,[,\L = : ;édx = F(a) —F(1) = — = SR,
lim ‘1—dx: Hm _.1__}_]):1.
a—>o 1 x? a—r a
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