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Wstep

Tematyka niniejszego skryptu obejmuje podstawowe wiadomosci z zakresu sze-
roko rozumianego rachunku operatorowego niezbgdnego dla studentéw miedzy in-
nymi kierunkéw takich jak automatyka i robotyka (i kierunki pokrewne), elektrotech-
nika, mechatronika, matematyka stosowana, ale takze i kierunkéw informatycznych
Iub mechanicznych. W rozdziale pierwszym omawiamy wtasnosci transformaty La-
place’a, jej wykorzystywanie do rozwiazywania rownan rézniczkowych i podajemy
przyklady jej zastosowan w analizie uktadéw mechanicznych i elektrycznych. Oma-
wiamy tez pojecie splotu funkcji. Rozdzial drugi skupia si¢ na Z-transformacie,
nie pomijajac tez splotu dyskretnego, i wybranych jej zastosowan. W rozdziale trze-
cim wprowadzamy pojecie transformaty Fouriera, przy czym nie tylko omawiamy
jej wlasnosci, lecz takze wykorzystanie w analizie spektralnej funkcji, ktéra z kolei
jest wykorzystywana migdzy innymi w analizie sygnatéw i drgai. Omawiamy tez
transformate sinusowa i transformate cosinusowa Fouriera.

Przy wyborze tych zagadnien korzystaliSmy z dos§wiadczen zdobytych w trakcie
prowadzenia zaje¢ dydaktycznych z zakresu matematyki, automatyki, teorii sterowa-
nia. Ze wzgledu na to, ze naszym celem byto zaprezentowanie wyzej wymienionych
transformat jako narzedzia wykorzystywanego w praktyce inzynierskiej, pomingli-
$Smy dowody prezentowanych twierdzefi i wlasnosci, a gtéwny nacisk polozyliSmy
na sposéb ich zastosowan. Tak postawiony cel sprawil, ze w skrypcie zamieSciliSmy
duzo przyktadéw z pelnymi rozwiazaniami, ale tez zadan do samodzielnego roz-
wigzania, w wigkszosci opatrzonych odpowiedziami. Co wigcej, kazdy z rozdziatléw
Czytelnik moze studiowaé niezaleznie od pozostatych.

Bibliografia obejmuje pozycje, z ktérych, poza wtasnymi notatkami powstalymi
w ciagu kilkunastu lat prowadzenia zaje¢ dydaktycznych, korzystaliSmy w trakcie
przygotowywania skryptu. Sa to pozycje warte polecenia Czytelnikowi szerzej zain-
teresowanemu prezentowana tematyka.

Korzystajac z okazji, sktadamy serdeczne podzigkowania naszym studentom, kt6-
rzy swoimi uwagami, pytaniami, a takze swoja postawg przyczynili si¢ do odpowied-
niego doboru przyktadéw i sposobu opisu ich rozwigzan. Chcemy tez podzigkowac
naszym Kolezankom i Kolegom, ktérzy nas wspierali i wspieraja w naszej pracy
dydaktyczne;j.

Autorzy



Rozdzial 1

Transformata Laplace’a

Zanim przejdziemy do zdefiniowania transformaty Laplace’a, najpierw wprowa-
dzimy niezbedne pojecia oraz notacje, utatwiajace jej zrozumienie.

1.1. Oryginal. Funkcja Heaviside’a

Definicja 1.1. Funkcja f : R — R zmiennej rzeczywistej t spelnia na przedziale
(a;b) warunki Dirichleta wredy i tylko wtedy, gdy:

1. f jest funkcjq przedziatami monotoniczng, tzn. przedziat (a;b) mozna podzieli¢
na skoriczong liczbe podprzedziatow takich, ze wewnaqtrz kazdego z nich f jest
monotoniczna;

2. f jest funkcjq ciqglq na przedziale (a;b) z wyjatkiem skoriczonej liczby punktow
nieciqgtosci pierwszego rodzaju, przy czym jezeli tq jest takim punktem, to

Flt0) = 5 (F5) + £(15)): (L.
3. .
fla) = f(b) = 5 (fla") = f(b7)). (1.2)
Przykiad 1.1.

a) Funkcja, ktéra spetnia warunki Dirichleta w calej swojej dziedzinie, jest funkcja

1 dla >0,
sgnt = 0 dla =0,
—1 dla ¢<0.

Jak tatwo zauwazy¢, funkcja sgnt jest stata w przedziatach (—oo;0) oraz (0; +oo).
Punkt r = 0 jest punktem nieciaglosci pierwszego rodzaju tej funkcji, gdyz
lim sgnt = —1 # lim sgnr = 1.
t—0~ t—0T

b) Funkcja, ktdra nie spetnia warunkéw Dirichleta, jest funkcja f(¢) = tgz, gdyz nie
tylko nie jest funkcja ciagta w punktach 7, = J(2k+ 1), k € Z, ale tez punkty te
sa punktami nieciaglosci drugiego rodzaju.



Definicja 1.2. Oryginalem nazywamy funkcje f : R — R zmiennej rzeczywistej t
takq, Ze:

1. f(t)=0dlat <0;

2. funkcja f spetnia pierwszy i drugi warunek Dirichleta na kazdym przedziale
otwartym (0;T) dla dowolnego T > 0, przy czym réwnos¢ nie jest istotna;

3. istniejq state M i p takie, Ze

|f(t)] < MeP"  dla kaidego t € R. (1.3)

Definicja 1.3. Funkcja Heaviside’a (jedynka Heaviside’a, funkcja skoku jed-
nostkowego) nazywamy funkcje zmiennej rzeczywistej t postaci:

1(1) = (1.4)

0 dla <0,
1 dla t>0.

Przyklad 1.2.

1. Funkcja Heaviside’a jest oryginatem. W warunku 3. definicji[I.2] mozemy przy-
jacM=1ip=0.

2. Funkcja f(r) = cost nie jest oryginatem, gdyz nie jest spetniony warunek 1. defi-
nicji ale funkcja g(r) = cost 1(¢) jest juz oryginatlem. W warunku 3. definicji
[I.2mozemy dla funkcji g przyjac M =11ip = 0.

3. Funkcja f(t) = e7'1(t) jest oryginatem (mozemy przyjaé M = 1ip = 5).

Z powyzszych przyktadéw, ale i tez z definicji|l.3| wynika, ze funkcja f, ktéra nie
jest oryginatem, po pomnozeniu przez funkcj¢ Heaviside’a staje si¢ nim.

Uwaga 1.1. W dalszym ciagu bedziemy pisaé f(r) zamiast f(z)1(¢), o ile nie dopro-
wadzi to do nieporozumien.

Zadania

Zadanie 1.1.

Zbadaé, czy dana funkcja jest oryginatem:

a) f(t) =sin3t; b) f(¢) = sin3¢1(z); c) f(r) = e\/fl(t);

d) f(r) = tlzl(t); e) f(t) =1n(2t +5)1(z); ) f(tr) =tcos5t1(z);
g) f(1) =r’e¥ !, h) f(r) =" 1(r); D) F(1) =12 1(0).



Jezeli tak, poda¢ wartosci statych M i p, dla ktérych zachodzi nier6wnos¢ (1.3).

Zadanie 1.2.
Narysowaé wykres funkcji:

a) f(t) =1(t —2); b) f(1) =1(r —1)—=21(t = 3);
o) f(t)=1(0t—-2)—1(t—3)+31(r—5); d)f(t): (t—l) (r—1);

e) f(1)=@—1)A(r—2)-1(—3)); f) (1) =°1(2);

o) f(t) = (t—3)*1(r—2); h) (1) =sine 1 (1 g) :

Zadanie 1.3.
Wykorzystujac funkcje Heaviside’a, poda¢ wzér analityczny funkcji przedstawionej
na rysunku:

a b
) Ao )
3l *— ‘f()
t
21 ar D
1t
t t
—C 3—-— 3—-——-
c) d)

Rysunek 1.1: Wykresy funkcji do zadania|T.3|



Odpowiedzi:

[L.1]a), d), g), i) — nie; pozostate — tak.

L0 ) = 16— @)~ 1 =)0 £(0) = (40— % ) (1= @)~ 1 —b);

)=
11(1) = (1 —a)l(t —a);
1

©) f(1) = ;
d) f(r)=1(t)+ (— 1—t—|—2a)1(t a)+ (t —2a)1(t —2a);
e) f(t) = t+2z na)1(t — na).

1.2. Definicja transformaty Laplace’a

Transformacja Laplace’a jest jednym z podstawowych odwzorowan, ktére mozemy
spotkaé na przyktad w elektrotechnice, automatyce, teorii sterowania. Umozliwia
ona przeksztalcenie funkcji zmiennej rzeczywistej ¢+ w funkcje zmiennej zespolo-
nej s, czyli w praktyce przeksztalcenie funkcji z dziedziny czasu w funkcje w dzie-
dzinie czestotliwosci. Transformata Laplace’a réwniez znacznie upraszcza sposob
rozwigzywania rdwnan rézniczkowych n-tego rzedu.

Definicja 1.4. Transformata Laplace’a (.Z-transformata) funkcji f zmiennej rze-
czywistej t nazywamy funkcje zespolong F : C — C zmiennej zespolonej s postaci:

Fs)= [ flt)edr. (1.5)

0

Przyklad 1.3.
Korzystajac z definicji|l.4] wyznaczy¢ £ -transformate funkcji f(r) = 1(z).

Rozwiazanie:
Bezposrednio z definicji[T.4] otrzymujemy:

o0 o a
2= [ evar=gim ([Tevar) = tim L) 2
0 Oo——+o0 0 a——+oo S 0

. 1 —as
7()51;{?00 <_s (e —1)).
Poniewaz s jest zmienna zespolona, wigc mozemy przedstawié ja w postaci s = x +
Jy, gdzie x = Res, y = Ims. Wowczas

e = eI = ¢ (cos oy + jsinay).



Jezelix>0,to lim |e”“|= lim e “
a—r—+oo

¥ =0, wigc wtedy takze lim e~ * = 0. Wy-
a——+oo Oof—>+o0

nika stad, ze
1
Z[1(t)]=~- dla Res>0.
s

Przyklad 1.4.
Korzystajac z definicji|l.4] wyznaczyé £ -transformate funkeji f(z) = e®1(),
o > 0.

Rozwiazanie:
Bezposrednio z definicji [T.4] otrzymujemy:

oo o | "
g[l(f)]Z/ e®e ' dt = lim </ e(("s)’dt> = lim <[ e(‘“)’] ):
0 a—+e \ Jo a—teo \ | @—s 0

- al—i>r—ri-loc <(01—s (e(%w)a B 1)) ’

Stosujac podobne rozumowanie jak w poprzednim przyktadzie, otrzymujemy:

Z[e”1(t)] = dla Re(s—w) > 0.

s—@
O

Wyznaczanie transformaty Laplace’a na podstawie definicji jest stosowane przede
wszystkim wtedy, gdy nie potrafimy jej obliczy¢é w zaden inny sposéb. Transformaty
funkcji, ktérych transformaty Laplace’a wykorzystuje si¢ najczesciej, sa stablico-

wane (patrz tabela [B.I).

1.3. Wilasnosci transformaty Laplace’a

Ponizej podamy podstawowe, przydatne w praktyce inzynierskiej wtasnosci trans-
formacji Laplace’a.

Twierdzenie 1.1 (o liniowosci). Jezeli istniejq L [f(t)] i £ [g(t)], to dla dowolnych
statych a,b € C

ZLlaf(t)+bg(t)] = aZ [f ()| + 0L [(1)]- (1.6)



Przyklad 1.5.
Wyznaczy¢ £ -transformate funkcji:

a) f(t) = 3¢™ 4 5sin2t — 61*; b) f(¢) = sin® wr.

Rozwiazanie:

a) Korzystajac z twierdzenia[I.1]o liniowosci .Z-transformaty, otrzymujemy:
Lf(t)] =32 [e"] +5ZL[sin2t] — 6.7 [t'] ,
nastgpnie ze wzoréw podstawowych (tabela|B.1):

3 10 144

LU=t e

b) I sposéb

. .. . . jor _ ,—jot
Zauwazmy najpierw, ze ze wzoru Eulera sin ot = <%

37 wynika, ze

., IOt _ p—jot
sin“ Wt = (| ———

2j
11

_ 12jwt —
= 4e +2 4e

— _% (Bijt _2_+_672ja)t) —

2jot

Na podstawie twierdzenia|l.1|otrzymujemy:

lg [eija)t] ’

LU0 = 32 [P 4 210 -

a nastgpnie, stosujac wzory podstawowe, mamy:

1 1 1 1 1 1 2s 1

@) 4 s—2jco+2s 4 s+2jw 4 s2+4a)2+2s
_ s 1 207
2 244?25 s(s2H4?)
I1 sposob

Ze wzoru trygonometrycznego cos 20, = 1 — 2sin® a otrzymujemy:

sin® ot =

cos2mt,

S
| =

1 1 11 207
Z10] = 32 M0)] - 3 L eosdor] = 5. 5 o = O

10



O

Twierdzenie 1.2 (o skalowaniu). Jezeli istnieje £ [f(t)] = F(s), to dla dowolnego
a>0

LUfa)(0)] = 1F (2). (1.7)

a a

Twierdzenie 1.3 (o przesunieciu rzeczywistym; o przesuni¢ciu w argumencie
oryginatu[f). Jezeli istnieje £ f(t)] = F(s), to dla dowolnego a > 0

ZLft—a)l(t —a)]| =e “F(s). (1.8)

Przyklad 1.6.

Wyznaczy¢ £ -transformate funkcji:
0 dla t <0,
a) f(1) = 21(r—2); b) f(1) = 1 dla 0<t<2,
e =2 dla t>2;

0 dla t<1,

o) ft)=<t—1 dla 1<r<2,

1 dla t>2.

Rozwiazanie:

a) Wzor funkcji f okresla przesunigcie wykresu funkcji g(z) = ¢’ o dwie jednostki
w prawo, przy czym funkcja g(t —2) = /=2 zostaje ,,wtaczona” przez jedynke
Heaviside’a w punkcie ¢t = 2.

Aro

2_

1+

Rysunek 1.2: Wykres funkcji f do przyktadu[T.6)a)

* W zastosowaniach inzynierskich twierdzenie to moze by¢ tez nazwane twierdzeniem o przesunigciu
w dziedzinie czasu.

11



Poniewaz na mocy przyktadu [I.4]

wigc z twierdzenia [I.3) mamy:

LU = Lglt 21t -2)] = > G(s) =

b) Niech fi(t) =1dla0 <t <2oraz fo(t) =e 2 dlar > 2.

Aro)

Rysunek 1.3: Wykres funkcji f do przyktadu[T.6]b)

Funkcja f; zostaje ,,wlaczona” w chwili ¢t = 0, a ,,wylaczona” w chwili r = 2.
Mozemy ten fakt zapisa¢ za pomoca funkcji Heaviside’a, tzn.

filt)=1()—1(t —2).

Podobnie
fa(t) =e D11 -2).
Zatem
F0) = fil)+f0) =11) =1 =2) +e D1 -2)
Poniewaz
1 e—ZS
2=, ZMe-2 =",
a z twierdzenia[T.3] wynika, ze
—2s
-1 _2)] = £
8% [e 1(r z)} .

wiec, korzystajac dodatkowo z twierdzenia[I.1] otrzymujemy:

1 ef2s ef2s

s s +s—i—1'

12



¢) Podobnie jak w punkcie b), mozemy rozpatrywac osobno funkcje fi(¢) =t —1
dlal <t <2oraz fo(t)=1dlat > 2.

Arit)
1 18

Rysunek 1.4: Wykres funkcji f do przyktadu|[T.6]c)

Mozemy zapisaé:

filt) = (1= D1~ 1)~ (1 - D1(t —2)

oraz
fa(t) =1(t —2).
Zatem
fO)=filt)+ @) = -DAE-1) -1 -2)|+1(1-2) =
=@-D1@t—-1)—(t—2)1(r —2).
Stad
es e—ZS
L] =2t -110-D] -2t =210 -2)] = 5 +
O
Przyklad 1.7.

Wyznaczy¢ £ -transformate funkcji, ktorej wykres jest przedstawiony ponize;j.

t
-

1 2 3 o 5

Rysunek 1.5: Wykres funkcji f do przyktadu[1.7]

13



Rozwiazanie:
Na podstawie wykresu oraz znajomosci funkcji liniowej mozemy stwierdzié, ze:

0 dla <2,
t—2 dla 2<r<3,
—t+4 dla 3<t<4,
0 dla t>4.

f(t) =

Korzystajac z whasnosci funkcji Heaviside’a (T.3), funkcje f mozemy zapisac jako:
f&)=(—-2)1(t—2)—=1(t =3)]+ (=t +4)[1(r —3) —1(r — 4)].
Poniewaz
(t=2)1(t—=3)=(—-3+1)1(r—-3)=(t—3)1(r—3)+1(r —3)
i podobnie
(—t+D1(t—-3)=—(—41(r—-3)=—(t—3)1(t—3)+1(t — 3)

oraz
(—t4+D)1(t—4)=—(1t—4)1(t —4),
. f@)=(—2)1(r—2)=2(t =3)1(r = 3) + (r —4)1(r — 4).

Mamy zatem

L] =2t =211 =2)] =22t =3)1 =3)|+ L[t - 4)1(t - 4)] =
6—25 e—3s —4s

:s2*2s2+ 2

O

Twierdzenie 1.4 (o przesunigciu zespolonym, o przesunieciu w argumencie ob-
raZlﬂ). Jezeli istnieje £ [f(t)] = F(s), to dla dowolnego a € C

L f(1)] =F(s+a). (1.9)

T W zastosowaniach inzynierskich twierdzenie to jest tez nazwane twierdzeniem o thumieniu.

14



Przyklad 1.8.
Wyznaczy¢ .Z-transformate funkcji:

a) f(1) = e cosdr; b) e Vsin3(r—1)1(r —1).

Rozwiazanie:
a) Niech g(#) = cos4r. Wtedy G(s) = z775- Z twierdzenia|l .4 wynika, ze
7 [e5’ cos4t} =G(s—5)= 505
(s—5)2+16

b) Zastosujemy najpierw twierdzenie [I.3] (twierdzenie o przesunigciu rzeczywi-
stym). Niech
g(t) = e*'sin3r.

Woéwcezas

L) =Zglt =111 —1)] = eG(s).

Poniewaz . [sin3t] = ﬁ, a z twierdzenia 1.4
3
G —
(s) (s—2)2+9’
zatem 3
e*S
Z[f(1)] = G-2749°

O

Twierdzenie 1.5 (o transformacie funkcji okresowej). Jezeli funkcja f jest orygi-
natem i dla t € [0;0) jest funkcjq okresowq o okresie podstawowym T > 0, to

1 T
2] = ﬁ/0 e £ (1) dt. (1.10)

Przykiad 1.9.
Wyznaczy¢ £ -transformate funkcji:

a) f(t) = |sinot|, gdzie o jest ustalong liczba dodatnia;

b) £(1) = t—n dlan<t<n+1,neN,
B 0 pozatym.

15



Rozwiazanie:

a) Wykres funkcji f(r) = |sinwr| jest przedstawiony na ponizszym rysunku. Jak

tatwo zauwazy¢, funkcja f jest funkcja okresowa o okresie podstawowym 7 = Z.
W0
1-
t
>
wfw 21 /w 3nfw
Rysunek 1.6: Wykres funkcji f do przyktadu|[T.9]a)
Zatem mamy:
T T/
/ e f(t)dt :/ e sinwtdt.
0 0
Po dwukrotnym catkowaniu przez czgsci otrzymujemy:
. e *"(wcos wt + ssin wr
/e S'sinot dt = — ( > ) (1.11)
W +s

Podstawiajac granice catkowania w catce[I.11] otrzymujemy:

e —st 1 e*”(w COS 0t + s sin (1)[) m/o 0) (1 + e*ﬂs/a))
e Vsinwtdt = |— — e
0 w-+s =0 w2 +s
Zatem z twierdzenia[[.5| wynika, ze

1_|_ef7rs/w o
1—eTs/@ ' w2 52

Z||sinwt|] =

b) Poniewaz funkcja dana f jest funkcja okresowa o okresie podstawowym 7' = 1,

wiec
T 1 1 1 1 /!
/ e*”f(t)dt:/ te”dt = [—te‘“} +f/ e ldt =
0 0 s -0 sJo
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Rysunek 1.7: Wykres funkcji f do przyktadu[T.9)b)

Zatem
B 1 L 1 I, 1,
Z[f(l‘)]—ﬁ/o e f(t)dt— o <—S€ —sz(e —1) .
(]
Twierdzenie 1.6 (o pochodnej oryginatu). Jezeli:
1. istnieje L [f(t)] = F(s),
2. funkcje f',f", ..., f* V) dia pewnego k € N sq oryginatami,
3. funkcja f () Jjest ciqgtadlat > 0,
to istnieje transformata Laplace’a funkcji pochodnej f ®) oraz
k
2[fO0)] =F(s) - ¥ #0(04), (1.12)
j=1
przy czym f&=7) (0+) = lim & (1), a fO = ‘j;—f, i=0,1,...,k
t—0t 4
Z twierdzenia 1.6 wynika, ze jezeli .2 [f(r)] = F(s), to
L Z[f'(1)] =sF(s) = f(0+),
2. ZL[f" ()] = s*F(s) —sf(0+) — £/ (0+).
Jak mozna zauwazy¢, z (I.12)) wynika
2]«
F(s)=2f(1)] = TJFZs*Jf(F”(OjL). (1.13)
j=1

Zaleznos¢ (I.13) jest wykorzystywana do wyznaczania przyblizonych wartosci trans-
formaty Laplace’a. Przyktady zastosowan twierdzenia[I.6]szerzej zostang oméwione
w rozdziale[[.8

17



Twierdzenie 1.7 (o rézniczkowaniu obrazu). Jezeli istnieje £ [f(t)] = F(s), to dla
dowolnego k € N zachodzi

d*F (s)
2 |tr] = (-1 . 1.14
7] = (1.14)
Przyktad 1.10.
Wyznaczyé . -transformate funkcji f(t) = >sint.
Rozwiazanie:
Poniewaz F (s) = £ [sint] = ﬁ, wigc
d’F(s) d* 1 d —2s 352 -1
Z[sint] = (—1)? =— = — =2 :
[sint] = (=1) ds? ds? \ s2+1 ds \ (s2+1)2 (s2+1)3
(1.15)
(|

Twierdzenie 1.8 (o catkowaniu oryginatu). Jezeli istnieje £ [f(t)] = F (s), to

<z [/Olf(r)dr] = @

s

Przyktad 1.11.
Wyznaczy¢ .Z-transformate funkcji:
t t
a) f(r) :/ costdt; b) f(r) :/ t?sintdr.
0 0
Rozwiazanie:

a) Korzystajac bezposrednio z twierdzenia[[.8] otrzymujemy:

! _ ZLcost] s
< {/0 cos’cd’r] = . R

b) Z twierdzenia|l.8|oraz przyktadu (1.10) wynika, ze

1 Z [%sint 2 1
£ /T2SianT = [¢*sini] =2 3 .
0 s s(s2+1)3

Twierdzenie 1.9 (o calkowaniu obrazu). Jezeli:

1. istnieje L [f(t)] = F(s),

18



. t
2. istnieje granica lim &,
t—0t ¢

to
t {oe]
2|10 = ["zirwlas
N

Przyklad 1.12.
Wyznaczy¢ £ -transformatg funkcji:

sint e 'sint
a)f(f):TQ b) f(t) = P
Rozwiazanie:

a) Korzystajac bezposrednio z twierdzenia [1.9) oraz definicji catki niewtasciwe;
pierwszego rodzaju, otrzymujemy:

sint « . w1 i R
g[t]:l j[smt]ds—l s2+1d5—01613203, s2+1ds_

_ i a_T_ — arctg L
—Oltlglo[arctgs)]s =5 arctgs—arctgs.
b) Poniewaz na mocy twierdzenia[I.4] mamy:
1
£ e 'sint] = ————
[ sint] EESIEESE
wiec
Z ¢ 'sint —/wf[e_tsint]ds—/wlds—
N Ty (1241
ctim [ g T arctg(s+1)
_al_rgos (s+1)2+1 S—2 arctg(s .

1.4. Zwiazki mi¢dzy oryginalami a transformatami

Zwiazki migdzy oryginalami a transformatami, zwane tez twierdzeniami granicz-
nymi, pozwalaja na obliczanie wartosci granicznych oryginaléw i transformat. Mig-
dzy innymi z tego wzgledu sa czgsto wykorzystywane w praktyce inzynierskie;j.
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Twierdzenie 1.10. Jezeli:

1. funkcje fi f' sq oryginatami,

2. Z[f(0)]=F(s),
3. istnieje granica tgrél f(t)=f(0+),
to

lim sF(s)= lim f(z) = f(0+).

Res—oo t—0t

Twierdzenie 1.11. Jezeli:

1. funkcje f i f' sq oryginatami,
2. Zf0)] =F(s),

3. istnieje granica ZILm f@),

to
1i_1>1(1)sF( s) = lim f(z).

t—roo
Na podstawie twierdzenia[I.T0jmozna wyznaczy¢ wartosci poczatkowe oryginatu
f ijego pochodnych, tylko znajac jego transformate Laplace’a (czyli bez znajomosci
samego oryginatu f).
Przyklad 1.13.
Wiedzac, ze transformata Laplace’a oryginatu f(z) jest funkcja G(s) =
wyznaczyé wartosci poczatkowe f(0+) i f'(0+).

s(s—5)
s2—10s+41°

Rozwiazanie:

Poniewaz G(s) = 0= = _sG=3)

T T 5 7116 wigc na podstawie twierdzenia o przesu-
nle;cm zespolonym (twierdzenie 4) oryginatem odpowiadajacym funkcji F(s) =
m jest f(t) = e cosdt (patrz przyktad|1.8|a)). Korzystajac teraz z twierdze-
nia[I.10] otrzymu]emy

: s(s—35) .5
1 F(s)= lim ———— =11 4t=1= .
Reggoos (s) Relc%oo 52 —10s+41 l‘i%l ¢ e J0+)

Z twierdzenia[l.6| wiemy, ze .Z [f'(t)] = sF (s) — f(0+). Czyli

s(s—5) 55 —41
ZIf)) =" l=
7)) 52 —10s+41 52— 10s+41
Oznaczmy Gy (s) = Z[f'(t)] i przez gi(¢) oryginal, ktérego G| (s) jest transformata
Laplace’a. Teraz
T Gi(s)= lim 552 —4ls 5= g1 (04)
RelsIEoos a8 _Relsﬁoo 52— 10s +41 =81 ’
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a stad
f'(04) = g1(0+) =5.

O
Zadania
Zadanie 1.4.
Korzystajac z twierdzenia o liniowosci, wyznaczy¢ .Z-transformate funkcji:
a) f(t) = 1> — 5sindt 4 2¢™; b) f(t) = =3+ 2cos 5t +sinh 2¢;
c) f(t) =1(t —2) — cosh4r; d) f(t) =sin’t;
e) f(t) =cos’r; f) f(¢) = sin2t cos3t;
g) f(t) = sintsin 5t h) f(t) = cos4tcos2t;
i) f(¢) = sinh’z; j) f(t) = cosh*#;
k) f(t) = sinh2¢ cosh 5t; 1) f(r) = ¢* sinhr.

Wskazéwka: w podpunktach d) — h) nalezy zastosowac odpowiednie wzory trygo-
nometryczne lub wzory Eulera. W podpunktach i) — 1) nalezy wykorzysta¢ definicje
funkcji hiperbolicznych.

Zadanie 1.5.
Korzystajac z twierdzen o przesunigciu rzeczywistym lub zespolonym, wyznaczy¢
Z-transformate funkcji:

&) £(0) = (= D1 — 1) =3~ 21 —2); b) £(1) =21t — 1)

o -sn-Da-T) -l De-)
e) f(t) = e¥1(1=3); f) f(z) = sinh(2t = 3)1(t — 1);

g) f(t) = ¥ sin2r; h) f(r) = COS(l‘—%)l(t—%);
D) f(t)=te"1(r—1); D f(e)=(t —2)34_210—2);

K) f(1) = ( —4)*1(r — 3); 1) £(t) = sin <2t - g) 1 (z . g) :

m) f(t) = t?e *sin <2t 7;)10-%); n) f(t) =e ' cos <2t—§>1<t—g>.
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Zadanie 1.6.
Korzystajac z twierdzenia o transformacie funkcji okresowej, wyznaczy¢ .#-transformate
funkc;ji:

dl t < 1
a) f(r) = a nrsntl o 0123,
—1 dla n+l<t<n+2lubr<0’
by () = sint  dla 2nw <t <2(n+1)w n=0.1.2.3....
0 dla2(n+)r<t<(2n+2)wlubr <0’

Asinwt dla 0<t<Z
)= S N=f(t+2),A>0,0>0.
1) { 0 dui<r<Bupico JOTI0FT)

Odpowiedzi:
A s . 120 .
a) —Fetenb it EEt 9 S 2 d (241) (2+9) (2+25)”
3475 . 5 _ 1 . s _ s . s s .
©) ) D3 ~ ey @2 (1) ) b s T s
i) ) s*—16s>424 - K) . 542 1) 1
(s2— )( —9)7 s(s2=4)(s2-16)" ™ 2((s 2) 725) 2((s+2)*-25)" 7 (s-3)*—1"
—3;3 ~25 e*“(‘92+2s+2). ~7s/6 e’”“/6(\/§s+l) 3(s—2)
a)€ € ’b) $3 ;€ eY2+]’d) 2(2+1) )652 5
f) e Y+1) e =D et g (] o) 2 - h) e Tt/ A (g a) L e (T (542)
s2—4 2 -4 0 2(s2-4)  2(s? 4) §2—6s5+13” 285117 0! +1)?
25+2 e 7s/8
i), 6e1)4; ) ( ) )252+4 5
m) *”(”4)/4(96s+1607r+1047rs+40577:2+247r52+27rs3+507t2+1252+13s27t2+2s3ﬂ:2+1/8547r2+176).

(s2+85+20)°
e~ T(s+1)/8 (s+1)
n) 242545

e —1 e™ . Ae™/®
a) s(eS+1) b) (s2+1)(e7rs_1)’ C) (Sz+wz)(em/m_1)~
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1.5. Splot

Operacja splotu (mnozenia splotowego) funkcji jest pojeciem szeroko stosowanym
w praktyce. W zaleznoSci od analizowanego problemu mozna spotkaé splot jedno-
stronny (omawiany ponizej) i splot dwustronny (omawiany w rozdziale [3).

Definicja 1.5. Niech f i g bedq funkcjami okreslonymi i catkowalnymi na przedziale
[0,+c0). Splotem (jednostronnym) funkcji f i g, oznaczanym jako f * g, nazywamy
funkcje h : [0,+00) — R okreslong jako

/(:f(f)g(t _f)dr. (1.16)

Na podstawie powyzszej definicji splotu tatwo mozna wykazaé, ze jezeli tylko
funkcje f, g, h sa okreslone i catkowalne na przedziale [0, +o0), to splot jest operacja

1. przemienna, to znaczy f(t)*g(t) = g(t) = f(¢);

2. taczna, to znaczy (f(r)xg(t)) xh(t) = f(t) * (g(¢) xh(2));

3. rozdzielng wzgledem dodawania, to znaczy f(t) = (g(¢)) +h(z)) = f(r) x g(r) +
f(t) xh(t);

4. jezeli f i g sa oryginatami, to funkcja

Vf(t)g(t—1)dt dla >0,
ht) = £(0) +g(0) = {fOf Sy (L.17)
czyli splot funkcji bedacych oryginatami tez jest oryginatem.
Przyklad 1.14.
Wyznaczy¢ splot funkcji:
a) f(t)=1(t)ig(t) =¢; b) f(t) =sintl(¢) i g(t) = 1(¢) — 1(t — ®);

c) f(t) =t1ig(t) = cost.

Rozwiazanie:

a) Korzystajac z definicji oraz definicji catki niewtasciwej pierwszego rodzaju,
otrzymujemy:

t t
F(0) % glt) = /0 () Tdr = /0 et =[] _ = —1.
b) Poniewaz funkcje f i g sa oryginatami, wigc na mocy (1.17), korzystajac z defi-
nicji funkcji Heaviside’a, otrzymujemy:
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t

sint[1(t) —1(t—m)]dt =

~
—
~
N
*
oQ
—
-~
N—
Il
C\

fosintdt dla 0<t<m,

=< [osintdt+ [j "sintdt  dla t>,
0 dla t<O0.
Zatem
, 1—cost dla O<rt<m,
ft)xg(t) = / sint[1(7) —1(t—7)|dt = 2 dla t>T,
0

0 dla t<O0.

c¢) Korzystajac definicji [I.5] oraz ze wzoru na catkowanie przez czesci, otrzymu-
jemy:

f(t)xg(t) = /Ot Tcos(t —T)dT = [—Tsin(f — T) +cos(t — T)];_o = 1 — cost.

O

Z powyzszych przyktadéw, jak réwniez z definicji funkcji Heaviside’a, wynika,
ze jezeli tylko funkcja f jest okreslona i catkowalna na przedziale [0, +o0), to

10«0 = [ ryae

Twierdzenie 1.12 (twierdzenie Borela). Jezeli funkcje f i g sq oryginatami, to ist-
nieje transformata Laplace’a ich splotu, przy czym

ZL[f(t)xe)] =2 f)]-ZL[g()].

Przyklad 1.15.
Korzystajac z twierdzenia Borela, wyznaczy¢ transformatg Laplace’a:
a) splotu funkcji f(t) = e~'sint i g(t) = t%;

t

b) () = / 2sin’(t — 1)d.
0

Rozwiazanie:

a) Na mocy twierdzenia Borela mamy:

Lf(t)xg(t)] =L [(e 'sint) x1*] = L [e 'sint] -.Z [¢*].

. . . . . . —f _ 1 _
Poniewaz z twierdzenia wynika, ze £ [e” ' sint] = Gr)TT — g @

wzoréw podstawowych (tabela , ze £ [1*] = S%, wigc
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_t 2
f[(e tSlnt)*t2] :m

b) Najpierw zauwazmy, ze z definicji[I.5]splotu funkcji wynika, ze
h(ﬂ::Létfzﬁan——f)dr::tz*mnzh
Zatem z twierdzenia Borela otrzymujemy:
L) =2 [ / " 2sin(r — 1) dr] _ @[ wsin’d] = 2[12] - [sin®4].

Poniewaz . [1?] = % oraz . [sin’t] = ﬁ (patrz przyktad|1.5|b), wigc

4

ZL[h() = T Ea)

1.6. Uwagi o pseudofunkcji -Diraca

Ze wzgledu zaréwno na ciekawe wlasnosSci, jak i na zastosowania (szczeg6lnie
w elektronice, fizyce kwantowej, mechanice, ale nie tylko), méwiac o transforma-
cie Laplace’a, nie mozna nie wspomnie¢ o pseudofunkcji 8-Diraca (delta Diraca).
Tutaj skupimy si¢ tylko na jej intuicyjnym pojeciu i podstawowych wtasno$ciach,
wigcej szczegdtéw mozna znaleZ¢ na przykiad w [12} 22].

Pseudofunkcje 0-Diraca mozna okresli¢ w nastgpujacy sposéb:

~+oco
sy={ O &y 1#0 / §(t)dt = 1. (1.18)
+°°7 gdy t:O -

Pseudofunkcja §-Diraca jest modelem nieskoficzenie waskiego impulsu wyste-
pujacego w chwili + = 0 o nieskoriczenie duzej amplitudzie i polu jednostkowym.
Moze to by¢ na przyktad bardzo krétki impuls przenoszacy jednostkowy tadunek
elektryczny.

Bezposrednio z (I.18)) wynika, ze

1. 8(—1)=8(t);
zamg:éam;
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/«3( )dT = k;

t)5(t—to) fto)o(r —19);
t)*0(t) = f(¢) dla dowolnej funkcji ciaglej f.

3.
4.
5
Z definicji funkcji Heaviside’a oraz z okreslenia pseudofunkcji -Diraca wynika

%1@) =5(t) oraz /_; d(r)dT=1().

Ponadto

1 z[s( ) =1;

—19)] = 0 dlato >0;

3. ¢ [ / 5(7)d ]
Twierdzenie 1.13 (o filtrowaniu). Jezeli f(t) jest funkcjq ciagta w zbiorze R, to dla
kazdego ty € R zachodzi
o0

f()o(t—1y)dt = f(10).

Zadania

Zadanie 1.7.
Wyznaczy¢ splot funkcji:

2 £(0) =1(t) i g(t) = 1(r); b) f(t)z\}iig(t)Z\;Z; O F) =11 g(t) = 8(0).

Zadanie 1.8.
Na podstawie twierdzenie Borela wyznaczy¢ transformate Laplace’a splotu funkcji:

a) f(1) =1(t—1), g(t) = 8(t+1), h(t) =€ ;
b) f(t) =e ¥, g(t) =141, h(t) = —1%;

o) f(t)y=e", g(t) =1, h(t) = e '1?;

d) f(r) = e 'sint, g(t) =tre .
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Odpowiedzi:

[L.7]a) #; b) w; ¢) 1.

1 1 . 2. 2 . 1
a) es2g° b) T 560 <) s2(s+1)%° d) (s24+25+2)(s+3)2"

1.7. Odwrotna transformata Laplace’a

W wielu zagadnieniach praktycznych, zwlaszcza zwiazanych z koniecznoscia roz-
wigzywania rownan rézniczkowych, istnieje potrzeba wyznaczenia oryginatu na
podstawie znajomosci jego transformaty Laplace’a F(s) = £ [f(¢)]. Mamy wtedy do
czynienia z zagadnieniem odwrotnym do problemu rozwazanego dotychczas, czyli
z koniecznoS$cia rozwigzania rownania

tzn. rOwnania

/wa(t)e*“ di = F(s), (1.19)

gdzie s € C. Funkcje f zmiennej rzeczywistej ¢, dla ktdrej istnieje rozwiazanie réw-
nania (T.19)), nazywamy odwrotng transformata Laplace’a (£~ !-transformatg).
Przyjmujemy oznaczenie

L7 (s)] = £(0). (1.20)

Najczesciej do wyznaczenia .~ !-transformaty mozna wykorzystaé metody, ktére
przedstawimy w nastgpnym podrozdziale. Niektore z tych metod wykorzystuja poje-
cia z zakresu analizy zespolonej, takie jak: funkcja holomorficzna, bieguny funkcji,
residuum. Odpowiednie wyjasnienia dotyczace tych pojeé zamieszczamy w Dodatku
na koricu skryptu.

Zauwazmy, ze z twierdzen (I.1)), (1.3), (1.4) wynikaja nastgpujace wiasnosci.

Jezeli f i g sa oryginatami, Z[f(r)] = F(s), ZL[g(t)] = G(s), a i b sa dowolnymi
statymi, to:

LV aF (s) 4+ bG(s)] = a L [F(s)] + b2 G(s)], (1.21)
L e “F(s)] = f(t —a)l(t —a), (1.22)
L F(s+a)=e “F(s). (1.23)
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1.7.1. Metody wyznaczania transformaty odwrotnej

A. Rozklad na ulamki proste

Jezeli obraz funkcji f jest funkcja wymierng wtasciwa, tzn.

P(s)
L) =F(s) = 5=,
Q(s)
gdzie P i Q sa wielomianami zmiennej s, przy czym stopieil P jest mniejszy od stop-
nia Q, to mozemy przedstawié funkcje¢ F jako sume utamkdéw prostych. Ze wzoréw
zamieszczonych w tabeli B.1]i ze wzoru (I.2T) wynika spos6b wyznaczania trans-
formaty odwrotnej w takim przypadku.

Przyklad 1.16.
Wyznaczy¢ odwrotng transformatg Laplace’a funkcji:

S55—17 1 252 —s+11
a)F(s)_m, b)F(s)—m, C)F(S)—m,
B+2 o
d)F(S):m, e)F(S)— (s2+4)2'
Rozwiazanie:

a) Rozktadamy funkcje F na utamki proste:

Fls) S5s—17 2 . 3
s) = = .
(s=3)(s+1) s—3 s+1

Stad

—1 o -1 1 -1 1 __n 3t —t
LF(s)]=2% {3 3% oY =2e" +3e .

b) Po rozkladzie funkcji ' na utamki proste otrzymujemy:

Fis) = I 22 2
VT s 43)3(s+1) 2543 (25432 (2543)° s+l
zatem
1 1 1 1 1
-1 | 7 N R R o B R
A [s—|—3/2] 27 [(s+3/2)2] e [(s+3/2)3] *
1 3 1 _3 1 3
—1 =5t T —5t .2 —s5t —t
+Z [s—l—l} =—¢ 2 Zte 2 8t e 2 et
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¢) Otrzymujemy:

25> —s+11 2

1

Fls)= (s—1)(s2+5) -

czyli

2 VF(s)] = 2.2 Li J _ g [s2+5

N —ﬁ,z*l
s—1 5

V5
245

s—1 5245’

1 j—

5
=2 — \5[ sin /5.

d) Mamy w tym przypadku do czynienia z utamkiem prostym drugiego rodzaju.
Przedstawiamy tréjmian kwadratowy w mianowniku funkcji F w postaci kano-

nicznej, zatem:

3542 3(s+1)

1 3

F(s)

Korzystajac ze wzoru (1.23), obliczamy:

s+1

1
L7 NF(s)] =321 [(s—|—1)2—|—9] -3

_ | R
=e ’cos3t—§e !sin3t.

T 2+25+10  (s+1)2+9

3(s+1)2+9

orirrs)

e) Dotychczas rozktad funkcji wymiernej przeprowadzaliSmy w dziedzinie rzeczy-
wistej. Teraz dokonamy rozktadu funkcji F' w dziedzinie zespolonej, co wpraw-
dzie jest bardziej pracochtonne, ale pozwala na wyznaczenie transformaty od-
wrotnej w tatwy sposéb w przypadku, gdy w mianowniku funkcji F wyste-
puje nierozktadalny w dziedzinie rzeczywistej tréjmian kwadratowy. Poniewaz

s +4 = (s+2j)(s—2j), zatem
1 i 11

Fs)=—5—5=2r———— ————5 —

(s>+4)?

Otrzymujemy wigc:

_ j o 1
ZFW) =52 I[Hz,}‘m
VAT I
32 s—2j| 16
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J (e—th _ ert) _ i (te_zj’ _Hert) —

32 16

1 ert _ eijt 1 ert _’_eijt
= — — =1

16 2j )

Ostatecznie ze wzorow Eulera:

1 1
Z7F(s)) = EsinZt - gtcos2t.

B. Twierdzenie Heaviside’a o rozkladzie

W szczegdlnym przypadku mozna przy wyznaczaniu transformaty odwrotnej sko-
rzystaé z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie 1.14 (Heaviside’a o rozkladzie). Jezeli jednoczesnie:

1. F jest funkcjq wymierng wiasciwg, tzn. F(s) = %, gdzie P i Q sq wielomianami
zmiennej zespolonej, przy czym stopien wielomianu P jest mniejszy od stopnia Q,
F ma tylko bieguny jednokmmeﬂ Sly-evySny

3. wielomiany P i Q sq nieskracalne,

N

to
_ P(st)
L7YF(s)] = e
[F(s)] EQ%U
Przyklad 1.17.
Wyznaczy¢ odwrotna transformatg Laplace’a funkcji:
Ss—17 s> +2s—3 s> —4
F(s)=————; b)F(s)= ——5——; F(s)= ;
a) (S) (S_3)(S+1) ) (S) (s_l)Q(S_z) C) (s) s3_
s
DF(s)=—5—5—=.
VE) = o Tay
Rozwiazanie:

a) Zauwazmy, ze funkcja F ma identyczng postaé, jak w przyktadzie a). Spet-
nione sa zatozenia twierdzenia Heaviside’a. Poniewaz Q(s) = s> — 25 — 3, wiec
Q'(s) = 2s — 2. Pierwiastki mianownika to s; = —1 i s = 3, zatem

P(s;) =P(—1)=—12 oraz P(sy) =P(3) =8,

¥ Patrz Dodatek.
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Q'(s1)=0Q(-1)=—4 oraz Q's2) =0Q(3) =4,

a stad

-1 _ P(s1) st P(s2) 52 — s
ZLF(s)] = Q/(s1)e +Q’(S2) 3¢ +2

b) Mianownik funkcji F ma dwukrotny pierwiastek s; = 1, ale jest to jednoczesnie
pierwiastek licznika, zatem po skréceniu przez s — 1 otrzymamy:

s+3
(s—Ds—2)
Teraz mozemy juz zastosowac twierdzenie Heaviside’a. Przyjmiemy oznaczenia
P(s)=s+3i0Q(s) = (s—1)(s —2) = s> — 35+ 2. Wtedy oczywiscie Q'(s) =
25 — 3, zatem

F(s)=

P(s;)=P(1)=4 oraz P(sy) =P(2) =
Q'(s1)=0'(1)=-1 oraz Q(s2)=0(3 )
Stad
g—l[F(S)] _ P(sl) Pl P(S2> 52— 4! +5€21

Q'(s1) 0'(s2)°
¢) Mamy P(s) =s*—4,0Q(s) =s(s—1)(s+1) = s> —s, Q'(s) = 3s* — 1. Pierwiastki
mianownika to 51 = —1,50 = 0,53 = 1, wigc
P(s1) = P(s3) =P(£1) = -3 oraz P(sy) = P(0) = —
Q(s1)=0\(s3) =0Q'(£1) =2 oraz Q'(s)=0(0)=—

Otrzymujemy:

P(s1) st P(s2) sot
05 Tom°¢ Tom°¢ T2 >

d) W tym przypadku mianownik ma wytacznie jednokrotne pierwiastki zespolone
s1=—j,82=J,83==2jis4=2j.b0 Q(s) = (s+j)(s = j) (s +2))(s = 2)).
Poniewaz P(s) = s, Q(s) = (s*> + 1)(s? +4) = s* + 552 + 4, Q'(s) = 45> + 10s,
wiec:

P(s2) es2t__§e—t+4_§et'

Z7F(9)] =

0'(s1) = Q'(—j) = —6J, 0'(s2) = 0'(j) = 6/,
Q'(s3) = Q'(-2j) = 12, Q'(s4) = 0'(2)) = —12j.
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Stad

P(sy) pr lefjt_}_lejt_leijt_lert.

k=1 Q’(Sk) 6 6 6 6

Ze wzoru Eulera ! .
L7UF(s)] = 3 08T — gCOSZZ‘.

C. Zastosowanie twierdzenia Borela o splocie

Jezeli funkcja F moze by¢ przedstawiona jako iloczyn pewnych funkcji G 1 H,
tzn. F(s) = G(s)H(s), przy czym potrafimy wyznaczyé .2~ '[G(s)] i L~ [H(s)],
to do wyznaczenia odwrotnej transformaty Laplace’a funkcji F mozemy zastosowaé
twierdzenie Borela[I.12] z ktérego wynika, ze

L7 F(s)] =27 [Gs)H(s)] = 27 [G(s)] =27 [H(s)]. (1.24)
Przyklad 1.18.
Wyznaczy¢ odwrotna transformatg Laplace’a funkcji:
1 25+3 5
a)F(s)_m, b)F(S)—m, C)F(S)—m.
Rozwiazanie:

1
s+5°

2 =2 [S—il-S's—il-S} =" Lis] L Lis} -

t t
o et :/ o 5T,5(-) g1 :/ T
0 0

t
= eiSI/ dt =te ™.
0

W tym przyktadzie mozna tez skorzysta¢ bezposrednio z odpowiedniego wzoru
w tabeli
b) Przyjmiemy G(s)

a) Mozemy przyja¢ G(s) = H(s) = zatem

_ 2543
5243

iH(s)= ﬁ Poniewaz
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wiec

Z7YG(s)] = 2cos V3t +V/3sinV/3t,

zatem
LF(s)] = [2cos V3t +1/3sin \/ﬂ sel =
= /Ote’T [ZCOS\@‘H- \@sin\@‘c} dt =
:e’/ole_f [Zcosx/gr+\f3sin\/§r} dt =
= |:2/Ot€TCOS\/§TdT+ \/g/otersin\@%’df} )

Calkujac dwukrotnie przez czgsci, otrzymujemy:

/Ze_fcos V3tdt = 1 {e‘r (—cos V3T + \/gsin\/grﬂt =
0 4 0
= i (e*t (—cos \/gt—l—\f?)sin\@t) + 1)
oraz
/Ol e Tsinv3tdt = % [e_f <—\/§cos V3T —sin ﬂr)}; =
= % (e*’ (—\Ecosﬂt— sin\@z‘) +\f3) )
Stad

Z7F(s)) = % (—5c0sxﬁt+\@sin\ﬁt+5e’> .

) Wezmy G(s) = ' i H(s) = 5% Mamy:

L VF(s)] = 2! inl] 7! [SZLJ _

!
= COST*COS2t = / cosTcos2(t —7)dr.
0

Ze wzoru trygonometrycznego cos . cos § = 3 [cos(at + f8) + cos(a — B)] otrzy-
mamy:

2R (s)] = ;/Ot(cos(Zt — 7+ cos(3t—21))dT =

1 1 2 1
= [—Zsin(2t —-7)+ 6sin(3r—2t)]0 = gsin2t - gsint. O
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D. Zastosowanie twierdzenia Cauchy’ego o residuach

Z twierdzenia Cauchy’ego o residuach [10, [22]] wynika og6lniejszy sposdb wyzna-
czania odwrotnej transformaty Laplace’a. Odpowiednie twierdzenie ma w tym przy-
padku postac:

Twierdzenie 1.15. JeZeli funkcja F jest holomorﬁczncﬁ na catej ptaszczyinie zespo-
lonej z wyjatkiem punktow sy,...,s,, ktore sq biegunaml@ tej funkcji, to oryginat f
funkcji F dany jest wzorem

fl)= zn: res [F(s)e”] dla t>0, (1.25)
k=1°""%

S§=
gdzie res G(s) jest residuun® funkcji G(s) = F(s)e".
S=Sg

Uwaga 1.2.
1. Jezeli sy jest bieguner’d§ jednokrotnym funkcji G, to

res G(s) = lim [(s —sx)G(s)] .

S=S8) S—Sk
2. Jezeli s jest biegunerﬂg p-krotnym funkcji G, to

1 dr! »
125,00 = ooy 5 gt L8~ s G WL

3. Jezeli F jest funkcja wymierng wlasciwa o wspodtczynnikach rzeczywistych i sy
jest jej biegunem, to s jest takze jej biegunem. Ponadto

res [F(s)e"] _|_Sr:e% [F(s)e"] =2Re Lr_essk [F(s)est]} :

W zastosowaniach praktycznych czesto funkcja F spetnia zatozenia ostatniego
punktu powyzszej uwagi. Wéwczas ostatni wzoér pozwala na uproszczenie rachun-
kéw.

Przyklad 1.19.
Wyznaczy¢ odwrotna transformatg Laplace’a funkcji:

=T B 52 ) o 3s+2
VOSSO e 2T e
5
§

§ Patrz Dodatek.
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Rozwiazanie:

Odwrotna transformata Laplace’a z punktu a) zostala juz obliczona na podstawie
twierdzenia Heaviside’a, transformata z punktu b) — przy wykorzystaniu twierdzenia
Borela, a transformata z punktu ¢) — za pomoca rozktadu funkcji F na utamki proste.
Wyznaczymy je ponownie, stosujac twierdzenie Cauchy’ego. Dzigki temu bedziemy
mogli porownac efektywnos$¢ poszczegdlnych metod.

a) Funkcja F ma dwa bieguny jednokrotne s; = —11 s, = 3, zatem

2] = res [F(s)e"] +res [F(s)e"] =

S=—

= Sgrzll [(s+1)F(s)e”] + ig% [(s—=3)F(s)e"] =

55—7 Ss—7
= lim |22 e | him | 2L | =
ss—1| §=3 s—3 | s+1

=3¢l 426

b) Funkcja F ma bieguny jednokrotne wzajemnie sprz¢zone s| = —j,sp = j oraz
§3=—2j,54 =2j, wigc

Z7F(s)] =2Re [rgs_ [F(s)e”ﬂ +2Re [res. [F(s)es’]} :

s=j s=2]
Poniewaz
t t s> t
res |[F(s)e” | =lim(s — j)F(s)e” =lim —————¢" =
s:j[ ( ) ] s—>j( j) ( ) s—>j(s—|—j)(52—|—4)
1 . ' 1 ]
= —6—jef’ = é(cost—l—jsint) =-z sinz + écost
oraz
st st s? st
F =i —2j)F =lim —————¢" =
foy (PO = fim 6 =2)F e = iyt G
4 5. j 1 j
= ﬁjezﬂ = —é(0052t+jsin2t) = gsin2t— %cos2t,
zatem | 5
L7NF(s)] = ~3 sinz + gsin2t.
¢) Funkcja F ma bieguny jednokrotne wzajemnie sprzgzone s; = —1—3j1i 55 =
—1+3j, wigc

2] =2Re | ey [F(0)e"]].
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Poniewaz

3s+2
F(s)e'| = i 1-3j)F(s)e” = 1 " =
gy O] = i (s =3P = i T
—1+4+9j ; 3 1
= g;]e(Hz’/)t = (2 + 6j> e '(cos3t + jsin3t) =
3 1 1 3
= (2 cos3t — 3 sin3t> e ' +j (6 cos 3t + 3 sin3t> e,
zatem .
L7UF(s)] = <3cos3t ~3 sin3t> e’
d) Funkcja F ma bieguny trzykrotne wzajemnie sprz¢zone s; = —j i 5o = j, wigc
Z7YF(s)] =2Re [res_ [F(s)e”]} :
s=j
Poniewaz

2s—jds? | (s+j

lim d —3s n st +5s\
= — _— e =
2s5=jds [\ (s+ )%  (s+j)3

11, [( 12s° 657t +30s* 2s5t2+10s4t+20s3> St}

1. d° 1. a2 s
st . ) st T 1; st __
res [F(s)e"] = 2!221} 12 [(s—j)’F(s)e"] = = lim [( )3e ] =
1

(s+7)°  (s+)* (s+j)?

I U
= (14+-jr—=r*)e =
2<+8J 8 >e

—1 l—lt2 cost—ztsint—i—‘ ztcost—F l—lt2 sint
) 8 8 v 8 ’

LF(s)] = (1 - ét2> cost — %t sinz.

= —11
2 5]

zatem
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Zadania

Zadanie 1.9.
Stosujac rozktad na utamki proste, wyznaczy¢ odwrotng transformate Laplace’a
funkcji:

s—10 Ts—2 3s
a)F(S)Zm; b)F(S)Zmé C)F(S):m;
s B 1 552 —3s+2
d) F(s) = Grap e) F(s) = S213) f) F(s) = GO+
2 3 2_
O F() = 3T = O ey = 2

(s+2)2(s—3)° (s2+1)(s2+4)’ (s+1)2(s—3)%
Zadanie 1.10.
Stosujac twierdzenie Heaviside’a o rozktadzie, wyznaczy¢ odwrotng transformate

Laplace’a funkcji:

3542 2545 e
a)F(s):m, b)F(s)—m, C)F(S)—m,
+1 -3
d)F(S):S;—i-W; e)F(S):s(j2+1); f)F(s):s48_1.

Zadanie 1.11.
Stosujac twierdzenie Borela o splocie, wyznaczy¢ odwrotng transformate Laplace’a
funkc;ji:

1

a)F(s):m; b)F(S):m§ C)F(S):m;
s+1 52 1
d)F(s):s(sZ:M; DFO = VPO Ernere)

Zadanie 1.12.
Stosujac twierdzenie Cauchy’ego o residuach, wyznaczy¢ odwrotng transformate
Laplace’a funkcji:

2s—1 1 Ry

w6y YT V=G

a) F(s) =
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2 2
2 3
s ) &) F(s) = O

d) F(s) =

(27 (F+ D7
1 ) . s
g)F(S):m’ h)F(S):ma I)F(S)—S47_
Odpowiedzi:

[L92) 2% — ¥1b) 3e~ +de¥0) 3712 — Jre /2 d) re ¥ — 242
e)é ICOS\[Z‘ f) Se™! —3sint; g) e —te 2, h) cost +2sint — sin2s;
1)—326 "+ 35263t—ﬁl‘€ t+%te3’.

[L10]a) e + e b) 11e” 9¢¥;¢)3e¥ —e'+1rd) —Le ¥+l L
e)SCost—l—smt 3 f)1 4 —%cost.

a)e" e 3 b) 1e’ % —4r. c) 1eZt écosft—l—ﬂsin\ft;

d) i—ée (cost—smt) e) 251nt+ ltcost; ) 8smt 24 sin3t.

- ) 3 2t+1771675t; b) %et o %efZI; C) e’—l—te’; d) e*Zl —42‘67224—21‘26721‘,
e)zsmt—jtcost f)e"+1t3 ;tz—i-t ;g e —t—1;
h) — ' e '+ 1 cos2t+ sin2z; 1) 4 le 14 ’—l—%cost.

1.8. Operatorowa metoda rozwiazywania réwnan rézniczkowych

Ojciec dziatu, ktéry dzi§ nazywamy rachunkiem operatorowym, inzynier brytyj-
ski Olivier Heaviside, autor pierwotnej postaci transformaty Laplace’a, stworzyt ja
jako narzedzie do rozwiazywania pewnych typéw réwnan rézniczkowych opisuja-
cych przeptyw pradu w obwodach elektrycznych [13]]. Do dzi$ jednym z wazniej-
szych zastosowan transformaty Laplace’a jest rozwiazywanie réwnai rézniczko-
wych, czyli tak zwana operatorowa metoda rozwiqzywania réwnarn rozniczkowych

(lub rézniczkowo-catkowych).

Idea tej metody jest prosta i opiera si¢ na trzech krokach (patrz schemat|[I.8§):
Krok I.  dane réwnanie rézniczkowe przy zadanych warunkach poczatkowych
w zerze przeksztalcamy za pomocg transformaty Laplace’a do réw-

nania algebraicznego;
Krok II.  rozwiazujemy rownanie algebraiczne;

Krok III. za pomoca odwrotnej transformaty Laplace’a wyznaczamy szukane

rozwiazanie pierwotnego problemu.
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Roéwnanie rézniczkowe lub
rézniczkowo-catkowe

/- transformata
Z[x(t)]=X(s)

Réwnanie algebraiczne

Obraz
X(s)

/- transformata
x(0)=27""[X(s)]

Rozwigzanie

Rysunek 1.8: Schemat operatorowej metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych

Nalezy przy tym pamigtaé, ze chociaz sama metoda operatorowa rozwigzywania
réwnan rézniczkowych jest prostsza niz metody klasyczne, to:

1. rozwiazanie, ktére otrzymujemy, jest oryginalem, a zatem dla ¢t < 0 jest tozsa-
moSciowo rOwne zero;

2. metodg operatorowa mozemy stosowac tylko dla réwnan rézniczkowych przy
zadanych warunkach poczatkowych w zerze;

3. metod¢ operatorowa mozemy stosowa¢ do rozwigzywania réwnan i uktadow
réwnan r6zniczkowych liniowych o statych wspétczynnikach oraz do wybranych
typow réwnan rézniczkowo-catkowych (tzw. réwnania Volterry).

Przyktad 1.20.
Metoda operatorowa rozwigza¢ podane réwnanie rézniczkowe:

a) x" (1) 4 5x/(t) + 6x(r) = € przy zerowych warunkach poczatkowych;
b) ¥ () +5¢ (1) + 6x(t) = ¥, x(0) = 1, ¥/ (0) = 1;
¢) X" (¢) +x(t) = f(t) przy zerowych warunkach poczatkowych,
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0 dla t <0,
gdzie f(7) 1 dla 0<r<2,
dla t>2;

d) x”(t) +4x(t) = 8(t) przy zerowych warunkach poczatkowych;

[98]

e) x"(t) +4x(t) = 8(t — 1) przy zerowych warunkach poczatkowych.

Rozwiazanie:
a) W celu rozwigzania danego réwnania stosujemy podany powyzej algorytm:

Krok I. Niech .Z[x(¢)] = X (s). Pamigtajac, ze na podstawie twierdzenia
przy zadanych zerowych warunkach poczatkowych, tzn. przy x(0) =
0, ¥'(0) = 0, mamy .Z[x"(t)] = s*X (s) i .Z[¥(t)] = sX (s). Réwnanie

K1) +5x (1) + 6x(t) = ¥, x(0) =0, ¥(0) =0

przeksztalcamy za pomocg transformaty Laplace’a do réwnania

X (s) + 55X (s) +6X(s) = (1.26)

s—3"
Jak tatwo zauwazy¢, réwnanie (I.26) jest réwnaniem algebraicznym.

Krok II. Rozwiazujemy réwnanie algebraiczne (I.26), wyznaczajac z niego
X () (czyli réwnanie obrazu):

1 1

X = @10 6361612

(1.27)

Krok III. Korzystajac z twierdzenia Heaviside’a o rozktadzie (twierdzenie[I.14),
otrzymujemy:
() = LK (s)] = =¥ 4 Lo ¥ _ Lo
30 6 5

b) Jak latwo zauwazy¢, przyklady a) i b) r6znig si¢ tylko warunkami poczatko-
wymi. Poniewaz rozwiazujac dane réwnanie, wykonujemy takie same kroki jak
poprzednio, nie bedziemy ich wyszczegélniac. Podobnie jak poprzednio, niech
Zx(t)] = X(s). Przy zadanych warunkach poczatkowych, tzn. przy x(0) =
1, ¥(0) = 1, mamy Z[x"(t)] = s*°X(s) —s — 1 i Z[¥(t)] = sX(s) — 1. Zatem
réwnanie

X(t) +5x (1) +6x(t) = €, x(0) =0,x'(0) =1

przeksztalcamy za pomoca transformaty Laplace’a do rownania

1
s—3’

s2X(s) —s — 1 +5sX(s) —5+6X(s) = (1.28)
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d)

a stad
s> +3s—17

(s=3)(s+3)(s+2)
Korzystajac z twierdzenia Heaviside’a o rozktadzie (twierdzenie[I.14), otrzymu-
jemy:

X(s) =

_1 3t 17 —3t 19 —2t
—30e 66 +Se .

Dana funkcj¢ f za pomoca funkcji Heaviside’a mozna przedstawi¢ w postaci

£(1) =1(r) +21(t —2).

x(1) = 271X (s)]

Poniewaz L 2
LN +21(—-2)] = -+ e >,
s s
wigc przeksztalcajac za pomoca transformaty Laplace’a réwnanie x” (r) +x(t) =
f(t) przy zadanych zerowych warunkach poczatkowych, otrzymujemy:

1 2 5
S X(s)+X(s5) = ~+ =e %,
s s

a stad
1 1 —2s

= 2
s(s2+1) * s(s?+ l)e

Z rozktadu na utamki proste otrzymujemy m = % -2

X(s)

Zatem

1 1 o
& |:S(S2+1) =1—cost

oraz na podstawie twierdzenia o przesunigciu w argumencie oryginatu (twier-

dzenie[1.3])

! [ ! )e%] = [1—cos(t —2)]1(r —2).

s(s2+1
Zatem szukanym rozwiazaniem danego rownania jest
x(t) = L7 VX(s)] = 1 —cost +2[1 —cos(r — 2)]1(t — 2).

Rozwigzanie réwnania x” (t) +4x(t) = 6 (¢) przy zerowych warunkach poczatko-
wych otrzymujemy bardzo prosto. Mianowicie, nalezy zauwazy¢, ze jezeli obie
jego strony przeksztatlcimy za pomoca transformaty Laplace’a, to przy danych
warunkach poczatkowych otrzymamy réwnanie algebraiczne postaci:
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s2X(s)+4X(s) =1,

a stad
1
o244

X(s)

Zatem

1 1
x(t) =27 [s2+4} = EsinZt.

e) Réwnanie x” (1) +4x(t) = (¢t — 1) przy zerowych warunkach poczatkowych na
pierwszy rzut oka jest podobne do réwnania z przyktadu d). Podobnie jak po-
przednio, przy danych warunkach poczatkowych, obie jego strony przeksztal-
camy za pomoca transformaty Laplace’a i otrzymujemy:

s2X (s) +4X(s) = e ",

a stad

e—S
2447
Teraz, korzystajac z whasnosci (1.22)), otrzymujemy:

X(s)

x(t)=2"" [sze:4] = %sin2(t —D1(t—1).

Przyktad 1.21. [1]

Rozwazmy uklad mechaniczny sktadajacy si¢ z prostokatnego bloczka o masie m
i sprezyny o sprezystosci k, ktére sa przymocowane do sztywnej belki tak jak na
rysunku([1.9] Na ten uktad dziata sita wymuszajaca f = f(¢). Wsp6tczynnik ttumienia
wynosi b. Wyznaczy¢ wychylenie uktadu z potozenia réwnowagi.

Y

m

()

Rysunek 1.9: Uktad mechaniczny: bloczek zawieszony na sprezynie
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Rozwiazanie:
Oznaczmy przez x(t) wychylenie bloczka z potozenia réwnowagi w chwili ¢. Zgod-
nie z pierwszym prawem Newtona wypadkowa sita F, (t) dziatajaca na bloczek moze
by¢ zapisana jako

Fo(t) = md(t),

gdzie a(t) = x"(r) jest przyspieszeniem ukladu.

Poniewaz sﬁa F, jest wypadkowa sity Fi,z jaka dziata sprezyna na bloczek, sity
tlumienia Fj i sity wymuszajacej f to korzystajac z drugiego prawa Newtona, otrzy-
mujemy réwnanie opisujace ruch uktadu:

Fu(t) = Fult) + Fy (1) + f (1)
Sita Fj jest wprost proporcjonalna do wychylenia bloczka z potozenia réwnowagi,
czyli
Fult) = k&),
a sita F, jest wprost proporcjonalna do predkosci v, z jaka porusza si¢ bloczek, zatem
Fy(t) = bv(r) = bX'(1).

Poniewaz wszystkie sity dziatajace na bloczek maja ten sam kierunek, ale zwrot wek-
toréw Fy i F, jest przeciwny do pozostatych, mozemy zapisa nastgpujace réwnanie
skalarne:

Fo(t) = =F (1) = Fp (1) + £ (2).
Stad wynika bezposrednio ponizsze réwnanie rézniczkowe opisujace ruch uktadu:
X (t) + bx' () + kx(t) = f(t).
Zatézmy, ze w chwili ¢ = 0 sg spetnione ponizsze warunki poczatkowe:
x(0) = x0, x'(0) = vo.

Wyznaczajac transformatg Laplace’a obu stron powyzszego réwnania rézniczko-
wego z uwzglednieniem warunkéw poczatkowych, otrzymujemy:

ms*X (s) — msxo — mvo + bsX (s) — bxo + kX (s) = F(s). (1.29)
Przyjmujemy oznaczenia: p = %, q = ;- Wowczas z (1.29) otrzymujemy:

s+2p 1 F(s) 1
5 X0+ 5 Vo 5 —.
s 42ps+q s +2ps+q s 42ps+qm

X(s) = (1.30)

Aby wyznaczy¢ na podstawie powyzszego réwnania postaé funkcji x opisujace;j
ruch uktadu w zaleznos$ci od czasu, musimy przyjac¢ konkretng postaé sity wymusza-
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jacej taki ruch. W dalszym ciagu bedziemy zaktadaé, ze ukiad jest poddany dziataniu
sily o statej wartoSci, tzn.

f(t) = fol(r)

dla pewnego fp € R.

W zaleznosci od znaku wyréznika A = 4(p? — ¢) tréjmianu kwadratowego s +
2ps + g odwrotng transformate Laplace’a poszczegdlnych sktadowych réwnania
(T.30) bedziemy obliczaé, korzystajac z réznych wzoréw. W szczegdlnosci, jezeli
A < 0, mamy do czynienia z uktadem drgajacym. Wowczas

2
s?+2ps—+q= (s+p)2+ (\/q—pz) = (s—i—p)2+a)2,

gdzie @ = \/q— p?. Wéwczas

s+2p n 1 n 1 fo
Xi VY —.
(s+p)2+0 " (s+p)2+0? " s[(s+p2+am

X(s) =

Biorac pod uwage, ze

1 B 1 1 s+2p
sls+p)?+@?]  pPHe? s (s+p)?+o?
oraz
1 i —e Pcoswr + Ee”” sin o,
(s+p)*+ 0 @
7 ) iefp’ sin wt,
(s+p)P+0’] o
otrzymujemy:

1
x(t) =271 X(s)] = (e”” cos ot + gefp’ sin a)t> X0+ <wep’ sin wt) vo+

Jo

+ (1 —e P cos ot + P =t gin cot) —
0] m(p? + @?)

Czyli wychylenie z potozenia rownowagi uktadu przedstawionego na rysunku [1.9]
mozna opisaé wzorem:

_ fo PXo +vo p fo ..
x(t):e pr |:<X()—’/n(p2_+_a)2) Ccos Wt + o +0)(p2—|—(1)2)% sin ot | +
fo
+m(p2+a)2)'
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Zadania

Zadanie 1.13.
Metoda operatorowa rozwiaza¢ podane réwnania rézniczkowe:

a) x'(t) +x(t) = 3sin2¢, x(0) = 1;

b) x”(t) +2x'(t) +x(t) = sin3¢, x(0) = 0, x'(0) = 1;
) x' (t)—i—2x (t) +x(t) = sin3t, x(0) = 1, x'(0) = 0;
d) X" () — 6x'(t) +9x(¢) = £(t), x(0) =x'(0) =0, gdzie

0 dla <0,
)=
1) { 3 dla t>0;

e) X'(t) —2x'(t) +x(t) = f(t), x(0) =x'(0) =0, gdzie
0 dla #<0lubzt>2,
ft)= 2 dla 0<t<1,
—2 dla 1<t<?2;

) X" (¢) — 4x' (t) +4x(t) = f(1), x(0) =x'(0) = 1, gdzie
0 dla r<0lubr>2,

ft)= 2 dla 0<r<,
-2 dla 1<r<?2;
&) (1) +x(t) = £(1), x(0) =x'(0) = 0, gdzie
cost dla 0<t<nrm
f@)= ,
0 dla t<Olubt > m;

hy & (1) — ¥ (1) — 4x' (1) +4x(1) = £, x(0) =+ (0) = x"(0) = 0.

Odpowiedzi:

a) x(t) i 11;*’ . 60(;52{_'_ 3si5112t; b,) x(1) = 3;(*)’ . 3c§8zz . 255231 + 13{8*1;
c) x(t) _ 53560 o 3c§83t o 25;;3)? + 13{(8) - d) x( ) — 13 — % + %;
e) x(1) =2te' —2¢' —41(t—1) (e (1 —2)+1) +21(t—2) (e 2 (t —3)+ 1) +2;

D)= —1(t—1) (222 —3)+1) +1(r—2) C A= 1
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Gi i —7)(t— -2 2 3 2
@) x(r) = toint — ST, ) () = & 4 300 el 4 4 34 154 15

1.9. Uwagi bibliograficzne

Piszac powyzszy rozdzial, korzystaliSmy gtéwnie z naszych notatek do zajeé oraz
wieloletniego doSwiadczenia dydaktycznego. Nalezy jednak mie¢ na uwadze, ze po-
jecie i wlasnoSci transformaty Laplace’a sg opisane w wielu podrecznikach i innych
materiatach Zrédtowych. Poza wtasnymi notatkami siggaliSmy przede wszystkim do
klasycznych podrgcznikéw, takich jak [22,[11] czy tez [13] oraz [6] (W szczegblno-
$ci podrozdziaty 1.1, 1.2, 1.3, 1.7), ale tez siggaliSmy (gléwnie przy wyborze zadan)
do skryptu [14] i podrgcznikéw profesora Janusza Kowala [7, 18], ktére faktycznie,
szczeg6lnie w zakresie doboru przyktadéw, byly inspiracja do powstania tej czesci
ksiazki. Przy podrozdziatach 1.4, 1.5, 1.8, opr6cz wymienionych juz pozycji, korzy-
staliSmy réwniez z monografii [12], siggaliSmy do podrecznika [4] czy tez skryptu
[L]], ktoérego tresci, mimo uptywu czasu, sa aktualne, a takze do [20, [2]].
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Rozdziat 2

Transformata 2

2.1. Wprowadzenie

Jak powszechnie wiadomo, zdecydowana wigkszo$¢ proces6w rzeczywistych to pro-
cesy ciagte w czasie, a urzadzenia rejestrujace je (karty pomiarowe) w naturalny spo-
s6b pobieraja z otoczenia zewngtrznego sygnaty dyskretne. Zatem powstaje pytanie:
Jak na podstawie sygnatu rzeczywistego otrzymac sygnat dyskretny?

Definicja 2.1. Sygnatem dyskretnym w czasie nazywamy funkcje, ktorej dziedzing
jest zbior liczb catkowitych.

Czyli sygnat dyskretny otrzymany z funkcji f : R — R ciaglej jest funkcja dys-
kretna (ciggiem) f : Z — R. Mozna uzyska¢ go w wyniku prébkowania sygnatu
ciagtego f w chwilach t, = nT co okres T, gdzie T jest stala dodatnia. Wtedy przyj-
mujemy:

f(n) = f(tn) = f(nT)

i w ten sposéb otrzymujemy ciag (fy,),en. Z takim postgpowaniem spotykamy sig¢ na
przyktad w elektronice, elektrotechnice czy automatyce [7, [19].

a) b)
z(t) A:r(n)

3q / ' 3q| * ¢ o
/./‘

2q ® L ] [ ]

nT nT
- S .-
- -

Rysunek 2.1: a) Sygnat ciagty x(7) i sygnat dyskretny x(n)uzyskany w wyniku prébkowania sygnatu
x(1), b) sygnat cyfrowy uzyskany w wyniku kwantyzacji sygnatu dyskretnego x(n)

47



2.2. Delta Kroneckera. Dyskretna funkcja Heaviside’a

Jak pamigtamy, jednym z kluczowych pojeé przy definicji przeksztatcenia Laplace’a
byta funkcja Heaviside’a (1.3). Jej dyskretnym odpowiednikiem jest funkcja (rys.

2.2)

1 dla »=0,1,2,3,...
1(n) =
0 dla n <0.

‘1(11)

t
-

1 2 3 4 5

Rysunek 2.2: Dyskretna funkcja Heaviside’a

Druga z istotnych funkcji byta pseudofunkeja delta Diraca (I.18)). Jej dyskretnym
odpowiednikiem jest delta Kroneckera

s={y oo
Jak mozna zauwazy¢, z (2.1) wynika, ze

S
Zadania
Zadanie 2.1.

Zapisaé ponizsze funkcje dyskretne, wykorzystujac funkcj¢ 1(n), pamigtajac przy
tym, ze n € N:

0 dla  n<o0,
a) f(n)=¢1 dla nell;5],
2 dla n = 0;
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0 dla n<Olubn>6,

b) f(n) = n dla n e [1;5],
—n+6 dla n=o;
0 dla n <0,
B n dla nel[l;5],
©) f(n) = 5 dla ne[6;10];
—n+11 dla n>1l1
0 dla n<Olubn>7,
d) f(n)=4 tn—% dla n e [1;4],
in—-%2 da n € [6:10].
Zadanie 2.2.
Narysowaé wykres funkcji dyskretne;j:
a) f(n) =1(n—1) = 1(n=3);
b) f(n) =1(n—2) —nl(n—3);
¢) f(n) =n(1(n-2) —1(n-3));
d) f(n) = (=1 10n=-2)+1(n-3));
e) f(n) =n(1(n) =1(n=3)) + (—n+1)(1(n—1) = 1(n = 3));
f) f(n) = (n—3)*1(n—2)+1(n—1);

g) f(n) =sinnl <n—§>;
h)f(n):sin(n—g)l(n—g);
i)f(n)zcos(n—%)l(n—%).



Zadanie 2.3.
Wykorzystujac funkcje Heaviside’a, poda¢ wzér analityczny funkcji przedstawionej
na rysunku:

a) o) b)
o ‘.I'(n)
a a+1 a+2 a a+2
c) d)
‘j'(-n) ‘f(n)
n I T T n
a a 2a
e)
A
At ]l
a 2a 3a da

Rysunek 2.3: Wykresy funkcji do zadania[2.3]

2.3. Definicja 2 -transformaty

Transformacja 2 jest jednym z podstawowych odwzorowan, ktére jest stosowane
w analizie sygnatéw dyskretnych. Z jednej strony umozliwia ona przeksztalcenie
funkcji zmiennej dyskretnej n w funkcj¢ zmiennej zespolonej, zwyczajowo ozna-
czanej w analizie proceséw dyskretnych jako z, z drugiej strony transformata 2
upraszcza sposob rozwigzywania rownan réznicowych n-tego rzedu.

Definicja 2.2. Transformata 2 (2 -transformata) funkcji dyskretnej f : 7Z — R
nazywamy funkcje zespolong F : C — C zmiennej zespolonej z postaci:
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F(z)=Y f(k)z " 2.3)

o0
o ile szereg Z f(k)z7* jest zbiezny.
k=0

Transfomacja 2 jest przeksztatceniem, dla ktérej szereg po prawej stronie réw-
nosci (2.3)) jest zbiezny w zbidr funkcji zespolonych zmiennej zespolonej. Transfor-
mata Z jest obrazem pewnej funkcji dyskretnej f : Z — R otrzymanym w wyniku
transformacji 2. Ten obraz w dalszej czgsci bedziemy oznaczaé jako F(z), czyli

Z[f(n)] =F(2).
Przyktad 2.1. Korzystajac z definicji wyznaczy¢ % -transformate funkcji
f(n) =1(n).

Rozwiazanie:
Bezposrednio z definicji [2.2] otrzymujemy:

g IRt | 1 1 1
k=0 k=0 < Z z Z

Jak fatwo mozna zauwazy¢C, szereg Z/j:()zlk jest szeregiem geometrycznym. Szereg

ten jest zbiezny dla H < 1, czylidla |z| > 1. Poniewaz

yl_ 1z
zatem Z
2(1m) = -
—
wtedy i tylko wtedy, gdy |z| > 1. O

Przyklad 2.2. Korzystajac z definicji wyznaczy¢ 2 -transformate funkcji dys-
kretnej f(n) = e“"1(n), a > 0.

Rozwiazanie:
Bezposrednio z definicji [2.2] otrzymujemy:

+ 400 ak a a\2 a\3
Z[e"(n)] = Y e Uk)z" =} 617 =it e? + (ezz) + (23) +..
k=0 k=0
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. ., ak .
Jak fatwo mozna zauwazy¢, szereg ¥, ez—k jest szeregiem geometrycznym. Szereg

ten jest zbiezny dla % < 1, czylidla |z| > a. Poniewaz

o0 eak 1

y o - — -
k:0 Zk 1 - % Z - ea ’
zatem Z
Z[e"1(n)] =
1) =
wtedy i tylko wtedy, gdy |z| > e“. O

Przyklad 2.3. Korzystajac z definicji wyznaczy¢ Z -transformate:
a) delty Kroneckera &(n);
b) o(n—1i).

Rozwiazanie:

a) Bezposrednio z definicji 2°-transformaty oraz z definicji delty Kroneckera (wzor
(2.1)) otrzymujemy:
~+oo

Z(8(n)] :k;)s(n)z—k: 140+4+0+...=1

dla dowolnego z.
b) Podobnie jak w przyktadzie a), bezposrednio z definicji 2 -transformaty oraz ze
wzoru (2.2) otrzymujemy:

+oo
Z18(n)] =Y 8(n)z ¥ =04+0+...+14+04+0+...=7"

i—1
dla dowolnego z.

O

Podobnie jak w przypadku transformaty Laplace’a, wyznaczanie 2 -transformaty
na podstawie definicji stosuje si¢ przede wszystkim wtedy, gdy nie potrafimy jej
obliczy¢ w zaden inny sposob. Transformaty funkcji dyskretnych wykorzystywanych
najczesciej sa stablicowane (patrz tabela [B.2).
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Zadania

Zadanie 2.4.
Wyznaczy¢ Z -transformate i obszar jej zbieznosci dla funkcji:

2) f(n) 3, jesli n jest nieparzysta liczba naturalna,
n)=
0, jeslin jest parzysta liczba naturalna;

b) £(n) 1, jesli n jest nieparzysta liczba naturalna,
n)=
—1, jesli n jest parzysta liczba naturalna.

Zadanie 2.5.

Na podstawie definicji wyznaczy¢ 2 -transformate funkcji/ciagu:

a) f(n)=(-1)", b) f(n) =n; o) a,a’,aa*.. .
d) 1,a,a%,a,a*,...; e)1,0,1,0,1,0,...; £0,1,0,1,0,1,...
Odpowiedzi:

RA|a) 2= dlafz] > 15b) —F dla || > 1.

2
R0k D 0 Dt O D

2.4. WiasnosSci 2 -transformaty

Podstawowe wtasnosci Z-transformaty sg zblizone do wilasnosci transformaty La-
place’a. Ponizej przyjmujemy, ze 2 [f(n)] = F(z) dla |z| > .

Twierdzenie 2.1 (o liniowosci). Jezeli istniejq 2 [f(n)] i Z [g(n)], to dla dowolnych
statych a,b € C zachodzi

Zlaf(n)+bg(n)] = aZ [f(n)]|+bZ [g(n)]. 2.4)

Przyklad 2.4.
Wyznaczy¢ Z -transformate funkcji:

a) f(n) = " +4n* —1(n); b) f(n) = cos on.
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Rozwiazanie:

a) Korzystajac z twierdzenia[2.1]o liniowosci 2 -transformaty, otrzymujemy:
Z[f(n)] = Z [e"+4n* —1(n)] = Z [e*"] +4Z [n*] — Z [1(n)].

Zprzykladuuwiemy, ze Z[1(n)]= A4,z przykladuwynika ze Z [¥"] =

—, aze wzor6w podstawowych (tabela l mamy tez % [nz] = (f’;) Zatem

z z2(z+1) z
Zf(n)] = -
b) Poniewaz na mocy wzoru Eulera cos wn = M, wiec korzystajac z twier-

dzenia[2.1] otrzymujemy:

eja)n + e—ja)n 1 ) 1 .

Z|coson)| =% [2] = E.ff [e/®"] —I—E.ff [e7 /@]
Poniewaz 2 [¢/®"] = i oraz Z [e7/on] = —70 (patrz przyktad , za-
tem

1 4 4 2 22— (e /?+el?)

[cos on] 2 (z—ef“’ z—eJ“’) 2 2+z(e 0 +ei®) 41

Poniewaz e /@ +¢/? = ZM = 2cos wn, wiec przeksztalcajac ostatnia réw-

nos¢, otrzymujemy:

z(z— cosw)
2 —2zcosw+1°

Z [cos wn] =

Twierdzenie 2.2 (o podobienstwie/zmianie skali). Jezeli istnieje 2 [f(n)] = F(2),
to dla dowolnego a # 0 zespolonego i |z| > % zachodzi

F[d"f(n)] = F (5) . 2.5)
a
Przyklad 2.5.
Wyznaczy¢ 2 -transformatg funkcji: f(n) = 3" cos(5n).
Rozwiazanie:
Poniewaz 2 [cos §n| = Zzi(zz;ccgfgil = %z (2:-1) o (przyktad b), wigc na mocy

twierdzenia [2.2] otrzymujemy:
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Z [3" cos(gn)] =
O

Twierdzenie 2.3 (przesunigecie sygnalu w czasie/pierwsze prawo przesuniec). Je-
zeli Z[f(n)] =F(z), to
Z[f(n—k)]=z"F(2)

dlak=0,1,2,...

Przyklad 2.6.
Wyznaczy¢ % -transformate funkcji:

5, jeslin=0,1,2,3,...,100,
f=937
, jesSlin=101,102,103,...

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze w rozwazanym przypadku 2 [f(n)] = 2 [51(n) —21(n—101)]. Za-
tem, majac na uwadze, ze 2°[1(n)] = - i korzystajac z twierdzenia o opéZnieniu
sygnatu w czasie, czyli z twierdzenia[2.3] otrzymujemy

Z7101

Z
Z[f0)] =52 1) -22 An—10D)] =5 = 27—

O

Poza operacja przesunigcia sygnalu mozna tez rozwazaé opdZnienie czasowe
(badZ wyprzedzenie czasowe) sygnatu.

Twierdzenie 2.4 (o wyprzedzeniu czasowym/drugie prawo przesuniec¢). Niech

1. ng bedzie dowolnq liczbq catkowitq (liczba probek, o ktéra nastgpuje przesunie-
cie czasowe sygnatu);

2. Z[f(n)] =F(2).
Wtedy
no—1 )
Z [f(ntno)] =" <F<z> X f(i)z’) |
Twierdzenie 2.5. Jezeli & [f(n)] = F(z), to

dF(z)
I

P [nf(n)] = — 2.6)
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Przyklad 2.7.
Wyznaczy¢ Z -transformate funkcji:

a) f(n) =n27"; b) f(n) = n*; ¢) f(n) =n*27"+n.
Rozwiazanie:
a) Poniewaz F(z) = Z[27"] = —1. zatem, korzystajac z twierdzenia otrzymu-
jemy:
d Z -2z
Z 2" = —z— =
1= () =
b) Zauwazmy, ze
d
Z ] =Znn=—z—2n
dz
Poniewaz J
b4 b4
Z'nf=Zn1n)|=—z— =
] L) iz (zl) (z—1)%’
zatem

_d z (z—1)?—2z(z—1) 224z
21 = =% (Fip) = e s i

¢) Na podstawie twierdzenia[2.1| otrzymujemy:
Z[n27"+n] =2 0?27+ Z[n].

Korzystajac z twierdzenia[2.5|oraz z punktu a), otrzymujemy:

d 4z —27
2h—n] _ -n\] _ _ il —n)| —
F (2] = F [n(m2 )] = —2% [dz (m2 )] x
aponiewaz % [n] = Z[n-1(n)] = —zd% (z—il) = ﬁ, wigc
4727 Z A+ 12224 2z+4

g[nZZ—”—i-l’l] = (Z+2)3 + (Z—l)z =2z (Z+2)3(Z—1)2 .

O

Jak mozna zauwazy¢ na podstawie punktu b) powyzszego przyktadu, wzér (2.6)
mozna tatwo uogdélni¢. Mianowicie

¥ [nkf(n)} - —zjz <_Z5z < N (—zjz> F(z).. )) 2.7)

lub zapisujac krocej
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zﬂﬁﬂm]z(z4>5@vmn. 238)

Twierdzenie 2.6. Jezeli 2 [f(n)] = F(z) i |z| > max (1, %), to

Przyklad 2.8.

n
Wyznaczy¢ Z -transformate sumy Z e
i=0
Rozwiazanie:
Bezposrednio na podstawie twierdzenia [2.6|otrzymujemy:

2

- il % ny _ <
g[ée]_z—lg[e]_(z—l)(z—e)'

O
Zadania
Zadanie 2.6.
Wyznaczy¢ % -transformaty funkcji:
a) f(n) = sin wn; b) f(n) = (n—1)3""* ¢ f(n Zcos Z(n—i)
d) f(n) =Y 2" isin 2 e) f(n) = (n+1)% f) f(n) = ne"3;
i=0
T . . . T
g) f(n) =(n—3)e" cos 3 h) f(n) =4"sin5n; i) f(n) = s1n§(n -3);
) f(n) =sin 2 (n+3).
Odpowiedzi:
zsin® . _z(z-6) | Z (217\5) . V22 _ V2z .
2.6/a) 2 2zcoswt1’ b) 81(z—3) c) 2 1)(2—V2zt 1) d) 2(72 @ 2(2—V2zH1)”
(2 +4z+1) e 2(—62°+10ez?—13¢%z-+4e3 ) 4z (Ll)sms N2
. . h . Z .
e) (Z f) 2 ’ ) 2(z2—ez+e2)2 ) (ZZ—2ZCOSS+1)2 2 2417
]
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2.5. Zwiazki miedzy funkcja dyskretna a jej 2 -transformata

Zwiazki migdzy funkcjami dyskretnymi a ich Z-transformatami, podobnie jak
w przypadku transformaty Laplace’a zwane tez twierdzeniami granicznymi, pozwa-
laja na obliczanie wartosci granicznych tych funkcji oraz transformat.

Twierdzenie 2.7 (twierdzenie o wartosci poczatkowej). Jezeli

1 Z[f(n)] =F(2),

2. istnieje granica lim f(n),
n—0
fo
li = lim F(z).
lim (1) = lim F (2)
Twierdzenie 2.8 (twierdzenie o wartosci koncowej). Jezeli

1. Z[f(n)] = F(2),

2. istnieje granica lim f(n),
n—soo

to
lim f(n) = ;iir%(z— 1)F(z).

n—soo

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia [2.8] nie jest prawdziwe. Wystarczy rozwa-
zy¢ funkcje f(n) = (—1)". Poniewaz 2 [(—1)"] = %5, wiec

Tl

. . z(z—1)
—1)F(z) =1 -0
lim(z—1)F(z) = lim =——== =0,

ale jak tatwo zauwazy¢, granica lim (—1)" nie istnieje.
n—roo
Podobnie jak w przypadku transformaty Laplace’a, na podstawie twierdzenia

mozna wyznaczy¢ wartosci poczatkowe ciagu f(n), znajac tylko jego 2 -transformatg
(patrz podrozdziat[I.4)).

2.6. Splot dyskretny

Idea operacji splotu dyskretnego (mnozenia splotowego) jest podobna do idei opera-
cji splotu w przypadku ciagtym (patrz rozdziat ).

Definicja 2.3. Niech f i g bedq funkcjami dyskretnymi okreslonymi dla n € Ny.
Splotem (jednostronnym) funkcji f i g, oznaczanym jako f * g, nazywamy funkcje
dyskretng h : Ng — R okreslonq jako

Y f(D)g(n—1). 2.9)
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Na podstawie powyzszej definicji splotu tatwo mozna wykazaé, ze splot jest ope-
racja:

1. przemienna, to znaczy f(n)*g(n) = g(n) f(n),
2. taczna, to znaczy (f(n) xg(n))xh(n) = f(n) * (g(n) xh(n)),
3. rozdzielng wzglgdem dodawania, to znaczy f(n)*(g(n)+h(n)) = f(n)xg(n)+

f(n) xh(n).
Przyklad 2.9.
Wyznaczy¢ splot funkcji dyskretnych:

a) f(n) =1(n)ig(n) =1(n); b) f(n)=1(n)ig(n)=n; c) f(n)=nig(n)=n
Rozwiazanie:
a) Korzystajac z definicji otrzymujemy:

n

f(n)yxgn) =Y 1(i)- 1(n—i)=1-14+1-14+...+1-1=n+1.
i=0

n+1

b) Podobnie jak wyzej, korzystajac z definicji [2.3] ale i z tego, ze operacja splotu
jest operacja przemienng, otrzymujemy:

F(n) = g(n) = él(iwn—i) - én-l(n—n -

n

1
n1=04+14243+...4+n= ;"n.
=0

1=

¢) Podobnie jak wyzej, otrzymujemy:

n n n
f(n)xg(n) :Zi (n—1i) :nZ—Ziz.
i=0 i=0 =0
Poniewaz .
1
Yi=1+2+43+...+n= ern

i=0

jako suma n wyrazdw ciagu arytmetrycznego o roznicy 1 oraz

! 1)(2n+1
Y R= 242 Py = M0
i=0 6
co mozna wykaza¢ indukcyjnie [9} [16], zatem
n*n:1;—nn+n(n+1§2n+l):n(n+1;(n+2). O
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Twierdzenie 2.9 (twierdzenie Borela dla funkcji dyskretnych). Jezeli % -trans-
Sformatami funkcji dyskretnych f i g sq odpowiednio F(z) dla |z| > Ril i G(z) dla

Z[f(n)xgn)] = Z[f(n)]- Z[g(n)] = F(2)- G(z)
dla |z| > max (R%’ R%)
Przykiad 2.10.

Korzystajac z dyskretnej wersji twierdzenia Borela, wyznaczyé % -transformate
splotu funkcji:

a) f(n)=nign)=n; b)f(n)=¢€"ign) =sin3n; c) f(n)= Xn:2”cos76t(n—i).
i=0

Rozwiazanie:

a) Najpierw zauwazmy, ze 2 [n] = B f1)2' Zatem na mocy twierdzeniamamy:

2
Z
Zf(n)xg(n)] = Znxn| = Zn]- Zn] = 1
b) Poniewaz 2 [¢"] = £ oraz 2 [sin3n| = %, wiec
7*sin3

Z[f(n)xg(n)] = Z [€" xsin3n]| = Z [¢"]- 2 [sin3n] =

(z—e)(z2—2zcos3+1)
¢) Z definicji splotu wynika, ze

< T T
Y 2"cos 7 (n—i) = 2" *cos - n.
2 cos 6(n i) *C0S 11

Zatem, korzystajac z dyskretnej wersji twierdzenia Borela, czyli z twierdzenia
2.9 otrzymujemy:
Z iZ”cos n( | =2 2" & [cos 7: }
—(n—1)| = . —n| =
i=0 6 6

z (z—cos®) 2(2z—+/3)
=2 2—=2zcosE+1  2(z—2)(z2—V3z+1)

O
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Zadania

Zadanie 2.7.
Wyznaczy¢ splot funkcji:

a) f(n) = {17273} ig(n)= {17_1a1};
b) f(n)={1,—-1,1,—1,1,—1,...}ig(n) ={0,1,0,1,... };

nmw

& £(m) = (~1)" i gln) = cos 2

ng. o . nm
d*) f(n) =c0s - ig(n)=sin 5

Zadanie 2.8.
Wyznaczyé Z -transformaty funkcji:

a) f(n) =T7"%5";
b) f(n) =¢€"sin3n*{1,0,1,0,1,0,...};
¢) f(n)={1,-1,1,—1,...}%{0,0,0,0,0,1,—1,1,—1,1,—1,...};

d) f(n Zcos— n—i)1(i);
e) f(n ZZ" ’sm—t

) f(n) :cosgi*sing(n—i);
) f(n Z2’cos

h) f(n Z 22! s1n —1).

Odpowiedzi:

R7a) {1,1,2,-1,3}:b) L [(=1)"*'n—1];0) {1,-1,0,0,1,-1,0,0,...};
d*) $(n+1)sin 2.

0.8 2 ‘b ez3sin3 . 1 -d Zz(zig) .
3a) (z=5)(z=7)” ) (22=1)(:2—2¢z cos3+e?)’ ©) B(z+1)?’ ) (z—1)(2=V2z+1)’

e) V27 - f) 2 : g) Z (Z_§> - h) 2(z4+2)
2(z-2)(2=V2z+1) " 7 2(22+1) (2=V3z+1) & (a=2)(2—V32+1)" 7 (2-2)3(2—V3z+1)
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2.7. Odwrotna Z -transformata

Podobnie jak w przypadku transformaty Laplace’a, w wielu zagadnieniach prak-
tycznych istnieje potrzeba wyznaczenia odwrotnej 2 -transformaty, oznaczanej jako
21, na podstawie znajomosci transformaty prostej 2. Formalnie zatem mozemy
zapisaé

ZF(2)] = f(n).

Nalezy pamigtaé, ze odwrotna 2 -transformata daje informacje tylko o dyskretnych
wartosciach funkcji/ciagu f(n). Innymi stowy, transformata 2 zachowuje informa-
cje o funkcji f tylko w chwilach prébkowania t,, = nT co okres T, gdzie T jest stalg
dodatnia.

Odwrotng Z -transformate mozna wyznaczy¢, stosujac jedna z ponizszych metod:

metodg rozktadu funkcji F(z) na utamki proste,
metod¢ szeregéw potggowych,

metodg¢ catki odwrotnej (metodg residuéw),
wykorzystanie wlasnosci granicznych.

Onw>

Ponizej kazda z tych metod zostanie oméwiona szczegétowo. Nalezy jednak zazna-
czy¢, ze w dalszym ciagu przyjmujemy, ze dla kazdej funkcji dyskretnej f(n) zacho-
dzi f(n)=0dlan=—-1,-2,-3,....

2.7.1. Metody wyznaczania odwrotnej % -transformaty

A. Metoda rozkladu na ulamki proste

Podobnie jak w przypadku odwrotnej transformaty Laplace’a, zwykle F(z) jest funk-
cja wymierna, tzn.

P(z)  bpd"+bu 2"+ +biz+ by

F(z) = -
@) 0(z) an"+ag 17" '+...+a1z+ap

: (2.10)

gdzie P(z) = bt + by 12" 4+ 4 biz+ by i Q) = andt +ag 12 4.+
a1z+ ap sa wielomianami zmiennej zespolonej z. Poniewaz F(z) =Y %{C) zatem
1i_>m F(z) = f(0), a to oznacza, ze stopiefi wielomianu P jest nie mniejszy niz stopien
7—ro0

wielomianu Q (czyli m > n). Mozemy przedstawi¢ funkcj¢ F jako sumg¢ utamkéw
prostych, a nastgpnie skorzystaé z tablic 2 -transformaty (Tablica [B.2).

Uwaga 2.1. Poniewaz funkcja F(z) dana wzorem (2.10) nie jest funkcja wymierna
wtasciwa, w praktyce na utamki proste dokonuje sig¢ rozktadu funkcji
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a nastepnie funkcje dyskretna f(n) wyznacza si¢ jako odwrotng 2°-transformatg
funkcji zG(z), czyli
fn) =276 ()| = Z ' [F(2)).

Sposéb wyznaczania odwrotnej 2 -transformaty przy zastosowaniu rozktadu funk-
cji F(z) na utamki proste jest podobny do analogicznej metody wyznaczania odwrot-
nej transformaty Laplace’a, szerzej oméwionej w rozdziale [I]

Przyklad 2.11.
Metoda rozktadu na utamki proste wyznaczy¢ odwrotna 2 -transformate funkcji:

2
"=z Z Z
D F(E) = B F(D) = e OF(2) =
V) J 42116 O ) F-2-5:-3 © ® (z4+1)2(z2+1)
z—1
DF)=——"——.
) F2) (3z4+4)%(z—5)
Rozwiazanie:
a) Na utamki proste rozktadamy funkcje
F(z) z—1
G(z) = = .
@) 2 D—424z+6
Korzystajac ze schematu Hornera, tatwo zauwazyc¢, ze
P =4 +74+6=(z4+1)(z—2)(z—3),
czyli
z—1
G(z) = .
@) (z+1)(z—2)(z—3)
Poniewaz z; = —1, z = 2, z = 3 sa biegunami jednokrotnymi funkcji G(z), wigc
z—1 11 5 1 +3 1
P—42+z+6 6z+1 3z-2 2z-3
Zatem

1 z 5 z 3 2z
F)=-——2 -
O=641 3:-2"2:-3
a stad, korzystajac z tablic[B.2] otrzymujemy:

63



64

27 FE) = 2! [Zjl] =P [ij] e [Z] _

z—3
1 5 3
=—(=1)"—z2"+=3".
6( ) 3 + 2
b) Na ulamki proste rozktadamy funkcje
F(z) 1 1
G(z = .
@) z PB—72-5z-3 (z+1)%(z—3)
Poniewaz z; = —1 jest biegunem dwukrotnym, a z = 3 — biegunem jednokrot-

nym, wigc schemat rozktadu funkcji G(z) na utamki proste jest nastgpujacy:

A B C
G(z) = + + :
@) z+1 (z+1)2 z-3

Po wyznaczeniu wspétczynnikéw A, B, C otrzymujemy:

i 1 1 1 +i 1
(z+1)2(z—3)  16z+1 4(z+1)2 16z-3"

Zatem 1 ’ {
z z z
Flz)=———2 —~ -t
@) 16z+1 4(z—|—1)2+16z—3
Korzystajac z tablic otrzymujemy:

L P o e S Pl
1 1 1

— (1) = Zp(—1)" L 13"
TR SRR T=

Podobnie jak wczesniej, na utamki proste rozktadamy funkcje

F(z) 1
G(z) = = .
) z (z+1)2(z2+1)
Poniewaz schemat rozktadu funkcji G(z) na utamki proste jest nastgpujacy:

A B

Cz+D
GZ == )
) z+1 0 (z+1)2 2+1
wiec
1 1 1 1 1
G(2) -

:§z+1+§(z+1)2_§z2+1'



Zatem

F(z) == ! 1 ‘
) ZZ+1+2(z—|—1)2 22+1

. .2 z(z—cos §) . .
Zauwazmy, ze DT T Dognostyy Zatem, korzystajac z tablic [B.2} otrzymu-

2—2zcos E+1°

jemy:
27 F() = 52 {Z} Ly { : } )
1 [ zlz—cos?) 1 1 1 i
N i D AN [ S D Ly gy [ U T
Z'Qp |:ZZ—2ZCOS7ZI+1 2( ) +2I’l( ) 2COS2n
d) Rozktadajac funkeje Gi(z) = @ = Wé(zd) na utamki proste, otrzymujemy:
11 31 6 1
Glz) = —— 22
(2) 5(3Z+4)2+5Z+5z—5’
a stad
11 Z 3 6 z
Py Mz 3,6z
(z) 5 (3z+4)2+5 s
Zatem
— 11 _ Z 3 _ 6 B z
F) =42 [ +h et e [
Poniewaz
-1 |: < :| _ étgp*l Z’% _
(3Z+4)2 4 3(14‘%)2
12 z+32| 127\ 3
oraz
7M1= 8(n),
zatem ) 6
11 n
—1 _u 4 6.
21 @] = —ggn (5 ) +800+ 53
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B. Metoda szeregéw potegowych

Metoda ta opiera si¢ bezposrednio na definicji przeksztalcenia 2 (definicja [2.2)).

Mianowicie, rozwijajac funkcje F(z) w szereg potegowy wzgledem 7! w obszarze
jego zbieznosci |z| > R, otrzymujemy:
F(2)=f0)+f(M)z '+ f2)z*+ f3)z > +... 2.11)

Zaktadamy, ze w postaci ogdlnej 2 -transformatg mozna przedstawié jako

F(z2)=ao+aiz ' +az >+ azz >

T 2.12)
Poréwnujac wspétezynniki £(0), f(1), f(2), f(3),... szeregu (2.11)) ze wsp6tczynni-
kami szeregu (2.12) mozna odczytaé¢ wartosci funkcji f(n) w dowolnej chwili dys-
kretnej n =0,1,2,..., mianowicie

f(n) =ay.

Jak wida¢, idea metody szeregéw potggowych jest prosta. Co wigcej, metoda ta
jest wygodna w przypadku obliczen numerycznych. Mozna ja z powodzenim stoso-
waé wtedy, gdy poszukuje si¢ kilku poczatkowych wartosci funkcji dyskretnej f(n).
Spora wada metody szeregdw potegowych jest trudno$¢ wyznaczenia zwartej postaci
ciagu f(n).

Uwaga 2.2. Jezeli F(z) jest funkcja wymierna, czyli jezeli F(z) = %, gdzie P(z)
i O(z) sa wielomianami, to w celu przedstawienia tej funkcji w postaci szeregu (2.11)
wystarczy wielomian P(z) podzieli¢ przez wielomian Q(z).

Zauwazmy, ze szereg (2.11) jest szeregiem Taylora funkcji F(z~') rozwinigtej
wokét punktu z~! = 0 . Jak wiadomo z kursu analizy matematycznej [3} 22]], wspét-
czynniki tego szeregu wyrazaja si¢ nastepujaco:

oy = LD, @13)
Przyktad 2.12.
Metoda szeregdéw potegowych wyznaczy¢ odwrotng 2 -transformatg funkcji:
DFE) =t W)=
z—2 2—2z-3
Rozwiazanie:

a) Dzielac licznik funkcji F(z) przez jej mianownik, jak tatwo sprawdzi¢, otrzymu-
jemy:
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F(z)=z2:(z-2)=1+27""+4z72+87°+...
Stad
Nietrudno zauwazy¢, ze otrzymane wyrazy sa kolejnymi potegami liczby 2, a za-
tem
27 F(z)] =2"
b) Podobnie jak w powyzszym przyktadzie, dzielimy licznik funkcji F(z) przez jej
mianownik, otrzymujac:

F(2)=(@=2): (£ =22-3) = 1+7 ' +527+ 13z 417+ ..
Stad
FO) =1, F(1) =1, f(2) =5, f(3) =13, f(4) =41,

Teraz ustalenie zaleznos$ci migdzy poszczegdlnymi wyrazami funkcji dyskret-
nej/ciagu f(n) nie jest tak proste i oczywiste jak to byto w przyktadzie a).

O

Przyklad 2.13.
Wykorzystujac rozwinigcie funkcji F(z~!) w szereg Taylora, wyznaczyé odwrotng
% -transformate funkcji:

z+1 Z
F(z)=————; b)F(z)=1 dl > 1.
a) F(z) o ) F(2) n— alz|
Rozwiazanie:

a) W tym przypadku, w celu latwiejszego i szybszego wyznaczenia pochodnych
funkcji F(z~!) najpierw przedstawmy te funkcje jako sume utamkéw prostych:

21 11

F)=z—F4+-——.
&=37"3:12
Zauwazmy, ze dang funkcje mozna przedstawi¢ jako funkcje zalezna od 7'

RN ST S S
U730 127730 15T

(2.14)

Podstawiajac w (2.14) v := z~!, otrzymujemy:

2 v 1 v
Foyy=2 -
O =31 3T
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a stad

d . . 2 1 11

dv v >_§(1—v)2+§(1—|—2v)2’
d? F(v,l)__g 14 1
dv? 3(1—v)3 3(1+2v)3’
a3 8

Zatem

b) Latwo zauwazyd, ze

1
£ =1In

F(z)=1In

Podstawiajac v := z~!, otrzymujemy:

1
F(v')=In——m-.
()= —
Zatem
d . 1 & &
2 F - il — £
dv v 1—v' dv? () (1=v)2" V3
a* 6
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a stad

Na tej podstawie mozna wnioskowaé, ze f(0) = 0 oraz f(n) = % dla n =
1,2,3,....

C. Metoda calki odwrotnej (metoda residuéw)

Podobnie jak w przypadku transformaty Laplace’a, tak i tu metoda catki odwrotnej
(metoda residuéw) bazuje na twierdzeniu Cauchy’ego dla calek zespolonych [10, 4].
Mozna pokazaé, ze korzystajac z twierdzenia o residuach [5]

Z7F(2)) =Y res F(z)2" !, (2.15)
k

1=

gdzie z; sg biegunami funkcji F(z). Sposéb wyznaczania residuéw funkcji zmien-
nej zespolonej, zarowno w przypadku biegunéw jednokrotnych, jak i wielokrotnych,
zostat oméwiony w rozdziale [I|w uwadze [1.2]

Przyklad 2.14.
Metoda residuéw wyznaczyé 2 ~!-transformate funkcji:

Z+3 z+1 3z
DFz)=————; bFi)=—+——; OF@)=—"—.
Q=271 FO=Zere 9F9=he—r
Rozwiazanie:

a) Zauwazmy, Ze
z+3 z+3

Fa)= 2-T+12 (z-3)(z—4)

69



az) = 31 zp =4 sa biegunami jednokrotnymi funkcji F(z). Zatem

_ . +3 _ . (z+3)7 ! _
F n1:1 27 _3}1]:1 7:_63n]
ngg ()2 zgg (z—3)(z—4)(Z )2 ZE}% 7—4
oraz
I +3 . (z43) ! ~
F n1:1 Zi _4n1:1 7:74;11
R = I g O T TS
Zatem
+3 z+3 z+3
g1 I a S A _ 2T a1
[Z2—7z—|—12] B+t T8t
——6‘3}1714—7-4"71.
b) Poniewaz z; = 3, zp = 2, z3 = —2j sa biegunami jednokrotnymi funkcji F(z) =
ozl wiec
(z=3)(2+4)°
+1 4
F "71:]' Z— -3 n—1 — _ 3n— 1
PR = e e ¢ =Y
_ . +1 N 2j+1 B
res F(z)7" ' = lim ¢ ol AT gy
T T TI () R c Y S Py
+1
F l’l—]_ 1 < 2 n_]:
Lo P = I e a2 T
—2j+1 _
= (2.
(2J'+3)4J'( 7
Zatem
+1 z+1
P Z} 1 e [] -
{<z—3><z2+4> = E-HEr)
z+1 1 z+1 1
+res |—————— |7+ res | —————— |0 =
ZZj[(Z—3)(Z2—I—4)} z——zj[(z 3)(z2+4)]
2j+1 . —2j+1 o
13 T a—as )t Gira )

¢) Najpierw zauwazmy, ze z; = 1 jest biegunem jednokrotnym, a zp = 2 — bie
nem dwukrotnym funkcji F(z) = (271)3% Korzystajac z punktu 1. uwagi
(rozdziat[I)), otrzymujemy:

70

gu-



resF(z)z’"‘ = lim <3Z(Z_ 1)Zn—1> _

z=1 z—1 (Z—l)(z—2)2
37"
=lim—— =3.
22

Biorac pod uwagg, ze 7o = 2 jest biegunem dwukrotnym funkcji F(z) i korzysta-
jac z punktu 2. uwagi [I.2] (rozdziat[I)) otrzymujemy:

1 .. d 3 _
I'CSF(Z)Znil 1 <(Z_1Z2(Z_2)2Zn 1) =

i T 1hde )z—2)
d ( 37" . 3n"—3nz" -3 "
—li%dz(z_J—EL% E
Zatem
_ 3z 3z _ 3z _
a@pl 5 :res—" l—l—res—” 1:
[<z—1><z—2>2] Sle-DE-27" -2
=3+3-2"(n—1).
O

D. Wykorzystanie wlasnosci granicznych

Na podstawie twierdzenia podobnie jak w przypadku transformaty Laplace’a,
mozemy wnioskowac, ze jezeli f(0) = lim F(z), to
z—o0
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Zatem

£(0) = lim F(2),
f(1) = limz(F (z) - £(0)),

f(2) = lim 22(F(2) - £(0) — f(1)z™"), (2.16)
f(3)= }LI{}OZ3(F(Z) —f(0)—f()z " = F(2)27),

Przyklad 2.15.
Korzystajac z twierdzenia o wartosci poczatkowej, wyznaczyé 2~ !-transformate

funkcji F(z) = 5=

Rozwiazanie:
Jak tatwo zauwazyc¢, z (2.16) otrzymujemy:

z+1

0) = lim >~ =
F(0) zl—>r£1°zz+51—|-7 ’
. z+1 . 24z
1)=1 =1 =1
) Pl SR SN T L B ST B

+1 1 —472 -7z
) =lim? [ ) =lim =4
/@ oo’ <22+52+7 z) w72+ 5247 ’
1 1 4 132% +28
f(3):1imz3< ot ):' T4y

700

)

D ) =dim e T o
24+5z+7 z 2) e +5z+47

O
Zadania
Zadanie 2.9.
Stosujac rozktad na utamki proste, wyznaczy¢ odwrotng 2’ -transformatg funkcji:
2z+3 —3z+1 2427:-3
AF(z)=———; bF(23)=——; Q)F(z)=—""7 =~ .
A=y VTP PO = gy
4z—3 1 2743
d F =3 eF = : F - = .
) (Z) (Z+2)2(Z_1) ) (Z) Z3—6Z2+11Z—6 f) (Z) Z3—|—Zz—|—z—|—l
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2z—1 -1 -1

g)F(Z)=Z3+Z; h)F(z):m; i)F(Z):m-
Zadanie 2.10.

Metoda szeregéw potggowych wyznaczy¢ odwrotna 2 -transformatg funkcji:
a)F(z):ZZ_Z3; b)F(z)z(Z_zzz)—gzl_l); C)F(Z):ﬁ?
d)F(Z)Zzz_jzzr_ll; e)F(Z)Zﬁ; f)F(Z)=Z211
Zadanie 2.11.

Stosujac metodg residuéw, wyznaczyé odwrotng Z -transformat¢ funkcji:
a)F(z):(ZzZ)ZZil); b)F(z):Z(ZﬁJ(iz); c)F(z)z%;

2 3 _
OFQ) = o PO oo 9FO = Gy
9 F(z) = (Hf)QéH)

Zadanie 2.12.

Korzystajac z wlasnosci granicznych, wyznaczy¢ odwrotnag 2 -transformate funkcji:

a)F(z)ZZZZ_:—Zl; b)F(Z):(z—i—iz)—E;—Z); C)F(Z):ﬁ;
+4

d) F(z) = m

Odpowiedzi:

2) —gznn —|—f”—|—%5n(n)45—%5(n1;1);b) ;%(—2)"—15—62"4—%6(11)—%5(11—1);
o T (=1)"=3n(=1)"4+ 52" = 3786(n) +56(n—1);
d) Un(=2)" =3 (—2)" 4 3§(n)+ Lie) L -2 3 4 1
f) —5% sin%n—l% cos 5n — %l(—l)” +736(n); 1g) sinfn—2cos fn+26(n) —8(n—1);
h) % (—1)"—gn(—1)" — 52n2" 4+ 52" — ;8(n);
i) —27i sin Enjtgicos Zn —36in2” —1—10132” —4l5(n)

25 SN 35C08 53— 75 100 go\n).
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2.10(a) 2-3";b) 32"+ 16(n) —3; ) {0,1,-2,1,4,—11,10,13,. }
){0,—3,13,-55,233,-987,4181,—17711,...}; e) {o 0,1,0,—1,-1,1,2,...};

f)sinZ (n—1)+ 6(n).

a) 33— I(—1)"+48(n); b) Z(=3)"+ 52" — £8(n) — L8(n—1);

c) =(=2)" +162”—%5(n)—|—% (n—1);

d) —Z(-1)"+ (l)”—i—%Z”—l—%S(n)—%S(n—l);

e)sin%n—%(n l)cosg
3n(—1

22(=2)"=(=1)"~

a)i(—) +38(n); b) 3(—1)"+32" —28(n); ) FrsinFm;
d) (2+f)( *f)n ( ‘

[\
|
%
N— +
|
(98]
N‘l
w
N—
=

2.8. Operatorowa metoda rozwiazywania rownan réznicowych

Podobnie jak wykorzystywaliSmy transformat¢ Laplace’a do rozwiazywania wybra-
nych typéw réwnan rézniczkowych (rozdziat [T, tak i 2°-transformate mozemy wy-
korzysta¢ do rozwigzywania wybranych typéw réwnan r6znicowych.

Rozwazmy liniowe réwnanie réznicowe n-tego rzgdu zmiennej dyskretnej k, o sta-
tych wspétczynnikach ay,, a,—1, ..., a1, ap:

apx(k+n)+ay_1x(k+n—1)+...+ax(k+ 1) +aox(k) = f(k), (2.17)

gdzie f(k) jest dang funkcja dyskretng (danym ciagiem), a x(k) — funkcja dyskretna,
ktorej poszukujemy. Zaktadamy, ze a, # 0 oraz ze sa spelnione warunki poczatkowe

x(0) =xq, x(1) =x1,...,x(n—1) =x,_1.
Réwnanie (2.17) krécej mozna zapisaé jako
n
Y ajlk+j) = f(k).
j=0

Jesli Z[x(n)] = X(2), to przeksztalcajac to réwnanie za pomoca Z -transformaty
(i korzystajac z twierdzenia [2.4), otrzymujemy:

n
Y a7 X ZW i
=1

+aoX(s) = Z[f(n)].
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Z powyzszego réwnania wyznaczamy X (z), a nastgpnie x(k) = 27! [X (z)].

Jak mozna zauwazy¢, idea operatorowej metody rozwiazywania réwnan réznico-
wych jest analogiczna do idei operatorowej metody rozwigzywania rownan réznicz-
kowych.

Przyklad 2.16.
Metoda operatorowa rozwiaza¢ podane réwnanie réznicowe:

a)x(n+2)+x(n+1)—12x(n) = 2", x(0) = x(1) =0;

b) x(n+2)+x(n+1)—12x(n) =2", x(0) = —1, x(1) = 1;

O x(n+2) +x(n+1)= 2"cosgn, x(0)=x(1) =0

d)x(n+3) = Tx(n+2)+ 16x(n+1) — 12x(n) = n(—1)", x(0) = x(1) =0, x(2) =1,

i x(n—k) = (n+1)2".

Rozwiazanie:

a) Zauwazmy, ze dane réwnanie jest rOwnaniem réznicowym drugiego rzgdu. W celu
jego rozwigzania stosujemy podany powyzej algorytm:

Krok I. Niech Z[x(n)] = X(z). Pamigtajac, ze na podstawie twierdzenia
przy zerowych warunkach poczatkowych, tzn. przy x(0) =0, x(1) =0
otrzymujemy:

Zh(n+2)]=2X(z) i Zx(n+1)]=2X(z).
Réwnanie
x(n+2)+x(n+1)—12x(n) =2", x(0) =0, x(1) =0

przeksztatcamy za pomoca % -transformaty do réwnania algebraicz-
nego postaci

2X(2) +2X (z) — 12X (2) = Z_iz (2.18)

Krok II. Rozwiazujemy réwnanie algebraiczne (2.18), wyznaczajac z niego
X(z):

X(z) = < ‘ (2.19)

@-2)@+z-12) (-2)z+4)(z-3)

()

Krok III. Po roztozeniu funkcji na utamki proste otrzymujemy:

Xz 11 1 1 11

z __gz—2+@z+4+?z—3’
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1 z 1 z 1 z
X(z)=—— — .
@ == 2 mra 7.3
Zatem ] { 1
—1 n n n
= X(2)] = — 2"+ —(—4)"+=3".
x(n) = 27X ()] = — 2"+ 5 (~4)"+ 23

b) Jak tatwo zauwazy¢, przykiady a) i b) rdznig si¢ tylko warunkami poczatko-
wymi. Poniewaz rozwiazujac dane réwnanie wykonujemy takie same kroki jak
poprzednio, nie bedziemy ich wyszczegélniac. Podobnie jak poprzednio, niech
Z[x(n)] = X(z). Przy zadanych warunkach poczatkowych, korzystajac z twier-

dzenia[2.4] mamy:
Zh(n+2)] =X (@) +2° —z, Z(n+1)]=2X(2) +z.
Zatem przeksztalcajac rownanie
x(n+2)4+x(n+1)—12x(n) =2", x(0) = -1, x(1) =1

za pomoca Z -transformaty otrzymujemy:

%_ 2
X(z)=+2——.
(2) 2+z—12
Stad
X(z)_ 1 1 23 1 2 1
z  6z—2 42z4+4 T7z-3
czyli

1 z 23 7 2z
X(z)= —— = -= )
=622 miza 7:-3

Korzystajac z przyktadu otrzymujemy:

1., 23 2
—_ - _4 n__ 73]’[
xn)==g2 =45
c) Najpierw zauwazmy, ze % [cos %n] = % skad na podstawie twierdzenia
(twierdzenie o podobiefistwie/zmianie skali) mamy:
2
G 2

z {2"005 —n} = 22

Zatem przeksztalcajac rGwnanie

x(n+2) £ x(n+1) = Z"COSgn, X(0)=x(1)=0
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d)

za pomocg Z -transformaty otrzymujemy:

2
2 Z
77X(z2)+2X(2) = ,
O+ =5
a stad
X(Z)Z;
(Z2+4)(z+1)
or X 1 L1
Z z
. 52145214 5741
Czyli
1 2 1 z 1 z
X(z) == - L
@ =—5z32"5274 5201

T B ) )
Poniewaz 2! [Zfﬁ] =2"cos 5n oraz 2! [1214] = 2"sin Zn, wigc

1 T 1., .« 1
x(n) =27 'X(2)] = —g2ncos §n+§2nsm§n+g(—l)”.

Poniewaz przy zadanych warunkach poczatkowych
Zx(n+3)] =22[X(z) —x(0) —x(1)z ' —x(2)z 2] =2°X(z) — 2

- Zx(n+2)] = 2[X(2) —x(0) —x(1)z" '] = X (2),

zatem przeksztalcajac réwnanie
x(n+3)=7x(n+2)+16x(n+1) — 12x(n) = n(—1)"

za pomoca Z -transformaty otrzymujemy:

2X(2) —z— 72X (2) + 162X (z) — 12X (2) = (z+z1)2'
Stad
2(z+2) 2(z+2)

X = P -7+ 6= 1)~ G P22 3)

Wyznaczajac odwrotng 2 -transformate funkcji X (z) (na przyktad metoda roz-
ktadu na utamki proste lub metoda residuéw), otrzymujemy:

26 4\, (11 1 15,
x(n) = (—27—9n>2 +<432—36n> (—1) —I—R3 .
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e) Zauwazmy, ze Y7_o3*x(n — k) = 3" x(n). Zatem réwnanie
Z 3Fx(n—k) = (n+1)2"
k=0

mozna réwnowaznie zapisa¢ jako
3"xx(n) = (n+1)2".

Transformujac obie strony tego réwnania za pomocg 2 -transformaty i korzy-
stajac z dyskretnej wersji twierdzenia Borela o splocie, czyli z twierdzenia [2.9]

otrzymujemy:
Z[3"- Zx(n)] = Z[n2"|+ Z2"].
Zatem 5
Z Z Z
— X —
a stad )
(z—3) z-3 z Z
X(z)=2 + = -3 .
S A Rl P R P )
Zatem ]
x(n) = EnZ” +2".
O

Zadania
Zadanie 2.13.
Metodq operatorowa rozwiaza¢ podane réwnania réznicowe:
a)x(n+2)—5x(n+1) +4x(n) =n3", x(0) =1, x(1) =0;
b) x(n+2) —x(n) = ncos gn, x(0) =0, x(1)=—1;
c)x(n+2)—x(n) = nsingn, x(0) =0, x(1) =0;
d)x(n+3)=Tx(n+2)+ 16x(n+1) — 12x(n) = (—1)", x(0) =x(1) =0, x(2) = 1;
e)x(n+3)+3x(n+2)+3x(n+ 1) —x(n) =n2", x(0) =2, x(1) =x ;

f)x(n+3)+3x(n+2)+3x(n+1)+2x(n) = (n—|—1)3”_17 x(0) =x(1) =x(2) = 0;
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g) x(n+3)+3x(n+2)+3x(n+1)+2x(n) = (2n—1)3cos gn,
x(0) =x(1) =x(2) =0;

h) 3x(n+4) — 6x(n+3) — 8x(n+2) 4 8x(n+ 1) + 16x(n) = 130> — 28n— 30
x(0) =x(1) =x(2) =x(3) =0;

i) zn: 2" kx(k) = n(—1)".
k=0

Odpowiedzi:

a)%4n—%n3" 3"+£,b) ==t (m—1)cosZn—3;

©) —3(n—DeosF(n—1); ) 33"~ 55(~1)" ~ 52"~ F(n —1)2";

0 $n— 12 2+ Lo DD+ 01 B
) 155 (n—1)3" — 1212753n*m( 2)" + 157 (=1)"cos Fn+ 537 V3sin § (n — 1);
2) 2¥(-2)"— ¢ [ncos Zn—2(n l)cosz( -] -
—%[93cosﬁn+114cos§(n—1)]+( [3005 n— Sﬁsingn];

2 81 2 \" 117 2 \" T
n n L L 1 no.
h) n- — 3922 I’l2 + 302 (— \/§> COS 61’1 302 3 ( \/§> Sin 67’[,

i) 28 (n )+3n(— )n (1),

2.9. Uwagi bibliograficzne

Piszac powyzszy rozdziat, korzystaliSmy w duzej mierze z notatek do zajeé powsta-
tych w trakcie wielu lat jako efekt przygotowania do prowadzenia zajgé. Nalezy jed-
nak mie¢ na uwadze, ze pojgcie i wtasnosci 2 -transformaty opisane sa w wielu in-
ternetowych materiatach Zrédtowych i w nielicznych podrecznikach. Poza wlasnymi
notatkami korzystaliSmy z monografii [S]], zbioru zadan [19], siggaliémy do Nowo-
czesnego kompendium matematyki [2], ale tez i do podrgcznikéw profesora Janusza
Kowala [7, [8]] czy podrgcznika [[15]. KorzystaliSmy takze z pewnych wiadomosci

z matematyki dyskretnej [[16].
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Rozdzial 3

Transformata Fouriera

W przypadku, gdy sygnat f jest funkcja okresowa zmiennej rzeczywistej ¢ o okresie
podstawowym T = 2/, | € R, mozna go reprezentowac za pomoca odpowiadaja-
cego mu szeregu Fouriera. Zgodnie z twierdzeniem Dirichleta [21]] spetnienie warun-
kéw Dirichleta okre§lonych w definicji[1.1) gwarantuje zbiezno$¢ takiego szeregu do
funkcji f dla wszystkich ¢ € R. Taka reprezentacja sygnatu pozwala na wyznaczenie
jego charakterystyki widmowej, czyli widma amplitudowego A i widma fazowego
0, ktére sa woéwczas dyskretnymi funkcjami czgstosci @.

Jezeli sygnat f jest funkcja nieokresowa okreslong dla ¢ € R, zamiast szeregu
Fouriera do reprezentacji sygnatu mozna uzy¢ tzw. wzoru catkowego Fouriera i cha-
rakterystyke widmowa wyznaczy¢ na jego podstawie. Widmo amplitudowe i fazowe
sa w takim przypadku funkcjami ciagtymi czestosci o € R.

Z pojeciem wzoru catkowego zwiazane jest bezposrednio pojgcie transformaty
(przeksztalcenia) Fouriera, ktéra podobnie jak wzoér catkowy z jednej strony moze
by¢ wykorzystywana do analizy widmowe;j. Z drugiej strony, analogicznie jak trans-
formata Laplace’a, przeksztatcenie Fouriera moze stuzy¢ do rozwiazywania réwnan
rézniczkowych, catkowych i r6zniczkowo-catkowych. Jak dalej pokazemy, transfor-
mata Fouriera jest $ciSle zwiazana z transformata Laplace’a.

3.1. Wzbér catkowy Fouriera

Odpowiednikiem twierdzenia Dirichleta dla sygnatlu nieokresowego f jest twierdze-
nie Fouriera.

Twierdzenie 3.1 (Fouriera). Jezeli funkcja f : R — R

1. spetnia pierwszy i drugi warunek Dirichleta podany w definicji [I.1| na kazdym
przedziale ograniczonym (a;b),
2. jest bezwzglednie catkowalna na przedziale (—oo;+o0), tzn.

+o0
| 1roldr <+

—oo

to dla dowolnego t € R funkcje f mozna przedstawic za pomocq wzoru

1 [t oo
fo = /0 [ f(@)cos ot~ 7)drdo. 3.1)

80



Jezeli w pewnym punkcie #g nie jest spelniona réwnos¢ w drugim warunku
Dirichleta, to catka po prawej stronie réwnosci (3.1) nie jest zbiezna w tym punkcie
do f(t), ale do  (f(tg)+ f(t))). Wzér nazywamy wzorem catkowym Fo-
uriera funkcji f, a catke¢ wystgpujaca w tym wzorze — catkq Fouriera. Poniewaz

cos W(t — T) = cos W cOs WT + sin W sin WT,

zatem wzo6r catkowy Fouriera mozemy zapisaé w postaci

1 [+ oo Foo
fl)= 5/ (cosa)t/ f(r)cosa)rerrsinwt/ f(r)sinwrdr) do.
0 —oo —oo
(3.2)
Przyjmijmy oznaczenia:
| I |
a(w) = p f(t)coswtdr, b(®)= p f(t)sinwtdr. (3.3)
Wtedy z (3.2)) mamy
~+oo
f) :/ (a(w)cos ot +b(w)sinwt) d. (3.4)
0

Zauwazmy, ze funkcja a jest parzysta, tzn. a(®w) = a(—®) (wynika z parzystosci
funkcji kosinus), a funkcja b jest nieparzysta, tzn. b(®) = —b(—w) (wynika z niepa-
rzystoSci funkcji sinus). Jezeli funkcja f jest parzysta, to

2 [t
alw) = = f(t)coswrdr, (3.5)
0
b(w) =0, (3.6)
ajezeli f jest nieparzysta, to
a(w) =0, 3.7
2 [t
b(w) = %/ f(r)sinwrdr. (3.8)
0

W dalszych rozwazaniach szczegdlnie istotna bedzie tzw. zespolona posta¢ wzoru
catkowego Fouriera:

1 Foo oo . 1 Hoo +oo .
f0) =5 / () drdw = o / e/ / f(t)e " drdw.
R - - (3.9)
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Przyklad 3.1.
Przedstawi¢ za pomoca wzoru catkowego Fouriera oraz wzoru catkowego Fouriera
w postaci zespolonej funkcje:

t dla O<r <1, sint dla —-zw<t<m,
a) f(t) = b) f(r) =

0 dla pozostatych ¢; 0 dla pozostatycht;
o) f(r)=e"dlareR.
Rozwiazanie:

Zauwazmy przede wszystkim, ze wszystkie funkcje podane w tym przyktadzie spet-
niaja zatozenia twierdzenia Fouriera (twierdzenie [3.1).

a) Wyznaczamy najpierw funkcje a i b ze wzoréw (3.3).

1 1
a(w)=— [ TcoswTdrT.
TJo

Po scatkowaniu przez czgsci

OTsi
/Tcos wrdt — sm(mr)z—i—cos(a)f),
®
zatem
() 1 [@Tsin(wt)+cos(w7)]' 1 wsin(®)+cos(w)—1
a = — = — .
n o’ o T o?
Podobnie ze wzoréw (3.3)
1 !
b(w) = —/ Tsinwtdt
T Jo
oraz .
/‘L'Sin wrdt — sin (071) — a;rcos (a)r)’
0]
wiec
b(w) = 1 [sin(@7) — wtcos (071) ! _ 1 sin(w) — wcos ()
o ? =0 n w2 ’
Stad
1 [T~ (wsin(w w)—1 in(w) — )
f(t):—/ < sin( )+§0S( ) cosa)t—i—sm( ) ZCOS( )sina)t>dw.
T Jo () 0]
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b)

c)

Przedstawimy teraz funkcje f za pomoca wzoru catkowego Fouriera w postaci
zespolonej. Obliczamy wewngtrzng catke we wzorze (3.9)), catkujac przez czesci:
(jo+1)e7®—1

? '

(e} . 1 .
/ f(r)e/®%dr = / Te /9N dT =
oo 0

Stad

?d.

_1‘/mgw+uem—1
2w o2

f(t)
Funkcja f jest nieparzysta, zatem zgodnie z (3.7)
a(w) =0,

natomiast ze wzoru (|3.8))

2 T
b(w) = —/ sinTsin@Tdr.
0

n
Poniewaz
. . 1
s1n‘csman':—E(cos(w—i—l)r—cos(a)—l)r),
wiec
L1 1 d 2 sinzw
b(w) =—— sin(o+1)7— sin(@—1)r|  =—=. 272
T +1 w — =0 T 02—1
Zatem ) e
CsSINTO |
f(t) = _E/O mSIHO)l‘d(D.

Przedstawimy teraz funkcje f za pomoca wzoru catkowego Fouriera w postaci
zespolonej. Obliczamy wewnetrzna catke we wzorze (3.9), catkujac przez czgsci:

) f(t)e 1*dr = " sinte /9T dt = T e 0 2 sinT
e - o w-1 -1 '
Stad
ft)= 1/+szin7m)ef“”da)

Funkcja f jest parzysta, wigc ze wzoru (3.6) mamy
b(w) =0,

natomiast ze wzoru (3.5))
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2 [t
a(w) = —/ e fcosmtdrT.
TJo

Po dwukrotnym catkowaniu przez czgsci otrzymamy:

e T (wsinwT —cos 0T)

/e*rcos wTdT =

0?+1
Stad
2 “T(wsinwt —coswt) ]
a(®) = 2 lim e " (wsin Cos M) _
T a—te 0’ +1 0
2 (.. e “(osinwa —coswa) 1
=—( lim
T \a—+to 0’ +1 w?+1
Jednoczes$nie
lim e “sinwa=0 oraz lim e “coswa=0,
a—r—+oo a—-+oo
zatem
(w) 2 1
a —_ e
0?+1

1 ostatecznie

() 2/+w ! otdw
= — ——— COS .
nto w2+1

Przedstawimy teraz funkcje f za pomoca wzoru catkowego Fouriera w postaci
zespolonej. Obliczamy wewnetrzng catke we wzorze (3.9):

/m f(T)e_jde:/w e_lrle_-f“’rdr:/ wi-jo a’r+/ w(1+jo) 4

! lim [ef(l_-i“’)}o— ! lim [e_T(H’“’)}b:
I—Jwaaoo a 14 job—te 0

1 N 12
Cl-jo 1+jo  o*+1

f([) 1 /+°° 2 ja)tdw
= — e .
27 oo @?+1

Stad

Przyklad 3.2.

Wyznaczy¢ zespolony wzor catkowy Fouriera dla pojedynczego, prostokatnego im-
pulsu napigcia elektrycznego
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v dl 1 <T
u(,):{ a <1,

0 dla pozostatych ¢,
gdzie U > 0,T > 0 — stale.

Rozwiazanie:
Obliczamy wewnetrzng catke we wzorze (3.9):

/ u(’L’)e*deT:/ Uefjmd’L':Ui(efij—e]wT) =y
-T () ()

oo

Stad zespolony wzér catkowy Fouriera ma postac

U [t sinoT ;
f)== / %eﬂ‘”dw.

T J-

Zadania

Zadanie 3.1.
Wyznaczy¢ wzdér catkowy Fouriera dla ponizszych funkcji:

2 dla re(-3;-1),

1 dla re(—2;1),
t) = b) f(r)=¢1 dl te(—1;1),
2) f1t) {0 dla pozostatych ¢; ) f11) e ( )

0 dla pozostatycht;
—t+1 dla € (0;1), lt| dla re(-1;1),

0 dla pozostatych ¢;

d) f(r) =
0 dla pozostalycht ) f(1)

{ t+m  dla te(—n;o),

t dla re(—1;1),

+7 a € (0;7), b f) 0 dla pozostatych t;

©) ()
e) f(7)

0 dla pozostalycht
2 f(t)

|sinf| dla e (—mm),
0 dla pozostatycht.
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Odpowiedzi:

1 [+ (sin20+sinw 2w —cos
3.1)a) f(t) = — ucoswt—i-usina)t dw;
T Jo 0] w

2 [T (sin3w 3w —cos
b) f(t) = —/ (sm cos wt + COSwCOSSinwt> do;
0

/4
1 (>~ /1—cosw w—sinw .

C)f(t):E/() <wzcos(ot—|—w2sma)t dw;
2 [T osinw-+cosm— 1

d) f(r) = 7)o ps cos Wt d w;
e) f(t) = i/OJFWI_Z)OZSMDCOSwtda);

) f(t) = i/:wmw_a)?cosa)sinwtdw;

g f(t) = —i/()erC()Z:;(X_)—li_lcoswtdw.

3.2. Definicja transformaty Fouriera

Ze wzorem catkowym Fouriera w postaci zespolonej jest zwigzane bezposrednio po-
jecie transformaty Fouriera. Bedziemy dalej zaktadaé, ze funkcja f spetnia zatozenia
twierdzenia Fouriera.

Definicja 3.1. Transformata Fouriera (.% -transformata) funkcji f zmiennej rze-
czywistej t nazywamy funkcje zespolong F : R — C zmiennej rzeczywistej @ postaci:

F(jo)= :wf(t)ej“” dr. (3.10)

Ze wzoru (3.9) wynika od razu, ze

1 [t

f(1) F(jo)e’'® do. (3.11)

Przeksztatcenie dane wzorem (3.11)) nazywamy odwrotng transformatq Fouriera
(. ~'-transformatq) funkcji F (j®). Zapisujemy takze:

:E —0Qo

Ff0)] =F(jo) oraz F~'[F(jo)]=f(1).
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Latwo zauwazy¢, ze dla kazdej funkcji bezwglednie catkowalnej na przedziale
(—o0; +00) istnieje jej -# -transformata.

Twierdzenie 3.2. JeZeli funkcja f jest bezwzglednie catkowalna na przedziale
(—o0;+00), to jej F -transformata F (jm) jest funkcjq ciqglq zmiennej , przy czym

wl_l)nile(Ja)) =0.

Jezeli funkcja f nie jest bezwglednie catkowalna, nie oznacza to jeszcze, ze jej
transformata Fouriera nie istnieje.

Przyklad 3.3.
Korzystajac z definicji wyznaczy¢ % -transformate funkcji

t dla O<r<l,
f(t) =
0 dla pozostatych z.

Rozwiazanie:
Biorac pod uwage posta¢ funkcji f, ze wzoru (3.10) otrzymujemy:

L
F(jw):/o te 7 dt,

a po scatkowaniu przez czesci

jte—ior e—jwt} 1 je o i
0

= -
0} ?

Flio) = |

® 2
Dodatkowo, wykorzystujac wzory Eulera, otrzymujemy:

@sin(®)+cos(w)—1  sin(w)— wcos(w)'

F(J(D) = o2 J 2
O
Zauwazmy, ze ze wzoru (3.10) wynika:
F(jo)=rn(a(w)— jb(w)), (3.12)

gdzie a i b sa funkcjami zdefiniowanymi wzorami (3.3). Zatem jezeli dana jest funk-
cja f przedstawiona wzorem catkowym (3.4), to na podstawie réwnosci (3.12) mo-
zemy zapisaé postacé

F )] =F(jo).
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3.3. Kosinusowa i sinusowa transformata Fouriera

Zalézmy teraz, ze funkcja f jest bezwzglednie catkowalna na przedziale [0;+-c)
oraz na kazdym przedziale otwartym (a;b), a > 0, spetnia pierwszy i drugi warunek
Dirichleta. Taka funkcje mozna przedstawi¢ za pomoca wzoru

2 [t
f(t):E F.(w)coswtdw dla >0, (3.13)
0
gdzie
—+oo
Fc(a)):/ f(t)coswrdr. dla >0 (3.14)
0
Mozna ja réwniez przedstawié jako
2 [t
f(t):E Fy(w)sinotdo dla t>0, (3.15)
0
gdzie
~+oo
Fs(a)):/ f@®)sinwrdr. dla >0 (3.16)
0

Definicja 3.2. Funkcje rzeczywistq F. : R — R zmiennej rzeczywistej @ dang wzo-
rem (3.14) nazywamy kosinusowa transformata Fouriera funkcji f. Przeksztatce-
nie dane wzorem (3.13) nazywamy odwrotna kosinusowa transformata Fouriera
funkcji F..

Definicja 3.3. Funkcje rzeczywistq Fy : R — R zmiennej rzeczywistej ® danq wzorem
(3.16) nazywamy sinusowa transformata Fouriera funkcji f. Przeksztatcenie dane
wzorem (3.15) nazywamy odwrotna sinusowa transformata Fouriera funkcji F.

Jezeli f jest funkcjq parzysta, to
F(jo)=2F. (o).
Jezeli f jest funkcja nieparzysta, to

F(jo) = =2jF().

Przyklad 3.4. Wyznaczy¢ kosinusowa transformatg Fouriera funkcji

0 dla <0,
)=
f) { e dla tr>0(a>0).
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Rozwiazanie:
Otrzymujemy

F. (o) = / e “cosordt.
0
Postepujac analogicznie jak w przyktadzie[3.1]c), dostajemy

Fo(o) =

a
a+ w2’

3.4. Analiza widmowa funkcji

Jednym z wazniejszych zastosowarn transformaty Fouriera jest analiza widmowa
funkcji, wykorzystywana migdzy innymi w analizie sygnatéw, drgan itp.

Niech .7 [f(t)] = F(j®). Transformat¢ Fouriera F(jw) sygnatu f nazywamy
takze widmem sygnatu. Funkcje F(jo) jako funkcje zespolong mozemy przedsta-
wi¢ w postaci wyktadnicze;j:

F(jw) = |F(jo)le?®), (3.17)
a z drugiej strony w postaci algebraiczne;j:
F(jo)=P(o)+jO(o). (3.18)

Definicja 3.4. Funkcje A(w) = |F(j®)| nazywamy widmem amplitudowym, a funk-
cje ¢(®) widmem fazowym sygnatu f. Czes¢ rzeczywistq P(®) transformaty
F(jo) nazywamy widmem rzeczywistym, a czes¢ urojong — Q(®) widmem urojo-
nym sygnatu f.

Uwaga 3.1. Z twierdzenia[3.2) wynika, ze

lim A(w)=0.

w—+too

Bedziemy w dalszym ciagu zaktadaé, ze |@(®)| < 7.
Z definicji [3.4| wynika, ze widmo amplitudowe

) = \/P2(0) + Qo) = 1 /a(0) + 1P(a), (3.19)

a widmo fazowe spelnia uktad réwnan
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_ Plo)
cosQ(®) = # 70Tl = w1 ) 3.20
sin@(w) = Q) _  —bw) 320

IF(jo)l a?(w)+b2 (o)

Ze wzoréw (3.20) mozna wyznaczy¢ warto$¢ funkcji ¢ jednoznacznie z wyjat-
kiem przypadku, gdy jednoczesnie cos (@) = —1 i sin@(w) = 0. Wowczas przyj-

mujemy, ze
-7, jezeli <O,
o(w)=m-sgnw = 0, jezeli w=0, (3.21)
w, jezeli >0.
Przyklad 3.5.
Wyznaczy¢ widmo amplitudowe i fazowe funkcji:
1 dla <1, t dla te (0;1),
" b) £(0) = o)
0 dla pozostatych #;

a t)=
) /(1) { 0 dla pozostatych ¢;
t+a da te€(—a0),

) f(t)y=49 —t+a dla 1€ (0;a),
0 dla pozostatych ¢.

Rozwiazanie:
a) Wz6r funkcji f przedstawia tzw. impuls prostokatny:

-

-2 -1 1 2

Rysunek 3.1: Wykres funkcji f do przyktadu3.5]a)

Obliczamy .% -transformate funkcji f:
1 —jor g, | : e 1P I Dsinw
e = — = —_—
—jo o —Jjo  jo [0)

Zlrw)=rFio = [

dla w # 0 oraz
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1
F(jco):/ dt =2dlaw=0.
—1
Widmo funkcji f jest rzeczywiste, zatem jej widmo amplitudowe

| 20| dla @ #0,
2 da ©=0.

A(w) =|F(jo)| = {

| e

4Am 3m 27 T T 2 3m 4m

Rysunek 3.2: Widmo amplitudowe funkcji f (przyktad[3.5]a))

Stad wynika takze, ze

cos (@) = 1, jezeli 2@ > 0lubw=0,
POZN 21 jeeni 2o ),
czyli
ldlawe (—(2k+1)m; —2km) U (2km; (2k+ 1)),
dlak € NU{0} lub w =0,
cosp(w) =
—1dla ® € (—(2k+2)m; —(2k+ 1) m)U

U((2k+1)m; (2k+2) ), dlak € NU{0}.

Jednoczesnie

sinp(w) =0dla w € R.

Zatem zgodnie ze wzorem (3.21) widmo fazowe funkcji f:

O0dla w € [—(2k+ 1)m; —2kn| U [2km; (2k + 1) 7],
dla k € NU{0},
—ndla @ e (—(2k+2)m;—(2k+1)7), dlak € NU{0},
wdlawe ((2k+1)m;(2k+2)x), dlak € NU{0}.

¢(w)=
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Rysunek 3.3: Widmo fazowe funkcji f (przyktad3.5]a))

b) Wykres danej funkcji f jest przedstawiony na rysunku[3.4]

-

-2 -1 1 2

Rysunek 3.4: Wykres funkcji f do przyktadu[3.5]b)

Obliczamy .7 -transformate tej funkcji, catkujac jednokrotnie przez czesci:

(jot+1) e‘jw’]l B je_j“’+e_j“’ 1
®? 0

FU0)=Fjo) = | Leion gy — {

® 0> o
dla @ # 0 oraz
1 1
F(jo) :/ tdt = -~ dlaw=0.
0 2
Mozemy zapisaé .7 -transformate w postaci algebraicznej:

osin®w-+cos®—1 _sin®Ww— ®Wcosw

F(](l)) 2 —-J 2

dla @ # 0.

Widmo amplitudowe wyraza si¢ zatem wzorem:

. v —2wsin w;}chos 0+w2+2 da ®#0,
Alo) =|F(jo)| =

I dla =0
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Rysunek 3.5: Widmo amplitudowe funkcji f (przyktad[3.3]b))

Wyznaczymy teraz widmo fazowe. Otrzymujemy:

wsin @+cos —1 dla » 7& 0
CcoS (p(a)) — \/72wsinw72cos O+m2+2 ’
1 dla w=0
oraz
—sin W+ cos ® dla 7& 0
sm(p(a)) = \/wasinwaC()s O+02+2 ’
0 dla w=0.
Stad
ooy | TR a0 20
0 dla w=0.

Z definicji funkcji arcus tangens wynika, ze

—sinw+wcos ®
wsin w+cosw—1"

—sinw+wcos ®
T +arc tg wsin@+cosw—1"

arctg

_ —sin W+ cos ®
(p(w> - —T+arctg sinw+cosw—1"

jezeli wsinw+cosw—1>0,
jezeli wsinw+cosw—1<0A
—sinw+ wcosw > 0,
jezeli wsinw+cosw—1<0A
—sinw+ wcos® < 0,
jezeli wsinw+cosw—1=0A
—sinw+ wcos® = 0.

Rysunek 3.6: Widmo fazowe funkcji f (przyktad3.5]b))
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¢) Wzér funkcji f przedstawia tzw. impuls tréjkatny:

Ar)

4]

t

2a a a 2a

Rysunek 3.7: Wykres funkcji f do przyktadu3.5]c)

Przy obliczaniu .% -transformaty korzystamy z faktu, ze dana funkcja f jest funk-
cja parzysta, zatem

F(jo) = 2F.(o) :2/0a(t+a)cosa)tdt.

Po scatkowaniu przez czgsci otrzymujemy:

Fljo) =2 {w(t—i—a)sina)t—i—coswtr_ 20a sinwa +coswa — 1

- =2 ~ dla @ #0

1
F(jw):2/ (t +a)d = 3a® dla @ = 0.
0

Widmo amplitudowe funkcji f wyraza si¢ wzorem:

2.|2wa sin@a +cos wa —1| dla (1)750
Alw) = |F(jo)|= o? ’
(@) =[F(jo) { 3 dla @=0.

Rysunek 3.8: Widmo amplitudowe funkcji f dla a = 1 (przyktad[3.5)c))
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Stad wynika, ze

1, jezeli 2wa sinwa +coswa —1>01lubw =0,
—1, jezeli 2wma sinwa +coswa —1<O0.

cos () = {

Jednoczes$nie
sinp(w) =0dlaw R,

zatem zgodnie ze wzorem (3.21)) widmo fazowe
0, jezeli 2wa sinwa +coswa —1>01lubw =0,

o(w)=<¢ —m, jezeli 2wa sinwa +coswa —1<0iw <0,
w, jezeli 2wa sinwa +coswa —1<0iw>0.

Rysunek 3.9: Widmo fazowe funkcji f dla a = 1 (przyktad3.5]c))

Zadania

Zadanie 3.2.
Wyznaczy¢ widmo, widmo amplitudowe i widmo fazowe funkcji:

sinar  dla te (0;%),
a) f(1)=edlareRia>0; b) f(r) = gdzie a > 0,
0 dla pozostatych ¢;

o £(1) = cost dla re(-35:;%),
B 0 dla pozostatych z.
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Odpowiedzi:

a) F(jo)= W,A((v) |F(jo)| = W’ ¢(w) =0;
( jﬂa)/a+1)
A ) dla @+ +a,

b)F(jo)=< o’
$% dla ®==+a,

a 2c0s™? +2 dla o # *a,
A0) = [F(jo)| = § oV 7

L dla ©=+a,

arctg an) jezeli o € (—asa),
7+ arctg ( S"i@ ) jezeli @ € (2ka;(2k+ 1)a) dla k € Z\ {0},
¢(w) =
_m+arctg ( ‘“,mjl) jezeli o € ((2k—1)a;2ka) dla k € Z\ {0},
0, jezeli w=kadlakecZ;
0) F(jo) = 7 cos 2, A(w) = |F(jo)| = 7| cos 22,
0, jezeli 10ja€ >0,
p(w) = o
wsgnm, jezeli 1_0)22 <0

3.5. WiasnoSci transformaty Fouriera

Podobnie jak w przypadku transformaty Laplace’a, podamy podstawowe wtasno-
Sci transformaty Fouriera. Ponizsze twierdzenia czgsto ulatwiaja przeprowadzenie
analizy widmowej sygnatu, inne maja zastosowanie przy wyznaczaniu rozwiazan
zagadniefi opisywanych réwnaniami rézniczkowymi.

Twierdzenie 3.3 (o liniowoSci). Jezeli istniejq .7 [f(t)] i F [g(1))], to dla dowolnych
statych a,b € C

F[af () +bg(t)] = aZ [£(1)) + b7 [g(t)]. (3.22)
Twierdzenie 3.4 (o podobienstwie; o zmianie skali). Jezeli istnieje 7 [f(t)] =

F(jo), to dla dowolnego a # 0

Fflat) = - F () . (3.23)
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Twierdzenie 3.5 (o przesunigciu rzeczywistym; o przesunieciu w dziedzinie
czasu). Jezeli istnieje F [f(t)] = F(jw), to dla dowolnego 1ty € R

F[f(t—19)] = e /*F(jw). (3.24)

Przesunigcie rzeczywiste nie zmienia widma amplitudowego, a widmo fazowe
przesuwa o —®fy, tzn. jezeli widma fazowe sygnatéw f(z) i g(t) = f(t —tp) ozna-
czymy odpowiednio przez @y oraz @,, to @, (t) = @ (t) — wto.

Przyklad 3.6.
Wyznaczy¢ .% -transformate funkcji:
0 dla <0,
a) f(t)=e"1(t—2); b) f(t) = 1 dla 0<r<2,

e 72 dla t>2:

t—1 dla 1<t<2,
o) f(t)=< —r+3 dla 2<r<3,
0 dla pozostatych .

Rozwiazanie:

a) Niech g(t) = e7"1(¢) oraz G(jw) = .F [g(t)]. Wéwczas f(t) = e g(t —2),
a z definicji transformaty Fouriera otrzymujemy:

+oo

oo - e tjo+1) 1
G(jo) = / Ot g — |- ——— | = .
0 jo+1 o jo+1
Z twierdzenia[3.5| wynika, ze:
F(jo) = e-20+1) o _e‘z (wsin2@ — cos2m) _je_2 (sin2a)+a)cos2a)).
jo+1 w?+1 02 +1
b) Funkcje f mozemy zapisaé jako sume funkcji
1 dla 0<r<2, (-
filt) = a < oraz  fr=e (1 —2).
0 dla pozostatych ¢

Funkcja fi(t) = g(t — 1), gdzie g jest funkcja, ktdrej .# -transformate wyznaczy-
liSmy w przyktadzie[3.5]a). Z twierdzenia 3.5 wynika zatem, ze
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2¢ 1%sinw
£ SO dla w@#0,
Flhw=1" @ .
2 dla w=0.
Na podstawie wyniku otrzymanego w punkcie a) stwierdzamy, ze

1

F L)) = e_ijij-

Z twierdzenia[I.1] o liniowosci dostajemy:

F(jo)=Z[fi()]+-F [22(1)] =
{ —@sin2@+cos2® + Sina?w +j <fsin2a)7w0052w _ Zsin2(o) da o 7& 0,

®2+1 ®2+1 ®

3 dla w=0.

c¢) Funkcja f jest przesunigciem o fo = 2 funkcji z przyktadu [3.5|c) dla parametru
a =1, zatem

F(jo) 2_2ja,2wsina)+cosa)—1
J = Zé =

o2
(2wsinw+cos®— 1)cos2w .(2osino+cos®— 1)sin20
= @2 +2j o2

dlaw+#0

F(jo)=3dlaw=0.
O

Twierdzenie 3.6 (o przesunigciu zespolonym; o przesunieciu w dziedzinie czesto-
tliwosci; o modulacji). Jezeli istieje 7 [f(t)] = F(j®), to dla dowolnego ay € R

F [/N f(1)] = F(j(@ — a)). (3.25)

Ze wzoru (3.25) wynika w szczeg6lnoscei, ze
T eI f(1)] = F(j(o+ ). (3.26)

Dodajac i odejmujac stronami wzory (3.23)) oraz (3.26), korzystajac ze wzoréw Eu-
lera oraz z twierdzenia|l.1|o liniowoS$ci, otrzymujemy:

Z(f)eosont] = 3 [F(j(0— o) +F(jlo+an)], (2D
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F1f(1)sinond] = 21] F(j(— oy) — F(j(o+ ). (3.28)

Przyklad 3.7.
Wyznaczy¢ .# -transformatg funkcji:

a) f(t) =e cosar; b) f(r) =e 2 Vsin3(r—1)1(r —1).

Rozwiazanie:

a) Niech g(t) = eIl Z-transformata funkcji g zostala obliczona w przyktadzie

e), zatem
1

G(jo)= ——-.
(jo) 0?+1
Ze wzoru (3.27) wynika, ze

F(jo) = 5 6U(0—4)+GU(0+4)] = 5 | =gt + orarsi |

b) Niech g(t) = e=?1(t). Z definicji transformaty Fouriera otrzymujemy:

- 1
Cjo+2

G(jo)
Ze wzoru (3.28) wynika, ze

F [g(t)sin3t] = F [e ¥sin3t1(1)] = 2lj G(j(w—3)-G(j(w+3)] =

1 1 1
T2 [j(a)—3)+2 a j(w+3)+2} '
Z twierdzenia [3.5] o przesunigciu rzeczywistym dostajemy:
e/ 1 1
(@) ==; [j(a)—3)+2 j(w+3)+2}
Rosino+ (30?—39)cosw (30> —39)sinw — 12w cos
0 — 1002 + 169 T 0t — 1002 + 169

O

Twierdzenie 3.7 (o .7 -transformacie pochodnej; o rézniczkowaniu w dziedzinie
czasu). Jezeli funkcja f oraz jej pochodne f',f",..., f¥) spetniajq zatozenia twier-
dzenia Fouriera oraz

lim f(t)= lim f(z)=0

t——o0 t—r4-o0
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idla kaidegoi=1,...;k—1

lim f9() = lim fO@) =0,

t——oo t—o0

to
7190 = (jo)F(jo). (3.29)

Z twierdzenia[3.7) wynika w szczeg6lnosci, ze
Z ()] = joF (jo).

Twierdzenie 3.8 (o pochodnej .7 -transformaty; o rézniczkowaniu w dziedzi-
nie czestotliwosci). Jezeli funkcja t* f (t) spetnia zatozenia twierdzenia Fouriera dla
pewnego k € N oraz F [f(t)] = F(j®), to F -transformata funkcji f ma pochodne
wzgledem  do rzedu k wilqcznie, przy czym

d'F(jo)

W:(—j)lﬁ[z’f(z)] dla i=172.... .k (3.30)

Przyklad 3.8.
Wyznaczyé .7 -transformate funkcji f(1) = t*e=21(t).

Rozwiazanie:
Niech g(t) = e ?1(t). Ze wzoru (3.30) wynika, ze

d*G(jo)
F(jo)=Z [’g(t)] = ———5—2.
(Jw) [ 8( )] dw?
Poniewaz G(jw) = jwﬁ’ wiec
Fljo) = 2 2(8-60) 2(120-a?)
T Gor2) ~ (4?7 (02 ta)

O

Twierdzenie 3.9 (o .% -transformacie calki; o calkowaniu w dziedzinie czasu).
Jezeli funkcja f i jej catka ©(t) = [*_, f(t)dT spetniajq zatoZenia twierdzenia Fo-
uriera oraz

lim 9(1) =0, (3.31)
to , {
7 U_wf(r)d ’E] = - Flio) (3.32)
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Przyktad 3.9.
Wyznaczy¢ .% -transformate funkcji

t
ﬁ(t):/ e lsintdr.

Rozwiazanie:
Poniewaz funkcja f(¢) = e~ |7l sin T jest nieparzysta, zachodzi warunek (3.31)). Mozna
fatwo wykazaé, ze réwniez pozostale zalozenia twierdzenia sa spetnione. Niech
g(t) = eI Na podstawie obliczei wykonanych w przyktadzie e) stwierdzamy,
ze

1
o> +1
Ze wzoru ([3.28), ktory jest konsekwencja twierdzenia [3.6] o przesunigciu zespolo-
nym, wynika, ze

G(jo) =

F [gr)sin] = 21J Gi(@— 1)~ G(i(w+ 1)

Korzystamy nastepnie z powyzszego twierdzenia[3.9] z ktérego otrzymujemy:

F[5()] = ].lw-;j[c;(j(w— D)~ G(j(@+1))] =
1 1 1
20 | (0—1)2+1 - (@+1)2+1

Zadania

Zadanie 3.3.
Korzystajac z odpowiednich wtasnoSci transformaty Fouriera, wyznaczy¢ .% -transformaty
funkcji:

a) f(1) =e "I -3); b) f(1) = ( 2)—1(r—-5);

&) £lt) = (1~ D{1() ~ 1(—2)); & £(0) = ¢ sin2r;

e)f(t):e fcos3(t—2)1(t —2); 0 f(t)=t _tl()

g) f(t) =t"e “1(t), a > 0; h) f(t) = t*sint[1(r + 1) — 1(r — 7)];
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i) f(t)= /tmercosrl(r)d’v.

Odpowiedzi:
-3jo —2jo_,~5j0 eHO(14jw)—1+jo 8jm
e . e e . . _ J .
a) I+jo’ b) jo ) ? 2 d) 0*—6w?+25°
o) e~ 26+J0) (_ jp3 1302 +54) | f)—L o) nl .
o' +324 Y e ® ey T
jler? et —4(n’+3) 0’ +2n2 —4)sinntw+8n (0’ —w)cosmw] , .\ @’ +j0’*42j | n
h) (w2_1)3 > 1) w(w4+4) + 2 6(0‘))

3.6. Uwagi bibliograficzne

Piszac powyzszy rozdzial, korzystaliSmy w duzej mierze z naszych notatek do zajeé,
podobnie jak w przypadku wczesniejszych rozdzialéw. Pojecie i wlasnosci trans-
formaty Fouriera opisane s3 migdzy innymi w podrgcznikach [22, [11]. Przy wyborze
przyktadéw i zadan korzystaliSmy takze z monografii [12]] i zbioru zadan [[18]. Istotna
pomoc stanowito Nowoczesne kompendium matematyki [2]].
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Dodatek

Celem tego rozdziatu jest przedstawienie podstawowych poje¢ z zakresu analizy ze-
spolonej, ktére moga by¢ pomocne w zrozumieniu treSci zamieszczonych w skryp-
cie. Ze wzgledu na fakt, ze w wigkszosci praktycznych zastosowan spotykamy ze-
spolone funkcje wymierne, ograniczymy si¢ w naszych rozwazaniach jedynie do
tego typu funkcji. Szerzej funkcje zmiennej zespolonej, nie tylko wymierne, sa omo-
wione na przyktad w [[10] lub [[17].

A.1. Funkcja holomorficzna

Niech zatem
P(s)

F(s)=
O(s)
bedzie funkcja wymierna wiasciwa zmiennej zespolonej s, czyli P i Q sg wielomia-
nami zmiennej zespolonej s takimi, ze stP(s) < stQ(s).

(A.1)

Definicja A.1. Funkcja zespolona f zmiennej zespolonej s jest holomorficzna
w punkcie s, jezeli istnieje jej pochodna f' nie tylko w punkcie s, ale takze w kaz-
dym punkcie pewnego kota na ptaszczyznie zespolonej o srodku w punkcie s.

Zauwazmy, ze holomorficzno$¢ funkcji w punkcie so oznacza wigcej niz istnie-

nie pochodnej tej funkcji w danym punkcie. Kazda funkcja holomorficzna w danym
punkcie jest r6zniczkowalna (czyli ma w tym punkcie pochodna), ale nie na odwrét.

Definicja A.2. Funkcja zespolona f zmiennej zespolonej s jest holomorficzna
w pewnym obszarze na plaszczyznie zespolonej, jezeli istnieje jej pochodna f’
w kazdym punkcie tego obszaru.

Przyktad A.1.

a) Funkcja f(s) = |s|%, jak mozna sprawdzi¢ [4], jest rézniczkowalna w punkcie
s =0, ale nie jest w tym punkcie holomorficzna.

b) Funkcja f(s) = ¢ jest holomorficzna na calej ptaszczyznie zespolonej, a wigc
jest rozniczkowalna dla dowolnego s zespolonego, [4] .

O
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A.2. Bieguny. Residua

Podobnie jak w powyzszym podrozdziale, zaktadamy, ze F jest funkcja wymierng
dang wzorem (A.T).

Definicja A.3. Punkt sy jest nazywany zerem k-krotnym, k = 1,2,3,..., funkcji
g(s), jezeli funkcje te mozna przedstawi¢ w postaci g(s) = (s — 50)kQ(so), gdzie
®(s0) # 0.

Definicja A.4. Punkt sg jest nazywany biegunem k-krotnym, k = 1,2,3,. .., funkcji

zespolonej f(s) = ﬁ, jezeli jest zerem k-krotnym funkcji g(s).

Biegun jednokrotny funkcji f(s) nazywamy po prostu biegunem tej funkcji.

Przyklad A.2.

Niech g(s) = (s — 1)(s — 4)>. Jak latwo zauwazyé, s = 1 jest zerem jednokrotnym
funkcji g(s), a s = 4 — zerem 5-krotnym tej funkcji. Mozna tez zauwazy¢, ze s = 1 jest
biegunem (jednokrotnym) funkcji f(s) = m a s = 4 — biegunem 5-krotnym
tej funkcji. ad

Mozna pokazaé, ze jezeli s jest k-krotnym zerem funkcji f(s) = —=, to

fs0) = f(s0) = ... = f¥V(s9) =0, oraz f¥(s) #0.
Wtedy funkcje g(s) w otoczeniu punktu sp mozna przedstawié jako

a— a—k+1 a—i 2
= + +o +ag+ai(s—so) +az(s—s0)> +....
g(s) Goso)f T sl s T ai (s —s0) +ax(s —so)

(A.2)

Definicja A.5. Residuum funkcji f w punkcie sy, oznaczane jako res f(s), nazy-
S=50

wamy wspotczynnik a_; we wzorze (A.2), czyli

res f(s) =a_;.
s=50

Z powyzszej definicji wynika, ze residuum funkcji jest liczba. Jesli sq jest biegu-

nem k-krotnym funkcji f, to obliczamy je, korzystajac z nastgpujacego wzoru:

1 dkfl
== G g

[(s - so)kf(s)} .
Zatem, jezeli s¢ jest biegunem jednokrotnym, to

res f(s) = lim[(s —s0)f(s)].

S=50 S§—S80
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Przyktad A.3.

Wyznaczy¢ residua funkcji f(s) = 241

s2(s—1)

w jej biegunach.

Rozwiazanie:
Funkcja f ma biegun jednokrotny s; = 1 oraz biegun dwukrotny s, = 0, zatem, ko-
rzystajac z powyzszych wzoréw, otrzymujemy:

, s+
res f(s) =lim[(s — 1) f(s)] = lim —5— =2
s=1 s—1 s—1 s
oraz
res f( )—limi[zf( )] —limi Szi _lims2—275—1__1
s=0 s  so0ds A Cso0ds | s—1] 550 (5—1)2 N ’
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Tablice

Tabela B.1: Transformaty Laplace’a

Lp.|  f() | F(s)=2Z[f(0)] ] Lp. f(@) F(s)=2Z[f(1)]
1 o
1. 1(z) " 9. sh ot g
e S
2. 1(t—a) . 10. ch ot g
n!
3. " e I1. o(t) 1
1
4. e 12. 5(t—a) o4
s—a
1 1 1 1
5. @ 13. — —
(n—l)!e (s—a)" /Tt s
n! n! 4" 1
6. e 14. —="12
¢ (s—a)t] NG NG
0] 1 1
7. sin ot — 15. ——e
52 + @2 \/me Vs+a
s sinat a
8. cos Wt o 16. ; arctg —

W powyzszych wzorach a,® € R, n € N.
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Tabela B.2: Transformaty 2

Lp. | f(n) | F(z)=2[f(n)] || Lp. f(n) F(z) = Z[f(n)]
1| 1(n) Z%l 13. §(n—k) Zlk
2. n ; ~ 7 14. %7: es
3.0 n? éz_—i_l;g 15. <Z> (z— i)kJrl
4.0 Z(Zij_“f; D e (ﬁ) <1 + i) k
50 d ; - 17. ?82)51 5)’: 2 z22j 1
6.1 nd" ﬁ 8. ?EiZ)fl 5)’: 2(2n+1) 2(252:;)12)
2n) =0, 1
7. n2a? “(ZZ(:;) 19. §E2Z) AFEE 111;—1
R 2
8. | sinwn oo ZZZS(I:ICI):)(D T 20. cos 5n Z2Z+ 7
9. | coson 2 Z—(ZZ;ci)Ossa(:)—)i— 1 21. ;Egg z ('13’ dlan>1 In z—il
10. | shon ﬁ—ﬁﬁoﬂ 22. ( 2(;?1) : J/Zsin \}2
11. | chon m 23. ((;i))' cos \}2
12. ] 8(n) 1

W powyzszych wzoracha,w € R, k,n € N, k < n.
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Tabela B.3: Transformaty Fouriera

Lp. f() F(jo) =7 [f{)]
1. 6(1) 1
2. 80 (1) (jo)
3. 8" (t —a) (jo)re /@4
4. 1 218 ()
5. " 278" (o)
6 1(z) L + 1 (w)
. i
7 Ly i 0
. %e vl (a>0)
1 T
2 palol
8. 1> +ad? af
9. | 1(r+a)—1(t—a) 2sin da
®
10. el 218 (0 —a)
11. cosat no(w+a)+6(w—a)]
12. sinat jr[é(w+a)—6(w—a)]
2
inar o,z
13. sinat VTa <4a + 4> , (a>0)
2
2 oz
14. cosat VTa <4a 4) , (a>0)

W powyzszych wzorach a,® € R, n € N.
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