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Wstep

Niniejszy skrypt w zamySle autora ma stuzy¢ przede wszystkim studentom kie-
runku matematyka stosowana na Wydziale Informatyki Politechniki Biatostockiej
jako pomoc w lepszym rozumieniu zagadnien przedstawianych na zajeciach w ra-
mach pracowni specjalistycznej z przedmiotu Metody optymalizacji, ktéry obecnie
jest realizowany na IV semestrze studiéw I stopnia. Zagadnienia omawiane w ko-
lejnych rozdziatach sa zgodne z treSciami programowymi zawartymi w sylabusie
do tego przedmiotu. Tredci prezentowane w skrypcie moga by¢ takze przydatne dla
studentdéw innych wydzialéw zainteresowanych poznaniem i wykorzystaniem pod-
stawowych metod numerycznych optymalizacji statycznej.

Istnieje bardzo bogata literatura dotyczaca optymalizacji, zaréwno jezeli chodzi
o aspekt teoretyczny, jak i praktyczny. Biorac pod uwage to, do kogo adresowane
jest prezentowane opracowanie, ograniczymy si¢ tu do zaproponowania jedynie kilku
pozycji bibliograficznych mogacych stanowi¢ istotne uzupetnienie informacji poda-
nych w skrypcie. Warto zwréci¢ uwagg Czytelnika zainteresowanego poszerzeniem
swojej wiedzy na pozycje, ktére mozna uznaé obecnie za klasyczne, np. [Findeisen,
Szymanowski, Wierzbicki|(1980) czy Zorychta, Ogryczak (1981). Student poszuku-
jacy informacji podanych w bardzo przystepny sposob, ilustrowanych wieloma przy-
ktadami, moze zainteresowaé si¢ publikacjami takimi jak np. Kusiak, Danielewska-
Tutecka, Oprochal(2019),|Stadnicki|(2017). Optymalizacja jest jedna z tych dziedzin
matematyki, ktéra rozwija si¢ bardzo dynamicznie. Metody stosowane kilkadziesiat
lat temu czgsto ustgpuja miejsca nowym, zwykle bardziej ztozonym, ale jednocze-
$nie znacznie efektywniejszym i bardziej niezawodnym. Metody takie zostaty przed-
stawione przede wszystkim w rozdziale [3] Ich szczegétowy opis mozna znalez¢ np.
w[Bonnans, Gilbert, Lemaréchal, Sagastizabal|(2006), Nocedal, Wright (2006), Gill,
Murray, Wright (1981) czy [Fletcher| (1987).

Teoretyczne podstawy optymalizacji przedstawiane sa na wyktadzie, natomiast
zwigzane z nimi odpowiednie narzedzia matematyczne sa wykorzystywane na éwi-
czeniach audytoryjnych. W wigkszosci praktycznych zastosowan ilo§¢ zmiennych
decyzyjnych i ograniczei wystgpujacych w zadaniu optymalizacji nie pozwala na
jego efektywne rozwiazanie w sposéb analityczny. W przypadku programowania
nieliniowego, nawet wtedy, gdy rozmiar zadania nie jest zbyt duzy, uzyskanie do-
ktadnego rozwigzania moze by¢ niemozliwe, wtasnie ze wzgledu na nieliniowo§é
funkcji celu lub ograniczen. Z pomoca przychodza wéwczas numeryczne metody
optymalizacji, ktére pozwalaja na otrzymanie przynajmniej rozwiazania przyblizo-
nego. W niniejszym skrypcie akcent potozono na zwigzane z tymi metodami algo-
rytmy, ktére autor starat si¢ przedstawi¢ w przystgpny sposéb. Wigkszo$¢ algoryt-



moéw zostata zilustrowana odpowiednimi przyktadami, w ktérych krok po kroku wy-
konywane sa obliczenia w poczatkowych iteracjach. Wyniki z kolejnych kilku itera-
cji s czesto przedstawione w osobnej tabeli i na wykresie. Czytelnik ma dzigki temu
sposobno$¢ praktycznego poznania danej metody. W tym celu nie wystarczy jednak
tylko przeczytaé rozwiazanie przedstawione w przykladzie, ale nalezy samodzielnie
powtorzy¢ obliczenia tam zawarte. Studenci moga takze sprobowad zaimplemen-
towac algorytm danej metody, tworzac odpowiednia procedurg obliczeniowa. Po-
wyzsze dziatania niewatpliwie pomoga uzyskaé wigksza Swiadomosc, jezeli chodzi
0 spos6b dziatania podstawowych metod optymalizacji, ale nie stanowig celu samego
w sobie, a jedynie do niego prowadza. Najwazniejszym efektem, ktory student po-
winien uzyska¢ w wyniku uczestnictwa w zajgciach pracowni specjalistycznej z tego
przedmiotu, jest umiejetno$§¢ wykorzystania standardowych procedur optymalizacyj-
nych.

Pakietem oprogramowania proponowanym do wykorzystania na zajgciach jest
MATLAB, ze szczegdlnym uwzglednieniem procedur dostgpnych w bibliotece Opti-
mization Toolbox. W skrypcie podane sa przyklady uzycia takich procedur do roz-
wigzywania konkretnych zadani optymalizacji. Dziatanie standardowej procedury za-
lezy od wartoSci wielu parametréw opcjonalnych, z ktérymi jest ona wywolywana.
Bezcelowe byloby podawanie opisu wszystkich dostgpnych opcji — zainteresowany
Czytelnik moze znaleZ¢ potrzebne informacje w dokumentacji pakietu MATLAB na
oficjalnej stronie internetowej MATLAB| (n.d.).

Oprdcz umiejetnosci zastosowania odpowiedniej procedury do rozwiazania za-
dania optymalizacji wazne sa réwniez wlasciwa interpretacja wynikéw, ich prezen-
tacja w formie tabel lub wykreséw i sformutowanie na tej podstawie poprawnych
wnioskOw oraz poréwnanie przydatnosci, a w szczegdlnosci szybkosci zbiezno$ci
r6znych metod prowadzacych do tego samego celu. Oczekuje sig, ze student na pod-
stawie wykonanych obliczeni przygotuje sprawozdania, ktére beda zawiera¢ powyz-
sze elementy. W skrypcie podano konkretne propozycje zadan, ktérych rozwigzania
moga znaleZ¢ si¢ w sprawozdaniach.

Biatystok, wrzesiefi 2023 Krzysztof Piekarski



Rozdzial 1

Programowanie nieliniowe: minimalizacja funkcji jednej zmiennej

1.1. 'Warunki konieczne i dostateczne optymalnosci

W tym rozdziale rozpatrujemy problem minimalizacji funkcji f jednej zmiennej:

gdzie f : R — R jest funkcja nieliniowa, D = R lub D = (c;d), ¢ < d. Dopuszczamy
mozliwos¢, ze ¢ = —oo lub d = +o0. Jezeli D = R, méwimy o zadaniu minimalizacji
bez ograniczen, w przeciwnym razie o zadaniu z ograniczeniami.

W sytuacji, gdy funkcja f ma odpowiednia postaé, powyzsze zadanie mozna roz-
wigza¢ analitycznie. Przypomnijmy podstawowe fakty z analizy matematycznej, wy-
korzystywane przy poszukiwaniu ekstreméw funkcji jednej zmienne;.

Definicja 1.1. Sasiedztwem S(x(, §) punktu xo € R o promieniu 8 nazywamy sume
przedziatow
S(X(), 5) = (X() - 6;)60) U (XQ;XQ + 5)

Otoczeniem O(xp, §) punktu xp € R o promieniu 0 nazywamy przedziat
O(xp,8) = (xo— 8;x0+ 8)

Jezeli promieni sqsiedztwa lub otoczenia nie jest istotny, to piszemy S(xg) (odpowied-
nio O(xop)).

Definicja 1.2. Funkcja f ma w punkcie £ minimum lokalne <— f(%) < f(x)
dla wszystkich x € DN O(X), dla pewnego otoczenia O(R).

Jezeli przy tym f(X) < f(x) dla wszystkich x € DN S(X), dla pewnego sqsiedztwa
S(%), to méwimy o mimimum lokalnym wlasciwym.

Definicja 1.3. Funkcja f ma w punkcie £ maksimum lokalne < f(%) > f(x)
dla wszystkich x € DN O(X), dla pewnego otoczenia O(X).

Jezeli przy tym f(X) > f(x) dla wszystkich x € DN S(R), dla pewnego sqsiedztwa
S(%), to méwimy o maksimum lokalnym wlasciwym.

Definicja 1.4. Minima i maksima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi.

Definicja 1.5. Funkcja f ma w punkcie £ ekstremum globalne <= nierdwnosci
w definicjach oraz sq spetnione dla wszystkich x € D.



Uwaga 1.1. Dla dowolnej funkcji f zachodzi:
min f(x) = —max(—f(x))

dlatego w dalszym ciggu bedziemy rozpatrywaé przede wszystkim zadania minima-
lizacji.

Twierdzenie 1.6 (pierwszy warunek konieczny istnienia mimimum). Niech funk-
cja [ ma minimum lokalne w punkcie X € D i niech istnieje ciqgta pochodna pierw-
szego rzedu funkcji f w pewnym otoczeniu O(X) punktu %.

Jezeli £ jest punktem wewnetrznym zbioru D = (c;d), to f'(%) = 0.

Jezelix =c, to f'(X) > 0. Jezeli £ =d, 1o f'(%) <0.

Whiosek 1.7. Jezeli D = R, to funkcja f moze mie¢ minima lokalne tylko w tych
punktach, w ktorych pochodna funkcji jest rowna zeru lub w ktorych pochodna nie
istnieje. W przeciwnym razie nalezy uwzglednic jeszcze punkty na brzegu zbioru D.

Twierdzenie 1.8 (drugi warunek konieczny istnienia mimimum). Niech funkcja
f ma minimum lokalne w punkcie X € D i niech istnieje ciqgta pochodna drugiego
rzedu funkcji f w pewnym otoczeniu O(%) punktu .

Jezeli f'(£) =0, to f"(X) > 0.

Twierdzenie 1.9 (warunek dostateczny istnienia mimimum). JeZeli istnieje ciq-
gta pochodna drugiego rzedu funkcji f w pewnym otoczeniu O(X) punktu X oraz
jednoczesnie:

1° f'() =0

2° (%) >0

to funkcja f ma mimimum lokalne wtasciwe w punkcie X.

Wazna klasa funkcji przy poszukiwaniu minimum sa funkcje wypukie.

Definicja 1.10. Funkcja f jest wypukla na zbiorze D < dla dowolnych xy,x; €
D i dowolnej liczby o € (0;1) zachodzi nieréwnosé:

floaxi+(1—a)x) < of(x)+(1—a)f(x)
Jezeli zamiast < mamy <, to funkcja f jest $cisle wypukia.

Twierdzenie 1.11. JeZeli istnieje ciqgta pochodna drugiego rzedu funkcji f, przy
czym f"(x) > 0 dla x € D, to funkcja f jest scisle wypukia.

Twierdzenie 1.12. JeZeli funkcja f jest wypukta na zbiorze D, to kaZde jej minimum
lokalne jest jednoczesnie minimum globalnym na tym zbiorze.
Jezeli funkcja f jest scisle wypukta, to istnieje co najwyzej jedno minimum lokalne
tej funkcji, ktore jest wowczas takze jej mimimum globalnym.



Uwaga 1.2. Nie kazda funkcja $ciSle wypukta ma mimimum lokalne, np. funkcja
flx)= % na zbiorze D = (1;+o) jest Scisle wypukta, ale nie ma mimimum.

W przypadku, gdy minimum funkcji nie moze by¢ wyznaczone analitycznie, nalezy
wykorzystaé odpowiednia metodg przyblizona. Ogélnie rzecz biorac, mozemy po-
dzieli¢ takie metody na bezgradientowe, ktére znajduja zastosowanie w przypadku
nierézniczkowalnych funkcji celu oraz na metody gradientowe stosowane wtedy, gdy
funkcja celu jest przynajmniej klasy C'. Idea metod z pierwszej grupy opiera si¢
przede wszystkim na definicji minimum funkcji [I.2] natomiast druga grupa metod
wykorzystuje warunki konieczne optymalnosci [I.6]i ewentualnie [I.8] Opis wybra-
nych metod bezgradientowych znajduje si¢ w podrozdziale [I.3] a gradientowych w
Wynikiem dziatania przedstawionych metod jest zwykle wyznaczenie jedynie
minimum lokalnego, a nie globalnego.

1.2. Lokalizacja rozwiazan

1.2.1. Metoda ekspansji

Jezeli w zadaniu minimalizacji zbiér D jest nieograniczony, tzn. D = R lub
¢ = —oo lub d = o, to nalezy wyznaczy¢ przedziat (a; b), gdzie a > —oo, b < oo, w kt6-
rym to minimum wystgpuje. Méwimy wtedy o lokalizacji rozwiazania zadania (1.1).
Przeprowadzenie takiej lokalizacji jest konieczne ze wzgledu na wymagania wielu
metod przyblizonych wyznaczania minimum funkcji, dla ktérych przedziat lokaliza-
cji lub przynajmniej punkt startowy potozony w takim przedziale jest jedng z danych
wejsciowych. Do lokalizacji mozemy wykorzysta¢ metode ekspansji, w ktdrej startu-
jemy z pewnego przedziatu (x(o) ;x(1)> (bierzemy x(1) > x(0) nie zaktadamy, ze w tym
przedziale jest minimum). Jezeli funkcja f jest unimodalna (tzn. jest ciagta i ma do-
ktadnie jedno ekstremum), wystarczy przyjaé x(°) = 0. Inaczej jest w przypadku, gdy
funkcja f ma wiele ekstreméw. Wowczas mozemy zastosowac np. zmodyfikowang
metode ekspansji Boxa-Daviesa-Swanna. Ponizej przedstawiamy kolejne kroki nie-
zmodyfikowanej metody ekspansji.

Obliczamy f(x() 1 f(x(1)). Mozliwe sa trzy przypadki:

1°: f(x©) = fx)

Wéwczas koficzymy obliczenia, przyjmujac a = x0 i p=x),

200 f9) > fa)
Oznacza to, ze mimimum funkcji f lezy na prawo od x(9), bierzemy zatem x(
axtV), gdzie o > 1 jest tzw. wspétczynnikiem ekspansii.

2)



Jezeli teraz f(x(1) < f(x?)), to znaczy, ze funkcja f przestata maleé, a zaczeta
rosnaé, zatem koriczymy obliczenia, przyjmujac a = x(©) i b = x@.

Jezeli przeciwnie, f(x(1)) > f(x?)), to znaczy, ze mimimum funkcji f lezy na
prawo od x(1), bierzemy zatem x©) = ax( (w nastgpnych krokach, jezeli sa po-
trzebne, bierzemy x(*) = Otx( ), x) = ox® itd.) Koriczymy obliczenia, gdy funkcja
f zaczyna rosnaé, tzn. f(x\)) < F(xt) ) dla pewnego i € N. Przyjmujemy wtedy
a _x(z 1) ib _x(l+1

320 f(x9) < (=)
Oznacza to, ze mimimum funkcji f lezy na lewo od X, zmieniamy wiec przedziat
(x(0); x(y na( X x(1)>

Jezeli f(—x1) > f(x©), to znaczy, ze funkcja f(x) rosnie z obu stron x(¥), zatem
minimum jest w przedziale <—x(1);x 1)>. Przyjmujemy wigc a = —x oraz b = x(V
i koiczymy obliczenia.

Jezeli f(—xD) < £(x(9)), to znaczy, ze mimimum funkcji f lezy na lewo od —x(©),
bierzemy zatem x?) = ox

Jezeli teraz f(—x) < f ( (2)), to znaczy, ze funkcja f przestata maleé, a za-
czeta rosna¢ (gdy poruszamy sig w lewo), zatem konczymy obliczenia, przyjmujac
a=—x?ip=x),

Jezeli przeciwnie, f(—x(1)) > f(—x(?), to znaczy, ze mimimum funkcji f lezy na
lewo od —x(1), bierzemy zatem xB) = ch( ) itd.

Kor’lczymy obliczenia, gdy funkcja f zaczyna rosnaé (gdy poruszamy si¢ w lewo),
tzn.( f() ) < f(—x{*1) dla pewnego i € N. Przyjmujemy wtedy a = —x(+1) i b =
_xli=1).

Przyktad 1.1. Zlokalizowaé przedzial, w ktérym funkcja f(x) = x> — 5x + 6 osiaga
minimum. Przyjaé:
ax=1a=2; b)xV=1a=5 o1V =6a=1,5.

Rozwiazanie:
Poniewaz funkcja f jest unimodalna, mozemy przyjac x© =o.

Ad a)
FEO) = £(0) =6, f(xV) = f(1) =2, wiec f(x©) > f(x1)) - obliczamy x() =
f(x®) = f(2) =0, zatem f(x(1 ) > f(x(?) - obliczamy x®) = ax(?® =4

F(x®) = £(4) =2, zatem f(x?)) < f(x 3)) konczymy obliczenia, przyjmujac prze-
dziat lokalizacji minimum jako (a;b) = (x(1;x(®)) = (1,4)

Adb)

f()E“;)) = £(0) =6, f(xV) = £(1) =2, wigc f(x@) > f(x(1)) - obliczamy x(?) =
ax) =5

10



F(x®) = £(5) =6, zatem f(x(V)) < f(x(?)) —koriczymy obliczenia, przyjmujac prze-
dziat lokalizacji minimum jako (a;b) = (x(9);x(?)) = (0;5)

Ad c)

f© ) :f( ) =6, f(xV) = f(6) = 12, Wi@C f(x(o)) < f(x() - obliczamy
f(=xD) = f(= ) 72, wiee f(—x)) > f(x(©)
Koriczymy obliczenia, przyjmujac przedziat lokalizacji minimum jako (a;b) =
(—xD;xD) = (-6;6). 0

W zmodyfikowanej metodzie ekspansji Boxa-Daviesa-Swanna mozemy jako punkt
startowy przyjaé dowolne x©) (najlepiej w poblizu minimum funkcji f). W kolejnych
krokach tej metody obliczamy:

XD — 0 4 2iAx dlai=0,1,2, ... (1.2)

gdzie Ax jest ustalong liczba dodatnia, az zostanie spetniony warunek f (x(”l)_) >
f(x9). Wtedy jako koniec przedziatu lokalizacji minimum przyjmujemy b = x{+1),
Nastepnie obliczamy:

D = 5D _2iAxdlai=0,1,2,... (1.3)

az bedzie spetniony warunek f (x( ) >f ( ) Wtedy jako poczatek przedziatu
lokalizacji minimum przyjmujemy a = x( i-1),

Przyktad 1.2. Wyznaczy¢ rozlaczne przedzialy o szerokosci nie mniejszej niz 1,
w ktérych funkcja f(x) = x* — 8x + 14x% + 8x — 15 osiaga ekstrema.

Rozwiazanie:

Funkcja f ma dwa minima i jedno maksimum (nie jest unimodalna). Zastosujemy
wigc metode ekspansji Boxa-Daviesa-Swanna.

Narysujmy wykres funkcji f (patrz rysunek [I.1]), aby zorientowa¢ si¢, gdzie nalezy
szukaé ekstremow.

Wyznaczmy najpierw przedzialy, w ktoérych leza minima. Niech np. dla pierw-
szego minimum x(¥ =01 Ax = 0,5. Wtedy f(x(?)) = —15. Otrzymujemy:

A =x 42045 =0,5 fxV)=r(0,5) = —8,4375 > f(xV)
wigc przyjmujemy b = XM obliczamy:
A =40 _204x=—0,5, fx7V)=f(-0,5) = —14,4375 > f(x\?)

Przyjmujemy a = x| zatem zlokalizowali§my pierwsze minimum na przedziale
(a;b) = (—0,5;0,5).

11



201

15F

101

-10

-15

-207
Rysunek 1.1: Wykres funkcji f(x) = x* — 8x3 + 14x> 4 8x — 15
Dla drugiego minimum mozemy przyjac np. x9 =4iAx=0,5. Wtedy f (x(o)) =
—15. Otrzymujemy:
X =xO0120Ax =45 fD)=f(4,5) = —14,4375 > f(x\V)
wiec przyjmujemy b = XD, Obliczamy:
X =x0_20Ax =35 f("D) = f(3,5) = —8,4375 > f(x)
wiec przyjmujemy a = x(=1), zatem zlokalizowali$my drugie minimum na przedziale
(@:b) = (3,5:4,5).

Wyznaczenie maksimum funkcji f jest rtéwnowazne wyznaczeniu minimum funk-
cji g = —f. Biorac pod uwage te ostatnia funkcje i przyjmujac np. x(0) =2, Ax=0,5,
dostaniemy g(x(?)) = —9 oraz

A =x01204x=25 g(x1)=4(2,5) = —6,5625 > g(x\¥)
Przyjmujemy b = X, Obliczamy:
X =40 _20ax =15, g(x("1)=g(1,5) = —6,5625 > g(x(?))

Przyjmujemy a = x(=1), zatem zlokalizowaliSmy maksimum na przedziale (a;b) =

(1,5;2,5).
OtrzymaliSmy zatem trzy roztaczne przedziaty o szerokos$ci nie mniejszej niz 1,
takie, ze w kazdym z nich jest doktadnie jedno ekstremum funkcji f. O

12



1.3. Metody bezgradientowe

1.3.1. Metoda ztotego podziatu

Zakladamy, ze funkcja f zmiennej x jest ciagla oraz ze jej minimum zostato zloka-
lizowane w przedziale (a;b). W metodzie ztotego podziatu dzielimy przedziat (a;b)
punktami XD x() (przy czym xD < x®) w ten sposéb, aby jednoczeSnie byty
spetnione ponizsze warunki:

1. Diugosci przedziatéw (a;x?) oraz (xV);b) sa réwne, tzn.

x? —a=p—x" 1.4)
2. Proporcje dhugosci przedziatéw (x(1;b) i (a;b) oraz (x);b) i (x(1);b) sa iden-
tyczne, tzn.
b—x)  p_x2@
A S A (1.5)
b—a  b—x(1)
gdzie o jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci.
(2)
X" —a
< > X[2\ b
a (1) B .
b _ X[l |

Rysunek 1.2: Ztoty podziat odcinka

Z warunku (I.5]) wynika, ze:
b—xV =a(b—a) oraz b—x? =a(b—x") (1.6)
Po dodaniu stronami oraz drugiej réwnosci z dostajemy:
b—a=(a+1)(b—x1) (1.7)
Uwzgledniajac teraz pierwsza réwnos¢ z (1.6)), otrzymamy:
b—a=(a+1)o(b—a) (1.8)

Stad oczywiscie a® + o — 1 = 0. Z konstrukcji ztotego podziatu odcinka wynika, ze
o € (0;1), zatem warto$¢ o jest okreslona jednoznacznie: o = @ ~0,618.

13



Ze wzoru (1.4)) oraz drugiej réwnosci z otrzymujemy:

x() =b—alb—a)=
=oa +(1-a)b

x@ = atalb—a)=

oraz —(1-a)a +ab

(1.9

W metodzie zlotego podz1a1u obliczamy wartoSci funkcji f w punktach XM X,
Jezeli f(x() < f(x?)), to zawezamy przedziat (a;b) do przedziatu (a;x?)), tzn.
kolejno podstawiamy:

b=x"%, x2) = x1) i XV =0a +(1-a)b

Jezeli f(x(V) > f(x(?)), to zawezamy przedziat (a;b) do przedziatu (xV);b), tzn.
kolejno podstawiamy:

a=x", x(1) = x() i X =(1—-a)a +ab

Powyzsze obliczenia skladaja si¢ na jedna iteracje. Wykonujemy obliczenia do
momentu, az osiagniemy zadang doktadno$¢ €, tzn. az bedzie spetniony warunek
|b—a| < €. Wéwczas jako przyblizone rozwigzanie x,,;,, mozemy przyja¢ dowolna
warto$¢ z przedziatu (a;b) wyznaczonego w ostatniej iteracji, np. Xy = #.
Przyktad 1.3. Wykona¢ dwie iteracje metoda zlotego podziatu w celu wyznaczenia
minimum funkcji f(x) = M 7 ha przedziale (—1;2).

Rozwiazanie:

Zgodnie z (1.9) obliczamy:

= —a+2(1—a) ~ —0,618+2-(1—0,618) = 0,146

X2 =—(1—0)+2a~—0,382+2-0,618 = 0,854
zatem f(x()) ~ £(0,146) ~ —0,873, f(x?)) =~ £(0,854) ~ —0,539. Poniewaz
F(xM) < £(x?)), wige przedziat (—1;2) zawezamy do przedziatu (—1;0,854). Jako

pierwsze przyblizenie wartosSci x, dla ktdérej funkcja f osiaga minimum, przyjmu-
jemy xpin & 8% — 0,073 oraz frin = f(Xmin) = —0,932.

Przechodzimy do drugiej iteracji i w podobny sposéb obliczamy:
XD~ —a+0,854(1 —a) =~ —0,618+40,854- (1 —0,618) ~ —0,292
¥~ —(1—0)+0,85400 ~ —0,382+0,854-0,618 ~ 0, 146
Ponlewaz f( ))& f(—0,292) ~ —0,774, f(x?)) ~ £(0,146) ~ —0,873, wigc

F(xM) > f£(x?), zatem tym razem przedziat (—1;0,854) zawezamy do przedziatu
(—0,292;0,854). Jako drugie przyblizenie wartosci x, dla ktérej funkcja f osiaga
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minimum, przyjmujemy X, = w = 0,281 oraz fuin = f(Xmin) = —0,781.

OczywiScie ze wzoru funkcji f wynika, ze jej minimum jest osiagane w punkcie
Zmin = 0, przy czym f(Xuin) = —1.

0.3
04t
05
-0.6f
0.7t
-0.8f

-0.91

Rysunek 1.3: Wykres funkcji f(x) = —M% na przedziale (—1;2)

W ponizszej tabeli przedstawione zostalty wyniki dzialania metody zlotego podziatu
dla pierwszych dziesigciu iteracji:

Tabela 1.1: Wyniki dziatania metody ztotego podziatu dla funkeji f(x) = — mﬁ

Nr iteracji a b Xmin €
1 —1.00000 0.85410 —0.07295 1.85410
2 —0.29180 0.85410 0.28115 1.14590
3 —-0.29180 0.41641 0.06231 0.70820
4 —-0.29180 0.14590 —0.07295 0.43769
5 —0.12461 0.14590 0.01064 0.27051
6 —0.12461 0.04257 —0.04102 0.16718
7 —0.06075 0.04257  —0.00909 0.10333
8 —0.02129 0.04257 0.01064 0.06386
9 -0.02129 0.01818 —0.00155 0.03947
10 —0.00621 0.01818 0.00599 0.02440

22 A

Poniewaz w tym przyktadzie znamy doktadna wartos¢ £, dla ktérej funkcja f osiaga
minimum, mozemy poda¢ doktadna wartos¢ biedu po kazdej iteracji jako |xp;, —X| =
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|Xmin|. Z przedostatniej kolumny tabeli wynika, ze btad nie jest funkcja monoto-
niczng iloSci iteracji 1 jest znacznie mniejszy od €. U

Z konstrukcji metody wynika, ze oszacowanie btedu € po kazdej iteracji zmniejsza
sig é ~ 1,618 raza, zatem metoda ztotego podziatu jest zawsze zbiezna, a jednocze-
Snie zbieznos¢ ta jest dos¢ wolna. Podstawowa zaleta tej metody jest fakt, ze mozna
ja stosowaé w przypadku kazdej funkcji ciagtej na przedziale (a;b), ktéra ma na tym
przedziale minimum lokalne.

1.3.2. Metoda interpolacji kwadratowej

Przyjmujemy takie same zatozenia jak w przypadku metody zlotego podziatu oraz
dodatkowo zaktadamy, ze w poblizu minimum funkcja f moze by¢ dobrze przy-
blizona przez funkcje kwadratowa. Wewnatrz przedziatu (a;b) lokalizacji minimum
wybieramy punkt ¢, zwykle §rodek tego przedziatu, tzn. ¢ = %(a + b), i konstru-
ujemy wielomian Q) drugiego stopnia, ktérego wykres przechodzi przez punkty
(a,f(a)), (c,f(c)), (b,f(D)), tzn. sa spetnione ponizsze warunki:

Qi(a) = f(a), Qi(c) = f(c), Q1(b) = f(b) (1.10)

Mamy woéwczas do czynienia z tzw. interpolacja Lagrange’a funkcji f za pomoca
wielomianu Q, ktdry jest okreslony jednoznacznie przez (I.10). Wz6r wielomianu
ma postaé:

@O =b) o (x—a)(x—D)
Qi(x) = /( )(a—c)(a—b)+f( )(C—‘l)(c—b)+
(x—a)(x—c)
+f(b)(b—a>(b—6’) (1.11)

Wielomian Q; osiaga minimum w punkcie x(!, jezeli jednoczesnie 0] (x(N) =0 oraz
0/ (x1)) > 0. Z pierwszego z tych warunkéw wynika, ze:

W L@@+ B @)@+ @A) f0)

2 (e=b)f(a)+(b—a)f(c)+(a—c)f(b)

a z drugiego:

+ ( >0 (1.13)
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Jezeli zachodzi (T-13)), to punkt x(!) okreslony przez (T.12)) przyjmuje si¢ jako pierw-
sze przyblizenie nieznanego punktu x,;, w ktorym funkcja f osiaga minimum.
W zaleznosci od potozenia punktu x!) poczatkowy przedziat lokalizacji (a;b) ulega
zmianie zgodnie z ponizszym schematem.
Jezeli x(1) < a, to przesuwamy przedziat (a;b) do (x(V);¢), tzn. kolejno podsta-
wiamy:
b=c, c=a, a=x

Jezelia < x\V) < ¢, to zawezamy przedziat (a;b) do (a;c), tzn. kolejno podstawiamy:
b=c, c=xW

Jezeli ¢ < xV) < b, to zawezamy przedziat (a;b) do (c;b), tzn. kolejno podstawiamy:

Jezeli x(1) > b, to przesuwamy przedziat (a; b) do (c;x(1)), tzn. kolejno podstawiamy:
a=c, c=b, b=xl

Po wyznaczeniu w ten spos6b nowego przedziatu (a; b) konstruujemy kolejny wielo-
mian drugiego stopnia Q», wyznaczamy punkt x(3), w ktérym ten wielomian osiaga
minimum, i sprawdzamy, czy [x(?) — x(!)| < & dla zadanej doktadnosci €. Jezeli ten
warunek nie jest spetniony, wykonujemy kolejne iteracje, az dla pewnego wielo-
mianu Oy otrzymamy |x*) —x*~1)| < &. Wéwczas koriczymy obliczenia, przyjmujac
przyblizona warto$¢ x, dla ktérej funkcja f osiaga minimum, jako X, = x*)

Przyktad 1.4. Wykona¢ dwie iteracje metoda interpolacji kwadratowej dla danych
z przyktadu [I.3]

Rozwiazanie:
Przyjmujemy c¢ jako Srodek przedziatu lokalizacji minimum funkcji f, tzn. ¢ =
%(—1 +2) = 0,5. Wyznaczenie postaci wielomianu Q; nie jest konieczne do wy-
znaczenia kolejnych przyblizen rozwiazania optymalnego, ale bedzie przydatne do
lepszego zobrazowania sposobu dziatania metody na wykresie. Po podstawieniu da-
nych do wzoru (I.TT)) otrzymujemy:

01 (x) :é 2—1—18x—§~0 111x* —0,056x — 0,667

Z kolei z (I.12) otrzymujemy pierwsze przybliZenie warto$ci x, dla ktérej funkcja f
osiaga minimum: x!) = 0,25, przy czym f(x(")) = —0,8.
Poniewaz —1 = a < xU ) < ¢ = 0,5, zawgzamy przedmal (—1;
i przechodzimy do drugiej iteracji. Nowa warto$¢ ¢ = 7( +0,5)

z (L.IT)) ponownie otrzymujemy:

;2) do (—1;0,5)
= —O 25, zatem
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0> (x) ~ 0,385x> +0,081x— 0,804

Z dostajemy kolejne przyblizenie rozwiazania zadania: x2) ~ —0, 106
i f(x?)) =~ —0,904.

031

04F

-0.5

-0.6

-0.7

-0.8

09

Rysunek 1.4: Tlustracja dziatania metody interpolacji kwadratowej funkeji f(x) = —Mﬁ na
przedziale (—1;2)

Wyniki dziatania metody interpolacji kwadratowej dla pierwszych dziesigciu iteracji
zostaty przedstawione w ponizszej tabeli:

Tabela 1.2: Wyniki dziatania metody interpolacji kwadratowej dla funkcji f(x) = !

—
Nr iteracji a b Xmin €
1 —1.00000 0.50000 0.25000
2 —0.25000 0.50000 —0.10577 0.35577
3 —0.25000 0.12500 0.04464 0.15041
4 —0.06250 0.12500 —0.01943 0.06407
5 —0.06250 0.03125 0.008 83 0.02826
6 —0.01562 0.03125 —0.00417 0.01300
7 —0.01562 0.00781 0.00202 0.00619
8 —0.00391 0.00781  —0.00099 0.00301
9 —-0.00391 0.00195 0.00049 0.00149
10 —0.00098 0.00195  —0.00025 0.00074
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Z wynikéw w tabeli[I.2) mozemy wyciagna¢ wniosek, ze przynajmniej w przypadku
rozwazanym w przyktadzie zaréwno btad X, — £| = |xmin|, jak i jego oszacowanie
€ maleja monotonicznie w zaleznosci od ilosci iteracji. U

Na wykresie ponizej przedstawiono faktyczne wartosci btedow |xpmin — £| = [Xpmin]
zebrane z tabel [L1]i[1.2]

0.3 Blad

Metoda Zotego podzatu
Metoda interpolacji kwadratowej

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nr iteracji

Rysunek 1.5: Poréwnanie wartosci btgdow w metodach ztotego podziatu i interpolacji kwadratowe;j
funkcji f(x) = flxl% na przedziale (—1;2)

Otrzymane wyniki wskazuja na szybsza zbiezno$¢ metody interpolacji kwadratowej.

1.4. Metody gradientowe

1.4.1. Metoda interpolacji szesciennej Davidona

Idea tej metody jest przyblizenie funkcji f w przedziale (a;b), lokalizujacym mi-
nimum funkcji, wielomianem trzeciego stopnia Qi (x) = Ax®> 4+ Bx*> +Cx + D. Na
wielomian i funkcj¢ naktadamy nastgpujace warunki:

Q1(a) = f(a), Qi(a) = f'(a), Q1(b) = f(b), Q1(b) = f'(b) (1.14)

Mamy tu do czynienia z tzw. interpolacja Hermite’a funkcji f za pomoca wielo-
mianu Q;. Jak mozna zauwazy¢, w warunkach (I.14) wykorzystujemy wartosci f”,
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zatem powinni§my zatozy¢, ze funkcja f € C'(R). Warunki (T.14) sa wystarczajace,
zeby okresli¢ wspdtczynniki A, B, C, D wielomianu Q7. Mozemy je zapisa¢ w postaci
uktadu czterech réwnan liniowych, ktéry ma jednoznaczne rozwigzanie:

Ad® +Ba*>+Ca+D = f(a)

34a> +2Ba+C = f'(a) (1L15)
AD® + Bb? +Cb+D = f(b) '
3AP? +2Bb+C = f'(b)

Po wyznaczeniu wspoétczynnikéw A, B,C,D z powyzszego uktadu obliczamy war-
to$¢ x(1), dla ktérej wielomian Q; osiaga minimum. Mozna tatwo sprawdzié, ze

o —B++vVB2—-3AC
N 3A

Obliczamy f'(x1).

Jezeli f'(x1)) < 0, to zawezamy przedziat (a;b) do (x(1);b), tzn. tworzymy nowy
przedziat (a;b), podstawiajac a = x1).

Jezeli f'(x1)) > 0, to zawezamy przedziat (a;b) do (a;x1)), tzn. tworzymy nowy
przedziat (a;b), podstawiajac b = x{1).

Powyzsze dziatania sktadaja si¢ na pierwsza iteracje. Jezeli |f/(x(1))| < €, gdzie €
jest zadana doktadnoscia obliczen (np. € = 0,001), to koficzymy obliczenia. W prze-
ciwnym razie przechodzimy do kolejnej iteracji, konstruujac na nowym przedziale
(a;b) wielomian Q; itd.

Uwaga 1.3. Wraz ze zmniejszaniem si¢ przedziatu (a; b) w kolejnych iteracjach, wy-
znacznik uktadu réwnan (I.15)) dazy do zera. Zadanie polegajace na rozwiazaniu
takiego uktadu jest wtedy Zle uwarunkowane, tzn. mata zmiana wartos$ci wspétczyn-
nikéw uktadu moze powodowaé duza zmiang rozwigzania. Oznacza to, ze w takim
przypadku wspétczynniki A, B,C,D wielomianu moga zosta¢ wyznaczone z duzym
btedem, ktéry bedzie wynikat z bledéw zaokraglefi wspétczynnikéw uktadu réwnan.

Przyktad 1.5. Zlokalizowano minimum funkcji f(x) = _;@Lﬂ w przedziale (—1;2).
Wykonaé jedng iteracje metoda interpolacji sze$ciennej Davidona. Oszacowaé btad.

Rozwiazanie:

Wyznaczamy wspotczynniki wielomianu Q1 z uktadu réwnafi:
—-A+B—-C+D = f(-1)
3A—-2B+C =f'(-1)
8A+4B+2C+D = f(2)
12A+4B+C =f'(2)
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czyli

~A+B—C+D =-0,5
3A—2B+C =-0,5
8A+4B+2C+D = —0,2
12A+4B+C = -0,16

Stad A = —0,06, B = 0,2, C = 0,08, D = —0,68, a zatem Q;(x) = —0,06x> +
0,2x> +0,08x — 0,68. Wielomian Q; osiaga minimum dla:

1) —B+VB?=3AC
X = ~
3A

—0,185, przy czym f(x(l)) ~ —0,967

Obliczamy f'(x(1) ~ —0,345 < 0, zatem zawezamy przedzial (—1;2) do
(—0,185;2). Wartos¢ btedu to | £/(x(1))| = 0,345.

@

na

Rysunek 1.6: Iustracja dziatania metody interpolacji szeSciennej Davidona funkcji f(x) = _leﬁ

przedziale (—1;2)

Tabela [T.3] przedstawia wyniki dziatania metody interpolacji szesciennej Davidona
dla pierwszych dziesigciu iteracji. Podobnie jak poprzednio przyjeliSmy oznaczenie
Xmin = ) dla k = 1,..., tzn. przez x,;, rozumiemy przyblizona warto$¢ x, dla kt6-
rej funkcja f osigga minimum, otrzymang po k-tej iteracji. Oczywiscie testowana
funkcja f(x) = —ﬁ osiaga minimum dla £ = 0, mozemy zatem faktyczna wartos¢
biedu obliczy¢ jako |xuin — £ = |Xmin]-
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Tabela 1.3: Wyniki dziatania metody interpolacji szesciennej Davidona dla funkcji f(x) = fﬁ

Nr iteracji a b Xmin £

1 —0.18466 2 —0.18466 0.34536
2 —0.18466  0.08056 0.08056 0.15906
3 —0.18466  0.00146 0.00146 0.00292
4 —0.18466 4.341x107° 4341x10°  8.682x 1077
5 —0.18466 1.297x10°° 1.297x10°® 2594 x10°°
6 —0.18466 3.875x 108 3.875x10°8 7.749x 1078
7 —0.18466  1.158 x 1072 1.158x 1072 2.315x10°
8 —0.18466 3.459x 107" 3459x 107! 6918 x 101!
9 —0.18466 1.033x 10712 1.033x 1072 2.067 x 10712

10 —0.18466  3.086x 107 3.086x 107 1% 6.172x 10714

g

Uwaga 1.4. Zaproponowany sposéb szacowania btedu poprzez obliczanie wartosSci
g = | f'(xM))] istotnie rézni sie od sposobu podanego wezesniej, tzn. poprzez oblicza-
nie [x*) —x*=1)| "W przypadku stosowania wzoru [x*) —x*—1)| moze si¢ zdarzy¢, ze
kolejne przyblizenia x*~ 1 i x*) beda blisko siebie, ale daleko od £, dla ktérego funk-
cja f osiaga minimum. Woéwczas oczywiscie wzor |x(k) —x(k_1)| daje niewtasciwa
informacje o popetnionym bledzie. Stosowanie wzoru | f/(x*))| moze tez prowadzié
do niewtasciwych wnioskéw w przypadku, gdy funkcja f ma wigcej niz jedno ekstre-
mum lub gdy jej wykres ma asymptote pozioma (wéwczas lim g, | f’ (x®)| = 0).

1.4.2. Metoda siecznych

Zaktadamy, Ze funkcja f € C'(R). Korzystamy z faktu, ze minimum funkcji f w ta-
kim przypadku moze wystapi¢ tylko w takim punkcie £, w ktérym spelnione jest
réwnanie

f'(®=0
Niech (a;b) oznacza przedziat, na ktérym zostato zlokalizowane minimum funkcji
f, czyli rozwiazanie powyzszego rownania. Prowadzimy sieczna wykresu funkcji
y = f'(x) przechodzaca przez punkty (a, f'(a)) i (b, f'(b)). Rownanie tej siecznej

ma postaé:
_f'(b)—f'(a)
B b—a

Punkt x(!) przecigcia osi poziomej przez t¢ sieczng przyjmujemy jako pierwsze przy-
blizenie rozwiazania réwnania f”(£) = 0. Z réwnania siecznej otrzymujemy:

(x—a)+f'(a)
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p b—a
W= 1@ s

Sprawdzamy, czy osiagneliSmy wystarczajaca doktadnosé (i w zwiazku z tym mo-
zemy zakoficzy¢ obliczenia) — identycznie jak w metodzie interpolacji szeScienne;.
Jezeli nie, to zmieniamy przedziat (a;b) na:

o (x(N;b) w przypadku, gdy f'(x()) < 0 (wtedy w przedziale (x(1);b) jest taki

punkt Xin, € ' (Xmin) = 0);
* (a;x") w przypadku, gdy f'(x()) > 0 (wtedy w przedziale (a;x(!) jest taki

punkt Xpin, € f'(Xpmin) = 0).
Przyktad 1.6. Wykona¢ dwie iteracje metoda siecznych dla danych z przyktadu [I.5]

Oszacowa¢ btad po kazdej iteracji.

Rozwiazanie:
Obliczamy f'(x) = m Poniewaz f'(—1) = —0,5, f'(2) = 0, 16, prowadzimy
przez punkty (—1;—0,5) i (20, 16) pierwsza sieczna, ktéra ma réwnanie:

y=0,22x—0,28

i przecina o§ pozioma w punkcie x(!) = 8’%2 ~ 1,273. Otrzymujemy f'(x(V)) ~
0,371, zatem zmieniamy przedziat (—1;2) na (—1;1,273). Btad po pierwsze;j ite-
racji wynosi:

()]~ 0,371

Nastgpnie prowadzimy sieczng przez punkty (—1;—0,5) oraz (1,273;0,371) o réw-
naniu:

y~0,383x—0,117
przecinajaca o§ pozioma w punkcie x(2) ~ 81J ~ 0,305. Otrzymujemy f'(x?)) ~
0,510 > 0, zatem zmieniamy przedziat (—1;1,273) na (—1;0,305). Btad po drugiej
iteracji wynosi:

()]~ 0,510

Tabela [[.4] przedstawia wyniki dziatania metody siecznych dla pierwszych o$miu
iteracji. W 6smej iteracji zostata osiagnigta warto$¢ doktadna.
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Rysunek 1.7: Ilustracja dziatania metody siecznych dla funkcji f(x) = na przedziale (—1;2)

R
x2+1

Tabela 1.4: Wyniki dziatania metody siecznych dla funkcji f(x) = — )%H
Nr iteracji a b Xmin £
1 —1.00000 1.27273 1.27273 0.37087
2 —1.00000 0.304 87 0.30487 0.51044
3 —0.35431 0.304 87 —0.35431 0.55936
4  —0.00965 0.30487 —0.00965 0.01929
5 —0.00965 0.00181 0.00181 0.00361
6 —2.734 0.00181 —2.734 x 1077 5.467 x 107
7 —2.734 1.784 x 10712 1.784 x 10712 3.567 x 1012
8 —2.734 0 0 0

O

1.4.3. Metoda Newtona

Przyjmujemy punkt startowy x(©) w poblizu minimum funkcji f, wybierajac np. po-
czatek albo koniec przedziatu, na ktérym zostato zlokalizowane to minimum. Za-
ktadamy, ze funkcja f € C2(R) oraz ze f”(x(?)) > 0. Oznacza to w szczegdlnosci,
ze funkcja f jest wypukta w pewnym otoczeniu punktu X, Przyblizamy funkcje
f wielomianem drugiego stopnia Q1, korzystajac z rozwinigcia funkcji f w szereg
Taylora wokét punktu x©) tzn.:

01(x) = f(x(o)) +f/(x(0))(x—x(0)) + %f”(x(o))(x—x(o))2
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Punkt x(), w ktérym wielomian Q; osiaga minimum, przyjmujemy jako pierwsze
przyblizenie punktu £, w ktérym funkcja f osiagga minimum. Mozna fatwo spraw-
dzié, ze:
o )
f7(x0))
Sprawdzamy, czy osiagneliSmy wystarczajaca doktadnosé (i w zwiazku z tym mo-
zemy zakoficzy¢ obliczenia) — identycznie jak w metodzie interpolacji szeScienne;.
Jezeli nie, to przechodzimy do drugiej iteracji, wyznaczajac kolejny wielomian dru-
giego stopnia O, z rozwinig¢cia funkcji f wokét punktu X,

(1.16)

Uwaga 1.5. Z postaci wzoru (1.16) wynika, ze wyznaczenie konkretnej postaci wie-
lomianéw Q1,Q>, ... nie jest konieczne do przeprowadzenia obliczefi metoda New-
tona, a jedynie jest przydatne do lepszego zrozumienia idei tej metody.

Przyktad 1.7. Wykona¢ dwie iteracje metoda Newtona dla funkcji z przyktadu [1.5]
Jako punkt startowy przyja¢ x(©) = 0,4. Oszacowa¢ btad po kazdej iteracii.

Rozwiazanie:

2
Mamy f/(x) = (xziixl)z if(x) = —%. Wynika stad, ze funkcja f jest wypu-
kta w przedziale (—\/T; \/§> ~ (—0,577;0,577). Oczywiscie x(*) nalezy do tego

przedziatu, zatem mozemy wykona¢ pierwsza iteracje. Wielomian Q; przyblizajacy
funkcj¢ f ma postac:

1
Qi1 (x) = f(0,4)+ f'(0,4)(x—0,4) + 5f”(—l)(x— 0,4)? ~
~ 0,333x> +0,328x — 1,047
Minimum tego wielomianu jest osiaggane w punkcie

o S&Y) 0328 —0,492
£y 0,666 ’

FORN

Btad po pierwszej iteracji wynosi:
#'()| ~ 0,638
Nastepnie konstruujemy wielomian:
1
Q>(x) = f(—0,492) + f'(—0,492)(x+0,492) + 5f”(—0,492)(x+ 0,492)? ~
~ 0,142x> — 0,498x — 1,084

Minimum wielomianu Q, jest osiggane w punkcie
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Btad po drugiej iteracji wynosi:

/()] = 0,212

__1
x2+1

Rysunek 1.8: Tlustracja dziatania metody Newtona dla funkcji f(x) =
W tabeli [1.5] przedstawione zostaty wyniki dziatania metody Newtona dla pierw-
szych dziesigciu iteracji. Kolumna &; zawiera wartosci btedu liczone jako | f/(x(*))|.
Liczby w tej kolumnie tworza ciag malejacy do zera, co sugeruje, ze zblizamy si¢
do minimum funkcji, jednak wartosci w kolumnie x,,;, pokazuja, ze w istocie w ko-
lejnych iteracjach oddalamy si¢ od £ = 0, gdzie funkcja f faktycznie to minimum
osiaga. Funkcja f ma asymptotg pozioma y = 0, zatem mamy do czynienia z sytu-
acja przedstawiong w uwadze [I.4] W kolumnie &, zostaty zapisane wartosci btedu
liczone jako [x¥)) — x*=1)|. Poczawszy od trzeciej iteracji liczby w tej kolumnie
sa coraz wigksze, co wskazuje na rozbiezno$¢ metody Newtona w tym przypadku.
Mozna zauwazy¢, ze wprawdzie dla dwéch pierwszych iteracji jest spetniony waru-
nek wypukltosci funkcji f w pewnych otoczeniach punktéw x0), jednak w nastep-

nych iteracjach juz nie, gdyz x(¥) ¢ <_\ﬁ; \/§> dla k > 2, zatem odpowiednie

wielomiany Qy dla k > 2 osiagaja nie minimum, ale maksimum.
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Tabela 1.5: Wyniki dziatania metody Newtona dla funkcji f(x) = i punktu startowego

ST
20 =0,4
Nr iteracji Xmin £ &
1 —0.49231 0.63792 0.89231
2 1.74891 0.21234 2.24122
3 2.61711 0.08496 0.868 18
4 3.668 06 0.03511 1.05087
5 5.01496 0.01467 1.34690
6 6.77630 0.00616 1.76144
7 9.10114 0.00259 2.32483
8 12.18388 0.00109 3.08274
9 16.28173 0.00046 4.09795
10 21.73631 0.00019 5.45468

Odpowiednie obliczenia dla tej samej funkcji f i punktu startowego x0=0,3 przed-
stawiamy w tabeli Tym razem metoda Newtona jest zbiezna, a wartosci btedéw
liczone obydwoma sposobami szybko maleja do zera. Jak wida¢, dobdr punktu star-
towego moze miec bardzo duze znaczenie przy poszukiwaniu ekstremum.

Tabela 1.6: Wyniki dziatania metody Newtona dla funkcji f(x) = — ﬁ i punktu startowego
) —0.3
X )

Nr iteracji Xmin £l &
1 —0.14795 0.28335 0.44795
2 0.01386 0.02772 0.16181
3 —1.066x107°  2.133x107  0.01387
4 4850x10°5 9.700x 10715  1.066 x 103
5
6

0 0 4.850 x 1071
0 0 0

Ponizszy wykres przedstawia faktyczne wartosci btedow |xpin — £| = |Xpmin| W meto-
dach interpolacji szesciennej Davidona, siecznych i Newtona zebrane z tabel[1.3][T.4]
i[1.6] Ze wzgledu na czytelnos¢ prezentowanych wynikéw na osi OY zastosowano
skale logarytmiczna.
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Biad

100 =
Metoda Davidona
Metoda siecznych
Metoda Newtona
10—5 L
10—10 L
1015 | L | I | | L | |
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nr iteracji

Rysunek 1.9: Por6wnanie wartosci btedéw w metodach interpolacji szeSciennej Davidona, siecznych

i Newtona zastosowanych do funkeji f(x) = —ﬁ

Otrzymane wyniki wskazuja na to, ze najszybciej zbiezna jest metoda Newtona.
Zbieznos$¢ metody siecznych jest poczatkowo najwolniejsza, ale poczawszy od siéd-
mej iteracji otrzymujemy ta metoda wynik dokladniejszy niz przy zastosowaniu me-
tody Davidona. Nie nalezy jednak na tej podstawie formutowac ogélnych wnioskéw.
Przekonuje nas o tym wczesniej analizowany przyktad[I.7] w ktérym zbiezno$¢ me-
tody byta zalezna od wyboru punktu startowego.

1.5. Procedury w MATLAB-ie

Podstawowe procedury w MATLAB-ie stuzace do rozwiazywania zadan optymaliza-
cji sa dostepne poprzez pakiet Optimization Toolbox. Zadania minimalizacji funkcji
jednej zmiennej mozna rozwigzywaé w MATLAB-ie przede wszystkim za pomoca
procedury fminbnd. Szczegétowy opis sktadni i przyktady wykorzystania kazdej
ze standardowych procedur MATLAB-a mozemy znalez¢ w dokumentacji programu.
W skrypcie zostang przedstawione jedynie pewne mozliwoSci zastosowania omawia-
nych procedur.

Cechy charakterystyczne procedury fminbnd:

* funkcja celu powinna by¢ ciagla;
* przed wywotaniem procedury nalezy zlokalizowaé przedzial, na ktérym funkcja
celu osiaga minimum;
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* procedura wyznacza jedynie minima lokalne;
* w kolejnych iteracjach wykorzystywane sa metody bezgradientowe: ztotego po-
dziatu lub interpolacji kwadratowe;.

Przyktad 1.8. Korzystajac z procedury fminbnd, wyznaczy¢é minimum funkcji
flx)= —Mﬁ dlax e (—1;2).

Rozwiazanie:

Przed zastosowaniem procedury fminbnd tworzymy plik f.mlx lub f.m zawierajacy
definicje funkcji f:

Listing 1.1: Definicja funkcji f

function y=f (x)
y = -1./(abs(x)+1);
end

W oddzielnym pliku umieszczamy wywotanie procedury fminbnd, np. w taki spo-
s6b:

Listing 1.2: Wywotanie procedury fminbnd

a = -1;

b = 2;

opcije = optimset ('Display’,’iter’,’Maxiter’,10);
[x,v] = fminbnd(Qf, a,b,opcije)

W kodzie [I.2] wywotywana jest takze procedura opt imset umozliwiajaca zmiane
standardowych opcji przekazywanych na wejsciu procedury fminbnd. Kolejne ar-
gumenty procedury optimset tworza pary typu nazwa opcji i jej wartos¢. Para
"Display’,’iter’ oznacza, ze procedura fminbnd wy$wietli na ekranie nie
tylko wynik koficowy, ale takze wyniki posrednie po kazdej iteracji, natomiast para
"Maxiter’, 10 oznacza, ze zostanie wykonanych tylko dziesigé iteracji. W wy-
niku dziatania powyzszego kodu otrzymamy:

Listing 1.3: Wynik dziatania procedury fminbnd

Func—-count X f(x) Procedure

1 0.145898 -0.872678 initial

2 0.854102 -0.539345 golden

3 -0.291796 -0.774116 golden

4 0.112461 -0.898908 parabolic
5 -0.0278674 -0.972888 parabolic
6 -0.128679 -0.885991 golden

7 -0.00346001 -0.996552 parabolic
8 0.0218814 -0.978587 parabolic
9 -0.0012953 -0.998706 parabolic
10 0.00439011 -0.995629 parabolic
11 0.00087633 -0.999124 golden
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Exiting: Maximum number of iterations has been exceeded
- increase MaxIter option.
Current function value: -0.999124

W pierwszej kolumnie wydruku jest podany numer iteracji, natomiast w ostatniej
informacja o zastosowanej metodzie: ztotego podziatu (golden) lub interpolacji
kwadratowej (parabolic). Il

Uwaga 1.6. Do wyznaczenia minimum funkcji jednej zmiennej mozemy wykorzy-
sta¢ takze dwie inne procedury z pakietu Optimization Toolbox: fminsearch lub
fminunc, jednak w odréznieniu od procedury fminbnd przeznaczone sa one
przede wszystkim do wyznaczania minimum lokalnego funkcji wielu zmiennych,
dlatego bardziej szczeg6étowo zostang one przedstawione w nastgpnym rozdziale.

1.6. Zadania do samodzielnego opracowania

1.6.1. Programowanie w MATLAB-ie

Zadanie 1.1. Utworzy¢ procedury realizujace metody: ekspansji Boxa-Daviesa-Swa-
nna, zlotego podziatu, interpolacji kwadratowej, interpolacji szeSciennej Davidona,
siecznych i Newtona.

Wywotanie procedur:

* [a,b]=m_ekspansji(Qf,t0,Delta_t), gdzie £ jest nazwa procedury
obliczajacej warto$¢ funkcji celu, t 0, Delta_t oznaczaja parametry zmodyfi-
kowanej metody ekspansji Boxa-Daviesa-Swanna, a i b stanowia odpowiednio
lewy i prawy koniec przedziatu lokalizacji minimum;

* blad = m_zloty_podzial (@f,a,b,n), gdzie n — ilos¢ iteracji do wy-
konania, b1lad — wektor wartodci oszacowan biedu po kolejnych iteracjach;

e blad = m_int_kwad(@f,a,b,n);

* blad = m_Davidon(@f, @fp, a,b, n), gdzie fp jest nazwa procedury ob-
liczajacej warto$¢ pierwszej pochodnej funkcji celu;

* blad = m_siecznych(@f,Q@fp,a,b,n);

* blad = m_Newtona (@f, @fp, @fd, x0,n), gdzie £d jest nazwa proce-
dury obliczajacej warto§¢ drugiej pochodnej funkcji celu, a x0 jest punktem
startowym.

Kazda z procedur, z wyjatkiem metody ekspansji, powinna wyswietla¢ na ekranie
wyniki po kazdej iteracji.
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1.6.2. Sprawozdanie

Kazda z ponizszych funkcji ma przynajmniej jedno minimum lokalne na podanym

przedziale:
1. f(x) =x+sinx, x € (—5;5)
2. f(x) =x—cosx, x € (—5;5)
3. f(x) =xcosx, x € (—5;5)
4. f(x) =x*sinx, x € (—3;3)
5. f(x) =x*cosx, x € (—3;5)
6. f(x) =—xe™™, xe€(—1;5)
7. f(x) =€ sinx, x € (—3;3)
8. f(x) =¢*cosx, x € (—2;5)
9. f(x) =3 x€(=3:3)
10. f(x) = 25, x€(=3:3)
11. f(x) = (sinx)In(x> +x+ 1),
x € (—2;10)

12.

= (cosx)In(x*> +x+1),
€ (—2;10)

= x?sin(10x), x € (—5;0)
=x2In(x*+x+1), x
:sinx2 x€< 3; 3)

€ (—2:10)

€ (—5;5)

2 o 2

= x“SInx -+ xXCosx~,
€ (—5;5)

Zadanie 1.2. Narysowa¢ wykres funkcji f danej powyzszym wzorem na zadanym
przedziale. Przetestowac standardowa procedure MATLAB-a fminbnd dla tej funk-
cji i przedziatu (nie nalezy dokonywac lokalizacji poszczegdlnych ekstreméw). Czy
wynikiem dziatania procedury jest najmniejsza warto$¢ na zadanym przedziale?

Ponizej podane sa wzory wielomiandéw czwartego stopnia. Kazdy z nich ma trzy

rozne ekstrema lokalne.

44 22+ 16x+5

l. f(x)=x

2. f(x) =x*—8x*+4x—3

3. f(x) =3x* — 16x> +48x 42

4. f(x) =3x*+2x3 —15x* — 18x -5
5. f(x) =3x* +14x> + 9x? — 30x + 1
6. f(x) =3x* —22x3 +45x2 —30x —7
7. f(x) = 6x* +40x> + 69x> — 18x + 4
8. f(x)=3x*+38x>+165x>+270x—3
9. f(x):3x —8x% —30x2 + 60x + 6
10. f(x):3x —32x34-90x* — 12x — 1
11, f(x) = x* —12x3 +46x> — 60x+2

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

IO
S S e e e e N S N N

=x*—8x® —8x2+100x—3

=21x* —32x3 — 36x2 + 60x + 4

=3x* +4x3 —36x2 +36x—5

=3x*+4x3 — 1222+ 6x+6

=5x 443 —6x2 —4x—7

= 15x* +4x3 —24x* — 12x — 1

=342 —9x2 —6x+2

= 9x* —2()x —18x2+12x—3
=3x*—4x3 — 92+ 12x+4

=x* +2x —2x2—x-5

Zadanie 1.3. Zlokalizowaé wszystkie ekstrema ustalonej funkcji f danej powyzszym
wzorem metoda ekspansji Boxa-Daviesa-Swanna (dobrac tak parametry tej metody,
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aby powstaty rozlaczne przedziaty lokalizacji o szerokosci nie mniejszej niz 0,5). Na-
stepnie wyznaczy¢ przyblizone wartoSci punktéw, w ktérych funkcja f osiaga eks-
tremum, stosujac dwie wybrane metody gradientowe i metodg bezgradientowa im-
plementowang przez standardowg procedurg¢ MATLAB-a fminbnd. Przyja¢ rézne
dopuszczalne wartosci oszacowania btedu: € = 107!, 1072, 1073, 107#, 1073, Re-
zultaty obliczen przedstawi¢ w odpowiednich tabelach i na wykresach. Na podstawie
otrzymanych wynikéw poréwnac szybkos¢ zbieznosci poszczegdlnych metod.

Postac tabeli:

Rodzaj ekstremum: (minimum/maksimum)
Parametry metody ekspansji:
Przedzial lokalizacji ekstremum:

e Metoda ... Metoda ... Metoda fminbnd
Ilos¢ Xmin f(xm,-n) JINE Xmin f(xm,-n) IS¢ Xmin f(xm,-n)
iteracji iteracji iteracji

10!
10-2
1073
10~%
107>

W odpowiednim wierszu tabeli nalezy umieSci¢ wyniki otrzymane po tej iteracji,
w ktdrej po raz pierwszy oszacowanie btedu byto nie wigksze niz €.

Wykres powinien przedstawiaé zaleznoS¢ funkcji oszacowania btedu € od ilosci
iteracji n. W jednym ukladzie wspétrzednych nalezy umiescic trzy wykresy dla da-
nego ekstremum, po jednym dla kazdej z metod (na osi pionowej nalezy zastosowaé
skalg logarytmiczna). Jezeli to mozliwe, nalezy przyjac taka maksymalna liczbe ite-
racji Mgy, by €(Mpay) < 10719,
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Rozdziat 2

Programowanie nieliniowe: minimalizacja funkcji wielu
zmiennych bez ograniczen

2.1. Warunki konieczne i dostateczne optymalnosci

W tym rozdziale bedziemy rozwazac problem minimalizacji funkcji f wielu zmien-
nych, ktéry mozemy zapisaé nastgpujaco:

min f (x) (2.1)

gdzie X = [x1,x2,.. .xn]T, a f:R" — R jest funkcja nieliniowa. Takie zadanie be-
dziemy nazywac¢ zadaniem programowania nieliniowego bez ograniczen i oznaczaé
(ZPNbo).

Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej mozemy sformutowaé wa-
runki optymalnosci dla powyzszego zadania. Odpowiednie definicje i twierdzenia
wymagaja uogdlnienia dla przypadku wielowymiarowego — ich nowe wersje, zreszta
dobrze znane z kursu analizy matematycznej, przypominamy ponize;j.

Definicja 2.1. Sasiedztwem S(x(,0) punktu xo € R" o promieniu o nazywamy
zbior wszystkich takich x € R", Ze ||x — X¢|| < 6, przy czym x # X,.
Otoczeniem O(x(, ) punktu xg € R" nazywamy zbior:

0(X07 5) = S(X07 5) UXo

Definicje ekstreméw [[.2HI.5] z rozdziatu [I] pozostaja identyczne, oczywiscie
z uwzglednieniem nowej definicji sasiedztwa i otoczenia punktu, przy czym przyj-
mujemy D = R".

Twierdzenie 2.2 (pierwszy warunek konieczny istnienia mimimum). JeZeli funk-
cja f ma mimimum lokalne w punkcie X i istniejq ciqgte pochodne czastkowe pierw-
szego rzedu funkcji f w pewnym otoczeniu O(X) punktu X, to V f(X) = 0.

Whiosek 2.3. Funkcja f moze mie¢ minima lokalne tylko w tych punktach, w ktérych
gradient funkcji jest wektorem zerowym lub w ktorych gradient nie istnieje.

Twierdzenie 2.4 (drugi warunek konieczny istnienia mimimum). Jezeli funkcja
f ma mimimum lokalne w punkcie X i istniejq ciqgte pochodne czqstkowe drugiego
rzedu funkcji f w pewnym otoczeniu O(X) punktu X, to hesjan H funkcji f w punkcie
X jest nieujemnie okreslony, tzn.

d’Hf(®)d>0  dla dowolnych ~ d€R"
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Twierdzenie 2.5 (warunek dostateczny istnienia mimimum). JeZeli istniejq ciqgte
pochodne czqstkowe drugiego rzedu funkcji f w pewnym otoczeniu O(X) punktu X
oraz jednoczesnie:

1° V(X) =0,

2° hesjan funkcji f w punkcie X jest dodatnio okreslony, tzn.

d"Hf(%)d >0 dla dowolnych deR", d#0

to funkcja f ma mimimum lokalne w punkcie X.

Z twierdzenia Schwarza o pochodnych mieszanych funkcji f € C*> wynika, ze dla
dowolnego x € R" hesjan Hf(x) jest macierza symetryczna.

Twierdzenie 2.6. Nastepujqce warunki sq réwnowazne:

1° Hf(x) jest macierzq dodatnio okreslonq;

2° wszystkie minory gtowne macierzy Hf (X) sq dodatnie;

3° istnieje rozktad Cholesky’ego macierzy Hf (x) na iloczyn LLT, gdzie L jest ma-
cierzq trojkatng dolnq, ktorej wszystkie elementy na gtownej przekatnej sq do-
datnie.

Powyzsze twierdzenie pozwala na tatwe sprawdzenie warunku dodatniej okre§lono-
Sci macierzy. W przypadku, gdy stopiefi macierzy nie jest zbyt duzy i mozemy wy-
kona¢ obliczenia analitycznie, korzystamy zwykle z warunku 2°. Jezeli obliczenia
wykonywane sa na komputerze, tatwiejsze jest sprawdzenie warunku 3°.

2.2. Metody poszukiwan prostych (bezgradientowe)

W przypadku, gdy f jest funkcja nier6zniczkowalna, mozemy zastosowaé do wyzna-
czenia przyblizonego rozwigzania zadania jaka$ metode¢ bezgradientowa. Takie
metody wykorzystuja jedynie wartosci funkcji celu, w przeciwienstwie do metod
gradientowych, ktére wymagaja wyznaczenia w kazdej iteracji gradientu, a w nie-
ktérych przypadkach takze hesjanu funkcji celu. Wazna grupe wsréd metod bezgra-
dientowych stanowig tzw. metody poszukiwan prostych, do ktérych zalicza si¢ m.in.
metody:

» sympleksu Neldera-Meada,
* Hooke’a-Jeevesa,

* Rosenbrocka,

¢ Powella.
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Szczegbtowy opis algorytméw tych metod mozna znalezZé np. w Findeisen et al.
(1980). Ze wzgledu na to, ze metoda Neldera-Meada zostata zaimplementowana
w MATLAB-ie, ponizej zostanie przedstawiony jej algorytm.

W metodzie Neldera-Meada wykorzystuje si¢ pojecie sympleksu, ktéry rozu-
miemy jako wielo$cian w przestrzeni R” o najmniejszej mozliwej liczbie wierzchot-
kéw, tzn. n+ 1. W przypadku, gdy minimalizujemy funkcj¢ dwéch zmiennych, to
n = 2, zatem sympleksem jest tréjkat, w przypadku funkcji trzech zmiennych sym-
pleksem jest czworoscian.

Algorytm metody:

1° Generujemy n + 1 wierzchotkdw X, ..., X, sympleksu tak, aby byt on wielo-
Scianem foremnym lub zblizonym do foremnego.

2° Obliczamy wartoSci funkcji f we wszystkich wierzchotkach i przenumerowu-
jemy je tak, aby wigkszemu numerowi odpowiadala wyzsza warto$¢ funkcji f,
tzn.

1) < f(x) <o < (%) < (1)

3° Wyznaczamy $rodek ciezkosci ¢ sympleksu w przestrzeni R" !, ktéry powstaje
z sympleksu dotychczasowego przez odrzucenie najgorszego wierzchotka, tzn.

X, +1. Otrzymujemy:
1 n
c=-) Xx;
§ X

4° Zastgpujemy punkt x,,; punktem X, lezacym na potprostej o poczatku w X,
i przechodzacej przez c, tzn.

X, =c+a(c—X, 1)

Wsp6tczynnik « ustalamy w zaleznosci od wyniku poréwnania wartosci f(x;)
z wartosciami f(X1), f(x,) i f(Xn+1). Najpierw bierzemy a = 1 (odpowiada to
odbiciu symetrycznemu punktu X, wzgledem punktu ¢). Mozliwe sa cztery
przypadki:

2) f(x) < f(x1)
Oznacza to, ze punkt X, jest lepszy od dotychczas najlepszego, w zwiazku
z czym warto zwigkszy¢ «, bo by¢é moze w tym kierunku dostaniemy jesz-
cze lepszy punkt (odpowiada to operacji ekspansji). Przyjmujemy o = 2,
otrzymujac punkt x;. Jezeli faktycznie f(X;) < f(X;), to X,+1 zastgpujemy
punktem X;. Jezeli jednak x, nie jest lepszy od x,, czyli f(x,) < f(Xy), to
Xn+1 Zastepujemy punktem X,.

b) f(x1) < f(x,) < f(x2)
Pozostajemy przy o = 11 X,,41 zastgpujemy punktem X,.

&) f(x0) < F(x) < f(Xns1)

W tym przypadku x, jest wprawdzie lepsze od X1, ktére chcemy odrzuci¢,
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ale gorsze od najgorszego punktu x,, ktéry ma pozosta¢ w nastepnej itera-
cji. W takim przypadku przyjmujemy o = 0,5 (odpowiada to operacji tzw.
Sciagnigcia na zewnatrz), otrzymujac punkt x, . Jezeli f(x;) < f(X,), t0 X;41
zastgpujemy punktem x,. W przeciwnym razie przechodzimy do punktu 6°.
d) f(xr) > f(xn+1)

Wéwczas X, jest gorsze od punktu x4, ktéry ma zosta¢ usunigty z sym-
pleksu. Bierzemy teraz a = —0,5 (odpowiada to operacji tzw. Sciagnigcia do
wewnatrz), otrzymujac punkt x,, . Jezeli f(x,,) < f(X,+1), to X, 41 zastgpu-
jemy punktem x,,. W przeciwnym razie przechodzimy do punktu 6°.

Sprawdzamy, czy sympleks jest wystarczajaco maty, tzn., czy

max ||x;—xi|| <¢€
i=2,....,n+1

dla zadanej doktadnosci €, gdzie || - || oznacza normg euklidesows. Jezeli tak, to
koficzymy obliczenia, przyjmujac jako rozwigzanie optymalne x;. W przeciw-
nym razie wracamy do punktu 2°.
Zostawiamy tylko najlepszy wierzchotek, czyli xi, a pozostale zmieniamy we-
dlug wzoru:

X; = X] +0,5'(Xi—X1), i=2,....,n+1

co odpowiada zmniejszeniu sympleksu. Wracamy do punktu 5°.

Xs

X2

X3

Rysunek 2.1: Sposéb modyfikacji sympleksu w metodzie Nealdera-Meada (przypadek n = 2)



2.3. Metody Kkierunkéw poprawy (gradientowe)

Do wyznaczenia m]iRn f(x), gdzie x = [x1,...,x,])7, a f : R" — R jest funkcja nieli-
xeR”

niowa, wykorzystuje si¢ czgsto metody optymalizacji z grupy tzw. metod kierunkéw
poprawy. Zaliczamy do nich m.in.:

* metodg¢ najszybszego spadku;

* wielowymiarowa metode¢ Newtona;

* metody gradientéw sprze¢zonych, np. standardowa, Fletchera-Reevesa, Polaka-
Ribiere’a;

* metody zmiennej metryki, czyli tzw. quasi-newtonowskie, np. Davidona-
Fletchera-Powella (DFP) czy Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno (BFGS).

Idea wszystkich tych metod jest podobna. Postgpujemy w nich wedlug ponizszego
schematu:

1° Przyjmujemy punkt startowy x(0) € R”.
2° Wyznaczamy w punkcie startowym kierunek poprawy d© tzn. kierunek, w kt6-
rym warto$¢ funkcji f maleje (wykorzystujemy w tym celu gradient funkcji f, a
w niektérych metodach takze hesjan).
3° Minimalizujemy funkcj¢ f w wyznaczonym kierunku, tzn. szukamy Héiﬂrg f (X(O) +
T

7d(?)). Jest to zadanie minimalizacji funkcji jednej zmiennej g(7) = f(x(© +
7d© ), ado jego przyblizonego rozwiazania mozemy zastosowac poznane w roz-
dziale [Tjmetody.

4° Zakladajac, ze rozwiazanie zadania minimalizacji funkcji jednej zmiennej T jest

(0)

osiagane dla 7,/ , okre§lamy kolejne przyblizenie rozwiazania pierwotnego za-
dania optymalizacji )1(’161]iRI}l f(x) jako x) =x(0) 4 ‘f‘,ggzld(o).

5° Obliczamy btad przyblizenia jako ||Vf(x(1))||. Jezeli jest wystarczajaco maty,
koficzymy obliczenia, przyjmujac x(1) jako rozwigzanie optymalne. W przeciw-
nym razie wracamy do punktu 2°, przyjmujac x(1) zamiast x(©) itd.

Proces okreslony w punkcie 3° nazywamy minimalizacjq kierunkowq. W i-tej itera-
cji wartos¢ £

‘min

minimalizujaca funkcje g(7) = f(x + 7d(?)) teoretycznie mozna by
uzyskaé z warunku |g’ (‘Er(,il)n)| = 0. Doktadne spetnienie tego warunku przy wykony-
waniu obliczefi numerycznych jest jednak praktycznie niemozliwe. Mozemy zatem
zamiast tego sprawdzic, czy |g'(7)| < & dla pewnej matej dodatniej wartosci €. Po-
niewaz d) jest kierunkiem poprawy, dla wszystkich 7 z pewnego przedziatu (0; 7g)
zachodzi g(7) < g(0). Mozemy zatem na podstawie tych dwéch warunkéw podjaé
decyzje o tym, czy biezaca wartoS$C T jest wystarczajaco dobrym przyblizeniem %151'3”,
sprawdzajac to w nastgpujacy sposéb:
1. Jezeli g(7) < g(0) i]g'(7)| < &, to przyjmujemy 7 jako przyblizenie 2

‘min*®
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2. Jezeli g(t) > g(0) lub g'(7) > &, to nalezy zmniejszy¢ 7.
3. Jezeli g(7) < g(0) i g'(7) < —¢&, to nalezy zwigkszy¢ 1.

Zauwazmy, Ze naszym celem jest przede wszystkim wyznaczenie minimum funk-
cji f, ktéra jest funkcja wielu zmiennych. Okazuje sig, ze niekoniecznie do osiagnig-
cia tego celu potrzebne jest wyznaczanie z duza dokladnoscia przyblizenia wartosci

20
T,.in> tak jak to zostato przedstawione powyzej. Taka minimalizacja kierunkowa wy-

maga zwykle wielu obliczent wartosci funkcji f i jej gradientu. W zwiazku z tym
obecnie czgsto stosuje si¢ tzw. niedokladna minimalizacj¢ kierunkowa, ktéra jest
mniej czasochlonna i pozwala na wyznaczenie calego przedziatlu wartosci (7z; Tg),
71, > 0, przy czym kazda z nich moze zostaé przyjeta za wystarczajaco dobre przy-

blizenie r,En)n Istnieja rézne reguly stosowane w niedoktadnej minimalizacji kierun-
kowej. Ponizej przedstawimy dwie z nich: regul¢ Wolfe’a i regul¢ Goldsteina.

Obie reguty sa bardzo podobne. W obu wystgpuja parametry m; € (0;0,5)
imy € (0,5;1). W regule Wolfe’a decyzj¢ podejmujemy na podstawie sprawdzenia
ponizszych warunkéw:

1. Jezeli g(7) < g(0)+m7g'(0)ig'(t) = mag'(0), to przyjmujemy T jako przybli-
senie £\
‘min*

2. Jezeli g(t) > g(0) 4+ m;7g'(0), to nalezy zmniejszy¢ .
3. Jezeli g(7) < g(0) +m74'(0) i g'(7) < mpg’(0), to nalezy zwigkszy¢ .

Reguta Goldsteina rézni si¢ od reguty Wolfe’a jedynie zastapieniem g'(7) przez
odpowiedni iloraz réznicowy. Taka modyfikacja ma jednak istotne znaczenie wow-
czas, gdy obliczanie gradientu funkcji f jest czasochlonne (mamy

¢ (1) =[Vf(x) 4 1d)]Td"). Odpowiednie warunki mozna wéwczas zapisaé w na-
stgpujacej postaci:

1. Jezeli g(7) < g(0) +m17g’(0) i g(7) > g(0) +my7g’(0), to przyjmujemy 7 jako
przyblizenie ‘E,Sm

2. Jezeli g(t) > g(0) 4+ m; 74’ (0), to nalezy zmniejszy¢ .
3. Jezeli g(7) < g(0) +m7g’(0) i g(7) < g(0) +myp1g’(0), to nalezy zwigkszy¢ 7.

Z rysunku wynika, ze stosujac regute Goldsteina, akceptujemy jako wystar-

czajace przyblizenie Tlgu)n wszystkie takie wartoSci 7, ktére naleza do przedziatu
(t1;TR). Jezeli T < 17, stwierdzamy, ze krok T jest zbyt maly, zas jezeli T > 1z,
stwierdzamy, ze jest zbyt duzy. Przedstawiony powyzej sposéb postgpowania nazy-
wamy takze dwuskosnym testem Goldsteina. Czasami ograniczamy si¢ do badania
tylko nieréwnosci g(7) < g(0) +m;1g’(0). Wéwcezas méwimy o jednoskosnym te-
Scie Goldsteina. W takim przypadku kazda wartos¢ 7 € (0;Tg) przyjmujemy jako

odpowiednie przyblizenie %,Elll)n
W przypadku standardowej metody gradientéw sprze¢zonych czgsto zamiast mi-
nimalizacji kierunkowej stosuje si¢ inny spos6b uzyskania kolejnego przyblizenia

x®), tak jak to przedstawiono w przyktadzie n Algorytmy wyzej podanych metod
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Rysunek 2.2: Interpretacja geometryczna reguty Goldsteina

r6znia si¢ poza tym jedynie realizacja punktu 2°, czyli sposobem wyznaczania kie-
runku poprawy d¥), co jednak wptywa istotnie na ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu
i szybkos$¢ zbieznos$ci metody.

W poszczegélnych metodach kierunek poprawy d®) w (k + 1)-szej iteracji jest
wyznaczany z nastgpujacych wzoréw:

* w metodzie najszybszego spadku:
d® = —v r(x®)
* w wielowymiarowej metodzie Newtona:
d% = —H1f)x*®)vrx®), gdzie Hf- hesjan funkcji f

* w metodach gradientéw sprzgzonych:

w I iteracji d® = —vr(x®)
w kolejnych iteracjach A% = —vr(x®) + y_a* b
przy czym

— w metodzie standardowe;j:

. [Vf(x(k) )] THf(X(k) )d(k_l)
Ye—1 = [d*=D]THf(x®)d*k-D

39



— w metodzie Fletchera-Reevesa:

[V xO)]"Vr(xY)
V&IV (xE1)

Ye—1 =
[

— w metodzie Polaka-Ribiere’a:

[V(x®) =V (x*=D]TVF(x)
[V f(xE=D)TV f(x(*=1))

Ye—1=
* w metodach zmiennej metryki:
d® = vV rx®  gdzie V® - macierz przyblizajaca (H™' f)(x%))
przy czym za v©) przyjmujemy dowolng macierz symetryczng i dodatnio okre-
§lona, np. V© =TI (macierz jednostkowa) oraz:
— w metodzie DFP:

plk= D [pk=D]T Y k=D glk=1) [gk=1)]T y(k=1)

(k) — y(k=1) —
vie=v t [r(k=D]Tg(k=1) [st=1)| Ty (=1)g(k=1)

— w metodzie BFGS:

v — vy 4 [ sk DTV (k=Dglk=1)\ plk=1)[plk=1))T
= + |1+ [s*=D]7pk=1) [s—D]Tr=D)

V(k—l)s(k—l)[r(k—l)]T+r(k—1)[s(k—l)]TV(k—l)
[S(kfl)]Tr(kfl)

gdzie ré=1) = x(®) —x(k=1) - gk=1) — v r(x0)) — v £(x(k=1)

Z przedstawionych wzoréw wynika, ze najprostsza w stosowaniu jest metoda naj-
szybszego spadku. Niestety w wielu przypadkach jej zbieznos$¢ jest bardzo wolna.
Znacznie lepsza okazuje si¢ zwykle wielowymiarowa metoda Newtona, jednak jej
gtéwna wada jest konieczno$¢ wyznaczenia hesjanu funkcji celu i jego odwrotnosci
w kazdej iteracji. W przypadku, gdy funkcja celu f zalezy od duzej iloSci zmien-
nych lub gdy jej wzor jest skomplikowany, wyznaczenie hesjanu i jego odwrotnosci
stanowi istotny problem. Za metody posrednie, z jednej strony ze wzglgdu na szyb-
kos¢ zbieznosci, za$ z drugiej ze wzgledu na ztozonos$¢ obliczen, mozna uzna¢ me-
tody gradientéw sprzgzonych. W standardowym wariancie istnieje wprawdzie ko-
nieczno$¢ wyznaczania hesjanu, ale nie trzeba go odwracac, natomiast w pozosta-
tych przedstawionych wariantach hesjan nie wystepuje. Metody zmiennej metryki
facza zalety wielowymiarowej metody Newtona i metod gradientéw sprzgzonych:
ich szybkos$¢ zbieznosci jest zwykle poréwnywalna z szybkoscia w metodzie New-
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tona, a zamiast odwrotnosci hesjanu wyznacza si¢ jej przyblizenia w kolejnych itera-
cjach. Nalezy zaznaczy¢, ze wprowadzenie niedoktadnej minimalizacji kierunkowej
spowodowato zmniejszenie roli metody DFP na rzecz BFGS - ta ostatnia jest obec-
nie czgSciej stosowana.

W ponizszych przyktadach minimalizacja w kolejnych kierunkach jest
wykonywana doktadnie, bez uzycia metod opisanych w rozdziale|l} Jest to mozliwe
ze wzgledu na prosta postac funkcji f.

Przyktad 2.1. Wykona¢ minimalizacje funkcji f(x1,x2) = x7 + 5x3 — 4x1x2 — 2%
w dwoch kolejnych kierunkach metoda najszybszego spadku. Jako punkt startowy

przyjaé x(0) = [_” .

Rozwiazanie:
Wyznaczamy pierwszy kierunek minimalizacji ze wzoru:

= -vr)

Poniewaz
2x1 —4x
Vi) =Vflx,xn)= [10)62 — élbq — 5}

wige Vf(x(0)) = [_12} , zatem

0 _ |6
4= | 5g)

W pierwszej iteracji mimimalizujemy funkcje:

e = (L] ]) o (e -

= f(l—-6t,—1+167)=
= (1—67)>+5(—1+167)> —4(1—67)(—1+167) —
— 2(=14167) = 17007* — 2927 + 12

Jest to tréjmian kwadratowy — osiaga minimum w punkcie 7 ,52,)1 = —% = % ~
0,086. Stad
(1) — (0) 4 £(0) 4(0) o —6 0,485
X +1,md [ }—I—O 086[ 16 0.374

Obliczamy gradient w punkcie x(D:
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o 2.0,485—4.0,374] [—0,526
Vi)~ [10 0,374—4-0,485—2| = | -0,200

Btad po pierwszej iteracji wynosi:

V(x| = \/(—0,526)2 +(—0,200)2 ~ 0,563
Wyznaczamy teraz drugi kierunek minimalizacji:

a0 =5~ [0 5]

Szukamy minimum funkcji:

s+ = £ ([0 +7 [ 0300]) =7 ([0 o000 ) =
= £(0,48540,5267;0,374+0,2007) =
= (0,485+0,5267)* +5(0,374 +0,2007)* —
— 4(0,48540,5267)(0,376 —0,1767) — 2(0,374 4+ 0,2007) ~
~ 0,0567> —0,3177 — 0,539

2 _

Otrzymali§my znowu tréjmian kwadratowy — osigga minimum w punkcie 7 ./ =

b 0317 min
— = 03T~ 2,830, Stad:

@ = x() 120 q()

min

[0,485

0,526] _[1,974
07374}%—2,830[ }N{ }

0,200 0,940

Obliczamy gradient w punkcie x(2):

2 2.1,974 —4-0,940 0,188
Vi)~ [10 0,940 —4-1,974—2 0,496

Btad po drugiej iteracji wynosi:

V)| = /(0,188)% + (~0,496)? ~ 0,530

Tabela przedstawia wyniki dziatania metody najszybszego spadku dla pierw-
szych o$miu iteracji.
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Tabela 2.1: Wyniki dziatania metody najszybszego spadku dla funkcji
flx1,x) = x% +5x% —d4x1x3 — 2xp

Nriteracji (k) " I e = ||VF(x®))|
1 048471  0.37412 0.56290
2 1.96452  0.92905 0.60620
3 1.94624  0.97780 0.01997
4 1.99874  0.99748 0.02150
5 1.99809  0.99921 0.00071
6 199996  0.99991 0.00076
7 1.99993  0.99997 2513 % 10°°
8  2.00000 1.00000 2.706 x 10~

Rysunek 2.3: Poziomice funkcji f(x1,x;) = x1 + 5x% — 4x1xy — 2xy i rozwiazania przyblizone
w poczatkowych iteracjach metoc% najszybszego spadku

O
Przyktad 2.2. Wykonaé minimalizacje funkcji f(x1,x) = x7 + 5x3 — dx1x — 2x2
w kierunku d(©) metoda Newtona. Jako punkt startowy przyjaé x(©) = [” .

Rozwiazanie:
Wyznaczamy pierwszy kierunek minimalizacji ze wzoru:

49 =~ ) xO) V()
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Funkcja f i punkt x(¥) sa takie same jak w przyktadzie wigc gradient funkcji f
i jego warto$é¢ w punkcie x(¥) tez sa identyczne.
Hesjan ma postac:

°f  9*f
Tx% 0x10x) 2 _4
Hf(x17x2) = 82f 82f = |:_4 10]

aXanl 8x§
Odwracamy hesjan (obliczamy macierz odwrotna do Hf (x;,x2)):

o = |27 §

g0 _[25 1 6] [
N 10,5/ [—16] |2

W pierwszej iteracji mimimalizujemy funkcje:

F(x® 4 7a©) :f([_” +r[;]> :f<[_1l++z;]> = f(1+1,-1+27) =

= (1472 +5(-1427)2 —4(141)(—1427) —2(—1+217) =
= 1372 -26T+12

Stad:

—_
| IS |

Funkcja kwadratowa, ktéra otrzymali§my, osiaga minimum w punkcie %’5221 =— % =
% = 1. Otrzymujemy wigc:

N 1 1 2
fr-sneer- | 4]
Gradient w punkcie x(!) wynosi:
2-2—-4-1 0
Vi) = [10. 1 —4-2—2} - M
zatem osiagneliSmy rozwiazanie doktadne po pierwszej iteracji. Metoda Newtona

przy minimalizacji kwadratowej funkcji wypuklej zawsze prowadzi do rozwigzania
doktadnego juz po pierwszej iteracji. U

Przyktad 2.3. Wykonaé minimalizacje funkcji f(x1,x2) = x3 +4x3 w dwdéch kolej-
nych kierunkach standardowa metoda gradientéw sprz¢zonych. Jako punkt startowy
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przyjaé x(0) = [ ;] . Oszacowac btad po kazdej iteracji.

Rozwiazanie:
Wyznaczamy pierwszy kierunek minimalizacji ze wzoru:

d© — —Vf(x(o))
Poniewaz

V(x) = Vf(xi,x) = [2’” }

8xp

wiec Vf(x(0)) = [lé] , Zatem

0 _ | —2
4= 5e]

W pierwszej iteracji wyznaczamy:

gdzie
_ @) vr?)
%= T a0 THS (x©)a0
Poniewaz
20
Hf(X) = |:O 8:|
wiec
—260
— 20,12
%=~ 0s56 ~ 0126
zatem
|1 =2 _| 0,747
XU [2] +0,126 [—16] ~ [—0,023

Obliczamy gradient w punkcie x(1):
2:-0,747| | 1,494
8-(—0,023) | © | —0,187

Btad po pierwszej iteracji wynosi:

Q

vix)

VD) = /1,4942 4 (~0,187)2 ~ 1,506
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W drugiej iteracji kierunek d(!) wyznaczamy ze wzoru:
dV = —vr(xM) 4 9a®

gdzie
VTHF(x1)a® 17,923
[dO)THf(x1)d® 2040

(1) [—1,494 2] _[-1,512
d ”[ 0.187| 79091 161 ® | 0 046

Y= ~ 0,009

Stad

W drugiej iteracji wyznaczamy:

gdzie
L [TV
P [aOTHF(x)a®
Otrzymujemy:
—2,267
N —— ~ 0,494
M~ sgg <O
zatem
@ | 0,747 —1,512| _ 10,000
- [—0,023 +0,494 0,046 | ~ | 0,000
Oczywiscie gradient w punkcie x(2) wynosi:

0,000
Vi)~ [o,ooo}

Wyniki obliczeni zostaty zapisane z doktadnoscia do trzech cyfr po przecinku, ale
same obliczenia byly wykonywane z wigksza dokladnoscia. Uzyskany wektor gra-
dientu po drugiej iteracji sugeruje, ze otrzymali$my wynik doktadny. Tak jest w isto-
cie, gdyz metody gradientow sprzezonych, przy zalozeniu, ze funkcja celu jest funk-
cja kwadratowa 1 wypukla, a minimalizacji kierunkowej dokonujemy w sposéb do-
ktadny, wymagaja wykonania co najwyzej n iteracji, aby otrzymac rozwiazanie do-
ktadne (w przyktadzie n = 2, poniewaz mamy dwie zmienne niezalezne). Ewen-
tualna réznica pomigdzy rozwigzaniami otrzymanym a doktadnym wynika jedynie
z bledéw zaokraglen. O

Przyktad 2.4. Wykonaé minimalizacje funkcji f(x1,x2) = x7 +4x3 w dwéch kolej-
nych kierunkach metoda Fletchera-Reevesa. Jako punkt startowy przyjacé
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x(0) = [ ;] . Oszacowac btad po kazdej iteracji.

Rozwiazanie:
W pierwszej iteracji mimimalizujemy funkcje:

e = r (5] ve| ] ) = ([ e ) =

= f(1-27,2—167) = (1 —21)>4+4(2—167)% =
= 10287 — 2607+ 17

Jest to tr6jmian kwadratowy — osiaga minimum w punkcie %, ,5231 = —% = % R
0,126. Stad

(1) — ) 4 0 g0 o |1 2| 0747

X +74,..d [2 +0,126 16 0,023

Po pierwszej iteracji otrzymaliSmy to samo rozwigzanie przyblizone, co w przykla-
dzie[2.3] wiec

()Y o 1,494
Vi) [—0, 187
za$ btad po pierwszej iteracji wynosi:

IVF(x)]| ~ 1,506
W drugiej iteracji kierunek dV) wyznaczamy ze wzoru:

V= -vrx)+ypad®

gdzie
VA" V) 2,267
VATV F(x©) ™ 260

a0 ~ [—1,494] 40 009{ —2] N [—1,512]

Y= ~ 0,009

Stad

0,187 16 0,046

W drugiej iteracji mimimalizujemy funkcje:

D 1 oa 0,747 _1,512 0,747 1,512¢]\ _
fixi+d >f([—0,023 T 0,046 0,023 +0,0467 | ) =
— £(0,747 —1,5127, 0,023 + 0,0467) —

= (0,747 —1,5127)% +4(—0,023 +0,046r)2 ~
~ 2,2941> —2,2671+0,560
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. L. - . .. - A b . 2267
Powyzszy tréjmian kwadratowy osiagga minimum w punkcie 1/ = —7- ~ T8 ~

‘min 2a
0,494. Stad

@ — x(1 L 20 q)

‘min

[ 0,747

~1,5127 _ [0,000
_0’023%0,494[ ] [ ]

0,046 | ~ | 0,000

Otrzymali§my rozwiazanie doktadne, identyczne jak w przyktadzie[2.3] 0
Przyktad 2.5. Wykona¢ minimalizacje funkcji f(x1,x2) = x7 +4x3 w dwéch kolej-
nych kierunkach metoda Polaka-Ribiere’a. Jako punkt startowy przyjaé x(©) = [ é] .

Oszacowac¢ btad po kazdej iteracji.

Rozwiazanie:
W pierwszej iteracji obliczenia sg identyczne jak w przyktadzie

W drugiej iteracji kierunek at wyznaczamy Ze WZOTU:

d = —vr(xM) 4+ 9a®

gdzie
VM) VO Vix") 2,267
Y = R ~ 0,009
[VF(xON]TV £ (x(0) 260
Jak wida¢, dalsze obliczenia sa identyczne jak w przyktadzie[2.4] O

W przyktadach 2.1H2.4] ze wzgledu na postac funkeji f minimum kierunkowe funk-
cji g(t) = f(x+ td) w kierunku d mogto by¢é wyznaczone doktadnie. Ponizszy
przyktad 2.6 prezentuje dziatanie metod gradientowych zastosowanych do poszu-
kiwania minimum funkcji f(x1,x2) = Zx% — 1,05)6‘1t + %x? + x1x2 +x%, ktéra w lite-
raturze (np. Branin Jr.| [1972) jest znana jako Three-Hump Camel Function. Jest to
jedna z funkcji wykorzystywanych do testowania numerycznych metod optymaliza-
cji. Charakterystyczny uktad poziomic tej funkcji powoduje problemy zwiazane ze
zbieznoS$cig niektérych metod, zwilaszcza przy niekorzystnym wyborze punktu star-
towego. Funkcja f dana powyzszym wzorem ma trzy minima: lokalne w punktach
X ~ (—1,74755, 0,87378) i X = —X1, przy czym f(X;) = f(X2) ~ 0,29864, oraz
globalne w punkcie X3 = (0, 0), przy czym f(%3) = 0.

Przyktad 2.6. Przetestowaé dzialanie metody najszybszego spadku, metod gradien-
tow sprzgzonych i wielowymiarowej metody Newtona dla funkcji f okreslonej po-
wyzej. Jako punkt startowy przyjaé x(©) = [:g] .
Rozwiazanie:

Wyniki otrzymane poszczegdélnymi metodami zostaly przedstawione w ponizszych
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tabelach i na wykresach. W kazdym przypadku minimalizacj¢ kierunkowa przepro-
wadzono jednowymiarowa metoda Newtona z taka doktadnoscia, ze |g’(7)| < 1072,
gdzie g(7) = f(x+ td), a d jest kierunkiem minimalizacji.

Na wykresach czarnymi liniami ciagtymi zaznaczono poziomice dla catkowitych
warto$ci funkcji f, a dodatkowo liniami przerywanymi zaznaczono te poziomice,
na ktdérych nastgpuje zmiana kierunku d poszukiwan minimum tej funkcji. Wykresy
i tabele wskazuja na dos¢ szybka zbiezno$¢ prawie wszystkich metod z wyjatkiem
standardowej metody gradientéw sprz¢zonych, ktdra jest wyraZnie wolniej zbiezna,
przy czym dwie sposrdd testowanych metod zbiegaja do jednego, a pozostate do dru-
giego minimum lokalnego. Zadna z metod nie jest zbiezna do minimum globalnego.
Szybkos$¢ zbieznosci badanych metod mozemy dodatkowo poréwnac na wykresie
2.9 ktéry przedstawia zaleznos$¢ oszacowania biedu € od ilosci wykonanych iteracji.

Tabela 2.2: Wyniki dziatania metody najszybszego spadku dla funkcji
flx1,x) = Zx% — 1,05)6‘1t + éx? +x1X2 +x§

Nriteracji (k) " AP £ = [|V£(x®)]
1 195535 —4.96025 7.96530
2 1.93247 —0.95648 3.41360
3 175440 —0.95750 0.16060
4 1.75393 —0.87675 0.07587
5 1.74780 —0.87679 0.00577
6 1.74779 —0.87389 0.00273
7 1.74756 —0.87389 0.00021
8 174756 —0.87378 0.00010
9  1.74755 —0.87378 7.750 x 10°©
10 1.74755 —0.87378 3.622 x 107°
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Rysunek 2.4: Poziomice funkcji f(x1,xp) = Zx% - 1,05x‘11 + %x? +x1x2 +x% i rozwiagzania przyblizone
w poczatkowych iteracjach metody najszybszego spadku

Tabela 2.3: Wyniki dziatania standardowej metody gradientéw sprzgzonych dla funkcji
flxr,x) = Zx% — 1,05x‘11 + %x? +x1x2 +x%

Nr iteracji (k) xgk) xgk) e=||Vf(xX)|
1 —4.06714 —4.99467 851.6855
2 —4.07293 1.66636 851.6668
3 —3.34558 1.67280 273.571
4 —3.34499 1.38805 273.5667
5 -—2.78554 1.39277 86.67659
6 —2.78449 1.17963 86.67424
7 —2.36556 1.18278 26.75683
8 —2.36385 1.03117 26.75657
9 —-2.06563 1.03282 7.81868

10 —2.06326 0.93587 7.82031
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Rysunek 2.5: Poziomice funkcji f(x;,x2) = 2x3 — 1,05x} + éx? +x1X2 +x3 i rozwiazania przyblizone
w poczatkowych iteracjach standardowej metody gradientéw sprzg¢zonych

Tabela 2.4: Wyniki dziatania metody Fletchera-Reevesa dla funkcji
flx1,x) = Zx% — 1,05x‘11 + %x? +x1x2 +x%

(k)

Nr iteracji (k) x) xgk) e=|Vf(xX)|
1 1.95535 —4.96025 7.96530
2 194465 —0.96732 3.73474
3 174756 —0.87555 0.00391
4 174792 —0.87478 0.00387
5 1.74755 —0.87378 5.560 x 10°°©
6 1.74755 —0.87378 1.226 x 10~°
7 1.74755 —0.87378 1.469 x 108
8  1.74755 —0.87378 5.095 x 10710
9  1.74755 —0.87378 1.511 x 10710
10 1.74755 —0.87378 7.098 x 1012
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Rysunek 2.6: Poziomice funkcji f(x;,x2) = 2x3 — 1,05x] + %x? +x1X2 43 i rozwiazania przyblizone
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w poczatkowych iteracjach metody Fletchera-Reevesa

Tabela 2.5: Wyniki dziatania metody Polaka-Ribiere’a dla funkcji
flx1,x) = Zx% — 1,05x‘11 + %x? +x1x2 +x%

Nr iteracji (k) xgk) xgk) e=||Vf(xX)|
1 1.95535 —4.96026 7.96523
2 194465 —0.96732 3.73474
3 1.74757 —0.87615 0.00522
4 1.74756 —0.87378 6.823 x 103
5 1.74755 —0.87378 5.044 x 10~
6 1.74755 —0.87378 5.049 x 10~
7 1.74755 —0.87378 3.992 x 10°10
8 1.74755 —0.87378 1.926 x 10710
9 1.74755 —0.87378 1.523 x 10711
10 1.74755 —0.87378 7.322 x 10712




Rysunek 2.7: Poziomice funkcji f(x;,x2) = 2x3 — 1,05x} + éx? +x1X2 +x3 i rozwiazania przyblizone
w poczatkowych iteracjach metody Polaka-Ribiere’a

Tabela 2.6: Wyniki dziatania wielowymiarowej metody Newtona dla funkcji
flx1,x) = Zx% — 1,05x‘11 + %x? +x1x2 +x%

Nr iteracji (k) xgk) xgk) e=|Vf(xX)|
1 —2.99749 10.1422 131.8549
2 —2.46766  0.21830 38.09715
3 —1.94297  1.57022 3.30958
4 —1.79242  0.82964 0.66838
5 —1.74904  0.87976 0.01601
6 —1.74756  0.87378 5.504 x 1073
7 —1.74755  0.87378 5.896 x 10710
8 —1.74755 0.87378 2.220% 10716
9 —1.74755  0.87378 4.996 x 10713
10 —1.74755 0.87378 4.996 x 10~ 13
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Rysunek 2.8: Poziomice funkcji f(x1,x2) = 2x3 — 1,05x} + éx? +x1X2 43 i rozwiazania przyblizone
w poczatkowych iteracjach wielowymiarowej metody Newtona

10°

10—10

Metoda najwiekszego spadku
Metoda standardowa gradientéw sprzez
Metoda Fletchera-Reevesa
Metoda Polaka-Ribiere'a
1015+ Metoda Newtona

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nr iteracji

Rysunek 2.9: Poréwnanie wartosci bledéw w metodach gradientowych zastosowanych do funkcji
flxp,x) = Zx% — 1,05x? + %x? +x1X2 +x%
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Na rysunku widzimy, ze najwolniejsza dla danych z przyktadu jest standardowa
metoda gradientéw sprzezonych. Metoda Newtona jest szybsza od pozostatych, ale
dopiero od 6smej iteracji. U

24. Procedury w MATLAB-ie

Jak wspomniano w uwadze[I.6] w MATLAB-ie istnieja dwie podstawowe procedury
stuzace do rozwigzywania wielowymiarowych zadan optymalizacji bez ograniczen:
fminsearchi fminunc.

Cechy charakterystyczne procedury fminsearch:

* Funkcja celu moze by¢ nieciagla, jednak wskazane jest, aby punkty nieciagtosci
nie znajdowaty si¢ w poblizu rozwiazania.

* Obliczenia wykonywane sa metoda sympleksu Neldera-Meada opisang w roz-
dziale

Przyktad 2.7. Korzystajac z procedury fminsearch, wyznaczy¢ minimum funk-
cji f(x1,x2) = 2x3 —1,05x} + %x? + x1x2 + 3. Jako punkt startowy przyjaé x(0) =
[-5,-5]T.

Rozwiazanie:
W osobnym pliku f.mlx definiujemy funkcje f:

Listing 2.1: Definicja funkcji f
function y=f (x)
y = 2+%x(1)72-1.05%x (1) M+x(1)"6/6+x (1) *x(2)+x(2)"2;
end

Tworzymy takze dodatkowy plik test_minsearch.mlx:

Listing 2.2: Procedura test_fminsearch

function [x,f,x_all] = test_fminsearch (x0,n)
x_all = [];
opcje = optimset ('Display’,’iter’,’Maxiter’,n,’OutputFcn’,Qoutf);
[x,f] = fminsearch(Q@f, x0,opcje);

function stop = outf (x, optimValues, state)
stop = false;

if state=='iter’
x_all = [x_all;x];
end
end

end

Wewnatrz zawartej w nim procedury test_fminsearch wywotujemy procedurg
fminsearch poprzedzong ustawieniem odpowiednich opcji przez optimset.
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Jest to postgpowanie bardzo podobne do tego, ktére przeprowadziliSmy w przykta-
dzie(1.8|dotyczacym wykorzystania procedury fminbnd.

Procedura fminsearch wySwietla na ekranie co najwyzej te wyniki poSred-
nie w kolejnych iteracjach, ktére widzimy na listingu W szczegblnosci nie
mamy informacji o wspétrzednych punktéw x®), gdzie k jest numerem iteracji,
a podane sa jedynie wartosci f (X(k)). Aby uzyskac dostgp do brakujacych wyni-
kéw, powinniSmy wykonaé¢ dwa dodatkowe kroki. Po pierwsze, w wywotaniu pro-
cedury optimset nalezy dopisac jeszcze jedna pare opcji typu nazwa i warto$¢:
"OutputFcn’, Qout £, gdzie out £ jest nazwa procedury wywolywanej automa-
tycznie przez fminsearch w kazdej iteracji. Po drugie, nalezy napisa¢ procedurg
out £, ktérej zadaniem bedzie zapamietanie wspétrzednych punktéw x*). Nagtéwek
procedury outf powinien mie¢ nastgpujacg sktadni¢ postaci: function stop
= outf (x, optimValues, state).Znaczenie poszczegdlnych parametrow
tej procedury jest nastepujace: x — wektor wspétrzednych punktu x*) dla ustalo-
nego k, optimvalues — struktura zawierajaca w kolejnych polach informacje
wySwietlane w kolumnach na ekranie przez fminsearch, state — stan algo-
rytmu w chwili wywotania procedury out f (state='"iter’ odpowiada wywola-
niu bezposrednio po zakoficzeniu danej iteracji), st op — warto§¢ * false’ oznacza
kontynuacj¢ dziatania fminsearch po wyjSciu z procedury out £f. W procedu-
rze test_fminsearch przedstawionej na listingu wartosci x¥) sa zapamie-
tywane w macierzy x_all. Aby macierz ta byla widoczna na zewnatrz procedury
out f, sama procedura powinna by¢ zagniezdzona wewnatrz innej procedury, tu —
test_fminsearch.

Wywolanie procedury test_minsearch umieszczamy w jeszcze innym pliku:

Listing 2.3: Wywotlanie procedury test_minsearch
x0 = [-5 =-5];
[x,f, x_all] = test_fminsearch(x0,10);

Ostatni parametr wejSciowy oznacza ilos¢ iteracji. W wyniku dziatania powyzszego
kodu otrzymujemy:

Listing 2.4: Wynik dziatania procedury fminsearch

Iteration Func—-count min f (x) Procedure

0 1 2047.92

1 3 2047.92 initial simplex
2 5 1046.97 expand

3 7 722.863 expand

4 9 124.285 expand

5 11 41.7151 expand

6 13 36.5531 expand

7 15 26.6514 reflect

8 17 26.6514 contract inside
9 19 22.214 expand
10 21 22.214 contract inside
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Exiting: Maximum number of iterations has been exceeded
- increase MaxIter option.
Current function wvalue: 22.213975

Rysunek 2.10: Poziomice funkeji f(x1,x2) = 2x3 —1,05x} + 118 +x1x, + 3 i rozwiazania
przyblizone w poczatkowych iteracjach metody Neldera-Meada

O

Wyniki prezentowane sa podobnie jak w przypadku procedury fminbnd. W ostat-
niej kolumnie expand oznacza operacj¢ ekspansji, reflect — odbicie,
za§ contract inside — Sciagnigcie do wewnatrz. Analiza wynikéw przedsta-
wionych na listingu [2.4] oraz ich poréwnanie z wynikami otrzymanymi w przykta-
dzie[2.6]prowadza do wniosku, ze metoda Neldera-Meada w tym przypadku jest albo
wolniej zbiezna od pozostatych, albo rozbiezna. W istocie, po wykonaniu 30 iteracji
mozemy wnioskowaé o zbieznosci, co wigcej, jest to po raz pierwszy zbieznos¢ do
minimum globalnego (wczesniej rozpatrywane metody byly zbiezne jedynie do mi-
nimoéw lokalnych).

Przyklady [2.8]i[2.9) dotycza zastosowania procedury fminunc.

Cechy charakterystyczne procedury fminunc:

* Funkcja celu powinna by¢ rézniczkowalna w sposob ciagty.
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* W zaleznoSci od wyboru uzytkownika obliczenia wykonywane sa m.in. metoda
zmiennej metryki BFGS lub DFP, ewentualnie najszybszego spadku.

Przyktad 2.8. Korzystajac z procedury fminunc, wyznaczy¢ minimum funkcji
flxr,x) = 2x% — 1,05)6‘1l + %x? + x1x —i—x% metoda zmiennej metryki BFGS. Jako
punkt startowy przyjaé¢ x(©) = [—5, 5]

Rozwiazanie:

W zalezno$ci od wybranej opcji gradient funkcji f moze by¢ obliczany na podsta-
wie podanego przez uzytkownika doktadnego wzoru badZ tez pochodne czastkowe
wystepujace w gradiencie mogg by¢ obliczane w sposéb przyblizony za pomoca
odpowiednich ilorazéw réznicowych. W tym i nastgpnym przyktadzie przeprowa-
dzimy obliczenia, postugujac si¢ wzorem doktadnym. W tym celu zmodyfikujemy
procedurg obliczajaca warto$¢ funkcji f. Teraz dodatkowym zadaniem tej procedury
bedzie wyznaczenie wzoru na gradient tej funkcji (zmienna grad). Na listingu [2.3]
symbol nargout jest nazwa standardowej zmiennej zwracajacej ilo$¢ parametrow
wyjsciowych, z ktérymi zostata wywotana biezaca procedura z zewnetrznego kodu.
Warunek nargout >1 w tym przypadku oznacza, ze gradient nie jest obliczany, gdy
wywotanie procedury £ w zewngtrznym kodzie ma postaé: y=f (x) albo f (x).

Listing 2.5: Definicja funkcji f i jej gradientu
function [y, grad] =f (x)
y = 2%x(1)"2-1.05%x (1) M+x(1)"6/6+x (1) *x(2)+x(2)"2;
if nargout>1
grad = [4xx(1)-4.2xx (1) "3+x (1) "5+x(2); x(1)+2*x(2)]1;
end
end

Podobnie jak poprzednio tworzymy takze procedurg test_fminunc, z ktérej wy-
wolujemy procedurg fminunc. Tym razem opcje wywotania procedury fminunc
ustawiamy za pomoca procedury opt imopt ions zamiast opt imset. Nagtéwki
dwéch ostatnich procedur maja podobng sktadnig, z tym ze dostgpne zbiory opcji
pokrywaja sig¢ tylko czeSciowo. Ponadto, jako pierwszy argument wejsSciowy wy-
wotania procedury optimoptions powinniSmy poda¢ nazwe procedury, ktérej
opcje maja dotyczy¢, w naszym przypadku bedzie to fminunc. Na listingu [2.6
warto zwrécié uwage na opcje / SpecifyObjectiveGradient’, ktérej nadano
warto$¢ t rue. Oznacza to, ze procedura fminunc bedzie korzysta¢ z doktadnego
wzoru na gradient. Gdyby warto$¢ ostatniej opcji byta rowna false, gradient bytby
obliczany w sposéb przyblizony za pomoca odpowiednich ilorazéw réznicowych.

Listing 2.6: Procedura test_fminunc

function [x,f,x_all] = test_fminunc (x0,n)
x_all = [];
opcje = optimoptions ('’ fminunc’,’Display’,’iter’,’MaxIterations’,n,

"OutputFcn’, @outf,’ SpecifyObjectiveGradient’, true);
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[x,f] = fminunc(@f,x0,opcije);

function stop = outf (x, optimValues, state)
stop = false;
if state=''iter’’

x_all = [x_all;x];

end

end

end

Po przygotowaniu procedur £ i test_fminunc, przedstawionych na listingach 2.3
i[2.6) mozemy wykona¢ wiasciwe obliczenia analogicznie jak w przyktadzie[2.7]

Listing 2.7: Wywotanie procedury test_minunc
x0 = [-5 -5];
[x,f, x_all] = test_fminunc (x0,20);

Listing 2.8: Wynik dziatania procedury fminunc dla metody zmiennej metryki BEGS

First-order

Iteration Func-count f(x) Step-size optimality
0 1 2047.92 2.62e+03
1 2 490.787 0.000380952 776
2 3 246.773 1 415
3 4 109.877 1 178
4 5 63.9612 1 83
5 6 45.105 1 37.6
6 7 37.6287 1 17.4
7 8 34.2087 1 11.6
8 9 32.1269 1 11.3
9 12 16.5403 5.5 7.93

10 16 11.3682 0.169675 6.62
16 26 0.298639 1 0.00355
17 27 0.298638 1 3.97e-05

Local minimum found.

Optimization completed because the size of the gradient is less than
the value of the optimality tolerance.

<stopping criteria details>

Wyniki wy$wietlane na ekranie w ostatniej kolumnie (First-order optima-
1ity) przedstawiaja wartosci bledu obliczane jako ||V £(x%))||.. Po dziesigciu ite-
racjach wynik jest jeszcze daleki od rozwigzania optymalnego, dopiero po siedem-
nastej iteracji znajdujemy si¢ w poblizu minimum, tym razem lokalnego.
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Rysunek 2.11: Poziomice funkcji f(x1,x2) = 2x3 — 1,05x] + éx? +x1X2 +x3 i rozwiazania
przyblizone w poczatkowych iteracjach metody zmiennej metryki BFGS

O

Przyktad 2.9. Korzystajac z procedury fminunc, wyznaczy¢ minimum funkcji
flx1,x) = 2x% -1, OSx‘lL + %x? +x1x —i—x% metoda zmiennej metryki DFP. Jako punkt
startowy przyjaé x(0) =[5, 5]

Rozwiazanie:

Jedyna zmiang w kodzie w poréwnaniu z przyktadem [2.8] jest dotaczenie w wy-
wolaniu procedury optimoptions opcji "HessUpdate’ i nadanie jej war-
tosci ' dfp’, co sprawia, ze obliczenia zostanag wykonane metoda DFP zamiast
domyslnej BFGS. Inna mozliwoscig jest nadanie opcji ' HessUpdate’ warto-
Sci ' steepdesc’ — wowczas obliczenia zostang wykonane metoda najszybszego
spadku.

Listing 2.9: Wywotanie procedury opt imoptions dla metody zmiennej metryki DFP

opcje = optimoptions (’ fminunc’,’Display’,’iter’,’MaxIterations’,n,
"OutputFcn’, Qoutf,’ SpecifyObjectiveGradient’, true,
"HessUpdate’,'dfp’);

Jak wida¢ na listingu[2.10] wyniki otrzymane metoda DFP w rozpatrywanym zadaniu
optymalizacji sa bardzo podobne jak w przypadku metody BFGS.
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Listing 2.10: Wynik dziatania procedury fminunc dla metody zmiennej metryki DFP

First-order

Iteration Func-count f(x) Step-size optimality
0 1 2047.92 2.62e+03
1 2 490.787 0.000380952 776
2 3 246.773 1 415
3 4 109.877 1 178
4 5 63.9613 1 83
5 6 45.1054 1 37.6
6 7 37.6297 1 17.4
7 8 34.2113 1 11.6
8 9 32.1333 1 11.3
9 12 16.6001 5.5 7.95

10 16 11.4106 0.171641 6.63
19 30 0.298641 1 0.00755
20 31 0.298639 1 0.00135

Local minimum found.

Optimization completed because the size of the gradient is less than
the value of the optimality tolerance.
<stopping criteria details> 0

2.5. Zadania do samodzielnego opracowania

2.5.1. Programowanie w MATLAB-ie

Zadanie 2.1. Zmodyfikowaé procedurg m_ekspansji utworzona w zadaniu [I.1]
tak, aby mozna byto ja wykorzysta¢ do lokalizacji minimum kierunkowego funkcji
f dwéch zmiennych w kierunku d. Wzory (1.2) i (I.3)) powinny zostaé zastapione
odpowiednio przez

) =x0 1 2iAc.d oraz  xUHD =x) —2/Ar.ddlai=0,1,2,...

a wywotanie zmodyfikowanej procedury powinno mie¢ postac:
[t0,tl]=m_ekspansji2 (@f,x0,d,Delta_tau), gdzie f jest nazwa pro-
cedury obliczajacej wartos$¢ funkcji celu, x 0=x), 4 jest kierunkiem minimalizacji, a
t£01t1 stanowig odpowiednio lewy i prawy koniec przedziatu lokalizacji minimum
w kierunku d.

Zadanie 2.2. Zmodyfikowa¢ procedurg m_Newtona utworzong w zadaniu [I.T]tak,
aby mozna byto ja wykorzysta¢ do wyznaczenia minimum kierunkowego funkcji f
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dwéch zmiennych w kierunku d, czyli minimum funkcji g(7) = f(x() + 7d). W tym
celu zastosowac dwuskosny test Goldsteina. Wywotanie zmodyfikowanej procedury
powinno mieé postac:

t_min = m_Newtona2 (@f,Qfp, @fd, x0,d, t0,m), gdzie fp jest nazwa pro-
cedury obliczajacej gradient, a £d — hesjan funkcji celu, x0 i t0 maja znaczenie
identyczne jak w metodzie ekspansji, natomiast m=[m; my|, gdzie m; i my sa parame-
trami w teScie Goldsteina. Parametrem wyjSciowym jest taka warto$¢ t_min=7,;,,
ktéra mozemy przyja¢ za wystarczajaco dobre przyblizenie lokalnego minimum
funkcji g.

Wskazéwka: korzystajac z reguty taricuchowej, mozna tatwo sprawdzic, ze:

¢'(7) = [Vf(xV +d)]"d oraz g"(t) =d"Hf (x") + 1d)d

Zadanie 2.3. Utworzy¢ procedury realizujace metody: standardowa gradientéw sprze-
zonych, Fletchera-Reevesa, Polaka-Ribiere’a i wielowymiarowa Newtona.

Schemat wywotania procedur:

* [x,blad] = grad_sprz(@f,Qfp,@fd, x0,n), gdzie n —ilos¢ iteracji
do wykonania, x — macierz (n+ 1) x 2 zawierajaca w kazdym wierszu wektor
rozwiazania przyblizonego x(®) po k-tej iteracji, a blad — wektor wartosci osza-
cowan btgdu po kolejnych iteracjach, natomiast znaczenie pozostatych parame-
tréw pozostaje identyczne jak w zadaniu

* [x,blad] = FR(Qf,Qfp,@fd,x0,n);

* [x,blad] = PR(Qf,Qfp,@fd,x0,n);

* [x,blad] = Newton_Rn(@f,Q@fp,@fd,x0,n).

Kazda z procedur powinna wyswietla¢ na ekranie wyniki po kazdej iteracji.

2.5.2. Sprawozdanie

W celu sprawdzenia efektywnosci i niezawodnosci algorytméw optymalizacyjnych
wykorzystuje si¢ czesto jako funkcje celu takie funkcje testowe, ktérych charak-
ter moze powodowaé trudnosci obliczeniowe. Sa to np. funkcje z wieloma ekstre-
mami lokalnymi lub takie, ktérych zbidér poziomicowy tworzy dtugie, waskie doliny
albo takie, ktérych wartosci na duzym obszarze wokoét ekstremum zmieniajg sig nie-
znacznie. Wiele przyktadéw takich funkcji powszechnie stosowanych w optymaliza-
cji mozna znaleZ¢ np. w|Neculail (2008) czy More, Garbow, Hilstrom|(1981). Oprécz
wzoru funkcji wazny jest tez sugerowany punkt startowy x\) algorytmu. Ponizej po-
dajemy wzory wybranych funkcji testowych i wspéirzgdne punktéw startowych.
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. Funkcja Rosenbrocka:

Flx1,x2) = (1—x1)% +100(xz — x7)?, xO=[-1,2 1T
. Funkcja White’a i Holsta:
x1,0) = (1—x1)24+100(x, —x3)%, xO=[-1,2 17
1

. Funkcja Beale’a:

fOrnx) = (1,5 —x1(1-x2))° + (2,25 —x1 (1 - 23))*+
+(2,625—x(1-x3))%,  xP=[10,8)7

. Funkcja Himmelblau’a:

fo,x) =0 +xn—11)72+x+5-772  x0=0 1]
. Funkcja Maratos:

F(x1,x2) = x1 +100(x} +x3 —1)2, x@ =1,1 0,1]"

. Funkcja Freudensteina i Rotha:

Fx1,x2) = (=13 4x1 + (5 —x2)x2 — 2)x2)*+
+(—294x1 4+ (o + D —14)x)%  x9=,5 -2

. Funkcja Hieberta:
f(x1,x2) = (x1 — 10)? + (x1x2 — 50000)?, x@ =10 0]7

. Funkcja trygonometryczna:

flx) =)

2
=1

2
2
(2 — Z cosx;j+i(1 —cosx;) — sinxi> , x9=10,50,5]"

i j=1

. Funkcja Cliffa:

_3\?2
S22 = (x;oo ) —xia e X0 o 1)
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10. Funkcja Hagera:

fxr,x0) = i(exi ~Vig), xO=q 1"

i=

—_

11. Pierwsza funkcja Raydana:
xl,xz — —xl X(O) = [1 I]T
12. Druga funkcja Raydana:
2
fnx) =Y (ei—x), xO=[ 1"
13. Funkcja Jennricha i Sampsona:

(2+2i—e™ —e™)?,  x0=0,3 0,4]"

Mm

f(xlvxZ)

Il
_

14. Funkcja Powella:

f(X],xZ,X3,X4) = (Xl + 10X2)2+5(X3 —)C4)2+
+(n—2x3)*+10(x; —xg)*,  xO =33 —101)
15. Funkcja Wooda:
F(xr,x2,x3,x4) = 100(xF —x2)% + (1 — 1)> +90(x3 — x4)*+
+(1=x3)2+10,1[(x2 — 1>+ (xa— 1)+
+19,8x— 1)y —1), xO=[-3 -1 -3 —1]7

16. Funkcja Browna i Denisa:

f(xlaXZax3ax4) - |:(X1 +0’2ixZ feovzi)2+

[N agkS

—_—

4
+(x3 + x4 5in(0,2i) — c0s(0, 2i))?] 2 ,
xO=p55 -5 —1]7
Zadanie 2.4. Dana jest funkcja okre§lona jednym z powyzszych wzoréw 1-16.

W przypadku funkcji dwéch zmiennych narysowad jej wykres. Wyznaczy¢ przy-
blizone wartosci punktéw, w ktérych funkcja f osiaga minimum, stosujac metody:
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Neldera-Meada, zmiennej metryki BFGS (zaimplementowane za pomoca standar-
dowych procedur MATLAB-a fminsearch oraz fminunc) oraz trzy inne me-
tody gradientowe. Obliczenia wykonac¢ dla dwéch réznych punktéw startowych, przy
czym jednym z nich powinien by¢ punkt podany wraz ze wzorem funkcji. Podac po-
sta¢ gradientu i hesjanu funkcji f. Przyja¢ r6zne dopuszczalne wartoSci oszacowania
btedu: € =101, 1072, 1073, 104, 107>. Rezultaty obliczeii przedstawi¢ w odpo-
wiednich tabelach i na wykresach. Na podstawie otrzymanych wynikéw poréwnaé
szybkos¢ zbieznosci poszczegdlnych metod i zaleznoS¢ szybkosci zbieznosci od wy-
boru punktu startowego.

Postac tabeli:

Metoda ...
min xzmin f(xlmin7'x2min)

Ilos¢  |x1
iteracji

107!
1072
1073
10~-%
107>

W odpowiednim wierszu tabeli nalezy umiesci¢ wyniki otrzymane po tej iteracji,
w ktérej po raz pierwszy oszacowanie btgdu byto nie wigksze niz €.

Wykres powinien przedstawial zaleznos¢ funkcji oszacowania btgdu € od ilosci
iteracji n. W jednym uktadzie wspoétrzednych nalezy umiescié¢ pigé wykreséw dla
danego punktu startowego, po jednym dla kazdej z metod (na osi pionowej nalezy
zastosowac¢ skalg logarytmiczng). Wykresy mozna umiesci¢ w kilku uktadach wspét-
rzgdnych, jezeli przyczyni si¢ to do wigkszej czytelnosSci. Jezeli to mozliwe, nalezy
przyjaé taka maksymalng liczbe iteracji n,4x, aby €(pqx) < 10-10,
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Rozdzial 3

Programowanie nieliniowe: minimalizacja funkcji wielu
zmiennych z ograniczeniami

Rozpatrzmy zadanie:

i 1
min f(x) G.1)
gdzie x = [x1,...,x,]T € R", D C R" jest zbiorem ograniczef, f : R" — R. W dal-

szym ciagu bedziemy zaktadad, ze zbidr ograniczefi ma postaé:
D={xeR": q(x)=0dlak=1,---p; g;(x)<0dlaj=1,....m} (3.2)

gdzie by : R" = Rdlak=1,...,porazg; :R" = Rdla j=1,...,m.
Jezeli przynajmniej jedna z funkcji f,hy,g; jest nieliniowa, to zadanie (3.1)—(3.2)
nazywamy zadaniem programowania nieliniowego z ograniczeniami i oznaczamy
(ZPNzo). Réwnania typu /i (x) = 0 tworzg ograniczenia réwnosciowe, a nieréwnosci
typu g;(x) < 0 ograniczenia nieréwnosciowe.

Do numerycznego rozwiazywania zadania (3.1)) stosowane sa rézne metody nale-
zace do kilku r6znych grup, m.in.:

* metody transformacji zmiennych — maja zastosowanie tylko wtedy, gdy zbiér
ograniczeni D jest n-wymiarowa kostka, tzn. D ={x € R": a; <x; < b;, i =
1,...,n}, gdzie a;,b; — liczby rzeczywiste lub a;,b; = +oo. Przez odpowiednia
zamiang¢ zmiennych sprowadzamy (ZPNzo) do (ZPNbo);

* metody z zastosowaniem modyfikacji kierunkéw — w poblizu brzegu zbioru ogra-
niczen kierunek poszukiwan minimum jest tak modyfikowany, aby byt dopusz-
czalny albo przynajmniej lezat na powierzchni stycznej do ograniczen;

* metody z zastosowaniem funkcji kary;

* metoda Complex — polega na utworzeniu odpowiedniego sympleksu zawiera-
jacego zbidr ograniczen, a nastgpnie takim jego zmniejszaniu, aby za kazdym
razem zawieral punkt X, w ktérym funkcja celu f osiaga minimum.

W praktyce czgsto byly wykorzystywane metody z zastosowaniem tzw. funk-
cji kary, reprezentowane przede wszystkim przez metody zewnetrznej, wewngtrznej
i przesuwanej funkcji kary. Opiszemy je w kolejnych podrozdziatach. Obecnie ze
wzgledu na duzg efektywno$¢ na znaczeniu zyskuja metody:

» sekwencyjnego programowania kwadratowego,
* zbioru ograniczen aktywnych,

* obszaru zaufania,

* punktu wewngtrznego.
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Kazda z wymienionych powyzej grup metod jest reprezentowana w MATLAB-ie,
w podrozdziatach umieszczamy takze ich opisy. Zainteresowany Czytelnik
moze znaleZ¢ wigcej informacji na ten temat np. w Bonnans et al.| (2006)), Nocedal
Wright (2006), Gill et al.| (1981) czy [Fletcher| (1987).

3.1. Warunki konieczne i dostateczne optymalnoSci

Sformutowanie warunkéw optymalnosci w przypadku wystgpowania ograniczen jest
nieco bardziej ztozone i wymaga wprowadzenia dodatkowych pojeé.

Definicja 3.1. Ograniczenie nieréwnosciowe g;(x) < 0 jest aktywne w punkcie
Xg < gj(x0) =0.

Zbior indeksow wszystkich aktywnych ograniczeri nieréwnosciowych w danym punk-
cie Xg bedziemy oznaczac przez </ (X), tzn.

o/ (x0) ={Jj: gj(x0) =0} (3.3)

Definicja 3.2. Punkt x( € D jest regularny <= wektory Vhy(xo) dlak=1,--- ,p
oraz Vgi(Xo) dla j € o/ (Xo) stanowiq liniowo niezalezny uktad wektoréw.

Twierdzenie 3.3 (pierwszy warunek konieczny istnienia mimimum; twierdzenie

Karusha-Kuhna-Tuckera).
Niech funkcja f ma minimum lokalne w punkcie X € D, przy czym X jest punktem

regularnym. Niech istniejq ciqgte pochodne czqstkowe pierwszego rzedu funkcji f,
hi dlak=1,---p oraz gj dla j=1,...,m. Wowczas istniejq liczby A € R dla
k=1,---poraz fi; € Rdla j=1,...,m takie, Ze:

1° Vf(& —i—Z)Lthk +Zujvg, %) =0
k=1 i=

2° ;> 0dlaj=1,...,m
m

3° ) pjgi(®)=0
=1

W teorii optymalizacji istotna rolg¢ odgrywa tzw. funkcja Lagrange’a, ktéra w przy-
padku zadania z ograniczeniami réwnosciowymi i nieréwno$ciowymi okreslamy
jako:

L(X,A.,[J.) =f(x)+ i Aehi(X) + i ,ujgj(x) 3.4)

k=1 j=1
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gdzie A = [A1,..., A) T, ap = [uy,..., )7 Liczby Ay dlak =1,...,p oraz y; dla
j=1,....,m nazywamy mnoznikami Lagrange’a.
Uwaga 3.1.

1. Warunek 1° tezy Twierdzenia moze by¢ zapisany krdcej z wykorzystaniem
funkcji Lagrange’a jako:

ViL(&,A,f1) =0 (3.5)
przy czym rozumiemy, ze VL jest ta czeScia gradientu funkcji Lagrange’a,
w ktérej wystepuja pochodne czastkowe wzgledem zmiennych x, ..., x,, nato-

. e ST e rn .
miast A = [Ay,..., Ay, = [fy,..., [d]" .
Mozna réwniez zauwazyé, ze ograniczenia réwnosciowe iy (X) = 0 dla k =

1,..., p moga by¢ zapisane za pomoca funkcji Lagrange’a w postaci
ViL(X,A, 1) =0 (3.6)

a ograniczenia nieréwnosciowe g;(X) <0dla j =1,...,m w postaci
VuL(%,A,f1) <0 (3.7)

Nieréwnos¢ wektoréw w ostatnim zapisie nalezy rozumie¢ w ten sposéb, ze
kazda sktadowa VL jest mniejsza od zera.

2. Punkt 3° tezy oznacza, ze [;g;(X) = 0 dla kazdego j = 1,...,m, gdyz kazdy
sktadnik sumy jest niedodatni ze wzgledu na to, ze u; > 01 g;(X) < 0. W szcze-
g6lnosci, jezeli g; dla danego j nie jest aktywne w punkcie X, to u; = 0. Jezeli
gj jest aktywne w punkcie X, to (t; moze by¢ tak dodatnie, jak i réwne 0.

3. Twierdzenie [3.3] zostato sformutowane dla ogélnej sytuacji, gdy w (ZPNzo) wy-
stgpuja zarowno ograniczenia rownosciowe, jak i nierownosciowe. Jezeli mamy
tylko ograniczenia réwnosSciowe, to przyjmujemy m = 0 i twierdzenie upraszcza
si¢ — nie wystapia w nim funkcje g; i zwiazane z nimi liczby ;. Podobnie, je-
zeli istniejg tylko ograniczenia nierowno$ciowe, przyjmujemy p = 0 — wowczas
nie wystapia w twierdzeniu funkcje Ay i zwiazane z nimi liczby A;. Analogiczna
uwaga dotyczy postaci funkcji Lagrange’a.

Twierdzenie 3.4 (drugi warunek konieczny istnienia mimimum). Niech funkcja
f ma minimum lokalne w punkcie X € D, przy czym X jest punktem regularnym. Niech
istniejq ciqgte pochodne czastkowe drugiego rzedu funkcji f, hy dlak=1,---p oraz
gjdla j=1,...,m. Wowczas

d"HoL(R,A,0)d >0  dla wszystkich wektorow — d € T(X)
gdzie Hyx L jest tq czesciq hesjanu funkcji Lagrange’a, w ktorej wystepujq wytqcznie

pochodne czqstkowe wzgledem zmiennych xy,. .., x,, natomiast

68



T(X)={deR": d"ViR(X) =0dlak=1,...,porazd" Vg;(X) =0dla j € </ (%)}

Twierdzenie 3.5 (warunek dostateczny istnienia mimimum). JeZeli istniejq ciqgte
pochodne czagstkowe drugiego rzedu funkcji f, hy dla k =1,---p oraz g;j dla j =
l,...,m w pewnym otoczeniu O(X) punktu X € D oraz istniejq liczby ik € R dla
k=1 --~p0razﬂj €Rdla j=1,...,m takie, Ze:

1° Vf(% +Z)Lszk +Zujvgj) 0
k= j=

2° 1j>0dla j=1,.

m
3° ) 0jgi(%)=0
j=1
4> d"HeL(R,A,1)d>0  dla wszystkich wekioréw — d € T(X,f1), d #0,
gdzie

T(xA)={decR": ' Viy(X) =0dlak=1,...,porazd" Vg;(%) =0
dla takich j € @/ (X), dla ktérych f1; > 0}

to funkcja f ma Sciste mimimum lokalne w punkcie X.

Podobnie, jak w przypadku minimalizacji funkcji jednej zmiennej, rozwiazanie za-
dania optymalizacji z ograniczeniami funkcji wielu zmiennych mozna tatwiej uzy-
ska¢ w przypadku funkcji wypuktych. W dalszym ciagu bedziemy wykorzystywaé
pojecie zbioru wypuklego.
Definicja 3.6. Zbior D C R” jest wypukly <= dia dowolnych x1,x, € D i dowol-
nej liczby a € (0;1):

ox;+(l—a)x; €D

Uwaga 3.2.

1. Powyzsza definicja oznacza, ze kazdy odcinek o kornicach w zbiorze wypuktym
jest calkowicie zawarty w tym zbiorze.

2. W przypadku jednowymiarowym dowolny zbiér wypukly jest przedzialem licz-
bowym.

Twierdzenie [I.11] wiazace pojgcie wypuktosci funkcji z jej druga pochodna, przyj-
muje obecnie postac:

Twierdzenie 3.7. JeZeli istniejq ciqgte pochodne czgstkowe drugiego rzedu funkcji
f» przy czym jej hesjan H(x) jest dodatnio okreslony dla x € D, to funkcja f jest
Scisle wypukta.

W niezmienionej postaci zachodzi tutaj takze Twierdzenie[1.12]
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3.2. Metody z zastosowaniem funkcji kary

3.2.1. Metoda zewnetrznej funkcji kary

Zadanie szukania milr)1 f(x) jest townowazne zadaniu szukania min fx(x), tzn. zada-
XE xeR”
niu programowania nieliniowego bez ograniczen, gdzie

[ f(x) dlaxeD
fr(x) = {f(x) beo dlax¢ D (3.8)

Nieskonczono$¢ w ostatnim wzorze jest ,.kara" za przekroczenie ograniczen. Mo-
zemy zatem zapisac, ze

fe(x) = f(x) + P(x) (3.9)
gdzie
0 dlaxeD
P(x) = {oo dlaxé D (3.10)

P nazywamy funkcja kary (krétko: kara), a fx funkcja z kara.

Realizacja komputerowa takiej minimalizacji jest jednak niemozliwa, zastapienie
nieskoniczono$ci przez bardzo duza liczbe M powoduje bowiem nieciagto$¢ funk-
cji fx, co oznacza istotne trudnosci w rozwiazaniu (ZPNbo). W szczegdlnosci nie
mozna wtedy stosowaé metod gradientowych (najszybszego spadku, Newtona, gra-
dientéw sprzezonych, zmiennej metryki). Z tego powodu zamiast powyzszej funk-
cji kary P tworzy sie ciag funkcji kary (P()) zbiezny do ,idealnej" funkcji kary P
przedstawionej wzorem (3.10). Ciag (P()) powinien byé taki, zeby odpowiadajacy
mu ciag funkcji z kara ( fl(;)) byt ciagiem funkcji ciagtych i rézniczkowalnych dla
x € R.

Zbiér ograniczen D okreslony jest wzorem (3.2)). Mozemy przyjaé ciag funkcji
kary postaci:

p m
k=1 j=1

gdzie p(i) > 0 sa tzw. wspotezynnikami funkcji kary. Poszczeg6lne funkcje kary roz-
nig si¢ tylko wspétczynnikem p(’), sa réwne zeru na zbiorze D i przyjmuja wartosci
wigksze od zera poza tym zbiorem.

W metodzie zewngtrznej funkcji kary:

1. Startujemy z pewnego punktu x(©),
2. Przyjmujemy pewng warto$¢ p(l) > 0.
3. Rozwiazujemy (ZPNbo) postaci
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min £ (x), gdzie £ (x) = f(x) + PV (x) (3.12)

xeR”

np. jedng z wczesniej poznanych metod, otrzymujac jako rozwiazanie xgi)n
(z tego punktu startujemy w kolejnej iteracji).
4. Przyjmujemy pewna warto$¢ p( ) > p( ).
5. Rozwiazujemy kolejne (ZPNbo) z funkcja fK (X) f(x) 4 P®)(x) zamiast fl((l).
(e+1) (K)
I'<

6. Kontynuujemy obliczenia dotad, az ||x_ .~/ — X

Scia obliczen.

€, gdzie € jest doktadno-

Uwaga 3.3.

1. Nie nalezy przyjmowac zbyt duzej wartosci pierwszego wspotczynnika funkcji
kary p(1), kolejne wsp6tczynniki takze nie powinny by¢ zbyt szybko zwiekszane.
W przeciwnym wypadku moga wystapi¢ problemy numeryczne z wyznaczeniem
rozwiazaf poSrednich zadafi bez ograniczen.

2. W ponizszych przyktadach powyzsza uwaga nie ma znaczenia, gdyz wszystkie
obliczenia przeprowadzamy tam analitycznie.

3. W metodzie zewnetrznej funkcji kary zblizamy si¢ do punktu optymalnego zada-
nia z ograniczeniami poprzez wartosci x(0), xr(;i)n, xr(fi)n, ..., ktére leza poza

zbiorem dopuszczalnym D. Jezeli ograniczenia musza by¢ rygorystycznie prze-

strzegane, nalezy zastosowa¢ inng metodg, np. wewnetrznej funkcji kary.

W ponizszych dwéch przyktadach ograniczymy si¢ do przypadku, w ktérym wyste-
puja wylacznie ograniczenia nieréwnosciowe.
Przyktad 3.1. Wyznaczy¢ pierwsze przyblizenie x(!) rozwiazania zadania min f (x)

xeD
otrzymane metoda zewngtrznej funkcji kary. Przyjaé nastgpujaca funkcje kary:

i [max{0, g;(x)}?

gdzie g =2 lub ¢ = 3 oraz f(x) =x* —4x+3, D = {x: x < —1}. Zbi6ér D nalezy
opisa¢ za pomoca jednego ograniczenia. Obliczenia wykona¢ dla p! ) =1, p( ) =

Rozwiazanie:
Z postaci zbioru D wynika, ze mozna go opisa¢ za pomoca ograniczenia gj(x) =
x+ 1 < 0. Funkcja kary ma zatem postac:

0 dla xeD

PW(x) = pM) [max{0, g (x)}]* = {pm[gl (x)]9 dla x¢ D

czyli
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0 dla x < —1
M (x) =
P (x)_{p(l)(x—i—l)q dla x> —1

W pierwszej iteracji metody zewnetrznej funkcji kary zastgpujemy pierwotne zada-
nie minimalizacji z ograniczeniami min f (x) zadaniem minimalizacji bez ograniczen
xeD

miﬂrg fx(x), gdzie fx(x) jest funkcja z kara dang wzorem:
xXE€

X2 —4x+3 dla x< -1

(1)
fK(x) f( )"'P ( ) {x _4x_|_3_|_p( )(x—{—l)q dla x> —1

Funkcja fi moze osiagaé minimum tylko dla takiego x(!), dla ktérego fi (x(1)) = 0.
Obliczamy:

Lo 2x—4 dla x< -1
fK(“x) - {2x_4+p(l)q(x—|— l)qil dla x > —1

Jezelig=2,to

FLlx) = 2x—4 dla x < —1
K= 2 —442pW(x+1) dla x> —1

Dlax < —1 otrzymujemy fi(x()) =0 <= 2x) —4 =0 = x() =2 > 1, czyli
sprzecznosc.
Dla x > —1 natomiast otrzymujemy fg(x(") =0 <= 2x(1) —4 4+ 2pM(x(1) 4

_pM
=0 < 2W(1+pM)=4-2p1) = x) = ?Hﬁ;(l).

Poniewaz funkcja fx dla x > —1 jest kwadratowa z dodatnim wspétczynnikiem
przy x>, w tak wyznaczonym punkcie x() faktycznie otrzymujemy minimum funkcji

fk-

Dla p(l) = 1 otrzymujemy xM =0,5.
Dla p(l) = 2 otrzymujemy xM=o.
Dla p(l) =4 otrzymujemy x = —0,4.

Mozna tatwo przekonac si¢, wykonujac bezposrednie rachunki, ze milr)l f(x) jest osia-
x€

gane dlax = —1.
Jezelig =3, to

2x—4 dla x < -1

fi(x) = {Zx 443pW(x4+1)% dla x> —1

Dlax > —1 otrzymujemy f,’<(x(1 ):0 — W —443pW (D412 =0 =
3pW (! )) (6p( ) >+(3p( ) 0«

- 3p(1) 3p(1) :
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Poniewaz funkcja fx dla x > —1 jest wielomianem trzeciego stopnia z dodatnim
wsp6tczynnikiem przy x°, jako punkt, w ktérym jest osiagane minimum, wybieramy

L) = —3pW_144/18p(1) 41
- 3p(1) :

Dla p(l) =1 otrzymujemy x(!) ~
Dla p(!) = 2 otrzymujemy x(!) ~ —0,153.
Dla p(V) = 4 otrzymujemy x(!) ~ —0,371.

Rysunek 3.1: Funkcja celu f, funkcja z zewnetrzna kara fx 1 zbidr ograniczen D dla ¢ = 2 (po lewej)
oraz g = 3 (po prawej)
O

Przyktad 3.2. Rozwiazaé¢ zadanie z przykiadu dla sytuacji, gdy D = {x: x €
(4;5)}. Zbiér D opisaé za pomoca dwdch ograniczen.

Rozwiazanie:
Z postaci zbioru D wynika, ze mozna go opisaé za pomoca dwéch ograniczen
g1(x) =4 —x <01 gy(x) = x—5 < 0. Funkcja kary ma wtedy postac:

P (x) = p ([max{0, g1 (x)}]7 + [max{0,g2(x)}]%)

czyli
0 dla x € (4;5)
POx) ={ pM(@4—x)7 dla x<4
pW(x—5) dla x>5
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Funkcja z kara fx jest dana wzorem:

x? —4x+3 dla x € (4;5)
fx@) = f)+PVx) = 2 —dx+3+pM(4—x)7 dla x<4
2 —dx+34+pD(x—5) dla x>5
Obliczamy:
2x—4 dla x <4
fi(x) =< 2x—4—pWg(4—x)9" dla x <4
2x—44pWg(x—5)7"" dla x>5
Jezelig=2,to
2x — 4 dla x € (4;5)
fi(x)=<¢ 2x—4—2p (4 x) dla x<4
2x—4+2pW(x—5) dla x>5
Dla x € (4;5) otrzymujemy f (x()) = O — 24 —4 =0, czyli sprzecznosé.
Dla x < 4 otrzymujemy fr(x(V) =0 < 2x() —4 2014 —xV) =0 —
20 (14 pWy =4 +8p() = x(l) = 2:2’((1)) — mniejsze od 4 dla dowolnego
pM>o.
Dla x > 5 otrzymujemy fr(x()) =0 <= 2x() =4 4201 (x() —5) =0 «—
20 (1 +pM)y =4410p") = x1) = 21155((11; — mniejsze od 5 dla dowolnego

p) > 0 (sprzeczne z zalozeniem, ze x > 5).

Stad wynika, ze funkcja fx osiaga minimum dla pewnego x <4,

Dla pM) = 1 otrzymujemy x(!) = 3.
Dla p") = 2 otrzymujemy x(!) ~ 3,333,
Dla p(") = 4 otrzymujemy x(!) = 3,6.

Mozna tatwo przekonac¢ si¢, wykonujac bezposrednie rachunki, ze l‘niB f(x) jest osia-
xe

gane dla X = 4.

Jezelig=3,to
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Dla x < 4 otrzymujemy f§(x()) =0 <= 2x() =4 —3p1 (4 —xN)2 =0 —
—3pMWxN24 24pM +2)x) —48p() —4 =0 =
) (1)
) — 12p +13 (1)12p(1)+1 v x(l) _ 12 +1;:)(l)12p(1)+1
Poniewaz funkqa fx dla x < 4 jest wielomianem trzeciego stopnia z ujemnym
wsp6tezynnikiem przy x°, jako punkt, w ktérym jest osiagane minimum, przyjmu-

. 1 12p041-4/12p0 41

jemy x(1) = )

Dla p") = 1 otrzymujemy x!) ~ 3,131,
Dla p!) =2 otrzymujemy x(!) ~ 3,333,
Dla p") = 4 otrzymujemy x(") = 3,5.

SprawdZmy, czy funkcja fx nie osiaga minimum takze dla x > 5. Wtedy:
fexM) =0 = 26D —4 430D (x() —5)2 =0 <=
3pM (x1)2+ (2-30pM)xM +75p() —4 =0 «—=
M_1-/1—

LD — 15 1 13p(1)1 18p(1) v D) = 15p(1) 1+\/1 18p<1

Dla rozpatrywanych wartoSci p(l) nie 1stnle]a liczby rzeczywiste x() wyrazone
powyzszymi wzorami, zatem punkty x() otrzymane dla x < 4 sa jedynymi, w ktérych
funkcja fx(x) osiaga minimum.

|
0 [ 0 |
2 25 3 35 4 45 5 55 6 2 25 3 35 4 45 5 55 6

D D

Rysunek 3.2: Funkcja celu f, funkcja z zewnetrzng kara fx i zbiér ograniczen D dla ¢ = 2 (po lewej)
oraz g = 3 (po prawej)
O
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3.2.2. Metoda wewnetrznej funkcji kary

Istnieja dwie podstawowe réznice pomigdzy metoda zewngtrznej i wewngtrznej
funkcji kary. Po pierwsze, w zadaniu rozwigzywanym metoda wewngtrznej funk-
cji kary mozemy rozpatrywaé wytacznie ograniczenia nieréwnosciowe. Druga réz-
nica polega na innym okresleniu ciagu funkcji kary (P()). W metodzie wewnetrznej
funkcji kary zakladamy, ze idealna funkcja kary

(3.13)

[0 dlaxeR\dD
P(X)_{oodlaxeé?D

gdzie dD jest brzegiem zbioru D.
Jako ciag (P(’)) zbiezny do idealnej funkcji kary P mozemy przyja¢ np. funkcje

postaci:
. 0 dlax¢ D
p (x) = . 1 (3.14)

p ) (—m> dlax € intD

albo

' 0 dlax¢ D
gy = 4 Y
' (X)_{P(’) 71 (~In(—g;(x)))) dlax € intD (3.15)

gdzie intD jest wnetrzem zbioru D.

Uwaga 3.4.

1. W metodzie wewnetrznej funkcji kary zblizamy si¢ do punktu optymalnego po-
przez wartosci lezace w zbiorze dopuszczalnym.

2. Jako punkt startowy musimy wybraé punkt ze zbioru dopuszczalnego, tzn.
x9 eD.

3. Funkcje z kara, tzn. f1(<l ) , minimalizujemy nie na calej przestrzeni R", ale na zbio-
rze D, jednak ze wzgledu na postaé funkcji kary P() mozemy stosowaé metody
optymalizacji bez ograniczen.

Przyktad 3.3. Wyznaczy¢ pierwsze przyblizenie xM) rozwiazania zadania milr)l f(x)
xe

otrzymane metoda wewngtrznej funkcji kary. Przyja¢ funkcje kary

W= oMy (1
P e 2( o)

oraz f(x) =3x+5, D = {x:x>4}.Zbiér D opisaé za pomoca jednego ograniczenia.
Obliczenia wykonaé¢ dla p() =1, p(V =0,5i p(1) = 0,25.
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Rozwiazanie:
Z postaci zbioru D wynika, ze mozna go opisa¢ za pomoca ograniczenia gj(x) =
4 — x < 0. Funkcja kary ma postac:

0 dla x¢D
P(U(x):{ p(!) #

—m dla x S intD

czyli

" 0 dax<4
PROO=9 00 g0 x>a
/= a x>

W pierwszej iteracji metody wewngtrznej funkcji kary (identycznie jak w zewnetrz-
nej) zastepujemy pierwotne zadanie minimalizacji z ograniczeniami rnig f(x) zada-
xe

niem minimalizacji bez ograniczen miﬂr@l fx(x), gdzie fx jest funkcja z karg dang wzo-
xe

rem:
3x+5 dla x<4

3x+5—§ dla x >4

ﬁ@w;ﬂm+Pm@*:{
X

Ze wzgledu na charakter wewnetrznej metody funkcji kary interesuje nas tylko to

minimum, ktére jest polozone wewnatrz zbioru ograniczen D.

Obliczenia wykonujemy dla x € intD, czyli x > 4:

fo s PV
fx(x) =3~ @2

(1) 1
;=0 = x)=4— Q vV

: 0y _ p
Dla x > 4 otrzymujemy f5(x()) =0 <= 3— 7

A =44 /20

1
Rozwiazanie x(!) = 4 — 4/ % < 4 odrzucamy. Bierzemy pod uwagg rozwiazanie

=44 /00 >4,

Dla p(V) = I otrzymujemy x(!) ~ 4,577.
Dla p(!) = 0,5 otrzymujemy x(") ~ 4,408.
Dla p(!) = 0,25 otrzymujemy x(1) ~ 4,289.

Oczywiscie milr)l f(x) jest osiagane dla £ = 4.
xe
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211

20

Rysunek 3.3: Funkcja celu f, funkcja z wewnetrzng kara fx i zbior ograniczen D

O

Przyktad 3.4. Wyznaczy¢ pierwsze przyblizenie xM rozwiazania zadania milr)l f(x)
x€

otrzymane metoda wewnetrznej funkcji kary. Przyjaé nastgpujaca funkcje kary:

i —In(—g;(x)))

oraz f(x) =3x+5,D={x:x<—1 V x>4}. Zbiér D opisa¢ za pomoca jednego
ograniczenia. Obliczenia wykonaé dla p() = 1, p() = 0,51 p(1) =0, 25.

Rozwiazanie:
Zbiér D mozna opisa¢ za pomoca ograniczenia g1(x) = —(x+ 1)(x —4) = —x? +
3x+4<0.
Funkcja kary przyjmuje postac:
(1) () — 0 dla x¢D
rw { —pWin(—g1(x)) dla x € intD
czyli

0 da xe(-1;4)
D (5) =
P (x) {_p(l)]n(x2—3x—4) dla x<—-1Vx>4

Funkcja z kara fx jest okreslona wzorem:

3x+5 dla xe(—14)

— D () —
Jx(x) = S +P (x)_{3x+5—p(1)ln(x2—3x—4) dla x< —1Vx>4
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01 =0.25

Rysunek 3.4: Funkcja celu f, funkcja z wewnetrzng kara fx i zbiér ograniczen D (po lewej,
powigkszenie fragmentu po prawej)

Wykonujemy obliczenia dla x € intD, czylix < —1 V x > 4:

2x—73

"(x)=3—pH =2 =

23

g 0 =

Dlax < —1 V x >4 otrzymujemy fg(x()) =0 <= 3 —p()

32 —xD(942p1) +3p1) — 1220 <= 21 = 20OVARIES )
2p(M+9++/4[p(V]2+225
6

Wykonamy najpierw obliczenia dla pierwszego uzyskanego wzoru na x\!), tzn.
(1) _ 2pW4+9—+/4[p(N]24225
X = 3 .

Dla p(V) = 1 otrzymujemy x(!) ~ —0, 689.
Dla p(!) = 0,5 otrzymujemy x(") ~ —0,839.
Dla p(!) = 0,25 otrzymujemy x(!) ~ —0,918.

Wartosci te lezg poza zbiorem D, wigc je odrzucamy.
Teraz przeprowadzimy obliczenia dla drugiego uzyskanego wzoru na x(!), tzn.

) = 200 1944/4[p(D]21225
= z .

Dla p") = 1 otrzymujemy x(!) ~ 4,
Dla p") = 0,5 otrzymujemy x(!) ~

55.
17
Dla p1) = 0,25 otrzymujemy x(!) ~ 4,085.
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Wszystkie otrzymane warto$ci naleza do zbioru D, stanowia zatem rozwigzanie
naszego zadania. U

Przyktad 3.5. Rozwiazaé zadanie z przyktadu dla sytuacji, w ktérej f(x) =
x? —4x+3,D = {x:x < —1}. Zbiér D opisaé za pomoca jednego ograniczenia.

Rozwiazanie:
Zbiér D mozna opisaé za pomoca ograniczenia g;(x) =x+1 < 0.
Funkcja kary przyjmuje postaé:

P(l)(x):{ 0 dla X¢D

—pWin(—g;(x)) dla x €intD

czyli
0 dla x> —1
(1)
P (x)_{_p(l)]n(—x—l) dla x < —1

Funkcja z kara fx jest okre§lona wzorem:

X2 —4x+3 dla x> —1

fr(x) = fx) + P (x) = {x2—4x+3—p(1)1n(—X— 1) dla x < —1

Obliczenia wykonujemy dla x € intD, czyli x < —1:

i) =264 —p)—
Dla x < —1 otrzymujemy f§(x()) =0 <= 2x(1) —4 —p( ) =0 =
202 22D p) —4 =0 = 21 = 12V, () LW,
Drugi wzér na x(!) odrzucamy, gdyz x(1) = @ >0>—1dlap® >o0.

/20D
Skorzystamy zatem ze wzoru ) = #.

Dla p(!) = I otrzymujemy x(!) ~ —1,158.

Dla p(!) = 0,5 otrzymujemy x(") ~ —1,081.
Dla p(!) = 0,25 otrzymujemy x(1) ~ —1,041.
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Rysunek 3.5: Funkcja celu f, funkcja z wewnetrzng kara fx i zbior ograniczen D

3.2.3. Metoda przesuwanej funkcji kary

Przedstawione dotychczas warianty metody funkcji kary charakteryzuja si¢ pogar-
szajacym si¢ uwarunkowaniem zadania wraz ze zmiang parametru kary p(i) w ko-
lejnych iteracjach. Takiej wady nie ma jednak ponizej opisana metoda, ktérej idea
jest podobna do metody zewngtrznej funkcji kary. Istotng réznica jest przesunigcie
kary o zadany wektor. Zamiast zadania z ograniczeniami (3.1)—(3.2) w przesuwane;
metodzie funkcji kary rozwiazujemy ciag zadan bez ograniczen majacy postac:

min £ (x) (3.16)
xeR”
gdzie
i & N2, e G N 12
0 =500+ 5 o () +67) + 5 1 o) [max{0.,0-+ )"}
— j=
(3.17)

przy czym () = [Gl(i),...,ol(,i)]T eRP, 00 = [Gfi), ey e,Si)]T eR?,
pl) = { l(i),...,p,(,f)re]l{’",an("): [ l(i),...,n,gf>]TeR’”.

W dalszym ciagu, dla uproszczenia zapisu, bedziemy pomijaé indeks i oznacza-
jacy numer iteracji, o ile jego umieszczenie nie bgdzie bezwzglednie konieczne.
Ze wzgledu na przejrzysto$¢ dalszych rozwazan ograniczymy si¢ najpierw do przy-
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padku, w ktérym wystepuja tylko ograniczenia réwnosciowe. Wowczas

1 &
f[((X) = f(X) + 3 Z O'khk —|— Z Gkgkhk —|— Z O Gk (3.18)
k=1 k=1 k 1

Przyjmujac oznaczenia

)Lk:Gka dla kzl,...,p (319)
oraz
h=[h,...,h)", S = diag{o’} (3.20)
otrzymujemy:
T 1 T 17
fx(x) = f(x)+A h(x)+§h(x) Sh(x)—i—iﬂ Sé (3.21)

Wspbtezynniki Ay i 6, mozna aktualizowaé w kolejnych iteracjach wedtug wzoréw:
W =20 6Py i 8 = 9 4y (x) (3.22)
Ostatni sktadnik we wzorze (3.21)) nie zalezy od x, wigc nie podlega bezposrednio

minimalizacji. Dwa pierwsze sktadniki stanowia funkcje Lagrange’a L(x,A) w przy-
padku ograniczen nieréwnoS$ciowych. Funkcje

1
La(x,A,8) = f(x) +ATh(x) + 5h(x)TSh(x) (3.23)
nazywamy rozszerzonq (uzupetniong) funkcjq Lagrange’a. Jak widaé, w metodzie
przesuwanej funkcji kary minimalizujemy L4 (x,4,S), dlatego w literaturze okresla

si¢ ja tez jako metodg rozszerzonej funkcji Lagrange’a.
W przypadku, gdy w zadaniu wystepuja tylko ograniczenia nieréwnosciowe, tzn.

fr(x) = f(x)+ = Zp, [max {0,g;(x +nJ}] (3.24)

przyjmujemy oznaczenie

Woéwczas rozszerzong funkcje Lagrange’a definiujemy jako

m 2
La(x,1,S) Z ( [max {0,p;g;(x )—i—uj}}z—‘ii;) (3.26)
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FLatwo mozna zauwazy¢, ze powyzsza funkcja Lagrange’a rézni si¢ od funkcji
fk, podobnie zreszta jak w przypadku ograniczen réwnosciowych, jedynie stalym
wspotczynnikiem, zatem znowu minimalizacja funkcji fx jest rtOwnowazna minima-
lizacji funkcji Ly.

Mozemy przyja¢ modyfikacje wspétczynnikéw (i i 1; w kolejnych iteracjach np.
wedtug wzoréw:

wi™ = max{0,pg;(x M)+ 1"y, 0l = max{o,n!! +g;,x)} (3.27)

3.3. Metoda sekwencyjnego programowania kwadratowego

Ze wzoru Taylora wynika, ze mozemy zapisaé przyblizong réwnos¢ dla funkcji La-
grange’a okreslonej wzorem (3.4):

" oL S
L(x+dx,x+dx,u+du)zL(x,JL,u)JrZa dxl+Z Y dlﬁz o,
i=1

(3 28)
gdzie dx = [dxy,...,dx,|T, dA = [dA,...,dAy)T, adp = [duy,. .., du,)T.
Obliczajac sktadowe gradientu obu stron przyblizonej réwnosci (3.28)), otrzymamy
kolejno:

ViL(x+dx,A +dA,u+dp) = Vf(x )+HXXL(x,JL,y)dx+
+[Vhi(x),..., Vi, (X)](A +dA)+ (3.29)
+[Vei(x),.. ng( )J(+du)

VaL(x+dx,A +dA,p +dp) = [7(x),...,hp(X)]" +[VAi(X),..., VA, (x)]"dx
(3.30)

VL(x+ %A + A, +dp) = [31(X), ., gn(X)]T + [V1(X), .., Ven(x)] T dx
(3.31)
Przyjmijmy upraszczajace zatozenie, ze réwnosci we wzorach (3.29)—(3.31)) sa spet-
nione w sposéb doktadny. Przy dodatkowym zatozeniu, ze zadanie (3.1)—(3.2) ma
rozwigzanie w punkcie (x+dx,A +dA,u +du), z (3.3)-(3.7) oraz (B29)-(3-31)

wynika, ze powinien by¢ spetniony ponizszy uktad réwnan i nieréwnoSci:
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V() + Hxxux,a,mm

V0. VI 0R) V18, Va0 ) =0
hk(X)+[th< )] = dla k=1,....p
gj(X)—l-[ng( )] < dla J=1....m

(3.32)
Uktad (3.32) mozna rozwigzad iteracyjnie, startujac z poczatkowego przyblizenia
(x(©,A©) y(0)y i uzyskujac kolejne przyblizenia rozwiazania uktadu wedhug wzo-
réw:

xHD = x0 pax® AEFD =20 4 ga®@ gD =y L qu® dlai=o,...

(3.33)
W metodzie sekwencyjnego programowania kwadratowego w celu wyznaczenia
dx) w kazdej iteracji rozwigzywane jest nastgpujace zadanie:

min Lar Hy L(xD A0 uyd+[v(xD)]"d (3.34)
€
gdzie
S={deR": it(x)+[Vipe(x))Td=0 dla k=1,...,p, 339
gi(x)+[Vg;(x))'d<0  dla  j=1,...,m} '

Rozwiazanie optymalne d zadania (3.34)-(3.33) przyjmujemy jako kierunek po-
szukiwan wektora x(t1) danego wzorem (3.33), tzn. bierzemy dx) = al)q, przy
czym wspétczynnik o' @ wyznaczamy, wykorzystujac pomocnicza funkcjg (ang. me-
rit function) postaci:

, 4 . m .
w0 (x) = f(x) + Y o (%) + Y pi max{0,g;(x)} (3.36)
k=1 j=1

Obliczenia wykonujemy w nastgpujacy sposéb:

1. Na poczatku przyjmujemy o) = 1,7, € (0;7), gdzie T € (0;1).

2. Sprawdzamy, czy nastapit wystarczajacy spadek wartosci funkcji ¥ przy przej-
sciu od x() do x1) + a()d (mozemy zastosowaé test jednoskosny Goldsteina).

3. Jezeli nie, zmniejszamy warto$¢ ald) wedlug wzoru a) = 1,00 i wracamy do
punktu 2. Jezeli tak, przyjmujemy x(t1) = x(0 4 l0q.

W istocie funkcja W) dana wzorem (3.36)) jest funkcja kary. Jej wspétczynniki G,Ei)
oraz pj(.’) w MATLAB-ie wyznaczane sg ze wzoréw zaproponowanych w [Powell
(1978)):
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(V&)

—_ dla i=0
o ) V&I (3.37)
O = oW :
max lk(’), G";k} dla i>0
\
oraz )
IVr0l e im0
o | VeI .
pj = Y, (i) :
max{,ulgl),pk;m‘} dla i>0
Przyjmijmy nastgpujace oznaczenia:
F = HuL(xW, 20, u @), c=Vf(x)

h= )b = ) g (339
Ap = [V/’ll (X(l‘)), ... 7Vhp(X(i))], Ag — [Vg1 (X(i))7 o ng(X(l))]

Wéwezas zadanie (3.34)—(3.35) mozna zapisa¢ w postaci:

1
min-d’Fd+c¢’d (3.40)
des 2

gdzie

S={deR":Ald=—h

3.41
Ajd< —g} G4D

Mamy zatem do czynienia z minimalizacja kwadratowej funkcji celu przy li-
niowych ograniczeniach. Tego typu zadania stanowia wyodrgbniona klase¢ — sg to
tzw. zadania programowania kwadratowego. Istotna trudno$¢ w rozwiazaniu zadania
(3:34)-(3.35)), a zatem réwnowaznie (3.40)—(3.41), polega na uwzglednieniu ograni-
czen nier6wnosciowych. W MATLAB-ie do rozwiazania zadania (3.40)—(3.41)) wy-
korzystywana jest metoda zbioru ograniczeri aktywnych opisana w podrozdziale [3.4]
Poszukiwanie minimum w zadaniu programowania kwadratowego jest wowczas do-
konywane nie na calym zbiorze S, ale na jego podzbiorze, w ktérym oprécz ogra-
niczen réwnosciowych bierzemy pod uwagg tylko te ograniczenia nieréwnoSciowe,
ktére sa aktywne w danym punkcie x().

Kolejng kwestia, na ktora nalezy zwroci¢ uwage, jest sposéb wyznaczenia hesjanu
Hy L(x) A0 u()). Zwykle oblicza si¢ go w sposéb przyblizony, z tych samych
powoddw, z ktérych robi si¢ to w przypadku minimalizacji bez ograniczen. Mozemy
zastosowac tu np. wzor wynikajacy z uogdélnienia odpowiedniego wzoru w metodzie
zmiennej metryki BEGS. Jezeli przez w() oznaczymy przyblizenie hesjanu, to
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with —w@ 2 D L (3.42)

gdzie ) = x(+1) —x(0)

. . LA ; noo .
s = (Vf<x<’+l>> + Y AV + Y v, (X<,+1>)> -
k=1

J=1

<Vf +ZA Vi (x +ZH vg,(U))

k= Jj=

3.4. Metoda zbioru ograniczen aktywnych

Jezeli zadanie programowania nieliniowego jest zadaniem programowania kwadra-
towego, w ktérym wystepuje przynajmniej jedno ograniczenie nieréwnosSciowe, to
mozemy do jego rozwigzania zastosowac opisana ponizej metodg zbioru ograniczen
aktywnych. Metoda ta moze zosta¢ wykorzystana w szczegdlnosci wewnetrznie w
kazdej gléwnej iteracji metody sekwencyjnego programowania kwadratowego do
rozwiazania pomocniczego zadania (3.40)—(3.41).

Metoda zbioru ograniczenn aktywnych jest takze metodq iteracyjna. Jej istota
jest zmiana w kazdej iteracji pierwotnego zbioru ograniczei S w taki sposéb, aby
uwzglednione zostaty tylko te spoSrdd ograniczefi nieréwnosciowych, ktdre sa ak-
tualnie aktywne. Niech d(*) bedzie punktem dopuszczalnym zadania (3.40)—(@41).
Oznaczmy przez </ (d(o)) zbiér indekséw aktywnych ograniczefi nieréwnosciowych
w punkcie d©, tzn. (Ag )ed©) = —(g), dla £ € o7 (d?). W pierwszej iteracji roz-
wigzujemy zatem zadanie:

1
min —d’Fd+c’d (3.43)
des©)

gdzie

O —{deR":Ald=—

3.44
(AD)d=—(g), dla (eo/(d)} (349

W dalszym ciagu bgdziemy zakladaé, ze macierz F jest nieujemnie okreSlona,
a (Al); dlak=1,...p razem z (AgT )e dla £ € o7 (d?) stanowia zbiér wektoréw
liniowo niezaleznych. Zbiér .o/ (d(o)) nie musi zawiera¢ wszystkich indekséw ogra-
niczefi aktywnych, jednak wazne jest, aby spetniony byt wyzej podany warunek li-
niowej niezalezno$ci. Zauwazmy, ze wszystkie ograniczenia w powyzszym zadaniu

A

sa rownoSciowe. Oznaczmy przez d© rozwiazanie optymalne zadania (3.43)-(3.44).
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Jezeli d© £ d©), to sprawdzamy, czy d(©) spetnia wszystkie ograniczenia ze
zbioru §, czyli takze pominigte w pierwszej iteracji pozostale ograniczenia nieréw-
nosciowe. W przypadku, gdy faktycznie d©) € S, przechodzimy do nastepnej iteracji
bez zmiany aktualnego zbioru ograniczeri aktywnych, tzn. St = $() i przyjmujemy
jako punkt startowy w tej iteracji d) = d®. W przeciwnym przypadku, tzn. gdy
d©) ¢ S, w kolejnej iteracji startujemy z d(V) = d© + a(©(d©) —d®), przy czym
a® € (0;1). Zauwazmy, ze dla dowolnego a(?) tak okreslony wektor d!) € §(©).
Wynika to z faktu, ze Al d(®) = —h oraz (Ag )ed©) = —(g), dla l € o7 (d?)), zatem

a DA z(a d(O)) -0 oraz
Ol @9 -a%) =0 dla (e o(d)
wiec
A @O+ @@ —a©)) = —p oraz
(Ag)e (@ + (@ —d)) = —(g), da (e (@)

Parametr o) wyznaczamy tak, aby w punkcie da kolejne ograniczenie nieréw-
nosciowe stato si¢ aktywne tzn. aby dodatkowo (AT) d) = —(g), dla pewnego

S

g ¢ o (dO). Jezeli d©) ¢ S, to istnieje takie ¢ ¢ 7 (d(V)), ze (Ag)qd(o) > —(8)g-
Jednakze (AgT)qd( ) < —(g),, wige (Ag)q (d© —a©) > 0. Ponadto

(AD, ) = (AD), (@) + @@ ~a)) =

N (3.45)
= (Ag)q d0 4 (Ag)q (@ —a©®)
Aby ograniczenie o numerze g stato si¢ aktywne, powinno zachodzi¢ ponizsze réw-
nanie:
(Ag)gd” +al%(Ag), @7 —d) = —(g), (3.46)

W obliczeniach przyjmujemy, ze a¥) jest najmniejsza wartoscia, dla ktérej ja-
kiekolwiek ograniczenie nieréwnosciowe dla g ¢ <7 (d?)) staje sie aktywne. Dodat-
kowo zaktadamy, ze a0 < 1. Z (3.46) wynika wigc, ze

Al,d©
% = min 1, min ( g)q = (8
gg7@?)  (AD)g(d© —d®

(AD)g (@0 —-d®)>0

(3.47)
)

Po wyznaczeniu w taki sposéb wektora d(!), w nastepnej iteracji dotaczamy do
zbioru ¥ ograniczenie o numerze ¢, ktére stato si¢ aktywne w d() a nie bylo
aktywne w d(o), zatem:
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s ={deR":Ald=—-h

(3.48)
(Ag)d=—(g); dla (e(dY)u{q}}
Rozpatrzmy teraz sytuacje, w ktorej d® =a, tzn punkt startowy w zadaniu
(3.43)—(3.44) jest jednoczesnie rozwiazaniem optymalnym tego zadania. Nie ozna-
cza to jednak, ze d® jest takze rozwiazaniem optymalnym zadania ze wszystkimi
ograniczeniami réwnosciowymi i nieréwno$ciowymi, czyli (3.40)—(3.41). Tak be-
dzie tylko w sytuacji, w ktérej wszystkie mnozniki Lagrange’a W(O) >0dla /e
o7 (d©)). Wéwezas koriczymy obliczenia. Poniewaz w zadaniu (3.43)—(3.44) wszyst-
kie ograniczenia sa réwnos$ciowe, w punkcie optymalnym nie musi by¢ spetniony
warunek nieujemnosci zwiazanych z nimi mnoznikéw Lagrange’a. Zat6zmy, ze ist-
nieje takie r € o7 (d(?), ze ,ur(o) <0.0znaczmy I = {re{1,...,p+m}: ,ur(o) < 0}.
Pamigtajmy, ze p + m jest liczba wszystkich ograniczenn w zbiorze S. Sposrdd in-
dekséw zwiazanych z ujemnymi mnoznikami Lagrange’a wybieramy taki indeks g,
ktéry odpowiada najmniejszej wartosci mnoznika w zbiorze S, tzn.

u = min pl? (3.49)
rees (dO)n1

anastepnie modyfikujemy zbiér S ), usuwajac z niego ograniczenie nieréwnosciowe
o numerze ¢q. Przyjmujemy wigc, ze:

S ={deR":Ald=—h

r ) (3.50)
(Ag)ed=—(g)¢ dla (e (d7)\{q}}
i przechodzimy do kolejnej iteracji.
3.5. Metoda obszaru zaufania
Rozpatrzmy najpierw zadanie minimalizacji bez ograniczen:
min f(x) (3.51)

xeR"

gdzie x = [x1,x2, .. .xn]T, a f: R" — R jest funkcja nieliniowa. Zatézmy, ze obliczy-
liSmy warto$¢ funkcji celu f w punkcie x() ale nie jest to punkt optymalny zadania
(3.51). W takim przypadku mozemy oczywiscie wyznaczy¢ kierunek d©), dla kt6-
rego nastapi zmniejszenie wartosci funkcji f. Jedna z mozliwosci jest zastosowanie
ktérejs z wezesniej omawianych metod kierunkéw poprawy. W metodzie obszaru za-
ufania dazymy takze do wyznaczenia takiego kierunku, ale w inny sposéb, co prowa-
dzi do innego ciagu (X(i)) przyblizeri rozwiazania optymalnego zadania (3.5T)). Pod-
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stawowym zalozeniem omawianej metody jest poszukiwanie kierunku d() w tzw.
obszarze zaufania, ktéry zwykle jest kula o promieniu A lub elipsoida w przestrzeni
R". Zaktadamy takze, ze lokalnie (w otoczeniu x\¥)) mozna dobrze przyblizy¢ funk-
cje f za pomoca funkcji kwadratowej g. Korzystajac z rozwinigcia funkcji f w szereg
Taylora, otrzymujemy:

FxD+d) — f(x) ~ %dTHxxf xNd+ [vrxM)Td (3.52)
Naturalnym wyborem jest zatem przyjecie, ze
q(d) = %dTHxxf(x“))d +[vix")"d (3.53)

Konstruujemy pomocnicze zadanie optymalizacji z funkcja ¢ dang wzorem (3.53)):

géi]{/lq(d) gdzie N={deR":|Dd| <A} (3.54)
przy czym D jest macierza diagonalna. W szczegélnym przypadku, gdy D =1 (D
jest macierza jednostkowa), obszar zaufania N jest kula. Dobér wspétczynnikéw
macierzy D pozwala na dopasowanie ksztattu obszaru zaufania do lokalnego uktadu
poziomic funkcji f. Mimo ze funkcja ¢ w zadaniu (3.54) jest kwadratowa, to nie
jest to zadanie programowania kwadratowego ze wzgledu na ograniczenie, ktére nie
jest liniowe. Okazuje si¢ jednak, ze dobre przyblizenie rozwigzania optymalnego
zadania (3.54) mozna zwykle uzyskaé, redukujac przestrzen poszukiwan do dwdch
wymiaréw. Zat6zmy na razie, ze macierz Hyy f(x()) jest dodatnio okreslona. Takie
zatozenie jest stuszne w poblizu minimum lokalnego funkcji f, ale jezeli f nie jest
wypukla, nie musi by¢ spetnione w kazdej iteracji. Odpowiednia podprzestrzen jest
wtedy generowana przez kierunek d; najszybszego spadku oraz kierunek d; odpo-
wiadajacy metodzie Newtona, tzn.:

di=-Vix"),  d=—[Huf(x")] VO (3:55)
Zamiast zadania (3.54) rozwiazujemy zadanie:

éngl g(d) gdzie Ny={despan{d;,d,}:|Dd| <A} (3.56)
€No

co jest znacznie prostsze. Oznaczmy przez d rozwiazanie optymalne zadania (3.56).

Jezeli w kierunku d nastapito zmniejszenie wartosci funkcji £, tzn. f(x\) +d) <
£(x®), to przyjmujemy x(+1) = x() 4-d i przechodzimy do kolejnej iteracji. W prze-
ciwnym razie zmniejszamy A (rozmiar obszaru zaufania) i rozwiazujemy ponownie

zadanie (3.56).

Jezeli przynajmniej jedna warto$¢ wtasna macierzy Hyy f (x(i)) jest ujemna, nalezy
przyjac
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dy = —[Hy f/(x)) +od] 'V £(x))  dlapewnego e (—f1;—20;)  (3.57)

gdzie /1 jest najmniejsza wartoScia wlasna. Taki wybor zapewnia dodatnig okreslo-
no$¢ macierzy Hyy f (x(i)) + al. Jezeli przynajmniej jedna warto$¢ wtasna jest réwna
zeru, ale nie ma warto$ci wlasnych ujemnych, nie bierzemy pod uwage kierunku dp
1 przyjmujemy q
A 1
d ||d1||A (3.58)
Rozpatrzmy teraz zadanie optymalizacji z ograniczeniami (3.1)—(3.2). Aby wy-
znaczyé kierunek d, mozemy rozwiaza¢ zadanie podobne do (3-34)—(3.33), ktére
rozwazali§my w opisie metody sekwencyjnego programowania kwadratowego. R6z-
nica polega na uwzglednieniu dodatkowego ograniczenia zwigzanego z obszarem
zaufania. Rozwazamy zatem nastgpujace zadanie:

Lo () 200) () ONTS
Juin Sd HoL(x",4, p)d +[Vf(x")]"d (3.59)

gdzie:

S={deR": hx(x) + [Vi(xD)]"d
g;(x") +[Vg;(x")"d
B={decR":||Dd|| <A}

0
0 dla j=1,....m} (3.60)

N

Zbiér SN B moze by¢ jednak pusty dla matych wartoSci A, nawet jezeli S # 0. Wraz
ze wzrostem A tracimy lokalny charakter obszaru zaufania, dlatego zbyt duze zwigk-
szanie wartoSci tego parametru nie jest wskazane. Jezeli SN B = 0, mozemy przeska-
lowac zbidr S, tzn. wziaé zamiast S zbior Sg = 0S dla pewnego 6 € (0;1) — tak, aby
Se NB # 0.

3.6. Metoda punktu wewngtrznego

Idea metody punktu wewngtrznego opiera si¢ w pewnej mierze na koncepcji obecnej
w metodzie wewnetrznej funkcji kary, ktéra zostata przedstawiona w rozdziale[3.2.2]
Nie wymagamy jednak teraz, aby punkt startowy znajdowat si¢ w obszarze dopusz-
czalnym, ponadto bgdziemy mogli uwzglgdni¢ réwniez ograniczenia rownos$ciowe.
Rozpatrujemy zatem zadanie optymalizacji z ograniczeniami réwnosciowymi i nie-
réwnosciowymi (3.1)—(3.2)). Wprowadzimy do tego zadania najpierw dodatkowe nie-
ujemne zmienne sy, ..., Sy, dzigki ktérym ograniczenia nieréwnosciowe zostang za-
mienione na réwnosciowe, a nastgpnie zamiast funkcji celu f weZmiemy funkcje
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fo(x,8) = f(x)—p }_ Ins; (3.61)
j=1

gdzie s = [s1,...,s,] . Sformutujemy zatem zadanie pomocnicze:
min X, S 3.62
i Jo(x,8) (3.62)
gdzie

Dy={(x,5) ER"": Iy(x) =0 dla k=1,--p;
gi(x)+s;=0 dla j=1,...,m; (3.63)
s;=20 dla j=1,...,m}

Funkcja f,, dana wzorem (3.61), jest identyczna jak funkcja kary w opisie me-
tody wewnetrznej funkcji kary, teraz jednak zalezy od n + m zmiennych — zmienne
Si,...,8y traktujemy jako niezalezne od zmiennych xi,...,x,. Funkcja Lagrange’a

dla zadania (3.62)—(3.63) ma postac:

m p m
L(x,s,A.1) = f(x)—p Y Ins;+ Y Ah(x)+ Y 1i(g;(x) +5) (3.64)
k=1

j=1 j=1

Ze wzglgdu na zgodno$¢ z poprzednimi oznaczeniami zachowujemy notacjg
Ui, ..., U, na oznaczenie mnoznikéw Lagrange’a, mimo ze dotycza one teraz ogra-
niczen réwnosciowych. Zgodnie z Uwaga [3.1] warunki konieczne Karusha-Kuhna-
Tuckera, ktére musza by¢ spelnione w punkcie (%X,8) minimalizujacym funkcje f,
mozemy zapisa¢ w postaci uktadu réwnan:

0
0

3.65
0 (3.65)
0

Przeprowadzajac podobne rozumowanie jak na poczatku podrozdziatu[3.3] otrzymu-
jemy najpierw:
" JL 2 JL
L(X+dX,S+ ds,l +M,# +d“) ~ L(X,S,A’,ﬂ) + Z de,' + Z gdSJ‘I“
=194 j=195]
P oL 2 JL
+ —dA + =—du;
I;l &Ak =1 ) H;

(3.66)
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Podobnie jak w (3.29)—(3.31)), stosujac dla uproszczenia zapisu oznaczenia (3.39),
mamy:
VXL(x(i) +dx, s +ds, A0 + dl,u(i) +dp) ~ c+Fdx+
+ARAY +dA) +Ag(p') 4 dp)
(3.67)
VoL(x") +dx,s) +ds, A7 +dA,pu) +dp) ~ —pS e+ u +du +p[S™']%ds
(3.68)
VaL(x') +dx,s? +ds, A1) +dA,u) 4+ dp) ~ h" 4 Al dx (3.69)
VuL(x) +dx,s) +ds, A7 +dd,u) +dp) ~ g" +Aldx+s +ds  (3.70)
We wzorze (3.67) macierz F oczywiscie zalezy takze od s, tzn.

F = He L(x? s A0 (i) (3.71)

We wzorze (3.68) przyjeliSmy dodatkowe oznaczenia: S to macierz diagonalna
o wspdtczynnikach si,...,s,, na przekatnej, natomiast e = [1,...,1]7 € R™.

W metodzie punktu wewnetrznego w kolejnych iteracjach szukamy przyblizenia
punktu optymalnego (X, 8., 1), rozwiazujac uktad réwnai majacy postac:

ViL(xD +dx s +ds® A0 +dA O p@) 4 du®) =0

VoL(x() +dx) () +ds ,)u )4da® ,u l>+dy(i>) = 0 37
VaL(x() +dx® ) +ds® A0 +dA ), p 4dul) — 72)
VuL(x® +dx® s0) 4-ds@ A0 +dA D p@ 4 du) =

Po pomnozeniu drugiego réwnania z uktadu (3.72) przez S otrzymamy w zapisie
macierzowym:

F 0 ApAg] [ dx( —c+ AR — Agu®

0 pS™' 0 S || ds® | pe—Sul) 373
AT 0 0 0| |aa0y|~ “h (3.73)
Ag 0 0 0] [au —g—s

Powyzszy uktad mozemy zapisa¢ réwnowaznie:

F 0 Ay A dx) —c+ApA D) — Agu )

0 pI 0 S | |Slas? pe—Sul)

A0 0 0| aaldy |~ _h (3.74)
Ag S 00 dﬂ,(l)) —g—5§

92



Macierz uktadu jest teraz symetryczna, dzigki czemu mozemy zastosowaé szersza
klas¢ metod do rozwiazania takiego uktadu.

Jezeli mozemy wyznaczy¢ rozwigzanie uktadu (jest tak m.in. w przypadku,
gdy (3.62)—(3.63) jest lokalnie wypukte w otoczeniu biezacego przyblizenia rozwia-
zania optymalnego), to kolejne przyblizenie wyznaczamy ze Wzorow:

XD = x(0) 4 gl ax®, s = ¢ 4 ol gs(® (3.75)

AEFD — 2 () 4 O‘,,(zi)dl(i)a pD =g 4 aﬁi)dﬂ(i) (3.76)
przy czym w celu wyznaczenia wspdtczynnikéw ocs(i) i ap(li) obliczamy najpierw ich
maksymalne wartosci ze wzoréw:

o™ = max{o € (0;1) : s + ads') > g5}

, , . (3.77)

o™ = max{o € (0;1) : p + ardp ) > es@}
gdzie € jest malg liczba dodatnia, np. € = 0,005. Nastgpnie, analogicznie jak w me-
todzie sekwencyjnego programowania kwadratowego, sprawdzamy, czy uzyskujemy
wystarczajacy spadek wartosci funkcji pomocniczej W) (ang. merit function) przy
przejéciu od x() do x(0) 4 ocs(i)dx(i) iod s do s + Ots(i)ds(i). Funkcja w() ma teraz
postac:

P (x,5) = £(x) = p Y Ins; + v (]| + [|g +s])) (3.78)
j=1

Wspdiczynnik v, ktéry pojawit si¢ w ostatnim wzorze, jest zwigzany z obecno-
Scig ograniczeni w zadaniu (3.62)—(3.63). Odpowiednie zwigkszanie tego wspdtczyn-
nika w kolejnych iteracjach ma za cel wymuszenie zbieznosci kolejnych przyblizen
(X(i) , s(i)) do punktu, ktéry nalezy do zbioru dopuszczalnego D;.

W trakcie obliczeni powinien by¢ tez zmniejszany wspélczynnik funkcji kary p
od poczatkowej wartosci p(0). W podstawowe]j wersji algorytmu w kazdej iteracji
wykorzystuje sig test:

max([[c — And " — Agn |, [ pVe—Sp |, |h|, g +s]) < p* 3.79)

Zauwazmy, ze W powyzszym teScie sprawdzamy, czy wszystkie normy wyrazow
prawej strony uktadu réwnan (3.74]) sa mniejsze od biezacej warto$ci wspétczynnika
kary p(i). Jezeli nier6wnos¢ w tescie nie jest spetniona (algorytm nie osiagnat w da-
nej iteracji wystarczajacej doktadnosci), to wykonujemy kolejna iteracje¢ bez zmiany
wartosci parametru p, tzn. pt1) = p(), W przeciwnym razie zmniejszamy wartos¢
p zgodnie ze wzorem: p (1) = op ), gdzie o jest ustalona liczba z przedziatu (0;1).

W przypadku, gdy zadanie optymalizacji jest niewypukle, powyzszy sposéb po-
stgpowania nie musi prowadzi¢ do celu, gdyz ciag rozwiazan przyblizonych (X(i))
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moze nie by¢ zbiezny do rozwigzania optymalnego X, ale do lokalnego maksimum
funkcji celu f albo do innego punktu stacjonarnego tej funkcji. Wéweczas, jezeli
w otoczeniu punktu (x(,s()) zadanie — nie jest lokalnie wypukte, na-
lezy zastosowaé przy przejsciu z x() do x(+1) inny schemat postgpowania. Jednym
ze sposobow jest wtedy wyznaczenie kierunkéw dx i ds") na podstawie rozwigza-
nia pomocniczego zadania optymalizacji:

1 . 1
(dxffilsi)rleDz cTdx+ 5(dx)TFder pVe’ S ds + Ep(’) (ds)”ds (3.80)
gdzie
D, = {(dx,ds) € R"™ : Al dx = —h,
AgTdX—i—ds =—g-—s,

|[dx,S~ds]|| < A,
ts+ds > 0}

(3.81)

przy czym A jest promieniem obszaru zaufania okreslonego przez ograniczenie za-
pisane w trzecim wierszu (3.81)), natomiast 7 € (0;1). Jednoczes$nie przyjmujemy,
ze 7T jest bliskie 1, np. T = 0,995. Jezeli przez (&;, dAs) oznaczymy przyblizone roz-
wigzanie powyzszego zadania optymalizacji, to podstawiamy dx() = dx, ds) = ds,
a nastepnie obliczamy xU1) = x() 4 dx() oraz s(+1) = s() - ds(®).

3.7. Procedury w MATLAB-ie

Zbiér D ograniczen zadania optymalizacji (3.1)) jest w MATLAB-ie okreslony jako
czg$¢ wspdlna ponizszych typéw ograniczen:

* g(x) <0, gdzie g =[g1,...,8p)" — funkcje nieliniowe, x = [x1,...,x,]7,
0=1[0,...,0]";
* h(x) =0, gdzie h = [hy,...,h,|" — funkcje nieliniowe;
* Ax < b, gdzie A — macierz m x n o statych wspétczynnikach, b = [by,...,b,]7;
* AegX = beq, gdzie Aeq — macierz r X n o statych wspotczynnikach,
bea = eg e beg, 1

* x1 < x < xu, gdzie x1,xu — wektory liczbowe n-elementowe.

Do wyznaczania minimum funkcji wielu zmiennych z ograniczeniami mozemy wy-
korzystaé procedurg fmincon.
Cechy charakterystyczne procedury fmincon:

e Zaréwno funkcja celu f, jak i wszystkie funkcje ograniczen gi,...,g, oraz
hi,...,h, powinny miec ciagle pochodne czastkowe pierwszego rzedu.
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* Obliczenia moga by¢ wykonywane za pomoca jednej z kilku metod opisanych
w podrozdziatach 3.6f punktu wewnetrznego (domys$lna), obszaru zaufania,
sekwencyjnego programowania kwadratowego i zbioru ograniczen aktywnych.

Przyktady [3.6] przedstawiaja dziatanie procedury fmincon z wykorzystaniem
réznych metod w niej zaimplementowanych.

Przyktad 3.6. Korzystajac z procedury fmincon, wyznaczy¢é minimum funkcji
flxr,x) = Zx% — 1,05)6‘11 + éx? + x1x2 —I—X% na zbiorze ograniczeii D = {(x1,x2) :
x% + (x2 +2)? < 1} metoda punktu wewnetrznego. Jako punkt startowy przyjaé

x(© = [0, 2],

Rozwiazanie:
Mamy do czynienia z jednym nieliniowym ograniczeniem nieréwnosciowym:
g(x1,x2) =23+ (2 +2)2— 1 <0.

Procedura f w pliku f.mlx, w ktérej definujemy funkcje f i jej gradient, powinna
miec identyczng posta¢ jak w przyktadzie
Tworzymy takze plik test_fmincon.mlx, ktérego zawarto$¢ jest prawie identyczna
jak pliku test_fminunc.mlx z przyktadu 2.8] Ponizszy listing przedstawia jedynie te
linie pliku test_fmincon.mlx, ktére sa inne:

Listing 3.1: Procedura test_fmincon

function [x,f,x_all] = test_fmincon (x0,n)
opcje = optimoptions ('’ fmincon’,’Display’,’iter’,’MaxIterations’,n,
"OutputFcn’, @outf,’ SpecifyObjectiveGradient’, true,
’SpecifyConstraintGradient’, true,’HessianFcn’, @hesjan);
[x,f] = fmincon(@f,x0,[],[],[]1,[1,[],[],@nielin,opcje);

W wywotaniu procedury optimoptions pojawily si¢ dwie nowe pary argu-
mentéw: ’ SpecifyConstraintGradient’, true oraz 'HessianFcn’,
@hesjan. Pierwsza z nich oznacza, ze gradienty nieliniowych ograniczen (w tym
przyktadzie mamy tylko jedno takie ograniczenie) beda obliczane doktadnie na pod-
stawie wzorow podanych przez uzytkownika. Podobne znaczenie ma druga para
argumentow — dotyczy doktadnego obliczania hesjanu (zaréwno funkcji celu, jak
i ograniczen). W tym przypadku hesjan jest nazwa funkcji, ktéra powinna by¢
utworzona przez uzytkownika.

Wywolanie procedury fmincon zawiera sze$¢ pustych argumentéw postaci [].
Odpowiadaja one innym typom ograniczen, ktére nie wystepuja w tym przyktadzie.
Przedostatni argument (@nielin) wskazuje na nazwe procedury, ktéra powinna
by¢ utworzona przez uzytkownika i zawiera¢ definicje funkcji nieliniowych ograni-
czen i ich gradientéw. W naszym przypadku procedura nielin ma postac:
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Listing 3.2: Procedura nielin

function [g,h,grad_g,grad_h] = nielin(x)
g = x(1)"2+(x(2)+2)"2-1;
h = [];
if nargout>2
grad_g = [2xx(1); 2%x(x(2)+2)];
grad_h = [];
end
end

Mimo ze w przykladzie nie ma nieliniowych ograniczen réwnosciowych, pro-
cedura fmincon wymaga, aby na wyjsciu procedury nielin pojawila si¢ takze
zmienna h reprezentujaca takie ograniczenia. Poniewaz zadeklarowaliSmy, ze po-
damy wzory na gradienty nieliniowych ograniczen, to dodatkowo reprezentujace je
zmienne grad_gigrad_h powinny by¢ przekazane jako trzeci i czwarty argument
wyjSciowy procedury nielin.

Wspomniana wyzej procedura he s jan powinna mie¢ postaé:

Listing 3.3: Procedura hes jan

function H = hesjan (x, lambda)
Hf = [4-12.6*x (1) "2+5xx(1)"4, 1; 1, 21;
Hg = [2 0; 0 2];
H = Hf+lambda.inegnonlin*Hg;

end

Zmienna Hf przechowuje warto$¢ hesjanu funkcji celu f, w zmiennej Hg zapa-
migtany jest hesjan funkcji nieliniowych ograniczeii. Zmienna lambda jest struk-
tura zawierajaca mnozniki Lagrange’a: pole inegqnonlin jest wektorem mnozni-
kéw dla nieliniowych ograniczen nierdwnosSciowych.

Warto zanotowaé, ze procedura optimoptions pozwala na bardzo duza
elastyczno$¢ konfiguracji parametréw, z jakimi bedzie wywotywana wtasciwa
procedura optymalizacyjna fmincon. W szczegélnoSci pominigcie opcji
"HessianFcn’ oznacza aproksymacje¢ hesjanu, domyS$lnie za pomoca wzoru ta-
kiego jak w metodzie zmiennej metryki BFGS. Nalezy zaznaczy¢, ze o ile wyzna-
czenie wzoru dokladnego nie jest zbyt pracochtonne, lepiej wykorzystac taka mozli-
woS$C, aby przyspieszy¢ zbiezno$¢ procesu optymalizacji.

Przed wywotaniem procedury test_fmincon przyjmujemy wspéirzedne pun-
ktu startowego x0 = [0, -2] iotrzymujemy:
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Listing 3.4: Wynik dziatania procedury fmincon w metodzie punktu wewnetrznego

F-count

O J o b w N

9
10
11
12

O W W W W W W O W

f(x)

.000000e+00
.637837e-02
.297634e-01
.675273e-01
.939166e-01
.895645e-01
.354264e-01
.142293e-01
.138648e-01
.136668e-01
.136648e-01

Feasibility

0.
.228e+00
.616e+00
.295e-02
.171e-02
.000e+00
.000e+00
.000e+00
.000e+00
.000e+00
.000e+00

O O O O O o N U =N

Local minimum found that satisfies

Optimization completed because the objective function is
non-decreasing in feasible directions,

of the optimality tolerance,
to within the value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>

000e+00

First-order

optimality

4.000e+00
.000e-01
.956e-01
.489e-01
.280e-01
.726e-02
.199e-02
.645e-04
.000e-04
.033e-06
.000e-08

DN OTN I DN

the constraints.

to within the value
and constraints are satisfied

PR NRNON o e

Norm of
step

.797e+00
.858e-01
.205e-01
.032e-02
.023e-02
.862e-02
.151e-02
.053e-04
.080e-04
.099%e-06

W kolumnie Feasibility warto§¢ 0 oznacza, ze punkt x¥) uzyskany w k-tej
iteracji jest dopuszczalny (lezy w zbiorze ograniczeri). Im warto$§¢ w tej kolumnie
jest wigksza, tym dalej od brzegu zbioru ograniczen jest potozony punkt x®).

\‘

Rysunek 3.6: Poziomice funkcji f(x1,x;) = Zx% - 1,05x‘11 + éx? +x1x2 +x% i rozwiazania przyblizone

w poczatkowych iteracjach metody punktu wewngtrznego
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Kolorem czerwonym na powyzszym rysunku zaznaczono brzeg zbioru ograniczen.
g

Przyktad 3.7. Wykona¢ obliczenia dla danych z przyktadu [3.6] metoda sekwencyj-
nego programowania kwadratowego.

Rozwiazanie:

Zastosowanie tej metody wymaga dwéch modyfikacji w wywotaniu procedury
optimoptions wzgledem jej parametréw w przyktadzie [3.6] Po pierwsze, po-
winni§my zaznaczy¢, ze korzystamy z innego algorytmu niz domyslny, dodajac parg
argumentéw: ' Algorithm’, ’ sqp’. Po drugie, w metodzie sekwencyjnego pro-
gramowania kwadratowego zaimplementowanej w MATLAB-ie hesjan funkcji jest
zawsze obliczany w sposéb przyblizony, dlatego nalezy usunaé parg argumentéw
"HessianFcn’, @hesjan, gdzie hesjan jest nazwa procedury wyznaczajacej
hesjan w sposéb doktadny. Po dokonaniu takich zmian otrzymamy wyniki:

Listing 3.5: Wynik dziatania procedury fmincon w metodzie programowania sekwencyjnego

Iter Func-count Fval Feasibility Norm of First-order
step optimality

0 1 4.000000e+00 0.000e+00 0.000e+00 4.000e+00

1 6 6.896041e-01 1.353e+00 1.534e+00 9.120e-01

2 8 6.207447e-01 6.189%e-01 7.867e-01 1.214e+00

3 11 6.792337e-01 2.889%e-01 3.212e-01 2.883e-01

4 13 8.989170e-01 1.621e-02 1.273e-01 2.492e-01

5 15 9.133657e-01 3.275e-04 1.810e-02 9.227e-03

6 17 9.136614e-01 3.630e-06 1.905e-03 2.367e-04

7 19 9.136648e-01 2.963e-10 1.721e-05 5.844e-07

Local minimum found that satisfies the constraints.

Optimization completed because the objective function is
non-decreasing in feasible directions, to within the value
of the optimality tolerance, and constraints are satisfied
to within the value of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>

Ilo&¢ iteracji gldéwnej metody w tym przyktadzie jest mniejsza niz przy zastosowa-
niu algorytmu punktu wewnetrznego, ale catkowita ilo$¢ obliczei wartosci funkcji
celu wigksza (kolumna F-count na listingu [3.4]i Func-count na listingu [3.5).
Ponadto wszystkie punkty x*) otrzymane w kolejnych iteracjach metody sekwen-
cyjnego programowania kwadratowego leza poza zbiorem ograniczefi — wynika to z
dodatnich warto$ci w kolumnie Feasibility.
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Rysunek 3.7: Poziomice funkcji f(x1,x;) = Zx% - 1,05x‘11 + %x? +Xx1x2 +x% i rozwiazania przyblizone
w poczatkowych iteracjach metody sekwencyjnego programowania kwadratowego

g

Przykiad 3.8. Wykonac obliczenia dla danych z przyktadu[3.6)z wykorzystaniem me-
tody zbioru ograniczen aktywnych.

Rozwiazanie:

W MATLAB-ie metoda zbioru ograniczefi aktywnych moze zosta¢ wykorzystana
jako podrzgdna do rozwiazywania zadai programowania kwadratowego, gdy gtéwna
jest metoda sekwencyjnego programowania kwadratowego. Mozna sformutowaé
identyczne uwagi dotyczace modyfikacji wywotania procedury optimoptions
jak w przyktadzie [3.7] z ta réznica, ze teraz odpowiednia para jej argumentéw po-
winna mie¢ postaé: ' Algorithm’,’ active-set’. Okazuje si¢, ze zastosowa-
nie tej metody do rozwiazania rozpatrywanego zadania optymalizacji powoduje ko-
nieczno$¢ obliczenia wielu warto$ci funkcji celu (kolumna F-count). Przy
domyS$lnych warto$ciach parametréw wystgpujacych w kryteriach zatrzymania algo-
rytmu dziatanie procedury fmincon =zakonczy si¢ komunikatem Solver
stopped prematurely, co wskazuje na to, ze rozwiazanie optymalne nie zo-
stato osiagnigte. Mozemy zwigkszy¢ limit obliczefi wartodci funkcji celu,
dotaczajac do argumentéw wywolania procedury optimoptions pare:
"MaxFunctionEvaluations’ ,mf, gdzie mf jestliczba oznaczajaca nowa war-
to$¢ limitu. Po obliczeniach otrzymamy:
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Listing 3.6: Wynik dziatania procedury fmincon z wykorzystaniem metody zbioru ograniczen

aktywnych
Max Line search First-order
Iter F-count f(x) constraint steplength optimality
Procedure
0 1 4 -1
1 6 1.99594 -0.6875 0.125 2.75
2 9 1.069 -0.003078 0.5 1.62
3 14 1.01676 -0.0009915 0.125 1.09
4 19 0.992398 -0.0003289 0.125 0.953
5 25 0.982898 -0.0002047 0.0625 0.894
6 31 0.974544 -0.0001004 0.0625 0.838
7 37 0.967195 -1.314e-05 0.0625 0.785
8 45 0.965553 -8.461le-06 0.0156 0.773
9 53 0.963961 -3.982e-06 0.0156 0.761
10 62 0.963187 -2.897e-06 0.00781 0.755
27 290 0.960254 -3.32e-11 3.05e-05 0.732
28 307 0.960251 -1.825e-11 3.05e-05 0.732
29 324 0.960248 -3.291le-12 3.05e-05 0.732
Active inequalities (to within options.ConstraintTolerance = 1le-06):
lower upper ineglin inegnonlin
1

Local minimum possible. Constraints satisfied.

fmincon stopped because the predicted change in the objective
function is less than the value of the function tolerance

and constraints are satisfied to within the wvalue

of the constraint tolerance.

<stopping criteria details>

Zwré¢my uwage na komunikat Local minimum possible, ktéry w odréznie-
niu od komunikatu Local minimum found z poprzedniego przyktadu wska-
Zuje na to, ze algorytm zakonczyl dziatanie niekoniecznie w rozwiazaniu optymal-
nym. W takim przypadku nalezy si¢ przyjrze¢ przede wszystkim nastgpujacym ko-
lumnom na listingu: f (x),Max constraintiFirst-order optimality
Procedure. Jezeli zblizamy si¢ do rozwiazania optymalnego, wartoSci funkcji
celu powinny zmniejsza¢ si¢ w kolejnych iteracjach. Tak jest w istocie, chociaz
w kilku ostatnich iteracjach zmiana jest bardzo mata. Poniewaz jednoczesnie dtugo-
Sci kroku, z ktérym przemieszczamy si¢ od x() do x(*1) (kolumna Line search
steplength) sa bliskie zera, oznacza to, ze wykonywanie kolejnych iteracji nie
wplywa istotnie na rozwigzanie. Warto$ci w kolumnie Max constraint stanowia
miar¢ przekroczenia ograniczen — ujemne warto$ci oznaczaja, ze zadne z ograniczen
nie zostato przekroczone, natomiast warto$¢ 0 oznacza, ze wszystkie ograniczenia
sa aktywne (w rozwazanym zadaniu mamy oczywiscie tylko jedno ograniczenie).
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Wartosci w kolumnie First-order optimality Procedure powinny da-
zy¢ do zera. W przykladzie brak jest takiej zbieznoSci, co Swiadczy o tym, zZe nie
otrzymaliSmy wartoSci optymalne;j.

Rysunek 3.8: Poziomice funkcji f(x1,x;) = 2x% - 1,05x‘1‘ + éx? +x1x +x% i rozwiazania przyblizone
w poczatkowych iteracjach metody zbioru ograniczen aktywnych

g

Przyktad 3.9. Korzystajac z procedury fmincon, wyznaczy¢ minimum funkcji

flx1,x) = Zx% — 1,05)6‘1L + éx? + x1x2 —I—x% na zbiorze ograniczefi D = {(x1,x2) :

—1 <x; <1,-3 < x2 < —1} metoda obszaru zaufania. Jako punkt startowy przyjac
©) =1[0,-2]"

X , .

Rozwiazanie:

Metoda obszaru zaufania zaimplementowana w MATLAB-ie pozwala na uwzgled-
nienie jedynie ograniczen liniowych. W zwiazku ze zmiana obszaru ograniczen D
w poréwnaniu z przyktadami [3.6H3.8] nalezy dokona¢ korekty w pliku
test_fmincon.mlx. Wywotanie procedury fmincon zamieniamy na nastgpujacy
fragment kodu:

Listing 3.7: Modyfikacja procedury test_fmincon

xl = [-1, -3];
xu = [1, -1];
[x,f] = fmincon(@f,x0, [],[1,[],[],x1,xu, [],opcje);
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Oczywiscie ze wzgledu na zmiang metody nalezy takze w wywotaniu procedury
optimoptions wstawié parg argumentow:
"Algorithm’,’trust-region-reflective’.

Po wykonaniu obliczen otrzymamy wyniki:

Listing 3.8: Wynik dziatania procedury fmincon w metodzie obszaru zaufania

Norm of First-order
Iteration f(x) step optimality CG-iterations

0 4 4

1 1.74312 0.657667 1.04 1
2 1.05582 0.482499 0.194 1
3 0.884919 0.295691 0.0147 1
4 0.870498 0.0904664 0.000214 1
5 0.870284 0.0111276 4.59e-08 1

Local minimum found.

Optimization completed because the size of the gradient is less than
the value of the optimality tolerance.

<stopping criteria details>

Rysunek 3.9: Poziomice funkcji f(x1,xp) = Zx% - 1,05x‘11 =+ %x? +x1x2 —O—x% i rozwigzania przyblizone
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3.8. Zadania do samodzielnego opracowania

3.8.1. Programowanie w MATLAB-ie

Zadanie 3.1. Utworzy¢ procedury fun, gradfun i hesfun, ktérych zadaniami
beda odpowiednio: obliczenie wartos$ci funkcji z kara fx, jej gradientu oraz hesjanu.
Procedury powinny dziala¢ poprawnie w przypadku, gdy funkcja celu zalezy od
dwoéch zmiennych dla zadanego zbioru ograniczen D.

Wywotanie procedur:

ey = fun(met,@f, x,ro,eta), gdzie met — oznaczenie metody (jezeli
met="p"”, to metoda przesuwanej funkcji kary, jezeli met="w", to metoda we-
wnetrznej funkcji kary), £ — nazwa procedury obliczajacej warto$¢ funkcji celu
(bez kary), x=[x0, y0] — wektor wspétrzednych punktu, w ktérym ma by¢ ob-
liczona warto$¢ funkcji fx, ro, eta — wektory poczatkowych wspétczynnikow
fx w metodzie przesuwanej funkcji kary lub ro — warto$é wspétczynnika p (1)
w metodzie wewnetrznej funkcji kary, y — warto$¢ funkcji fx;

e z = gradfun (met, @fp, x, ro, eta), gdzie fp — nazwa procedury obli-
czajacej gradient funkcji celu (bez kary), z — wektor gradientu funkcji fx;

* A = hesfun(met,@fd, x,ro, eta), gdzie £d — nazwa procedury oblicza-
jacej hesjan funkcji celu (bez kary), A — macierz hesjanu funkcji fx.

Zadanie 3.2. Utworzy¢ procedury przesuw_kara i wewn_kara realizujace od-
powiednio metody przesuwanej i wewngtrznej funkcji kary.

Wywotanie procedur:

* [x,blad] = przesuw_kara(@f,Qfp,Qfd, x,ro,eta,n_nad),
gdzie x — punkt startowy, n_nad — maksymalna ilo$¢ iteracji w metodzie funkcji
kary, za$ znaczenie parametréw wyjsSciowych identyczne jak w zadaniu

* [x,blad] = wewn_kara(@f,Qefp,Q@fd, x, ro,n_nad).

Wykorzystaé procedury Newton_Rn z zadania[2.3|oraz fun, gradfunihesfun
z zadania[3.1] Jako podrzedna przyjaé wielowymiarowa metodg Newtona. Minimali-
zacja kierunkowa powinna konczy¢ si¢ po spetnieniu dwuskosnego testu Goldsteina.
Procedury przesuw_kara i wewn_kara powinny wyswietla¢ na ekranie wyniki
po kazdej iteracji.
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3.8.2. Sprawozdanie

Podobnie jak w przypadku (ZPNbo), mozemy znalezé w literaturze (np. Hock
1 Schittkowski, [1981)) przyktady probleméw testowych, ktére sa wykorzystywane
do sprawdzania skutecznosci algorytméw optymalizacyjnych w przypadku zadan
z ograniczeniami. Ponizej przedstawiamy niektdre z takich probleméw:

1.

for,x)=(1—x)2+100(x; —x)%,  xO=[—2 1T

D= {(xl,)Q) Xp = 1,5}

2.

flx,x) =1 —x1)2+ 100(x, —x%)z, x(0) = [—2 1]T

D={(x1,x2) :x1xp—1>0, x —i—x% >0, x; <0,5}
3.

for,x) =(1—x)2+100(x; —x2)%,  xO=[—2 1T
D={(x1,02) :x1+x5 >0, x}+x,>0, =0,5<x; <0,5, xp < 1}
4,
flxr,x)=(1 —x1)2+ 100(x —x%)z, x0) = [—2 I]T
D = {(x1,x2) : —x; —i—x% >0, x%—xz >0, —0,5<x;<0,5 x, <1}
5.
flax,x)=(1—x)2+100(x —x3)%,  x@=[-2 1)
D={(x1,00) :x1+x5 >0, x}]+x >0, x +2x5 -1 >0,
~0,5<x <0,5}
6.
fx,x) =x2+ 10_5(x2 —xl)z, x(0) = [10 1}T
D= {()Cl,XQ) L X2 2 0}

7.

1
flx) = s+ +x,  x@=[1,125 0,125)"

D:{(xlv-XZ) X2 17 x2>0}

104



10.

11.

12.

13.

14.

15.

f(x1,x0) =sin(x; +x2) + (x1 —x2)> — 1,5x1 +2,5x2,  x@ =10 0]

D—{(xl,xz) —1,5<x1 <4, 3<x»n< 3}

fenm)=x—x,  xV=[-10 10]"
D= {(xl,XQ) . —3)6%4-2)61)62 —X%-i-l = 0}

Flxr,x) = (x1 —5)> +x3, x¥ =149 0,17
D= {(x1,%2) : —x3 +x >0}

flx1,x) = O,5x%+x% —x1X2 —Tx1 — Tx2, x0) = [0 O]T
D= {(x1,x):25—4x7 —x5 >0}

fx1,x2) = (% —Z)Z—i—x%, x0) = [—2 _2]T
D={(x1,x): (1=x1)*=x >0, x1 20, x > 0}

flr,x) =0,01 +x5,  xO=[2 2
D= {(x1,x2) : X132 —25 >0, X} +x3—25 >0,
2 <x1 <50, O<XZ<50}

Fx1,x2) =0,01x7 +x3, xXO=[-1 —1]7

D= {(Xl,xz) 10x; —x— 1020, 2 <x; <50, =50 < x <

fxi,x) = (x1 =103+ (x, —20)%,  x(©0 =[20,1 5,84]"

D= {(x1,x2) : (x1 —=5)*+ (x2—5)*—100 >0,
— (x1 —6)? — (xp — 5)> 482,81 > 0,
13 <x; <100, 0 < x2 < 100}
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16.

Flxr,x) = (x1 —2)% 4 (x2 — 1)2, xO =2 27
D={(x,x): —x| —x24+2>0, —x3 +x >0}

Zadanie 3.3. Dana jest funkcja testowa dwéch zmiennych okreslona jednym z po-
wyzszych wzoréw 1-16 wraz ze zbiorem ograniczen D. Narysowaé w ukladzie
wspotrzednych wykres funkcji celu f z zaznaczonym zbiorem D.

Wyznaczy¢ przyblizone wspétrzedne punktéw, w ktdrych funkcja f osiaga mini-
mum na zbiorze D, stosujac przesuwang i wewnetrzng metode funkcji kary. W wigk-
szoS$ci podanych przyktadéw problemdw testowych punkt startowy x(0) ¢ D, dlatego
najpierw jako startowy nalezy przyja¢ dowolny punkt wewnatrz zbioru D (w obu me-
todach ten sam punkt), a nastepnie podany w przyktadzie punkt x(¥), tylko tym razem
w przesuwanej metodzie funkcji kary. W obu metodach nalezy uzy¢ wielowymiaro-
wej metody Newtona w celu wyznaczenia rozwigzania zadania programowania nie-
liniowego bez ograniczen w kazdej iteracji gtéwnej metody. Na podstawie wartosci
funkcji f 1 fx trzeba stwierdziC, czy otrzymane rozwiazania znajduja si¢ w zbiorze
ograniczen D, czy poza nim. Poréwna¢ szybkos$¢ zbieznosci poszczegdlnych metod
i sprawdzié, jak wybor punktu startowego wptywa na szybkos¢ zbieznosci w przesu-
wanej metodzie funkcji kary.

Wykonac takze obliczenia, korzystajac ze standardowej procedury fmincon. Za-
stosowa¢ domyslna metodg punktu wewnetrznego i metod¢ sekwencyjnego progra-
mowania kwadratowego. Czy na podstawie otrzymanych wynikéw mozna stwier-
dzié, ze te metody sa bardziej efektywne od metod funkcji kary?

Rezultaty obliczen przedstawi¢ w odpowiednich tabelach i na wykresach.

Posta¢ tabeli:

€ IlOéé 'xlmin xzmin f(xlmin ? xzmin) fK ('xlmin 7'x2min)
iteracji

107!
1072
1073
10~%
107>

Wykres powinien przedstawia¢ zaleznoS¢ funkcji oszacowania btedu € od iloSci
iteracji n. W jednym uktadzie wspotrzednych nalezy umiescié¢ cztery wykresy, po
jednym dla kazdej z metod (na osi pionowej nalezy zastosowac skalg logarytmiczng).
Wykresy mozna narysowaé w kilku uktadach wspéirzgdnych, jezeli przyczyni si¢ to
do wigkszej czytelnosci. Jezeli to mozliwe, nalezy przyjaé taka maksymalna liczbg
iteracji 1,,4x, aby €(Mpac) < 10710,
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Rozdzial 4

Programowanie liniowe: metoda sympleks

Bedziemy rozpatrywaé nastgpujace zadanie:

mine’ x

Ax=Db 4.1)

x>0
gdzie x = [x1,...,x,]T € R" — wektor zmiennych decyzyjnych; f(x) = ¢! x — funkcja
celu, f:R" - R; ¢ = [cq,...,c)T € R" — wektor wspétezynnikéw funkcji celu; A —
macierz m x n, przy czymrzA =m <n; b= [by,...,by]T €R";0=10,...,0]7 € R".

Zapis x > 0 oznacza, ze x; > 0,...,x, > 0. Jezeli ponadto by > 0,...,b,, >0, to @.1)
nazywamy zadaniem programowania liniowego (oznaczenie: (ZPL)) w postaci stan-
dardowej. Kazdy wektor x, ktdry spetnia wszystkie ograniczenia zapisane w (@.1)),
nazywamy rozwigzaniem dopuszczalnym tego zadania, a zbiér D wszystkich ogra-
niczefi zbiorem rozwiazan dopuszczalnych. Sposréd wszystkich rozwigzan dopusz-
czalnych wybieramy te, dla ktérych funkcja celu osiaga minimum — otrzymujemy
w ten sposob zbidr rozwiazan optymalnych D, ), ktéry moze zawiera¢ doktadnie
jeden element (rozwiazanie zadania jest wtedy jednoznaczne), nieskonczenie
wiele elementéw lub moze by¢ pusty.

Definicja 4.1. Zadanie programowania liniowego jest nieograniczone <—-
1 f = —OQ
inf £(x)

Zadanie programowania liniowego jest sprzeczne <> zbidr rozwiqzan dopusz-
czalnych D = 0.

Uwaga 4.1.

1. Jezeli (ZPL) jest nieograniczone, to zbidr rozwigzan dopuszczalnych D jest nie-
ograniczony. Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe.

2. Jezeli zbiér D jest ograniczony, to (ZPL) ma przynajmniej jedno rozwiazanie
optymalne (D,,; # 0).

3. Zbi6r rozwigzan optymalnych D, ,; = 0 <= (ZPL) jest nieograniczone lub jest
sprzeczne.

Funkcja celu, tak jak wszystkie ograniczenia wystgpujace w (ZPL), jest liniowa.
Zadanie (@.T) mozemy zapisac takze w postaci rozwinigtej:
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min(cix; + ...+ cuxy)

anxi+apxy+---+apx, =bp

a1 X1 +axnxy+---+ayx, =by
......................... .o “4.2)
Am1X1 + X2 + -+ AnXn = by,

x120,...,x, 20

Klasyczna i powszechnie stosowang metoda rozwiazywania (ZPL) jest metoda sym-
pleks. Istnieje wiele wariantéw tej metody, natomiast w dalszych podrozdziatach
oméwimy dwa: dwufazowa oraz zrewidowana metod¢ sympleks. Oba omawiane wa-
rianty wymagaja, aby (ZPL) miato tzw. posta¢ kanoniczna, tzn. aby wsréd kolumn
macierzy A mozna byto znalez¢ m réznych kolummn jednostkowych. Postaé¢ kano-
niczng mozna uzyskac z postaci standardowej, wprowadzajac do (ZPL) tzw. zmienne
sztuczne. Najpierw jednak trzeba zwykle sprowadzi¢ (ZPL) do postaci standardowej,
stosujac tzw. zmienne bilansujace. W kolejnym podrozdziale zostaty przedstawione
rézne przypadki, z ktérymi mozemy mie¢ do czynienia, jezeli (ZPL) nie jest w po-
staci standardowe;j.

4.1. Sprowadzanie (ZPL) do postaci standardowej

Przypadek 1:
Jezeli w (ZPL) istnieja ograniczenia nierdwnos$ciowe postaci:

anxy +apxy+ -+ apx, < by
ar1x1 +apxy+ -+ agx, < by

to wprowadzamy nowe zmienne bilansujace zj,zz, ..., co do ktérych zaktadamy, ze
sa nieujemne (z; = 0,z > 0,...), aby zamieni¢ nieréwnosci na réwnania:

anxy +apxy+ -+ apx,+21 = by
ax X1 +anxy+ -+ apmxn+20 = by
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Przyktad 4.1. Sprowadzi¢ ponizsze (ZPL) do postaci standardowe;j:

min(2x; + 3xy —4x4)

X1+ 5x —3x3+x4 =1
Xy —4xy <3
X1+ 5xp —4x3 <2

x120,x20,x320,x420

Rozwiazanie:
Wprowadzamy nowe zmienne z; > 0,z > 0 i zapisujemy (ZPL) w postaci:

min(2x; + 3xy —4x4)
X1+5x —3x3+x4 =7
Xy —4xg 4271 =3
X1+ 5x —4x3+2p =2
X1 20,x20,x320,x20,2120,222>0

g
Przypadek 2:
Podobnie jezeli w (ZPL) istnieja ograniczenia nieréwnos$ciowe postaci:
anxy+apxy+---+apx, = b
azixy +anxy+ - +apx, 2 by
........................ > .
wprowadzamy nowe zmienne bilansujace z1,z2, ..., co do ktorych zakladamy, ze sa

nieujemne (z; > 0,20 > 0,...), aby zamieni¢ nieréwnosci na réwnania:

ayxy+apxy+---+apux, —21 = by
a1 X1 +anxy+---+ayxp—20 = by

Przyktad 4.2. Sprowadzi¢ ponizsze (ZPL) do postaci standardowe;:

min(2x; + 3x; —4xy)

X1+ 5x) —3x3+x4 >
Xy —4dxy =3
X1+ 5x —4x3 <2
x120,x020,x320,x420

Rozwiazanie:
Wprowadzamy nowe zmienne z; > 0,z2 > 01 zapisujemy (ZPL) w postaci:
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min(2x; + 3xp —4xy)
X145 —3x3+x4—71 =7
Xy —4dxy =3
X1+ 5x —4x3+ 2 =2
X1 2(); x2>0a X3>0, X4>0, <1 >07 Z2>0

Przypadek 3:

Jezeli w (ZPL) istnieja tzw. zmienne swobodne, tzn. nie ma ktérego$ z ograniczen
typux; = 0,x > 0,..., to w celu sprowadzenia (ZPL) do postaci standardowej mo-
zemy postapi¢ na dwa sposoby.

Sposob 1.
Dla kazdej zmiennej swobodnej x; wprowadzamy dwie nowe zmienne u; > 0,v; > 0,
przyjmujemy

Xi=Uj—Vv;

1 zastgpujemy x; tym podstawieniem w funkcji celu i we wszystkich ograniczeniach.

Przyktad 4.3. Sprowadzié ponizsze (ZPL) do postaci standardowe;j:

min(2x; + 3xp —4xy)
X1 +5x —3x34+x4 = 7
X2 —4xy
X1+ 5xp —4x3
x120,x420

N
|
()

Rozwiazanie:
Poniewaz w trzecim ograniczeniu wystgpuje nieréwno$é, wprowadzamy nowa
zmienng z; > 01 zapisujemy to ograniczenie w postaci:

X145 —4xs+z1=-2

Po prawej stronie jest liczba ujemna (—2), zatem trzeba jeszcze pomnozy¢ to ogra-
niczenie przez —1. Otrzymujemy wtedy:

—Xx1—=5x+4x3—71 =2

Ponadto w rozwazanym (ZPL) brak jest ograniczen x, > 0, x3 > 0.
Mozemy zatem wprowadzi¢ dodatkowe zmienne up > 0, v > 0, uz >0, v3 >0,
takie, ze:

Xo=up—vy 1 X3=u3—Vv3
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Nastepnie zastgpujemy x» i x3 w funkcji celu i we wszystkich ograniczeniach réw-
noSciowych. Ostatecznie otrzymujemy:

min(2x1 —|—3u2—3vz—4x4)
X1 +5uy —5vy —3uzs+3vs+x4 =7
Uy — vy —4xy =3
—x1 —Sur +5vo +4uz —4vz —z1 =2
x1 20, x420,u20,v220,u320,v320,2, 20

O

Sposob 2.
Jezeli np. x| jest zmienna swobodna, to z dowolnego ograniczenia réwnosciowego,

np.
anxy+apxy+ -+ apx, = by

wyznaczamy
1

X1 = an (bl —dapXxy —... —alnxn)

i wstawiamy do wszystkich takich ograniczen, ktére w postaci standardowej (ZPL)
maja by¢ przedstawione w postaci réwnan.

Przyktad 4.4. Sprowadzié ponizsze (ZPL) do postaci standardowe;j:

min(2x; + 3x; — 4x4)

X1+5% —3x3+x4 =7
X2 —4xy =3
X1+ 5x) —4x3 =2
x120,x420

Rozwiazanie:
Z drugiego réwnania otrzymujemy:

Xy =4x4+3 4.3)
a z trzeciego:

X3 = 0725()61 +5xp — 2) = 0,25()61 +20x4 +13) =
= 0,25x1 +5x4+ 3,25 “4.4)

Wstawiajac (4.3) i (4.4) do funkcji celu i pierwszego ograniczenia réwnosciowego,
otrzymamy (ZPL) w postaci standardowe;j:
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min(2x; + 8x4)

0,25x; +6x4 = 1,75
x120,x20

Uwaga 4.2. W rzeczywistoSci funkcja celu po wyeliminowaniu zmiennych x; i x3
ma postaé:
fx1,x4) =2x1 +8x4+9

jednak dodanie statej do funkcji celu nie wptywa na wartosci zmiennych decy-
zyjnych w rozwiazaniu optymalnym. Wystarczy zatem rozwiaza¢ powyzsze (ZPL)
w postaci standardowej z funkcja celu 2x; 4 8x4, a nastgpnie dodaé¢ 9 do otrzymane;j
wartos$ci tej funkcji. O

Przypadek 4:
Jezeli w (ZPL) jest max zamiast min, to korzystamy ze wzoru:

max f(xy,x2,...,%,) = —min(—f(x1,x2,...,%,))
Przyktad 4.5. Sprowadzi¢ ponizsze (ZPL) do postaci standardowe;:

max(2x; + 8xy)
X1 +6x; =1
x120,x0=>0

Rozwiazanie:
Otrzymujemy (ZPL) postaci:

min(—2x1 — 8)62)
X1 +6x; =1
x120,x02>0

Po jego rozwiazaniu nalezy pamigta¢ o tym, ze minimalna warto$¢ funkcji celu
w ostatnim sformutowaniu zadania jest réwna minus warto$ci maksymalnej z pier-
wotnej wersji zadania. g

4.2. Dwufazowa metoda sympleks

W tym wariancie metody sympleks przeksztalcamy najpierw pierwotne (ZPL) zapi-
sane w postaci standardowej w zadanie pomocnicze w postaci kanonicznej. Pierwsza
faza polega na rozwigzaniu zadania pomocniczego. Otrzymujemy w jej koncowym
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etapie zadanie réwnowazne pierwotnemu, ale zapisane takze w postaci kanonicz-
nej. To nowe (ZPL) jest rozwiazywane w drugiej fazie. Otrzymany w tej fazie zbior
rozwiazan optymalnych jest jednocze$nie zbiorem rozwigzan optymalnych zadania
pierwotnego.

Przyktad 4.6. Stosujac dwufazowa metode sympleks, rozwiazaé (ZPL):

min(2x; + 3x7)

xX1+4x+x3 =1
xX1+x+2x3=2
X1 20,x2>20,x32=20

Rozwiazanie:

I faza:

Jest to zadanie w postaci standardowej. W pierwszej fazie wprowadzamy sztuczne
zmienne y; = 0,y > 0, dodajac je do lewych stron odpowiednich ograniczer réw-
nosciowych, tak, aby sprowadzi¢ zadanie do postaci kanonicznej. Formutujemy na-
stepnie ponizsze pomocnicze (ZPL), w ktérym minimalizujemy sume¢ zmiennych
sztucznych:

min(y; +y2)
x1+4x0+x3+y; =1
xX1+x4+2x34+y, =2
X1 207 XZ}O, X3>0, Y1 207 }’220

Tworzymy poczatkowa tabelg metody sympleks, w ktérej wpisujemy wspétczynniki
ograniczen i funkcji celu:

X1 |x2|x3|y1|y2|D
Pierwsze ograniczenie (wiersz wy): 1[4 |1|1|0|1
Drugie ograniczenie (Wiersz wy): 11112]0(1(2
Funkcja celu (wiersz w): 0/0|0]|1]1]0

Liczby zaznaczone niebieskim kolorem tworza kolumny jednostkowe. Zmieniamy
wiersz funkcji celu tak, aby pod kolumnami jednostkowymi otrzymaé same zera
(w miejscu liczb czerwonych), wykonujac dziatanie na wierszach: w — wy — wy.
Otrzymamy wtedy:

xi| x2| x3|y1|y2| b
1[4 1] 1o
1 2101
—2|-5|-3| 0] 0|-3
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Powyzszej tabeli odpowiada dopuszczalne rozwigzanie bazowe:
X= [xl »X2,X3, Y1 7}72]T - [0,0,0, 172]T

Pierwsze trzy kolumny nie sa jednostkowe, dlatego przyjmujemy x; = x; = x3 =0,
natomiast pozostate dwie sa jednostkowe — stanowia bazg, zatem wartos$ci zmien-
nych y; =11 yp =2 odczytujemy z ostatniej kolumny. Warto$¢ funkcji celu dla
powyzszego dopuszczalnego rozwigzania bazowego x wynosi f(x) = 3 (niebieska
liczba z przeciwnym znakiem).

Wybieramy najmniejsza ujemng liczb¢ w ostatnim wierszu (liczba czerwona) —
przy tym wyborze nie bierzemy pod uwage liczby niebieskiej. Poniewaz wybrana
w ten sposéb liczba jest w drugiej kolumnie, wprowadzamy t¢ kolumne¢ do bazy
(chcemy uczyni€ ja kolumna jednostkowa).

Obliczamy ilorazy liczb z ostatniej kolumny ( ) 1 odpowiednich liczb z ko-
lumny wprowadzanej do bazy (drugiej — liczby ):

12
F17°
W obliczeniach bierzemy jednak pod uwage tylko liczby dodatnie z kolumny wpro-
wadzanej do bazy. Wybieramy z tych ilorazéw najmniejszy, czyli %. Poniewaz po-
wstal on przez dzielenie liczb w pierwszym wierszu, wigc wyrzucamy z bazy te¢
kolumneg, ktéra ma jedynke wlasnie w pierwszym wierszu, czyli kolumng zwigzang
ze zmienna yj.
Teraz chcemy, aby druga kolumna stata si¢ kolumna jednostkowa. Mnozymy za-
tem pierwszy wiersz przez %, aby liczba w ramce stata si¢ réwna 1 (dzialanie: %wl):

xi| x| xalyily| b
'EEECE
1f 1] 2{0/1] 2

—2|-5]-3| 0] 0[-3

Otrzymujemy teraz zera w drugiej kolumnie — tam, gdzie sa liczby czerwone (dzia-
tania: wy — wy, w4+ 5wy):

xi|xo| x3| yilye| b
i1 ilo
o[ []-4) 1
ol 30

Powyzszej tabeli odpowiada dopuszczalne rozwiazanie bazowe
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X = [x1,%2,%3,y1,72)" = [O 10,0 7]T
e 477774

Kolumny pierwsza, trzecia i czwarta nie sa jednostkowe, dlatego przyjmujemy
x1 = x3 =y; = 0. Pozostale dwie sa jednostkowe — stanowig baz¢ — zatem wartoSci
zmiennych x; = % iy, = % odczytujemy z ostatniej kolumny. Warto$¢ funkcji celu dla
powyzszego dopuszczalnego rozwiazania bazowego x wynosi f(x) = % (niebieska
liczba z przeciwnym znakiem).

Wybieramy najmniejsza ujemna liczbg w ostatnim wierszu (liczba czerwona). Po-
niewaz liczba ta jest w trzeciej kolumnie, wprowadzamy t¢ kolumne do bazy.

Obliczamy ilorazy liczb z ostatniej kolumny ( ) 1 odpowiednich liczb z ko-
lumny wprowadzanej do bazy (trzeciej — liczby ):

LIS B
4 4 4 4
Ilorazy sa identyczne, wigc mozemy wyrzucic¢ z bazy kolumng¢ druga (zwiazang ze
zmienng x;) lub piata (zwigzana ze zmienng y;). Zalezy nam jednak na tym, aby
w bazie nie byto kolumn zwigzanych ze zmiennymi sztucznymi, zatem wyrzucamy
z bazy kolumng piata.

Mnozymy drugi wiersz przez %, aby liczba w ramce stata si¢ réwna 1 (dziatanie:

4 .
7W2).

xilxo| x3| yily2| b
IEREE
TEEER
—310[=3] 3 0[5

Otrzymujemy zera w trzeciej kolumnie tam, gdzie sa liczby czerwone (dziatania:
1 7 .
w1 — ZW2,W+ ZWZ)‘

xi|xa|x3| yi| y2lb
R
LIRE
0[0[0] 1 10

Poniewaz w ostatnim wierszu wszystkie liczby s3 nieujemne, koficzymy obliczenia
I fazy. Jednoczes$nie otrzymaliSmy bazg niezwigzang ze zmiennymi sztucznymi, za-
tem mozemy przejs¢ do fazy IL.
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II faza:

Teraz bierzemy pod uwage tylko te kolumny z ostatniej tabeli, ktére nie sa zwigzane
ze zmiennymi sztucznymi. Powracamy do pierwotnej funkcji celu, tzn. f(x) = 2x; +
3x2:

l\)| QW 39— |i<

Dalej postgpujemy analogicznie, jak w I fazie, tzn. na poczatku zmieniamy wiersz
funkcji celu tak, aby pod kolumnami jednostkowymi otrzymaé same zera (w miejscu
liczb czerwonych), wykonujac dziatanie na wierszach: w — 3wy. Otrzymujemy:

11x2|x3(b
1(010
0|1]1

=

| EN][9%} \l\>—'|

—_
—_

0folo

=

Koriczymy obliczenia, gdyz wszystkie liczby w ostatnim wierszu sa nieujemne.
Otrzymali$my rozwiazanie optymalne pierwotnego (ZPL) w punkcie x = [0,0,1].
Wartos$¢ pierwotnej funkcji celu dla powyzszego dopuszczalnego rozwiazania bazo-
wego x wynosi f(x) = 0 (niebieska liczba z przeciwnym znakiem). 0

W powyzszym przyktadzie otrzymaliSmy rozwiazanie optymalne. Metoda dwu-
fazowa pozwala wykry¢é réwniez przypadek nieograniczono$ci lub sprzecznosci
(ZPL).

Twierdzenie 4.2. 1. JeZeli w tabeli sympleksowej wszystkie liczby w kolumnie wpro-
wadzanej do bazy sq ujemne, pierwotne (ZPL) jest nieograniczone.
2. Pierwotne (ZPL) jest sprzeczne <= wartoS¢ funkcji celu w rozwiqzaniu opty-
malnym zadania I fazy jest rozna od zera.

Przyktad 4.7. (zadanie nieograniczone) Stosujac dwufazowa metode sympleks, roz-
wiagzaé (ZPL):
min( —X2 — X3 )

X1—xp+x3 =1
X)—2x3+x4 =2
x120,%2>20,x320,x2>20
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Rozwiazanie:
Zauwazmy, ze powyzsze (ZPL) jest juz w postaci kanonicznej ze zmiennymi bazo-
wymi x; 1 x4. Przechodzimy zatem od razu do 1l fazy:

x1| x2| x3|x4|b
1{—1| 1] 01
0| 1(-2| 12
0[—1|—1| 0[O0

Odczytujemy dopuszczalne rozwiazanie bazowe:
X= [x17x27x37x4]T = [1707072]T

dla ktérego wartos¢ funkcji celu f(x) = 0 i zgodnie z algorytmem metody sympleks
wprowadzamy do bazy kolumne¢ druga i usuwamy czwartg (moglibySmy wprowa-
dzi¢ trzecia i usunaé pierwsza, co jednak prowadzitoby do tego samego koricowego
wniosku):

X1 |x2| x3|x4|b
11 0|—1] 1|3
0ol 11—-2| 1|2
0 0|—3| 1|2

Rozwigzanie dopuszczalne odczytane z ostatniej tabeli to:
X= [x17x27x37x4]T = [3727070]T

z wartoscia funkcji celu f(x) = —2. W dalszym ciagu nie jest to jednak rozwigzanie
optymalne, gdyz w ostatnim wierszu mamy liczbg ujemna —3. PowinniSmy teraz
wprowadzi¢ do bazy kolumng trzecia, ale wszystkie liczby w tej kolumnie sa ujemne,
wigc nie mozemy obliczy¢ odpowiednich ilorazéw decydujacych o usunigciu z bazy
innej kolumny. Na podstawie punktu 1. Twierdzenia[.2Juznajemy, ze rozwiazywane
zadanie jest nieograniczone. g

Przyktad 4.8. (zadanie sprzeczne) Stosujac dwufazowa metodg sympleks, rozwigzad
(ZPL):
min(x; + 2xp)

xX1—2x—x3 =3
—dxy —xp+x3 =2
x120,x2>0,x2=>0
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Rozwiazanie:

I faza:
Odpowiednie zadanie pomocnicze ma postac:

min(y; +y2)
X1 —2x—x3+y; =3
—4x; —xa+x3+y2 =2
x1>0a x2>0a X3>0, y1>0a y2>0

Zapiszmy tabele sympleksowa:

x| x2| x3|y1|y2|b
1|-2|—1] 1] 0|3
—4|—1| 1] 0] 1|2
0| 0| O] 1] 1]0

Po wyzerowaniu elementéw w ostatnim wierszu pod kolumnami y; i y, (dzialanie
w—wi — wp) otrzymujemy:

x1| X2| x3|y1|y2| b
1|—2|—1]{ 1] 0| 3
—4(—1| 110] 1|2
3] 3| 0] 0] 0]-5

OtrzymaliSmy od razu rozwiazanie optymalne zadania I fazy, ale warto$¢ funkcji
celu y; +y; jest rowna 5, a wigc roézna od zera. Na podstawie punktu 2. Twierdzenia
M.2luznajemy zatem, ze pierwotne zadanie jest sprzeczne. O

4.3. Zrewidowana metoda sympleks

Zadanie programowania liniowego w postaci kanonicznej mozna rozwigzac, stosu-
jac takze tzw. zrewidowana metode sympleks. Sposéb wykonywania obliczen w tym
wariancie metody zostal przedstawiony w ponizszym przyktadzie Okazuje sig,
Ze nie wszystkie operacje arytmetyczne wykonywane w dwufazowej metodzie sym-
pleks sa konieczne do poprawnego jej dziatania. W szczeg6lnosci nie trzeba w kazdej
iteracji przeksztatcac catej tablicy sympleksowej, wystarczy wykonac obliczenia na
kolumnie wprowadzanej do bazy. Stanowi to istotng korzy$¢ metody zrewidowane;j
ze wzgledu na ilos¢ obliczen potrzebnych do uzyskania rozwiazania optymalnego.
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Przyktad 4.9. Stosujac zrewidowang metodg sympleks, rozwiazaé zadanie:

min(x + xs)

xX1+4x+x3+x4 =1
X1 +x24+2x3+x5 =2
X1y.eey X5 = 0

Rozwiazanie:
Zapisujemy wspodtczynniki ograniczei w macierzy:

I II vy

A:[141 10]

11201
Ay B

i dzielimy ja na dwie czgsci: macierz niebazowa Ay i macierz bazowa jednostkowa
B. Nad macierza zostaty zapisane numery zmiennych odpowiadajacych poszczegdl-
nym jej kolumnom.

Podziatowi macierzy A odpowiada podzial wektora rozwiazania dopuszczalnego
powyzszego zadania na czg$¢ niebazowa Xy i bazowa Xp:

I I m vy

x= [l
XN XB

oraz podziat wektora wspdtczynnikéw funkcji celu na cze$¢ niebazowa cy i bazowa
Cp:

I II v v

c=[[000TT]]"

CB

Iteracjanr 1:
Przyjmujemy xy = [0 0 0]” i obliczamy:

_ 1
xp=B 'b=b= M
Warto$¢ funkcji celu:

f(x)=cgTxg=[11] M =3
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Aby zdecydowad, ktéra kolumne wprowadzi¢ do bazy, obliczamy:
noom

I
_ 141
Py =cy ! —cg TBTAN=1[000]—[11] [1 12] =[-2[=5] 3]

Wprowadzamy kolumneg II (zwiazang ze zmienna x;), gdyz —5 jest najmniejsza
liczba ujemna w wektorze py. Gdyby w wektorze py nie byto liczb ujemnych, to
otrzymalibySmy rozwiazanie optymalne.

Oznaczmy przez a; kolumng wprowadzang do bazy. Wyznaczamy wektor:

d= B*Iaj =aj = [‘1‘-]
Aby zdecydowad, ktéra kolumng usunac z bazy, obliczamy ilorazy wspétrzgdnych
wektora Xp przez odpowiednie wspétrzedne wektora d. Otrzymujemy:

1 2

_ Z_9
4’ 1

Wybieramy najmniejszy nieujemny iloraz, czyli }t — otrzymali§my go, dzielac liczby

odpowiadajace kolumnie IV, zatem usuwamy ja z bazy. Zmiana bazy w zrewidowa-

nej metodzie sympleks oznacza zamiang miejscami w macierzy A oraz w wektorach

x” i ¢! kolumny wprowadzanej i usuwanej. Dostajemy zatem:

I Ivilnan v

A:[11140}

102)11
Ay B
oraz
I Iviar 11 v
x=[Fmufes])
XN XB
a takze

I viar I v

e [[0T0o 1)’
CN

CB

Iteracja nr 2:
Znowu przyjmujemy Xy = [0 0 0]7 i obliczamy:
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Xp = Bilb

Teraz B nie jest juz macierza jednostkowa. Poniewaz

1
z 0
-1 _ 4
B 11]
4

wiec

el
s
|
—
|
Bl= =
- O
]
—
N =
-
I
—
ENSEN I NN
| I |

Wartos$¢ funkcji celu:

f(x)=cg"xp=[01] [

-

Aby zdecydowac, ktéra kolumn¢ wprowadzi¢ do bazy, obliczamy:

Al R—

207111
T T Tp—1
p :cN _cBB ANZOIO—OI |: :|:
N [ ] [ ] _%1 102
I IV I

SEEE]

Wprowadzamy kolumne III (zwiazang ze zmienng x3), gdyz —% jest najmniejsza
liczba ujemng w wektorze py.

1

4 ]

7

1

Wyznaczamy wektor:
1
70
g2
1
Obliczamy ilorazy wspétrzednych wektora xp 1 odpowiednich wspétrzednych wek-
tora d. Otrzymujemy:

IR
IRV

1 1 77
—=-=1, -:-=1
4 4 4 4
Poniewaz oba sa nieujemne i rowne, mozemy wyrzucic z bazy kolumng II lub V, ale

naszym celem jest przeniesienie kolumn jednostkowych do macierzy Ay, usuwamy
zatem kolumne V.
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Po zmianie bazy:

I IVV I I
11041
101)12

Ay B

oraz

I Ivv 1I 1

x= [Fnslma]]”
XN XB

a takze

I IVvv 1l I

e=[[0TT00]}"
CN

CB

Iteracja nr 3:
Ponownie xy = [0 0 0]”. Obliczamy:

Xp = B_lb

Poniewaz

wiec

2
N
B= 1 1

7

Warto$¢ funkcji celu wynosi:

f(x)=cp "xp=1[00] m =0

Obliczamy:

F=7l11o
B 77

pl=ey T —cp B IAN:[OII]—[OO][_I 4] {101]
I IVvV ! !

=01 1]
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Poniewaz wszystkie wsp6trzedne wektora py sa nieujemne, koficzymy obliczenia —
otrzymaliSmy rozwigzanie optymalne:

I IVvV II 1II

x*=[[0001]"
XN XB

albo po uporzadkowaniu numeréw zmiennych:

I II vy

x*=[00100]" 0

4.4. Dualizm w programowaniu liniowym — réwnowaznos¢
zadania pierwotnego i dualnego

Kazdemu pierwotnemu (ZPL) odpowiada pewne inne zadanie programowania linio-
wego (ZD), ktére nazywane jest zadaniem dualnym do (ZPL). W przypadku, gdy
(ZPL) ma postac:
min(cyx; + -+ + cpxp)
anxy+---+apx, = b

Am1 X1+ 4 AmnXn = by
Xly-eeyXn =0

to opowiadajace mu zadanie dualne (ZD) ma postac:

max(biA + -+ bypAn)
anh +---+amin < c

.................. <.
a4+ Gundm < Cp
AMyeeis A =0
Krécej mozemy zapisaé (ZPL) w postaci:
minc! x
Ax>b 4.5)
x>0

ktéremu odpowiada nastgpujace (ZD):
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maxb” A
ATA <c (4.6)
A>0

gdzie A = [Aq,..., An]T.

Uwaga 4.3.

1. Jezeli w (ZPL) mamy ograniczenie typu
ajixi+---+ajux, < bjdlapewnego j € {1,...,m}

tow (ZD) A; < 0.
2. Jezeli w (ZPL) mamy ograniczenie typu

ajixy+---+ajx, = bj dlapewnego j € {1,...,m}

to w (ZD) zmienna A; jest swobodna.
3. Jezeli w (ZPL) mamy ograniczenie typu x; < 0 dla pewnego i € {1,...,n} , to
w (ZD)
api + -+ amikn = ¢

4. Jezeli w (ZPL) zmienna x; dla pewnego i € {1,...,n} jest swobodna, to w (ZD)
aiiM + -+ amidy = c;

Latwo zauwazy¢, ze prawdziwe jest:
Twierdzenie 4.3. Zadaniem dualnym do zadania dualnego jest zadanie pierwotne.

Istnieje Scista zalezno$¢ migdzy rozwiazaniami optymalnymi zadania (ZPL) i (ZD),
przedstawiona w ponizszych twierdzeniach i.4-4.6

Twierdzenie 4.4. Jezeli (ZPL) i (ZD) majq rozwiqzania dopuszczalne, to oba za-
dania majq takze rozwiqzania optymalne. JeZeli przynajmniej jedno z zadani (ZPL)
lub (ZD) nie ma rozwiqzania dopuszczalnego, to Zadne z nich nie ma rozwiqzania
optymalnego.

Twierdzenie 4.5 (staba dualno$c). Jezeli x jest dowolnym rozwiqzaniem dopusz-
czalnym (ZPL), a A jest dowolnym rozwiqzaniem (ZD), to zachodzi nieréwnosé
c'x > b A, tzn. wartos¢ funkcji celu w (ZPL) jest nie mniejsza niz wartos¢ funk-
cji celuw (ZD).

Oczywiscie kierunek nieréwnosci w Twierdzeniu§.6]dotyczy przypadku, gdy (ZPL)
jest okreslone wzorem (4.3)), a (ZD) wzorem (4.6). W szczegdlnym przypadku otrzy-
mujemy:
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Twierdzenie 4.6 (silna dualnos¢). Jezeli istniejq takie rozwiqzanie dopuszczalne x*
zadania (ZPL) oraz rozwiqzanie dopuszczalne A~ zadania (ZD), ze ¢'x* =bT 1™, to
X* jest rozwiqzaniem optymalnym (ZPL), a A rozwiqzaniem optymalnym (ZD).

Twierdzenie {.6| pozwala na uzyskanie rozwiazania optymalnego (ZPL) dzigki roz-
wigzaniu (ZD). Taki spos6b postgpowania jest szczeg6lnie korzystny w przypadku,
gdy w zadaniu pierwotnym liczba zmiennych jest mniejsza niz liczba ograniczen
reprezentowanych przez macierz A. Woéwczas rozwiazywanie (ZD) wymaga mniej-
szego nakladu obliczen niz bezposrednie rozwiazywanie (ZPL). Spos6b wykorzysta-
nia (ZD) do rozwiazania (ZPL) przedstawia ponizszy przyktad .10

Przyktad 4.10. Sformutowaé zadanie dualne do zadania:

min(x; +x2 +x3)

X1 +2x+x3 22
2x1+x—x3 > 10
X1,X2,X3 >O

Znalez¢ rozwiazanie optymalne zadania pierwotnego, rozwiazujac zadanie dualne.

Rozwiazanie:
Zadanie dualne ma postac:

max (24, + 10;)

M+24 <1
2 +A4, <1
M—A <1
A, 2220

Sprowadzamy je do postaci standardowe;j:

— min(—27Ll — 10/12)

M2+ =1
M+ A+ A =1
M—A+A5=1
M,A2, A3,A4,45 20

Jest to jednocze$nie posta¢ kanoniczna, mamy bowiem w macierzy ograniczen ko-
lumny jednostkowe, z ktérych mozna utworzy¢ macierz jednostkowa. Do rozwiaza-
nia ostatnio zapisanej postaci zadania dualnego mozemy zatem zastosowac zrewido-
wang metodg sympleks.

Zapisujemy wspoétczynniki ograniczei w macierzy:
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I 1II III1I1vyv

1 2|100

Ap=1(1]2 1010
11001

Apy  Bp

Otrzymujemy:
I 1T I v v

A= [kl k)]

Ay Ap

oraz
1 o IHIImvyv

ep = [22=10]000]]"

CDN CDB
Iteracja nr 1:
Przyjmujemy Ay = [0 0]7 i obliczamy:
1
Az=B,'bp=bp=|1
1

Warto$¢ funkcji celu:
1

fo(A)=epp "Ap=1[000] | 1| =0
1
Aby zdecydowac, ktdéra kolumne nalezy wprowadzi¢ do bazy, obliczamy:
1 2
piv =cov T —cps "By Apy = [-2 —10]—[000] |2 1
1 -1
TR

=[-2[=10]]

Wprowadzamy kolumne II (zwiazana ze zmienng A;), gdyz —10 jest najmniejsza

liczba ujemna w wektorze ppy.
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Wyznaczamy wektor:
2
d=By'aj=a,=| 1
-1

Obliczamy ilorazy wsp6trzednych wektora A g i odpowiednich wspéirzednych wek-
tora d. Otrzymujemy:

Wybieramy najmniejszy nieujemny iloraz, czyli % Otrzymali§my go, dzielac liczby
odpowiadajace kolumnie III, zatem usuwamy ja z bazy. Dostajemy:

I o mIiIivv

11 200
Ap=1/20]| 110
10(|—-101
Apy  Bp
wiec
I III I Iy
T
W (w2 ry vy )
AN Ap
oraz

I 11 IIivv

e = [20]-1000]]

CDN CpB
Iteracja nr 2:
Przyjmujemy Ay = [0 0]”. Poniewaz
1
500
By =|-110
301

wiec
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1 1
2000y 2
Ag=Bp'bp=| 10| |1]|=|3
1
1 3
;01 3
Wartos$¢ funkcji celu:
1
2
fo(A)=cpp "Ag=[-1000] | 1| =-5
3
2
Obliczamy:
1
500 11
Py =con T —cpp By Apy = [~20] - [~1000] | —L 10| |20
% 01 10

I I

=[3 5]
Wrynika stad, ze rozwiazaniem optymalnym zadania dualnego jest wektor

1 I 1iv v

A =[O 3"

Ay  Ap
albo po uporzadkowaniu numeréw zmiennych:

I II II1v v
* 11377
A"=[05033]

Z Twierdzenia 4.6 wynika, Ze rozwiazanie zadania pierwotnego ma postac:

(x*)" =—cpsBp' =—[-1000] | -1 10| =[500]

tzn. x] =5, x5 =0, x5 = 0.

O

Do wyznaczenia rozwiazania optymalnego (ZPL) na podstawie rozwiazania opty-

malnego (ZD) albo odwrotnie mozemy wykorzystaé takze:
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Twierdzenie 4.7. Rozwiqzania dopuszczalne x oraz A odpowiednio (ZPL) i (ZD) sq
ich rozwiqzaniami optymalnymi <=

1° (e—ATA)x=0
2° AT(Ax—b)=0

Warunki podane w Twierdzeniu 4.7|nazywamy warunkami komplementarnosci.

Uwaga 4.4. Z okreslenia (ZPL) i (ZD) wynika, ze wszystkie elementy wektoréw
c—ATA,Ax—b, xi A sa nieujemne, zatem kazda sktadowa odpowiedniego iloczynu
skalarnego tych wektoréw w powyzszych warunkach 1° i 2° powinna by¢ réwna
zeru. Oznacza to, ze warunki komplementarnosci moga by¢ réwnowaznie zapisane
nastgpujaco:

1°aiM +- - +amitn <ci = x=0 vie{l,...,n}
2°x,>0 = aM+---+amitn=ci Vie{l,...,n}
3apxi+--+ajpx,>bj = A;=0 vie{l,...,m}
4°4;>0 = ajixi+--+aux,=Db; Vie{l,...,m}

Przyktad 4.11. Korzystajac z warunkéw komplementarnosci, wyznaczy¢ rozwiaza-

nie optymalne [x7,x5| zadania:
Py [ ! 2] min(x1 +4XZ)

x1+2x > 10
2x1—x2 =5
x1,x 20

wiedzac, ze [A], A]] = [1,0] jest rozwiazaniem optymalnym zadania dualnego.

Rozwiazanie:

Formutujemy zadanie dualne:
max(l()ll + 512)

AM+24 <1
2A — A <4
A, A2 20
Poniewaz Af > 0, z punktu 4° Uwagi 4.4}
X +2x; =10

Z drugiej strony 24" — A =2 < 4, zatem z punktu 1° otrzymujemy x5 = 0. Osta-
tecznie zatem [x7,x5] = [10,0]. O
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4.5. Procedury w MATLAB-ie

W MATLAB-ie mozemy rozwigzaé za pomoca standardowej procedury
linprog zadanie programowania liniowego postaci:

minel x

Ax<b
AegX = beq
xl <x<xu

“4.7

przy czym przyjmujemy tu te same oznaczenia co na poczatku rozdziatu 3.7}

Dziatanie procedury linprog rozpoczyna si¢ od wstepnego przeksztalcenia
(ang. preprocessing) pierwotnego (ZPL) danego przez (@.7) w celu jego uproszcze-
nia, czyli redukcji zbednych ograniczen i zmiennych. W wyniku takiego dziatania
powstaje zadanie:

min &’ X
AX=b (4.8)
0<x<u

Sprowadzajac (4.8) do postaci standardowej, zamieniamy X < una X+z =u dla
z > 0, co mozna zapisac takze nastgpujaco:

minél %
A0][x b
= 4.
L= L) @)
Xx>20,z>20

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze zadanie dualne do (4.9) ma postac:

max[b” u”] [?v] =bTA +ulw

RHIEEH o

w<0,z>0

Algorytm stosowany domys§lnie przez procedurg 1 inprog wykorzystuje metode
sympleks do rozwiazania zadania dualnego {@.10), aby w konsekwencji otrzymaé
rozwiagzanie zadania pierwotnego {.8). W kazdej iteracji sa obliczane tzw. miara
niedopuszczalno$ci rozwigzania dualnego, liczona ze wzoru

IATA + w4z —c|, (4.11)
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oraz miara niedopuszczalnosci rozwigzania pierwotnego obliczana ze wzoru
| max{0, [x1 —x, X —xu, AX—b, AeqgX —beq|}|2 (4.12)

Przy czym rozumiemy, ze

max{0, y} = [max{0,y},...,max{0,y,}]

dla dowolnego wektoray = [yy,...,y,)T € R"i0=[0,...,0]7 € R".

Dodatnia warto$¢ miary wskazuje na to, ze dla otrzymanego rozwiazania nie
wszystkie ograniczenia zadania optymalizacji sa spetnione, zatem rozwiazanie jest
niedopuszczalne. Algorytm probuje wystartowaé z punktu dopuszczalnego, zatem
zwykle warto$§¢ miary niedopuszczalnosci rozwigzania dualnego pozostaje zerowa
we wszystkich iteracjach. Inaczej jest z miarg niedopuszczalno$ci rozwigzania pier-
wotnego, gdyz rozwiazanie bazowe dopuszczalne w zadaniu dualnym nie musi od-
powiadac¢ rozwigzaniu bazowemu dopuszczalnemu w zadaniu pierwotnym, chyba ze
w obu zadaniach sa to rozwigzania optymalne.

Przyktad 4.12. Korzystajac z procedury 1inprog, rozwiazaé ponizsze (ZPL):

min(x; +x3 +x3)
X1 +2x+x3 22
2x1+x—x3 > 10
x1,x2,%3 20

Rozwiazanie:

Wyznaczenie rozwigzania optymalnego nie wymaga definiowania wlasnych proce-
dur przed wywotaniem standardowej procedury linprog. Wszystkie potrzebne
dane i obliczenia mozemy umiesci¢ w jednym pliku *.mlx:

Listing 4.1: Wywotanie procedury 1inprog

c [1,1,11;

A= [-1,-2,-1; -2,-1,1];

b = [-2; -10]1;

Aeq = [1;

Beq = [1;

x1l = zeros(3,1);

xu = Inf*ones(3,1);

options = optimoptions (’linprog’,’Display’,’iter’);
[x,f] = linprog(c,A,b,Aeq,Beq,x1l,xu,options)

Oznaczenia zmiennych na listingu[. TJodpowiadaja oznaczeniom we wzorze ([&.7).
Poniewaz w rozwiazywanym zadaniu nie mamy ograniczefi réwnos$ciowych, zmien-
nym Aeq i beq zostaly przypisane puste tablice. Podobnie jak w przypadku wcze-
$niej omawianych procedur standardowych stuzacych do rozwigzywania zadan opty-
malizacji nieliniowej, takze w przypadku procedury 1inprog mozna zmieni¢ spo-
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s6b jej dzialania przez ~wybér odpowiednich opcji  w procedurze
optimoptions. Wykonanie kodu z listingu4.1|prowadzi do wySwietlenia na ekra-
nie wynikéw w postaci:

Listing 4.2: Wynik dziatania procedury 1inprog

LP preprocessing removed 0 inequalities, 0 equalities,
1 variables, and 2 non-zero elements.

Iter Time Fval Primal Infeas Dual Infeas
0 0.004 0.000000e+00 1.019804e+01 0.000000e+00
1 0.011 5.000000e+00 0.000000e+00 0.000000e+00

Optimal solution found.

x = 3x1
5
0
0
f =25

Na listingu @.2] w kolumnie Fval podane sa wartosci funkcji celu dla zadania
pierwotnego. Kolumna Primal Infeas zawiera miar¢ niedopuszczalnosci roz-
wigzania pierwotnego, a kolumna Dual Infeas — miarg¢ niedopuszczalnosci roz-
wigzania dualnego. 0

4.6. Zadania do samodzielnego opracowania

4.6.1. Programowanie w MATLAB-ie

Zadanie 4.1. Utworzy¢ procedury ilorazy oraz zmien_baze, ktére mozna by
zastosowaé w kazdej iteracji dwufazowej metody sympleks do rozwiazania (ZPL)
danego w postaci (@.I). Zadaniem procedury ilorazy ma by¢ wySwietlenie na
ekranie wszystkich ilorazéw potrzebnych do podjecia decyzji, ktéra kolumna ta-
beli sympleksowej (macierzy ograniczen A) ma by¢ usunigta z bazy. Procedura
zmien_baze ma dokona¢ odpowiednich zmian w tabeli sympleksowej przy przej-
Sciu do kolejnej bazy.

Wywotanie procedur:

* ilorazy (A,b,nr_kol_do_bazy), gdzie A — macierz ograniczef, b —
wektor prawej strony, nr_kol_do_bazy — numer kolumny macierzy A wpro-
wadzanej do bazy;

* [A,b,c] = zmien_baze(A,b,c,nr_kol_do_bazy,
nr_kol_z_bazy), gdzie ¢ — wektor wspétczynnikéw funkcji celu,
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nr_kol_z_bazy — numer kolumny macierzy A usuwanej z bazy, przy czym
parametry wyjSciowe powinny reprezentowa¢ macierz A i wektory b i ¢ dla ko-
lejnej tabeli sympleksowe;j.

Zadanie 4.2. Utworzy¢ procedure zmien_baze_zrew, ktéra mozna by zastoso-
waé w kazdej iteracji zrewidowanej metody sympleks. Procedura ta ma dokonad
przestawienia odpowiednich kolumn w macierzy ograniczefi A i wektorze wspot-
czynnikéw funkcji celu ¢ przy przejsciu do kolejnej bazy.

Wywotanie procedury:

e [AN,B,cN,cB] = zmien_baze_zrew (AN, B, cN, cB,
nr_kol_do_bazy,nr_kol_z_bazy), gdzie AN — czg$¢ niebazowa macie-
rzy ograniczen, B — macierz bazowa, cN oraz cB — odpowiednio czeSci nie-
bazowa i bazowa wektora wsp6tczynnikéw funkcji celu, przy czym parametry
wyjSciowe powinny reprezentowaé macierze AN i B oraz wektory cN i cB dla
kolejnej tabeli sympleksowe;.

4.6.2. Sprawozdanie

Zadanie 4.3. Dany jest obwdd elektryczny ztozony z czterech rezystoréw, jak na
rysunku 4.1} Swobodne korice obwodu podtaczamy do Zrédta pradu statego. Warto-

Sci rezystancji poszczegdlnych opornikéw wynosza: Ry = ..., Ro = ..., R3 = ...,
R4 = ..., a maksymalne prady mogace przez nie plynaé wynosza odpowiednio:
L=...,b=...,=..., 141 =.... Stosujac dwufazowa metod¢ sympleks, wy-

znaczy¢ maksymalng warto$¢ pradu, ktéry moze ptynaé przez caty uklad elek-
tryczny. Jakie prady ptyna wtedy przez poszczegdlne oporniki? Wykorzystaé proce-
dury ilorazy oraz zmien_baze utworzone w zadaniu Poréwnac¢ otrzymane
wyniki z obliczeniami wykonanymi za pomocg standardowej procedury 1inprog.
W rozwiazaniu podac:

 sformutowanie (ZPL) wynikajace bezposrednio z powyzszej tresci;
* postac standardowa (ZPL);

* posta¢ (ZPL) rozwiazywanego w 1 fazie;

» wyniki otrzymane w | fazie (umiesci¢ je w ponizszej tabeli):

Nrtabeli| Bazowe |Warto§¢| Nr kolumny [Nr kolumny
metody | rozwiazanie | funkcji |[wprowadzanej| usuwanej

sympleks|dopuszczalne| celu do bazy z bazy
0 X=.....
1 X=1.....
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* posta¢ (ZPL) rozwiazywanego w I fazie;

* koricowg tabelg metody sympleks w II fazie;

* wyniki otrzymane w II fazie (umiesci¢ je w identycznej tabeli jak w I fazie);
* kod zwiazany z wywotaniem procedury 1inprog.

[ R ] [ & |—
L= |

A) B)

TELLEE

0 D

Rysunek 4.1: Rysunki obwodéw elektrycznych do zadania

Uwaga 4.5.

1. Aby sformutowac (ZPL), nalezy skorzysta¢ z praw Kirchhoffa i z prawa Ohma.

2. Proszg nie redukowad iloéci zmiennych ani ograniczen w (ZPL) przed przysta-
pieniem do jego rozwigzywania.

3. W wektorze prawej strony b pojawia si¢ zera. Moze to spowodowac zapetlenie
si¢ algorytmu — jednym ze sposobdéw uniknigcia takiej sytuacji jest nieznaczna
zmiana warto$ci zerowych w wektorze b, ktéra nie powinna mie¢ istotnego
wplywu na rozwiazanie optymalne zadania. Przed przystapieniem do rozwiazy-
wania (ZPL) nalezy zamieni¢ wszystkie zera w wektorze b na 0,001 (nie dotyczy
to procedury 1inprog — tu zostawiamy wartoSci zerowe).

Zadanie 4.4. Dane jest (ZPL) okreslone w ponizszym zestawie nr . ... Stosujac zrewi-
dowana metod¢ sympleks, wyznaczy¢ rozwigzanie optymalne. Wykorzystaé proce-
dur¢ zmien_baze_zrew utworzong w zadaniu .2} Poréwna¢ otrzymane wyniki
z obliczeniami wykonanymi za pomocg standardowej procedury 1inprog.

W rozwiazaniu nalezy podac:

* poczatkowa tabelg sympleksowa;
* dla kazdej iteracji: Ay, B, B™1, ¢cp, ¢y, Xp, f, py, d oraz numery kolumn —
wprowadzanej do bazy i usuwanej z bazy.
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Zestawy do zadania 4.4

L.

min(—5x; — 6x — 7x3 — 8x4 — 10x7 — 2xg)

(3XQ+X3+5)C4—|-7X5+8x6+4X7+x8—|-X9 =1
8x1 + 9xp 4+ Tx3 4+ 3x4 + Tx5 + 2x6 + 8x7 + X109 =2
S5x1 4 9x0 +x3 + Tx4 + Tx5 + 6x6 + Tx7 + 2x8 + %11 = 3
6x1 4 4xp 4 3x3 4 S5x5 4 6x6 + X7 + 2x83 + X12 =4

8x1 +x2 +2x3 +8x4 +9x5+9x6 + 8x7+ Txg +x13 =5

xi=>0dlaie{l,...,13}

2.

min(—8x; — 12xp — 10x3 — 6x4 + x9)

( 3x1 4+ 6x2 4+ 6x3 + 9x4 + 8x5 4+ 3x6 + 3x7 + 8xg +x9 = 7
5x1 4 8xp 4+ 7x3 4+ 6x4 + 9x5 + 4x6 + 8x7 +x3 +X10 = 5

Tx1 + 5xp + 6x4 + 9x5 + 9x6 + 3x7 + X1 =1
Ax1 4 3xp + 9x3 4+ 8x4 + x5 + 6x6 + 4xg + x12 =9
X1 +x2 + 8x3 + 5x4 + 4xs + 9x7 + Sxg + x13 =6
x;>0dlaie{1,...,13}

3.

min(—5x; —4xy — 3x3 — 2x4 + x10)

(xl 4 6x7 + x3 + 4x4 + 3x5 + Tx6 + 6x8 + X9 =5
X1 +4xy +7x3+ 2x4 4+ 9x5 + 6x6 + 8x7 + x5 +x10+ =9
6x3 + 2x4 + 3x5 + 8x6 + Tx7 + 2x8 + X1 =7
Ox1 4+ x2 + 9x3 + x4 + 2x5 + 3x7 + 4xg + x12 =2
Sx1 + 6x3 + 3x4 + 3x5 + 4xg + xg + Xx13 =38
xi>0dlaie{1,...,13}

4.

min(—x; — 5xp —3x3 —4x4)

Tx1 4 2x2 + x4 + 2x5 + 3x¢ + 4x7 + 6x8 + X9 =3
8x1 + 6x3 + 8x4 + 8xg + Sx7 + 3x3 + X190 =
dx1 +3xp +2x3 + Tx4 + x5 +2x6 +x7 +9x5 +x11 = 11
dxy + 8x3 + Tx4 + 6x7 + 3x8 + x12 =
X1+ 3x2 4+ 2x3 + 8x5 + 3x + 9x7 + 3xg + x13 = 4
xi=>0dlaie{1,...,13}
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5.

min(—x; — 3x4 — 7xs — Txg +x10 + X11)

\

6.

(xl+4x2—|—5)C3—|—4x4—|-3x5—|-7x6—|—2)C7+x9 = 4

5x1 4+ 7xp 4 3x3 4+ 5x4 + 8x5 4+ 6x6 4+ 2x7 + 6x3 +x10 = 8
Sx2 4+ x3 + 9x5 + 4x + Sx7 + 3x3 + X11 =10
3x1+2x) +x34+5x4 +5x5 +3x6 +x7+4xg+x0 = 3
5x1 4 7x3 4+ 9xs5 4+ 9x7 4 6x8 + x13 =6
xi=>0dlaie{l,...,13}

min(—x; — 3xp — 4xs — x7 + 30x10 + x13)

7.

X1 4 2x2 4+ 9x3 4 8x4 4 5x5 4 6x6 4+ 6X7 + 2x3 +x9 =
2xp 4 4x3 4 8x4 4 5x5 4+ Sx6 4+ 9x7 4+ Tx3 4+ X10 =
4x1 +4xy + 3x3 + 6x4 + 4xs + 2x7 + xg + X711 =
4x1 + 8x3 + 8xq +4xs + 2x6 + 4x7 + Txg + x12 =1
S5x1 4 x + 8x3 + 9x4 + 2x5 + 3x6 + 3x7 +4xg +x13 =
xi>0dlaie{1,...,13}

O O W W

min(—3x1 —5x3 — 6x4 —4x7 +x10 +X11)

8.

2x1 4 9x0 + 8x3 + 3x4 + xg + 4x7 + X9 =4
3x1+2x +4x3+ x4 +9x5 +9x6 + 3x7 +x3 +x10 =2
6x1 4 6x3 + x4 + 2x5 + Tx6 + 9x7 + 6x8 + X11 =3
8x1 +4xr + 3x3 + 4x4 4 6x5 + 6x6 + 2x7 +2x3 +X12 = 5
Tx1 4 2x3 4+ 4x4 + Sx5 4+ 6X6 + 3x7 + 3x3 + X13 =17
xi=>0dlaie{l,...,13}

min(—x1 — Xy — X5 — Xxg — 4xg + 10x9 + IOX13)
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4x1 + x2 + 8x4 + Sx5 + 8x6 + 2x7 + 3x8 + X9 =5
8x1 +8x2 +8x3+x4+Tx5 +x6+4x7+2x3+x10 =1
Tx1 +3xp + 6x3 +4x4 + 6x5 + 6x6 +2x7 + 2x8 +x11 = 8
Ax1 +3xp +4x3 + Txg4 + Tx5 4+ 2x6 + 6x7 + 6x8 +x120 = 2
8x1 + 3x7 +4x3 + 9x4 + 3x5 + 5x7 + 3x3 + x13 =1
x;i>0dlaie{l,...,13}



9.

min(—2x; — 2x3 — 3x4 + 2x9 + x10)

10.

3x1 +5xp +2x3 + 5x4 + x5 +9x6 + Sx7 +9xg +x9 =5

Ox1 + 5x2 4+ 8x3 +4x4 + x5 + Sx¢ + 9x7 + x10 =1
9x1 4 6xp 4 2x3 + 6x5 + X6 + Tx7 + 8x8 + X711 =3
4x1 4+ 2xp +x3 +9x4 + 3x5 + 4x7 + Sx3 + x12 =2

6x1 + 2xp + 4x3 4+ 2x4 + 4x5 + 6x6 + 8x7+ Txg +x13 = 1
xi=>0dlaie{l,...,13}

min(—x; — x4 — X6 — X7 +x11 +X12)

11.

(

Ox1 + Tx2 4+ 8x3 + Txq4 + 3x5 + 4xg + 4xg + X9 =
6x1 4+ 4x2 4 2x3 4 3x4 4 6X5 4 2x6 4+ 6X7 4+ X10 =
X1+ 2x2 +x3 +4x4 + S5x6 + 9x7 + x3 + x11

X1 4 x + 3x3 + 5x4 + S5x5+ 6x6 + 3x7 + Sxg + x12 =
8x1 +4x3 + x4 4 8x6 + 9x7 + 9xg + x13 =
xi>0dlaie{l,...,13}

B O =

min(—x; — x4 — X6+ X9)

¢

12.

Xy + 8x3 + Tx5 4+ 8x¢ + x7 + 2x8 + X9 =
3x1 4+ 2xp 4+ 9x3 4+ 5x4 + 8x5 + 2x6 + 7x7 + 9xg + X109 =
X1+ 3x3 + x4 + 5x5 + Txg + 8x7 +4xg + x11 =
x1+8xp +9x3 + Txs +3x5+ Txg +2x7 + 8xg +x12 =1
5x2 +9x3 + x4 + 7x5 + Txg + 6x7 + Txg + x13 =
x;>0dlaie{1,...,13}

— O N B~ oo

min(—2x3 —4xs — Txg +x10 + X171 +X13)

2x1 + 6x2 + 4x3 + 3x4 4 Sxg + 6x7 + x8 + X9 =4
2x1 + 8x2 +x3 4+ 2x4 + 8x5 +9xg +9x7 +8xg +x19 =1
7x1 4 3x2 4 6x3 4+ 6x4 + 9x5 + 8x6 + 3x7 + 3x3 +x11 = 1
8x1 4 5x2 + 8x3 4+ Tx4 + 6x5 + 9x6 +4x7 + 8xg +x12 = 1
X1+ Txp 4+ 5x3 + 6x5 4+ 9x6 + 9x7 4+ 3x3 + x13 =2
xi>0dlaie{1,...,13}
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13.

min(—3x4 — Sx5 — 6x7)

¢

\

14.

m
’

15.

4x> 4+ 3x3 + 9x4 + 8x5 + x6 + 637 + X9 =5
4x1 +x3 +x3 + 8x4 + Sxs + 4x6 + 9xg + x10 =38
5x1 + x2 + 6x3 + x4 + 4x5 + 3x6 + Tx7 +x11 =2
6x1 +xp + 4x3 + Txg + 2x5 + 9x6 + 6x7 + 8xg + x1p = 4
x1 + 6x4 + 2x5 + 3x6 + 8x7 + Txg + x13 =3

xi=>0dlaie{l,...,13}

in(—x3 —xs — 6x7 +x10 +x11)

2x1 + 9% +x3 +9x4 + x5 + 2x6 + 3x8 + X9 =1
Ax1 4 5xp + 6x4 + 3x5 + 3x6 + 4x7 + X190 =
X1+ 7x2 4+ 2x3 + x5 + 2x6 + 3x7 + 4xg + x11 =
6x1 + 8x3 + 6x4 + 8x5 + 8x7 + Sxg + x12 =2
3x1+4xp 4+ 3x3+2x4 + x5 +x6 +2x7 +x3 +x13 = 1
x;>0dlaie{1,...,13}

min(—x3 — x5 — x7 + X9 +x10 +X12)

16.

6x1 4 8xp 4 4x3 4 3x4 + 4x5 4 6x6 + 6X7 +2X3 +x9 = 1

2x1 4 7xp 4 2x4 4 4x5 4 Sx6 4+ 6x7 4+ 3x3 4+ X190 =1
3x1 +9x0 + 3x3 + Sx4 +4xs5 + 8x +x7 +4xg +x11 = 1
X1+ 2x> + 8x4 + 6x5 4+ 4xg + 6x7 + Sxg + x12 =1
9x1 4+ 9x3 4 3x4 + 2x5 + Sx6 + Tx7 + Txg + x13 =1

x>0dlaie{l,... 13}

min(—x3 — x5 — Xg + X9 )
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x1 + 6x2 + 3x4 + 6x5 4+ 8xg + 3x8 + X9 =1
4dx1 +9xp +4dx3 + 3x4 + Txs5 + 3x6 + 5x7 +9xg +x10 = 1
8x1 +4x2 4 x3 + 8x5 + Sx6 + 8x7 + 2x8 + X1 =2

3x1+8x +8x3+8x4 + x5+ Txg+x7+4xg+x120 =3
2x1 + Txp + 3x3 + 6x4 + dx5 + 6x6 + 6x7 + 2x5 +x13 = 1
xi>0dlaie{1,...,13}



Rozdzial 5

Programowanie catkowitoliczbowe

Przedmiotem rozwazan w tym rozdziale bedzie zadanie:

mine’ x

Ax=Db

d<x<g

x; €Z dlapewnychie {1,...,n}

(5.1

przy czym zalozenia dotyczace wektoréw ¢, X, b i macierzy A sa identyczne
jak w rozdziale @ Dodatkowo przyjmujemy, ze d = [di,...,d,]T € R" oraz g =
g1,-..,8n)7 € R" sa wektorami liczb rzeczywistych. Dopuszczamy mozliwo$é, ze
di = —oo lub g; = 4oo dla pewnych i € {1,...,n}. Zapis x < g oznacza, ze x| <
81,---,%X; < gn. Podobnie interpretujemy zapis d < x. Zadanie przy powyzszych
zatozeniach nazywamy zadaniem programowania catkowitoliczbowego (oznaczenie:
(ZPC)). Jezeli w zadaniu ostatnie zalozenie dotyczy wszystkich zmiennych de-
cyzyjnych, tzn. x; € Z dla wszystkich i € {1,...,n}, to méwimy o zadaniu czystym,
a jezeli tylko niektérych zmiennych, to mamy do czynienia z zadaniem mieszanym.
Zadanie bez ostatniego zalozenia, czyli

mine! x
Ax=Db 5.2)
d<x<g

jest zadaniem programowania liniowego, ktore rozpatrywaliSmy w rozdziale 4] Jak
wiemy, mozemy je rozwigzaC np. metoda sympleks. Dotaczenie warunku catkowito-
liczbowosci powoduje, ze zmienia si¢ typ zadania, ktérego rozwiagzanie wymaga te-
raz zastosowania innych metod. Wyjatkiem jest sytuacja, kiedy rozwiazaniem opty-
malnym zadania programowania liniowego (5.2)) jest taki wektor x*, ktérego od-
powiednie elementy sa catkowite, zgodnie z warunkiem catkowitoliczbowosci po-
danym w (5.1). Wéwczas x* jest jednoczesnie rozwigzaniem optymalnym zadania
G.D.

W przeciwnym razie nalezy zastosowac jedna z metod rozwigzywania (ZPC).
Najprostszym sposobem rozwigzania (ZPC) jest obliczenie wartosci funkcji celu
we wszystkich punktach x nalezacych do zbioru ograniczen i wybranie namniejszej
sposréd tych wartoSci. Taki sposéb moze by¢ skuteczny wylacznie wtedy, gdy zbidr
ograniczen jest skoficzony i niezbyt liczny (oznacza to w szczegdlnosci, ze wszystkie
zmienne x; powinny przyjmowaé wartosci catkowite). Ponadto fakt przynaleznosci
do zbioru ograniczeni powinien by¢ tatwy do sprawdzenia, co zwykle ma miejsce
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tylko wtedy, gdy liczba n zmiennych decyzyjnych jest niewielka. Prowadzi to nas do
wniosku, ze powyzszy spos6b w praktyce jest niezbyt uzyteczny. Powszechnie sto-
sowang jest metoda podziatu i ograniczen, inng, mniej uniwersalna, jest metoda cigg.
Obie sa przedstawione w kolejnych podrozdziatach. W kazdej z nich konstruowany
jest ciag zadan pomocniczych Ly, ...,L;, z ktérych kazde jest zadaniem programo-
wania liniowego, ktére mozemy rozwigza¢ metoda sympleks, jednak w tej sytuacji
jest to metoda podrzgdna.

Warto zwréci¢ uwage na istotne réznice pomigdzy rozwigzaniami optymalnymi
(ZPC) i (ZPL) okreslonymi odpowiednio przez (5.1)) i (5.2)):

1. Jezeli D jest zbiorem ograniczen (ZPL), to rozwigzanie optymalne (ZPL) lezy
zawsze na jego brzegu, natomiast rozwiazanie optymalne (ZPC) moze znajdowad
sig takze wewnatrz tego zbioru.

2. Jezeli ilo$¢ rozwiazan optymalnych (ZPC) jest skoficzona, moze istnie¢ wigcej
niz jedno takie rozwigzanie.

3. Przypusémy, ze wyznaczyliSmy rozwigzanie optymalne x* zadania (5.2). Za-
okraglenie wartosSci niecatkowitych do catkowitych w x* zwykle nie spowoduje,
ze otrzymamy rozwigzanie optymalne x;. zadania (5.I). Tak wyznaczone przy-
blizenie punktu x;. moze znajdowac si¢ nawet poza zbiorem ograniczefi D.

5.1. Metoda podziatu i ograniczen

Do rozwiazywania zaréwno czystych, jak i mieszanych (ZPC) mozemy stosowaé
metode podziatu i ograniczeri. Wersja metody podana ponizej stuzy do wyznaczania
maksimum funkcji celu.

Przyktad 5.1. Rozwiazaé zadanie:

(ZPC): max(x+y)
4x+5y <20
9x+5y <30
x=20,y=20
x,yeEZ

Rozwiazanie:
Rozpatrujemy najpierw pomocnicze zadanie Ly, ktére rézni si¢ od zadania (ZPC)
jedynie pominigciem ograniczen x,y € Z, czyli ma postaé:

Ly: max(x+y)
Ax+5y <20
9x+5y <30
x=20,y20
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9x + 5y = 30

Rysunek 5.1: Interpretacja geometryczna zadania Ly

Na rysunku[5.1| przedstawiono interpretacje geometryczna zadania L. Kolorem czer-
wonym zaznaczono jego rozwigzanie optymalne.

Funkcja celu ma postaé f(x,y) = x+y, zatem optymalna (maksymalna) jej war-
to$¢ w zadaniu Ly wynosi:

f* :f(X*ay*) :x*—{—y* :2+274:4a4

Poniewaz otrzymane rozwiazanie optymalne x*, y* nie jest calkowitoliczbowe, w za-
daniu Ly otrzymujemy ograniczenie gérne na optymalng warto$¢ (catkowita, gdyz
wspolczynniki funkcji f sa catkowite) funkcji celu pierwotnego (ZPC): fr < 4.

Rozdzielamy zadanie L na kolejne zadania L; i L. Mozemy dokona¢ podziatu ze
wzgledu na kazda zmienna, ktéra nie spetnia warunku catkowitoliczbowo$ci w roz-
wiazaniu optymalnym zadania Ly, czyli w naszym przypadku tylko ze wzgledu na
zmienng y (W Ly y* nie jest catkowite). Utworzenie zadania L; polega na dotacze-
niu do zbioru ograniczen zadania nadrzednego, czyli Ly, ograniczenia y < [J], gdzie
[¥] oznacza cze$¢ catkowita liczby y. Analogicznie tworzymy zadanie Ly, dotaczajac
ograniczenie y > [§] + 1.

Otrzymujemy zatem:

{ wszystkie ograniczenia zadania L oraz
L1 .
y<2

Podobnie zbidér ograniczen w zadaniu L, powinien przyjac postac:

I { wszystkie ograniczenia zadania Lg oraz
0.

y=3
Optymalna warto$¢ funkcji celu w zadaniu L; wynosi:

= ) =x"+y" =2,22+2=4,22
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4x + 5y =20

Rysunek 5.2: Interpretacja geometryczna zadah Ly i L;

Optymalna warto$¢ funkcji celu w zadaniu L, wynosi:
1= () ="y = 1,254+ 3 =4,25

Zadanie L rozdzielamy na L3 i L4, dotaczajac dodatkowe ograniczenie na zmienng
x (gdyz x* w L nie jest catkowite). Zadania L3 i L4 maja zbiory ograniczen:

I wszystkie ograniczenia zadania L oraz
3 x<2

I wszystkie ograniczenia zadania L oraz
4 x=3

4

9x + by = 30
3
, 2
; \4x +5y =20
(3,05)

-1 0 1 2 3 4 5 6

L L

Rysunek 5.3: Interpretacja geometryczna zadan L3 i Ly

W zadaniu L3 rozwigzanie optymalne x*,y* jest catkowitoliczbowe, za$ optymalna
warto$¢ funkcji celu wynosi:

[r=f0"y) =Xy =2+2=4
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Oznacza to, ze optymalna wartoS$¢ funkcji celu w pierwotnym (ZPC) na pewno nie
jest mniejsza (szukamy maksimum) od otrzymanej optymalnej wartosci funkcji celu
w zadaniu L3, czyli fc > 4. OtrzymaliSmy ograniczenie dolne na fc. Jednoczesnie
fc <4 (na podstawie rozwiazania Lg), zatem fc = 4 — rozwigzanie optymalne zada-
nia L3 jest wigc jednocze$nie rozwiazaniem optymalnym pierwotnego (ZPC).
Zadanie Ly, poniewaz jego rozwigzanie nie jest catkowitoliczbowe, rozdzielamy

na zadania Ls 1 Lg, dotaczajac nowe ograniczenie na zmienng x :
I wszystkie ograniczenia zadania L, oraz
5 x<1

L¢ (zbidr ograniczen jest pusty) :

wszystkie ograniczenia zadania L, oraz
x=2

9x + 5y =30

4x + 5y = 20

Rysunek 5.4: Interpretacja geometryczna zadania Ls

Zadania L4 nie trzeba rozdziela¢, poniewaz warto$¢ optymalna funkcji celu dla tego
zadania wynosi 3, 6, zatem jest mniejsza od optymalnej wartosci fc dla pierwotnego
ZPC. Nie jest w zwiazku z tym mozliwe, abySmy uzyskali wyzsza warto$¢ funkcji
celu na podzbiorze zbioru ograniczen dla zadania L.

W wyniku podziatu zadania Ls na zadania L7 i Lg uzyskamy dwa kolejne rozwia-
zania optymalne pierwotnego (ZPC): [x*,y*| = [1,3] i [x*,y*] = [0,4].

Oznacza to, ze pierwotne (ZPC) ma trzy rozwigzania optymalne: [2,2],[1,3]
i [0,4], dla ktérych fe = 4.

Podziat zadania Ly na zadania podrzgdne zostat przedstawiony takze na poniz-
szym diagramie (rysunek [5.5)). Nad strzatkami podano ograniczenia, ktére nalezy
dotaczy¢ do zadania nadrz¢dnego, aby uzyskaé zadanie podrzedne.
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Ly |f(x*

X*=2,y*=2,4

,y*)=4,4

/M \

=2,22 y*=2
f(x*,y*)=4,22

X</ NB?)

L,

,y) 4,25

o \

X*=2,y*=2 N
=3,y*=0,6 *—l *=3,2
L3 f(X*)y*):4 L4 ;(X* {):36 LS y) LG g;lsitl)r/llizleori
fc>4 A Y
STOP STOP STOP
y=4
x*=1, x*=0,y*=4
L, f(x*,y*)=4 Lo | flx*,y*)=4
fo>4 fo>4
STOP STOP

W rozpatrywanym przyktadzie wszystkie rozwigzania optymalne zadan Ly, dla kt6-
rych zaréwno x* € Z, jak i y* € Z, sa jednoczesnie rozwiazaniami optymalnymi
(ZPC). Nie zawsze jednak musi tak by¢ — moze si¢ zdarzy¢, ze rozwiazanie opty-
malne catkowitoliczbowe pewnego zadania L, nie jest jednoczes$nie rozwigzaniem
optymalnym zadania (ZPC), gdyz istnieje inne zadanie L,, r # g, ktére tez ma roz-
wiazanie optymalne catkowitoliczbowe, ale o wyzszej wartosci funkcji celu f(x*, y*

niz w zadaniu L.

Uwaga 5.1.

1. Ograniczenie gérne (typu fc(Xopt) <

Rysunek 5.5: Diagram ilustrujacy podziat zadania Ly

optymalnej zadania L.

2. Ograniczenie dolne (typu fc(Xopt)

toliczbowe.

3. Jezeli zadanie L; dla pewnego k jest sprzeczne lub catkowitoliczbowe, to go nie

rozdzielamy.

4. Jezeli f (Xopt k) dla pewnego k jest mniejsza od aktualnego dolnego ograniczenia,

to takze nie rozdzielamy zadania Ly.
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5.2. Metoda ciec

W przypadku czystego (ZPC) mozemy zastosowac takze tzw. metode cigé. Ponizsza
wersja dotyczy minimalizacji funkcji celu.

Algorytm metody:

1. Rozwiazujemy zadanie Ly (identyczne jak w metodzie podzialu i ograniczen)
metoda sympleks. Jezeli rozwiazanie optymalne zadania Lg jest catkowitolicz-
bowe, koiczymy obliczenia, w przeciwnym razie przechodzimy do punktu 2.

2. Z ostatniej tablicy sympleksowej zadania Ly wybieramy taki wiersz o numerze iy,
w ktorym element prawej strony (b;,) ma najwigksza czes¢ utamkowa (b;, — [b;; ]
jest najwigksze).

3. Na podstawie wiersza ip konstruujemy nowe ograniczenie (réwnanie cigcia)
W postaci:

Y (laigj] = aigj) xj +xn1 = [big) = big (5.3)
Jeln
gdzie Iy jest zbiorem indekséw zmiennych niebazowych w ostatniej tablicy sym-
pleksowej zadania Ly (wprowadziliSmy nowa zmienna x,;; i zaktadamy, ze
Xnt1 = 0).

4. Réwnanie @) dotaczamy do ograniczen zadania Ly, tworzac nowe zadanie L;

(ogblnie Ly z Ly), wracamy do punktu 1 z zadaniem L zamiast Lg.

Uwaga 5.2.

1. Dolaczenie ograniczenia geometrycznie powoduje odcigcie ze zbioru ogra-
niczen pewnych rozwiazan niecatkowitoliczbowych, ale pozostawia w odcigtym
zbiorze wszystkie rozwiazania catkowitoliczbowe.

2. Po dotaczeniu (5.3)) do ostatniej tablicy sympleksowej zadania L; otrzymujemy
od razu rozwiazanie bazowe zadania Ly |, ale jest ono niedopuszczalne ( [bio] —
b, < 0). Wyznaczenie rozwiazania optymalnego zadania L;; wymaga zatem
zastosowania dualnej metody sympleks.

Przyktad 5.2. Wykona¢ jedna iteracje metoda cig¢ w celu rozwiazania zadania:

(ZPC): min(—x—y)
S5x+3y+z=15
x+2y+t=6
x20,y>0,z20,1>0
X,9,2,t €7

Rozwiazanie:
Na podstawie ostatniej tabeli sympleksowej dla zadania Ly, majacej postac:
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tworzymy nowe ograniczenie:
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Dotaczamy nowe ograniczenie do wczesniejszych ograniczen i otrzymujemy zada-
nie:

Ly: min(—x—y)
S5x+3y+z=15
x+2y+t=6

Rozwiazanie optymalne zadania L; to wektor: [2,25 1,25 0 1,25 0], zatem nie jest
to rozwiazanie catkowitoliczbowe. Aby rozwigzaé pierwotne zadanie (ZPC), nalezy
wigc wykona¢ kolejng iteracj¢ (by¢ moze nie jedna), tzn. dotaczy¢ kolejne ograni-
czenie i wprowadzic¢ kolejna zmienng u; > 0 do zadania L, tworzac zadanie L itd. [

5.3. Procedury w MATLAB-ie

Mieszane lub czyste (ZPC) mozna rozwiaza¢ w MATLAB-ie za pomoca standardo-
wej procedury intlinprog. Takie zadanie powinno mie¢ postaé:

mine! x

Ax<b

Aeqx = beq (5.4)
xl <x<xu

x;€Zdlaiel

gdzie I jest pewnym podzbiorem zbioru indekséw {1,...,n} zmiennych decyzyj-
nych. Pozostate oznaczenia sa identyczne jak na poczatku podrozdziatu Nie
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wszystkie typy ograniczeii musza wystapi¢ w zadaniu (5.4), mozna bowiem roz-
patrywaé np. zadania bez ograniczei rOwnoSciowych albo bez ograniczei nieréw-
nosciowych.

Dziatanie procedury intlinprog jest dosy¢ ztozone. Mozna wyr6zni¢ w nim
nastepujace etapy:

1. Wstepna analiza zadania Ly (wedlug oznaczen z rozdziatu odpowiadajacego
(ZPC) danemu przez (5.4)). Proces ten ma na celu ewentualne uproszczenie za-
dania Ly, czyli redukcjg ilosci zmiennych decyzyjnych lub zbgdnych ograniczen,
jezeli jest to mozliwe.

2. Rozwiazanie uproszczonego w taki sposob zadania L.

3. Wstepna analiza (ZPC) danego przez (5.4). Cel tego procesu jest podobny jak
w punkcie 1.

4. Wygenerowanie dodatkowych ograniczen nieréwnosciowych prowadzacych do
zmniejszenia zbioru ograniczen, na ktérym poszukiwane jest rozwigzanie opty-
malne (ZPC).

. Zastosowanie metody podziatu i ograniczen.

6. Wykorzystanie metod heurystycznych na kazdym etapie metody podziatu i ogra-
niczen, ktére maja na celu wyznaczenie jakiegokolwiek lub poprawe najlepszego
dotychczas wyznaczonego rozwigzania catkowitoliczbowego. Heurystyka ozna-
cza w tym przypadku, ze otrzymane rozwiazanie catkowitoliczbowe nie zawsze
bedzie najlepsze z mozliwych do uzyskania w danym kroku. Zwykle jednak
zastosowanie metody z tej grupy prowadzi do przyspieszenia procesu obliczen
i nie wymaga przeszukiwania calego drzewa zadan programowania liniowego Ly
w celu wyznaczenia rozwiazania optymalnego (ZPC) danego przez[5.4}

W

Niekoniecznie wszystkie powyzsze etapy musza wystapi¢ w konkretnym zada-
niu — jezeli w ktérymS§ z etapéw zostanie znalezione rozwiazanie optymalne (ZPC)
albo okaze sig, ze takie rozwiazanie nie istnieje, procedura int linprog kofczy
dziatanie.

Podobnie jak w przypadku innych procedur optymalizacyjnych MATLAB-a, mo-
zemy wplywaé na dzialanie procedury int 1inprog poprzez ustawienie odpowied-
nich opcji w procedurze opt imoptions. W szczegdlnos$ci mozliwa jest ingerencja
w kazdy z szeSciu etapéw dziatania procedury int1inprog wymienionych powy-
Zej, np. przypisanie opcji:

1. LPPreprocess wartoSci ' none’ oznacza, zZe zostanie pominigta wstgpna
analiza zadania Lg;

2. RootLPAlgorithm wartoSci ' primal-simplex’ oznacza, ze zadania L;
beda rozwiazywane zwykta metoda sympleks (standardowo sg rozwiazywane
dualng metoda sympleks);

3. IntegerPreprocess wartoSci ' none’ oznacza, ze wstgpna analiza (ZPC)
bedzie przeprowadzona tylko w bardzo podstawowym zakresie;
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4. CutGeneration wartoSci ‘' none’ oznacza, ze nie beda generowane dodat-
kowe ograniczenia nieréwnoS$ciowe prowadzace do zmniejszenia zbioru ograni-
czen;

5. BranchRule odpowiedniej warto$ci okresla sposob wyboru sktadowej niecat-
kowitej w rozwiazaniu zadania L; w metodzie podziatu i ograniczen, wzglgdem
ktérej nalezy dokonaé dalszego podziatu;

6. Heuristics odpowiedniej wartoSci okresla, jaka metoda heurystyczna zosta-
nie uzyta do poprawy rozwigzania catkowitoliczbowego.

Przyktad 5.3. Korzystajac z procedury int1linprog, rozwigza¢ ponizsze (ZPC):

(ZPC): min(—x—y)
4x+5y <20
9x+ 5y < 30
x>0,y=20
x,yeZ

Rozwiazanie:
Tak okreslone zadanie jest rownowazne (ZPC) rozpatrywanemu w przyktadzie [5.1]
W MATLAB-ie mozemy je rozwigza¢ w sposob przedstawiony na listingu [5.1}

Listing 5.1: Wywotanie procedury intlinprog

c = [-1,-1];

A = [4,5; 9,5];

b [20; 301;

Aeq = [];

Beq = [];

x1l = zeros(2,1);

xu = Inf*ones(2,1);

x0 = [];

int = 1:2;

options = optimoptions (’intlinprog’,’Display’,’iter’);
[x,f] = intlinprog(c,int, A, b, Aeq,Beq, x1, xu, x0,options)

Widzimy, ze instrukcje prowadzace do rozwiazania sa bardzo podobne do tych,
ktore zostaty uzyte w przyktadzie [4.12] do rozwiazania (ZPL) za pomoca proce-
dury linprog. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage na istotne réznice: w wywotaniu
procedury int1linprog wystgpuja dwa dodatkowe parametry wejsciowe. Jednym
z nich jest int — wektor indekséw tych zmiennych, ktére w rozwiazaniu optymal-
nym (ZPC) maja by¢ catkowite. Drugi to x0 — wektor startowy majacy wplyw na
dziatanie niektérych metod heurystycznych, o ktérych wspomniano powyzej. Od-
powiedni wyboér wektora x0, ktéry powinien by¢ dopuszczalny, moze skréci¢ czas
potrzebny na rozwiazanie (ZPC), moze tez prowadzi¢ do wyznaczenia innego roz-
wigzania, jezeli istnieje wigcej niz jedno. Jezeli nie chcemy wskazywac wektora star-
towego, w kodzie programu nalezy przypisa¢ zmiennej x0 pusta tablice.
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W wyniku dziatania procedury intlinprog z powyzszymi wartoSciami para-
metréw otrzymamy wynik w postaci:

Listing 5.2: Wynik dziatania procedury intlinprog
LP: Optimal objective value is -4.400000.

Heuristics: Found 1 solution using ZI round.
Upper bound is -4.000000.
Relative gap is 0.00%.

Optimal solution found.

Intlinprog stopped at the root node because
the objective value is within a gap tolerance
of the optimal value,
options.AbsoluteGapTolerance = 0 (the default
value). The intcon variables are

integer within tolerance,
options.IntegerTolerance = 1le-05 (the default
value) .

x = 2x1

Powyzszy komunikat oznacza w szczegdlnosci, ze procedura int 1 inprog wyzna-
czyta jedno rozwiazanie optymalne (ZPC): x = [2,2]7, dla ktérego wartosé¢ funkcji
celu fr = —4. Dodatkowa informacja to warto$¢ optymalna zadania Ly: f = —4,4.

O

5.4. Zadania do samodzielnego opracowania

5.4.1. Sprawozdanie

Zadanie 5.1. Dane jest (ZPC) okreSlone w ponizszym zestawie nr . ... Stosujac me-
todg podziatu i ograniczen, wyznaczy¢ wszystkie rozwiazania optymalne. Przed-
stawi¢ pelny podzial zadania Ly na L;, L, itd., tzn. nie dokonywac dalszego po-
dziatu tylko w przypadku, gdy zadanie L; ma rozwiazanie catkowitoliczbowe lub jest
sprzeczne. Jezeli w rozwiazaniu optymalnym danego zadania L; obie zmienne (x i y)
przyjmuja wartosci niecatkowite, to dalszego podziatu nalezy dokonaé ze wzgledu na
zmienng x. Wyjasni¢, biorac pod uwage gérne i dolne ograniczenia na warto$¢ funk-
cji celu f w (ZPC), ktérych zadan moglibySmy nie dzieli¢. Do rozwiazania kazdego
zadania L zastosowa¢ standardowa procedure 1 inprog. Poréwnaé otrzymane wy-
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niki z obliczeniami wykonanymi za pomoca standardowej procedury int 1inprog.
W rozwiazaniu podac:

* diagram przedstawiajacy podziat zadania Ly na Ly, L, itd.,
* zbior ograniczen dla kazdego zadania L oraz ograniczenia gérne i dolne na war-
to$¢ fc funkcji celu w (ZPC) (przedstawi¢ w ponizszej tabeli):

Ograniczenie
Zadanie Postaé zbioru ograniczen gérne lub dolne
na warto$¢ fc
Ly
L

Ly

* kod zwiazany z wywotaniem procedury intlinprog.

Zestawy do zadania[5.1] (nalezy przyja¢ dodatkowo, ze x,y € Z):

1. 3. 5.

max(—x+4y) max(6x —9y) max(7x — 8y)
x—8y+105 >0 (x—8y+112 >0 17x—8y—11 >0
19x—8y—53 >0 20x—8y—46 >0 —12x—8y+162<0
—11x—8y+169<0 —10x—8y+170 <0 —8y+68 <0
x—8y+63 <0 x—8y+70 <0 17x—8y—108 <0
19x—8y—163 <0 20x—8y— 160 <0 —12x—8y+234 >0
~11x-8y+238>0 | —10x—8y+236 >0 —8y+109 >0

2. 4. 6.

max(—8y) max(7x—y) max(—6x — 3y)
Sx—8y+48 >0 [(20x—8y—-69 >0 50x— 8y —220 >0
—27x—8y+281 <0 —11x—8y+173 <0 —Tx—8y+135 <0
—2x—8y+95 <0 x—8y+62 <0 3x—8y+53 <0
8x—8y—12 <0 20x—8y—182 <O 50x—8y—484 <0
—27x—8y+427 >0 —11x—8y+240 > 0 —Tx—8y+189 >0
—2x—8y+138 >0 [ x—8y+103 =0 ([ 3x—8+97 =0
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7.

max(2x+ 3y)

4x—8y+76 >0
740x — 8y —5845 > 0
—5x—8y+125 <0
4x—8y+28 <0
740x — 8y — 9695 < 0
~5x—8y+174 >0

8.

max(—9x)

5x—8y+66 >0
—116x—8y+978 <0
—4x—8y+114 <0
5x—8y+16 <0
—116x—8y+ 1579 > 0
—4x—8y+160 >0

9.

max (7x —2y)

(3x—8y+73 >0
112x—8y—847 >0
—6x—8y+127 <0
3x—8y+27 <0
112x—8y—1435 <0
(| —6x—8y+177 >0

10.

max(3y)

—36x—8y+332<0
—3x—8y+97 <0
Tx—8y—1 <0
—36x—8y+520>0
—3x—8y+141 >0
Tx—8y+56 >0

11.

12.

max(—6x+ 3y)

28x—8y—140 >0
—9x—8y+151 <0
2x—8y+46 <0
28x—8y—292 <0
—9x—8y+210>0
2x—8y+89 >0

max(8x)

102x—8y—570 >0
—6x—8y+124 <0
3x—8y+40 <0
102x—8y—1103 <0
—6x—8y+175 >0
3x—8y+87 =20

13.
max(—2x — 5y)
13x—8y+6 >0
—15x—8y+190 < 0
x—8y+74 <0
13x—8y—76 <0
—15x—8y+275 > 0
—x—8y+116 =0
14.
max(2x — 6y)

17x—8y—28 >0
—12x—8y+170 <0
—8y+65 <0
17x—8y—127 <0
—12x—8y+243 >0
—8y+107 >0

15.

max(—2x — 5y)
10x—8y+23 >0
—20x—8y+229 <0
—2x—8y+81 <0
10x—8y—45 <0
—20x—8y+339>0
—2x—8y+123 >0

16.

max(—x —2y)
5x—8y+ 64 >0
—116x—8y+1052 <0
—4x —8y+ 117 <0
Sx—8y+ 14 <0
—116x—8y+1653 > 0
[ —4x—8y+163 =0

17.

max(8x+4y)
(8x—8y+43 >0
—26x—8y+268 <0
—2x—8y+92 <0
8x—8y—19 <0
—26x—8y+405>0

[ —2x—8y+135 >0

18.

max(—9x+4y)

—129x -8y +1001 <0
—4x —8y+115 <0
S5x—8y+25 <0
—129x—8y+ 1673 > 0
—4x —8y+162 =0
Sx—8y+74 =0
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19. 20. 21.

max(—2x —2y) max(9x + 3y) max(—x—y)

ox—8y+43 >0 210x — 8y — 1390 > 0 Tx—8y+41 >0
—24x—8y+254 <0 —6x—8y+120 <0 —35x—8y-+348 <0
2x—8y+91 <0 J4x—8y+31 <0 ~3x—8y+92 <0
ox—8y—20 <0 210x — 8y — 2484 < 0 Tx—8y—16 <0
—24x—8y+383 >0 —6x—8y+169 >0 —35x—8y+531 >0
“2x—8y+133 >0 [4x—8y+78 >0 ~3x—8y+136 >0

Zadanie 5.2. Dane jest (ZPC) okreSlone w ponizszym zestawie nr . ... Stosujac me-
tode cig¢, wyznaczy¢ jedno z rozwigzan optymalnych. Do rozwiazania kazdego za-
dania L; zastosowaé standardowa procedure 1inprog.

W rozwiazaniu nalezy podac:

* posta¢ dodatkowych ograniczen dotaczanych do kolejnych zadan L,
* rozwigzania optymalne zadan L; (przedstawi¢ w ponizszej tabeli):

Zadanie| Rozwiazanie Wartos¢
optymalne L; |funkcji celu
Ly |[x*=...,y"=...
L |x=...,y"=...
L, |[x=...,y"=...

* rozwiazanie optymalne (ZPC).

Zestawy do zadania[5.2](nalezy przyja¢ dodatkowo, ze x > 0,y > 0,z > 0,1 > 0 oraz
X,¥,2,t € Z):

1 3. 5
min(—x—y) min(—x—y) min(—x—y)
5x+3y+z=15 Ix+5y+z=35 I9x+Ty+z=63
3x+5y+t =16 Sx+Ty+t =36 Tx+9y+t =64
2 4. 6
min(—x—y) min(—x—y) min(—x—y)
6x+4y+z=24 &x+6y+z=48 10x+8y+2z =80
4x+6y+1t =25 6x+8y+t =49 8x+10y+¢ = 81
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min(—x—y)

11x+9y+z= 99
9x+11y+t =100

min(—x—y)
12x+10y+z =120
10x+ 12y +1t = 121
9.

min(—x—y)
13x+11y+z =143
x4+ 13y +1 = 144
10.

min(—x—y)
14x+12y+z = 168
12+ 14y+1 = 169
11.

min(—x—y)

15x+ 13y +z = 195
13x+ 15y +1 = 196

12.

min(—x—y)
16x+ 14y 4z =224
14x+ 16y 41t = 225
13.

min(—x—y)
17x+ 15y +z = 255
15x+17y+1 = 256
14.

min(—x—y)
18x+ 16y+z = 288
16x+ 18y -+t = 289
15.

min(—x—y)
19x+17y+z = 323
17x+ 19y +1 = 324
16.

min(—x—y)

20x + 18y +z = 360
18x+20y +1 = 361

17.

min(—x—y)
21x+ 19y 4z = 399
19x+21y+t =400
18.

min(—x—y)
22x+20y + 7 = 440
20x+22y+1 = 441
19.

min(—x—y)
23x+21y+z =483
21x+23y+1t = 484
20.

min(—x —y)
24x+22y 4z =528
22x+24y+1t =529

21.

min(—x—y)
25x+23y+z = 575
23x+25y+1 = 576
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