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1. WSTEP

W procesie analizy lub syntezy ukladu regulacji automatycznej bazujemy na
modelu matematycznym obiektu fizycznego. Taki model opisuje dynamike rze-
czywistego obiektu w spos6b przyblizony. Réznica pomigdzy modelem a rzeczy-
wistym obiektem jest okreslana jako niepewno$é modelu matematycznego. Typo-
we zrodla niepewnosci modelu to tzw. niemodelowana dynamika (wysoko-
czgstotliwosciowa), pominigcie nieliniowosci, efekty redukcji rzgdu modelu czy
tez mozliwos¢ zmian (perturbacji) parametréw obiektu fizycznego, zaleznych od
czynnikéw srodowiskowych, takich jak np. temperatura, predkos¢ wiatru czy pro-
ces starzenia si¢ elementéw. Niepewnosé modelu matematycznego jest czesto
okreslana (dla prostoty sformutowan) jako niepewnosé fizycznego uktadu dyna-
micznego (obiektu), pomimo ze dotyczy ona tylko modelu matematycznego.

Dynamiczny ukfad liniowy stacjonarny mozna opisac albo w dziedzinie czasu
za pomoca rownafi stanu, albo w dziedzinie czestotliwosci za pomoca macierzy
transmitancji operatorowych. Jezeli przy tym opisie uwzglednimy niepewnosé, to
otrzymamy model uktadu dynamicznego z niepewnoscia. Rozréznia si¢ modele
z niepewnoscig strukturalng (struktura niepewnosci Jjest znana) oraz modele z nie-
pewnoscia niestrukturalng (struktura niepewnosci nie Jjest znana).

Uktady dynamiczne, ktérych modele matematyczne zawieraja niepewnosé
strukturalng sa nazywane uktadami o niepewnych parametrach. Przyjmuje sie naj-
czgsciej, ze niepewne parametry moga przyjmowaé swoje warto$ci ze znanych
przedzialéw liczbowych. Efektem niedoktadne; znajomosci parametréw modelu
matematycznego jest niedokladna znajomos$é wspétezynnikéw wielomianu cha-
rakterystycznego oraz elementéw macierzy stanu.

Stabilnos¢ ukfadu liniowego stacjonarnego jest w petni okreslona przez roz-
kiad jego biegunow, tj. zer jego wielomianu charakterystycznego lub wartoéci
wiasnych macierzy stanu. Z tego powodu przy badaniu stabilnosci ukiadéw o nie-
pewnych parametrach rozpatruje si¢ stabilno$¢ wielomianéw o niedokladnic zna-
nych wspotczynnikach oraz stabilno$é macierzy o niedoktadnie znanych elemen-



tach. Oznacza to, ze rozpatruje si¢ problem stabi]no‘éci rgdzin v‘vielorn.ialn()VY c}}a—
rakterystycznych oraz rodzin macierzy stanu.'Stabllnosc rodziny wie zfrllxar;(:;v
charakterystycznych lub stabilno$¢ rodziny macierzy stanu nazywa sig stabilnoscia
Odpoglrigl(;rzneil?gomej stabilnosci uktadow o nie.pewnyc‘h parametrach Jbelst teznlez
tem wielu publikacji od okoto dwudziestu .lat. Wle¥e 7z nich dot3_/czy pro emaz\}:V )
odpornej stabilizacji i odpornego sterowam‘a. Od kll‘ku.nas.tu lat ijt (gt}ocno. ;ﬁ) -
jana teoria tzw. sterowania H.,, szczegOlnie w odniesieniu do uktadow wi .y
miarowych o niestrukturalnej niepewnosci dotyczacej macierzy stanu oraz macie-
itancji operatorowych. .
” trf;scr)zitz?l(l':il}loﬁltach ulga{o si¢ w literaturze zagraniczn‘ej wiele monogrz;f;n
po$wigconych wyzej wymienionym problemom. Naleza do nich prace [6, 12, 21,
> 6z7;/11?t7e’rallt3ui]z‘e polskiej ukazaly si¢ dotychczas trzy monograﬁev([’z.S, 717, 81])
poéwiecone ukladom o niepewnych parametrach. ‘Praca‘ [251 (?raz ro,zldzm% }i& m?;;i:
grafii [81] sa poswigcone problemowi' odpornej .stabllnosm okreslonyc r.okt —
wielomiandéw oraz rodzin macierzy. W monografii ‘[77] podago metody p’r(?Je ’o.
wania ukladéw regulacji automatycznej zachowuéaclszh pozadane wiasciwosci
i i mieniajacych sie parametrow obiektu. _ .
dynalgleizlr]:,nlir:gj(;zzej pracf}e};t przedstawienie metod badania od.pornej s:)atzilln(')-
$ci uktadéw liniowych stacjonarnych o niepewnych parametrach, tj. meto(;i : a 2211;2_1
odporne;j stabilnosci rodziny wielomianow charakterystycznych oraz rodziny
ClerZyV\ftS:ellty rozpatruje sig¢ ogélniejszy rodzaj. stabi?n.os’ci niz stabi]bn‘(l)s'é ’atsy[r?l[()it;
tyczna uktadow ciaglych i dyskretnych, a mianowicie tz.w. D—stla .1 nosc;dem N
liniowy stacjonarny jest D-stabilny, gdy wszystkle. jego Fnegun'y ez‘a‘dw Z ,.nym
obszarze D na plaszczyznie zmiennej zespolonej, gfiZle D jest JehnospOJ ’yw
otwartym obszarem lub suma skor'lczoneJ: liczby .taklrc’h roz}a(cznycr 0 izj(z;r(;)é“;
Przypadkami szczegSlnymi D-stabilnosei jest stabll’nosc asymptotyczna tl;bilnoéé
ciaglych (tzw. L-stabilno$¢ — D jest otwarta lewa _poh?ilaszczyfznac) toraz sm pinose
asymptotyczna ukfadéw dyskretnych (tzw. K-stabilnos¢ — D jest otwarty
Jedno\jék;:;/z;n zézpatrzono gltéwnie problem badax’lia. odpornej D—s‘tabilnos',,cll r(;:liczn—
ny wielomianoéw charakterystycznych. Jest mu poswigcona zasadmczzjl cz;g.sc. p yh.
W rozdziale 2 podano postaci modeli matematycznych uk}adovv. mlo]\:;y;
stacjonarnych z niepewnoscia strukturalng i niestrukturalna. Podano tez przyktady

ukfadéw o niepewnych parametrach. Sa one wykorzystywane w dalszej czesci
pracy do ilustracji metod badania odpornej D-stabilnosci.

Podstawowe definicje z zakresu odpornej D-stabilnosci zawiera rozdzial 3.
Podano w nim migdzy innymi $ciste definicje odpornej D-stabilnosci rodziny
wielomianéw charakterystycznych oraz rodziny macierzy stanu. Zostaly one sfor-
mulowane w odniesieniu do rozkladu zer wielomianu nominalnego (odniesienia)
rodziny wielomianéw oraz rozkladu wartosci wlasnych macierzy nominalnej
(odniesienia) rodziny macierzy. W rozdziale 3 podano tez, podstawowe twierdzenia
z zakresu odpornej D-stabilnogci rodziny wielomianéw oraz rodziny macierzy,
bedace wprowadzeniem do teorii odpornej D-stabilnosci.

W rozdziale 4 opisano ogélne metody, ktére sa stosowane przy badaniu od-
pornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw charakterystycznych oraz rodziny ma-
cierzy stanu. Do grupy metod stosowanych przy badaniu odpornej D-stabilnogci
rodziny wielomianéw naleza: metoda zbioru spektralnego, tzw. warunek wyklu-
czenia zera oraz metoda przestrzeni niepewnych parametréw, bedaca uogdlnie-
niem znanej metody podziatu D. Do grupy metod stosowanych przy badaniu od-
pornej L-stabilnosci i K-stabilnosci rodziny macierzy nalezg przede wszystkim
metody wykorzystujace teorie stabilnosci Lapunowa oraz metody sprowadzajace
problem odporne;j stabilnosci rodziny macierzy do problemu odpornej nieosobli-
wosci innej rodziny macierzy, odpowiednio utworzonej. W rozdziale 4 podano tez
mozliwosci uogélnienia klasycznych analitycznych metod badania stabilnosci,

takich jak metoda Hurwitza czy metoda Jury, do badania odpornej L-stabilnosci
oraz K-stabilnosci rodziny wielomianéw:. Wprowadzono pojecie unormowanego
(wzgledem wielomianu nominalnego rodziny wielomiandw) zbioru wartosci
i sformutowano warunek wykluczenia zera (odgrywajacy istotna role w teorii od-
pornej D-stabilno$ci) w odniesieniu do tego zbioru wartosci.

Rozdzial 5 jest poswigcony problemowi badania odpornej D-stabilnosci wy-
pukiej kombinacji dwéch wielomianéw oraz dwéch macierzy. Podano w nim ana-
lityczne warunki odpornej L-stabilnosci oraz K-stabilnosci dla wielomianéw oraz
analityczne warunki odpornej L-stabilnogci dla macierzy. Zaréwno dla wypuklej
kombinacji wielomianéw Jak i dla macierzy podano graficzne metody badania
odpornej D-stabilnosci, sformutowane w odniesieniu do wprowadzonego w roz-
dziale 4 unormowanego zbioru wartosci.

W rozdziale 6 rozpatrzono problem badania odpornej stabilnodci wielomia-
now przedziatowych (rodziny wielomianéw z przedzialowym oszacowaniem war-
tosci wspotezynnikéw). Do badania L-stabilnogci takich wielomianéw stuzy znane



twierdzenie Charitonowa [46]. Sprowadza ono problem odpornej L-stabilnosci
wielomianu przedziatowego (nieskoriczona rodzina wielomiandéw) do problemu Z-
stabilnosci tylko czterech wielomianéw, zwanych wielomianami ‘Charitonowa.
Twierdzenie Charitonowa, opublikowane w 1978 roku, spowodowato dynamiczny
rozwdj teorii odpornej stabilnosci rodziny wielomianéw oraz rodziny macierzy.
Do badania odpornej L-stabilnosci wielomianéw przedzialowych mozna tez sto-
sowa¢ metody graficzne, podane w rozdziale 6. Jedna z nich jest tzw. metoda
unormowanej funkcji testujacej, zaproponowana w punkcie 6.1.1. W rozdziale 6
podano tez proste metody analityczne stuzace do wyznaczania dopuszczalnych
przedziatow zmian warto$ci poszczegolnych wspotczynnikow danego L-stabilnego
wielomianu (zwanego nominalnym), takich, ze ten wielomian pozostaje L-stabilny
dla dowolnych wartosci wspotczynnikéw z tych przedziatow.

Poniewaz twierdzenia Charitonowa nie da si¢ uog6lnic na przypadek badania
odpornej D-stabilnosci wielomianu przedziatowego (gdy D jest obszarem innym
od otwartej lewej potptaszezyzny), oddzielny punkt rozdziatu 6 poswigcono pro-
blemowi badania odpornej D-stabilno$ci takiego wielomianu.

Rozdzial 7 jest poéwiecony problemowi badania odpornej D-stabilnosci ro-
dziny wielomianéw o wspolczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych para-
metrow. Do badania odpornej D-stabilnosci takiej rodziny stuzy tzw. twierdzenie
krawedziowe, bedace odpowiednikiem twierdzenia Charitonowa dla wielomianow
przedzialowych. Zostato ono podane w pracy [20] w 1988 roku. W rozdziale 7
dowéd twierdzenia krawedziowego zostal podany w inny sposdb niz w [20],
z wykorzystaniem wiasciwosci zbioru wartosci. Twierdzenie krawedziowe spro-
wadza problem badania odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianow o wspot-
czynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametréw do problemu badania
odpornej D-stabilnosci tzw. wielomianow krawedziowych, odpowiadajacych po-
szezegblnym krawedziom zbioru wartosci niepewnych parametrow. Poniewaz
wielomiany krawedziowe sa to kombinacje wypukle dwoch wielomianéw, do ba-
dania ich D-stabilno$ci mozna stosowaé metody podane w rozdziale 5.

Praktyczne stosowanie twierdzenia krawedziowego nie jest dogodne przy
duzej liczbie niepewnych parametréw z powodu koniecznos$ci badania odpornej D-
stabilnodci duzej liczby wielomianéw krawedziowych. Aby uniknaé tej niedogod-
nosci, nalezy stosowa¢ tzw. metody funkcji testujacych. Pozwalaja one na jedno-
czesne badanie odpornej D-stabilnosci wszystkich wielomianow krawedziowych.
Trzy takie metody zostaly opracowane przez autora niniej szej pracy. Sa one poda-
ne w punkcie 7.4 na bazie wezesniejszych publikacji.
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Rozdzial 8 jest poswigcony problemowi badania odpornej D-stabilnosci ro-
dziny wielomiandw, ktorych wspdtczynniki zaleza od niepewnych parametrow w
sposéb ogolniejszy niz liniowy. Podano w nim krétka charakterystyke tego pro-
blemu w przypadku ogélnym oraz doktadnie rozpatrzono problem badania odpor-
nej D-stabilnosci rodziny wielomianow o wspdtczynnikach bedacych wielo-
liniowymi funkcjami niepewnych parametrow. Do badania odpornej D-stabilnosci
takiej rodziny wielomiandw zaproponowano stosowanie (jako warunkéw typu
dostatecznego w przypadku ogolnym) metod funkcji testujacych, bedacych uogél-
nieniem metod podanych w rozdziale 7.

W rozdziale 9 podano wybrane metody badania odpornej D-stabilnosci okre-
Slonych rodzin macierzy o niepewnych elementach, tj. rodziny macierzy o ele-
mentach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw oraz macierzy przedzialo-
wej (). rodziny macierzy z przedzialowym oszacowaniem warto$ci elementow).
Do sprawdzania warunku dostatecznego odpornej D-stabilno$ci pewnego przypad-
ku szczegdlnego rodziny macierzy o elementach zaleznych liniowo od niepewnych
parametrow zaproponowano stosowanie metod funkcji testujacych, podanych
w rozdziale 8. Dokonano tez krotkiego przegladu prac z zakresu odpornej
L-stabilnosci i K-stabilnosci rodziny macierzy.

W rozdziale 10 krotko podsumowano rezultaty pracy.

W Dodatku podano parametryczne opisy brzegdw wybranych obszarow na
plaszczyznie zmiennej zespolonej. Ich znajomo$¢ jest niezbedna przy badaniu
odpornej D-stabilnosci metodami funkeji testujacych.



2. MATEMATYCZNY OPIS
UKEADOW LINIOWYCH STACJONARNYCH
Z NIEPEWNOSCIA

2.1. Modele matematyczne ukladéw z niepewnoscig
Dynamiczny ukiad liniowy stacjonarny z niepewnoscia mozna opisaé albo
w dziedzinie czasu za pomoca rownan stanu, albo w dziedzinie czestotliwosci za
pomoca macierzy transmitancji operatorowych. Biorac pod uwage rézne sposoby
uwzgledniania niepewnosci, podane miedzy innymi w pracach [55, 60, 126], mo-
dele ukladéw z niepewnoscia mozna sklasyfikowa¢ w sposob podany ponize;.
2.1.1. Modele 7 niepewnosciq strukturalng
A. Model w przestrzeni stanéw
Model w przestrzeni stanéw ma postac¢
x(1) = A(q)x(t)+ B(q)u(1), (2.1a)
y(t) = C(q)x(2), (2.1b)
dla uktadu ciaglego oraz

x(k+1)= A(q)x(k)+ B(q)u(k), (2.2a)

y(k)=C(q)x(k), (2.2b)
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dla uktadu dyskretnego, przy czym g e Q, gdzie q = [ql,qz,,__,qm]T jest wekto-

rem niepewnych fizycznych parametréw uktadu dynamicznego, a elementy macie-
rzy A(q), B(q) i C(q) sa ciaglymi funkcjami niepewnych parametréw, ktére
moga przyjmowa¢ dowolne wartosci z zadanego zbioru Q w rzeczywistej prze-
strzeni m-wymiarowej. Zazwyczaj przyjmuje sig, ze zbior Q wartosci niepewnych
parametrow jest hiperprostopadtoscianem, tj.

O={q:qr€lar.qt 1 95 <qr.k=12,....m}. (2.3)

B. Modele w dziedzinie czestotliwosci

1) Model w postaci nieskonczonej rodziny macierzy transmitancji operatorowych
0 znanej postaci

{G(s,9):q € O}, (2.4)

gdzie ¢ =[q1,(12,...,qm]T Jest wektorem niepewnych fizycznych parametréw

uktadu dynamicznego, zbiér O ma posta¢ (2.3), a elementy macierzy transmi-
tancji operatorowych G(s,q) sa wymiernymi funkcjami zmiennej s, zalezacymi
w sposob ciagly od niepewnych parametréw. Dla kagzdego ustalonego ¢ € O
macierz G(s,q) ma dokladnic znane wspélczynniki.

2) Model w postaci skonczonej rodziny macierzy transmitancji operatorowych
0 znanej postaci

(G (s):q € {1.2,....m}}. (2.5)

2.1.2. Modele z niepewnosciq niestrukturalng
A. Model w przestrzeni stanow

Model w przestrzeni standéw ma postaé

X(t)=(Ay + AA)x(1)+ (By + AB)u(1), (2.62)
W) =(Cp+AC)x(1), (2.6b)
13



dla ukifadu ciaglego, oraz

x(k+1)=(Ay + Ad)x(k)+(By + AB)u(k), (2.7a)
y(k)=(Co +AC)x(k), (2.7b)
dla uktadu dyskretnego, gdzie A4j, By i Cy sa to nominalne warto$ci macierzy

stanu, wejs¢ i wyjs¢, odpowiednio, zas A4, AB i AC sa to nieznane macierze
‘ABH <b oraz

perturbacji (zaburzen) odpowiednich macierzy, takie, ze ”AAH <a, |
”AC” <¢, przy czym liczby a, b i ¢ sa znane. Symbol H“ oznacza norme macierzy.
B. Modele w dziedzinie czestotliwosci

1) Model z addytywna reprezentacja niepewnosci ma postaé¢

{Go(s)+ L(s): [L(jo)| < |[(j»), Yo = 0}, (2.8)

gdzie Gy(s) jest nominalng macierza transmitancji operatorowych, [(s) jest
znang funkcja wymierna, a L(s) jest calkowicie nieznana macierzg (repre-
zentuje ona niepewnosc), ktorej elementy sga funkcjami wymiernymi zmien-
nej s.

2) Model z mulitiplikatywna reprezentacja niepewnosci ma postac

, Vo 20}, (2.9)

{(I+ L()Gy(s): |[L(jw)| < I o)

lub

, Vo 203, (2.10)

{Go(s)I + R(5)): | R(j)] <[r(j)
gdzie G(s) jest nominalna macierza transmitancji operatorowych, I(s) i r(s)

sq to znane funkcje wymierne, a L(s) i R(s) sa to nieznane macierze repre-

zentujace niepewnosg.
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Oprocz wyzej wymienionych modeli mozna tez rozpatrywaé w dziedzinie
czestotliwosci modele z niepewnoscia strukturalng i niestrukturalng jednoczesnie
[126].

Uklady dynamiczne, ktérych modele matematyczne zawieraja niepewnos¢
strukturalng sa nazywane ukfadami o niepewnych parametrach.

Analizujac problem odpornej stabilnosci ukadéw o niepewnych parametrach
bedziemy rozpatrywa¢ uklady opisane réwnaniami stanu (2.1) lub (2.2) oraz ro-
dzing macierzy transmitancji operatorowych (2.4). Badanie odpornej stabilnosci
uktadu opisanego rodzing macierzy transmitancji operatorowych.(2.5) nie stanowi
problemu, bowiem jest to skoficzona rodzina transmitancji.

Poniewaz badanie odpornej stabilnosci ukiadéw opisanych rodzing macierzy
transmitancji operatorowych (2.4) sprowadzimy do badania polozenia ich biegu-
now, bedziemy przyjmowaé, ze dla kazdego ustalonego g€ ( macierz G(s,q)
jest wlasciwa, tzn. G(eo,q) jest macierzg ograniczona (o ograniczonych elemen-
tach). Wynika to z faktu, ze uklady o niewlasciwych macierzach transmitancji
operatorowych moga by¢ niestabilne nawet wtedy, gdy ich bieguny leza w obsza-
rze stabilnosci (np. w otwartej lewej polptaszezyznie w przypadku ukladéw cig-
glych). Na przykiad ciagly ukiad o niewlasciwej transmitancji operatorowe;

52 /(s +1), ktérego biegun ma ujemna cze$¢ rzeczywista, jest niestabilny.

2.2. Przyktady ukladéw o niepewnych parametrach
Przyklad 2.1. Obwdd elektryczny

Rozpatrzmy obwod elektryczny, ktérego schemat jest przedstawiony na ry-
sunku 2.1. Napigciem wejsciowym jest e(7), a napigciem wyjsciowym jest u, ().
Przyjmujac, ze warto$ci rezystancji R oraz indukcyjnosci L nie sa dokladnie zna-
ne, przy czym R=1+qy, L=1+gq;, gdzie g; €[-01,0.1], g, €[-01,01], model
matematyczny obwodu mozna przedstawi¢ w postaci rodziny transmitancji opera-
torowych (2.4), gdzie

s(+gy)+2+4¢
57025(1+ g3) + s> (1875 +025g, +15¢,) + s(35+15q, +qo)+2+q,
(2.11)

G(s,q)=
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geQ, przy czym q = [ql,qz]T jest wektorem odchytek wartosci rezystancji R

oraz indukeyjnosci L od wartosci nominalnych R=1 [Q]i L= 1 [H], za$

0=1{q=[q9.921": a4 €[-01,01], k=12}. (2.12)
05 Q Pl L
S 1
056F
w()  osF == H 10 p
1Q
| P S

Rys. 2.1. Schemat obwodu do przyktadu 2.1

Przyklad 2.2. Uklad regulacji potozenia [136]

Rozpatrzmy uklad automatycznej regulacji potozenia z obcowzbudnym silni-
kiem pradu stalego, sterowanym od strony twornika przy stalym strumieniu wzbu-

dzenia.
Zlinearyzowany uklad réwnan, opisujacych silnik, ma postaé

U(t)— E(t) = Rz(t)+Ld’(’) (2.13)

d6(s)
E(t)y=K—— o (2.14)
d? G(t) d6(1) 015

M(t)=Ki(t)=J - +B=

gdzie:
U(t)— napigcie twornika,
i(t) — prad twornika,
Ri L — rezystancja i indukcyjnos¢ twornika,
E(t)— sita przeciwelektromotoryczna,
0(r) — kat obrotu watu,
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M(t)— moment obrotowy silnika,

J1B —moment bezwladnosci na wale twornika i wspodlczynnik tarcia

lepkiego,

K - staly wspotczynnik.

Przyjmijmy, ze R=2[Q], K=1[Vs], B=0l [kgm?/s], niepewnymi za$
parametrami sg: warto$¢ momentu bezwladnosci J oraz wartogé indukeyjnosci L
przy czym 001<J <01 [kgm?], 0.05< L <01 [H].

Przyjmujac x(z) = [6(1), 6(1), iO]F oraz y(t)=06(t) otrzymamy model sil-
nika w postaci réwnan stanu

x(1) = Ax(t) + Bu(?), | (2.16)

(1) =Cx(), (2.17)
gdzie
0 1 0 0
A4=10 -01/J 1/J |; B=| 0 |[; C=[1 0 0] (2.18)
0 -1/L -2/L 1/L

Stosujac  sprzezenie zwrotne wu(f)= Fx(t)+r(t), gdzie F= [-1 1 1]
a r(t) jest zadanym polozeniem katowym watu twornika, otrzymamy model ukla-
du regulacji potozenia w postaci réwnan stanu

x(1) = A(q)x(t)+ B(q)r(z), (2.19)
W1)=C(g)x(1), | (2.20)
gdzie
0 1 0 0
A=\ 0 -0lg; g, |; Bp=|0[; Clg)=C=[1 0 0],(221)
-4 0 -q 9

q € O, przy czym q=[q1,q2]T, q=1/L, g5 =1/J oraz

0={q=[a1.92]": 91 €[10,20], g, € [10,100]}. (2.22)

17



Rozpatrywany ukiad regulacji o niepewnych parametrach mozna tez zapisac
w postaci rodziny transmitancji operatorowych (2.4), gdzie

53 +52(q1 +01g2)+01q1925+q19>

G, (s,q)=C(sI - A(q)) ' B(9) =
q € O, przy czym zbior Q ma postac (2.22).

Przyklad 2.3. Sterowanie automatyczne orientacjq w przestrzeni satelity ba-

dawczego [60)]

Modelem fizycznym satelity badawczego dokonujacego ppmiaréw astrono-
micznych (zdje¢) podczas lotu na orbicie wok('){ziemslfiej sa dVYle m,as.y p(?}qczoPe
gietkim watem, charakteryzujacym si¢ wspotczynnikiem sp.re;%ystosm k i wsp(.)%—
czynnikiem tlumienia lepkiego d. Wartosci tych wspotezynnikow podlegaja zmia-
nom wraz ze zmianami temperatury, przy czym 009<k<04, zas

0.04v0.1k <d <+/01k.

Liniowe réwnania ruchu satelity majg postac

J16,(0) + d (8, (£) = B5(1)) + k(B (1) — 65(1)) = T (1), (2.24)

J165 (1) + d(85 (1) — 61(1)) + k(6,(1) - 6,(1)) = 0, | (2.25)

gdzie J; i J, sa to momenty bezwtadno$ci poszczegélnych mas, 6(1) i65(2) sa
to odchylenia katowe tych mas od potozen zadanych, a 7,(¢) jest sterujacym mo-

mentem obrotowym. . ,
Dla J; =11 J, =0. transmitancja operatorowa satelity ma postac

_6(s) __ 10gps+10gy 2.26)
T,(s)  s2(s® +11gps+11qy)

G(s,9)

gdzie g = [C]1,CI2]T> przy czym q; =k, gy =d.

W celu automatycznego sterowania polozeniem satelity zastosowano uktad
regulacji automatycznej o schemacie blokowym przedstawionym na rysunku 2.2,
gdzie
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(s/09) +1

C(s)=0.5(14s+1) .
[(s/25)+1]

(2.27)

Na transmitancje operatorowa korektora
(227) skiada si¢ transmitancja operatorowa ~ v
G,(s)=05(14s5+1) regulatora PD oraz trans-
mitancja operatorowa filtru $rodkowo-zaporo-
wego.

Transmitancja operatorowa ukladu za-

mknigtego ztozonego z obiektu (2.26) i korek- RYS- 2:2. Uklad regulacji automatycznej
) z obiektem o niepewnych parametrach
tora (2.27) ma postaé

v

C(s)

G.s )_0.5-625'(qls+q2)(1.4s+l)(s2+0.81)
2 0.81 w(s,q)

) (2.28)
gdzie

w(s,q) =50 +57(50+11g,)+s*(625+11¢, +5951234;)+ 5> (5951.23¢; +10733¢5)
+ 5710733, +4375q5) + s(43754, +3125g,) + 3 125¢,, (2.29)

q € 0, przy czym

O={q=191.9> ]T: g1 €[0.09, 0.4], g, €[0.0038, 0.04]}. (2.30)

Przyklad 2.4. Automatyczne sterowanie kierunkiem ruchu pojazdu [5, 6]

Rozpatrzmy problem automatycznego sterowania ruchem autobusu, ktory
porusza si¢ bez udziatu czlowieka po zadanej drodze. Trajektoria ruchu jest zadana
przez przewod umieszczony pod powierzchnig jezdni. Pole elektromagnetyczne
wytwarzane przez ten przewdd jest mierzone przez czujniki umieszczone w pojez-
dzie, dzigki czemu w kazdej chwili jest znane odchylenie toru ruchu autobusu od
toru zadanego. Zadaniem uktadu regulacji automatyczne;j jest biezace korygowanie

toru ruchu autobusu (za pomoca silnikéw sterujacych), tak aby minimalizowaé
odchylenie od zadanego toru.



Uklad regulacji automatycznej ruchem autobusu Daimler Benz O 305 ma
schemat blokowy pokazany na rysunku 2.2, gdzie

41(s26098¢,9, + 388600 + 48280q;)

231)
G(s,q)= ’ (
D=5 (2208 +51077q145 + 270000 +1684705)
23445 +10938s +9375
C(s)=— - 2 ’ o
45057 +12505+15625

a niepewnymi parametrami sa: g} =V — predko$¢ autobusu, g, = m/ u — iloraz
masy autobusu (zaleznej od liczby pasazerow) i wspc')}czynr'nika tarcia (zaleznego
od stanu nawierzchni drogi, np. przy nawierzchni suchej p=1), przy czym

g1 €[3,20] [m/s], g2 €[995,32] [tony]. .
Transmitancja operatorowa ukfadu zamknigtego zlozonego z obiektu (2.31)
i korektora (2.32) ma posta¢

, 2 ,
_ g1(576098¢g, + 5388600 + 48280, )(23445” + 109385 +9375) 5 33
= w(s,q)

G,(s.9)

gdzie

w(s,q)= }%ai(q)si, ge g, (2.34)
i=0

ag(q)=4iq3 »

a7(q)="50g7 3 +1080g193,

a6(g)=125103 g1 g5 +1684%gy +539-10°q1q5 +270- 10°,

as(q)=15610%¢7q3 + 840gfqs +135-10%q g, +135- 10°,

a4(q)=145-10°¢g, +168-10°q10, +338-108,

a3(q)=693-10°¢7g, +911-10%¢; +4220-108,

ay(q)=572-10°¢q, +113:10%] +4250-10%¢y,

ay(q)=528-10°g% +3640-10°;,

ag(q)=453-10%{,
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przy czym
O={q= [ql,qz]T: qy €13, 20], g5 €[995,32]}. ‘ (2.35)
Przyklad 2.5. Sterowanie pochyleniem wzdhuznym samolotu [12, 14]
Rozpatrzmy problem regulacji wielkosci kata pochylenia wzdtuznego samo-

lotu Concorde podczas lotu z predkodcia ponaddzwickowa.
Dynamike samolotu mozna opisa¢ transmitancja operatorows

K(10s+1)
G(s) = ,
) (5?1 02)+(2Es/ w,))+1

(2.36)

gdzie niepewnymi parametrami sa: wspotczynnik wzmocnienia K, pulsacja drgan
wlasnych nie ttumionych @, oraz wzgledny wspétezynnik thumienia &. K moze
przyjmowa¢ warto$ci z przedziatu [0.02,0.2], w zaleznosci od obciazenia samolotu
(wartos¢ nominalna K =011), wartos¢ pulsacji w, zmienia si¢ w zakresie
£10% wartosci nominalnej ®, 9 =25, a wartos¢ wspotczynnika thumienia &
moze zmienia¢ si¢ w zakresie £10% wartosci nominalnej & =03 .

Przyjmujac K=Ky +q; =011+q; 28w, =280,0+ ¢y =15+¢; 0> =

n

corzlo +g3 = 6.25+ g3, transmitancj¢ (2.36) napiszemy w postaci

G(s,q)=39.06 s(0.1276 +1.64,)+ (00176 + 0.164,) ’ 2.37)
s+ s(15+qp)+(625+¢q3)

gdzie g = [qban%]T, oraz g1 €{-0.09,0.09], g, €[-0.285,0315], g3 € [-1.1875,
1.3125].

Schemat blokowy ukfadu regulacji pochyleniem wzdluznym samolotu ma
postaé jak na rysunku 2.2, przy czym

2552 +100s + 100

C(s)=1280— ; - :
s> +801s* +3808s° + 5638052 + 2556005 + 25000

. (2.38)
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Transmitancja operatorowa uktadu zamknigtego ma postac

_ 49996.8[5(0176 +1.6q;) +(0.0176 + 01641)](255> +100s +100)

G,(s,9)= , (2.39)
w(s,9)
gdzie
7 .
w(s,q)= 2a(q)s', qe0, (2.40)
=0 )

przy czym

a7(q) = 13

a6(q) =816+,
as(q)=39344+801q, + g3,

a4(q) = 62592.63+ 3808¢, + 801g3,

a3(q) = 58395592 + 19998724 + 563804, + 380843,
ay(q)=166271727 + 8019486.72g; + 255600¢, + 56380g3,
ay(q) = 2602938.05 + 8079482.88¢; + 25000¢, +255600g3,
ag(q) = 24424437 + 79994.884; +25000g3,

0 = {q:q; €[-0.09, 0.09], g, €[-0.285,0315],¢3 € [-11875,13125]}. (2.41)

Przyklad 2.6. Ukiad dyskretny

Rozpatrzmy dyskretny uklad regulacji automatycznej, ktorego schemat
blokowy jest przedstawiony na rysunku 2.3. Sklada si¢ on z czlonu formu-

jacego (ekstrapolatora zerowego rzedu) o transmitancji operatorowej G r(s)=
(1-exp(—sT;))/ s, gdzie T; jest okresem impulsowania, oraz obiektu o nie-

pewnych parametrach, o transmitancji operatorowe;j

9192

, g=lanarl’, (2.42)
s(s+q3)

G(s,q)=

gdzie g = k jest wzmocnieniem w ukfadzie otwartym, a g, =1/T jest odwrotno-
$cia stalej czasowej obiektu, przy czym q; €[1, 3], g, €[2.5, 4].
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T

—'TL Gqs) Gs,q) —

Rys. 2.3. Uklad dyskretny z obiektem o niepewnych parametrach

Transmitancja dyskretna ukfadu zamknigtego ma postaé

G:(z,q)= L(z,q) M(z,q9), q€Q,

gdzie
L(z,q) = qi[2(q2T; — 1+ exp(—q,T;)) + 1 — exp(—q, T} ) —
q27T; exp(—q,T;)],
M(z,q)=ay(q)z* + a1(q)z + ag(q),
przy czym

ax(q)=q,
a1(q9) = q1lg2T; — 1+ exp(=q2T;)] - g2 (1 + exp(=¢, T})),
ao(q) = qill - exp(=q27;) — g2 7; exp(=g2T;)] + g exp(—q,T}),

O={q=[q1.921":q1 €[.3], g, €[25,4]}.

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)
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3. PODSTAWOWE DEFINICJE I TWIERDZENIA

Stabilno$¢ dynamicznego ukfadu liniowego stacjonarnego jest calkowicie
okreslona przez rozktad zer jego wielomianu charakterystycznego lub, réwnowaz-
nie, przez rozklad wartosci wlasnych jego macierzy stanu. Z tego powodu, dla
prostoty sformutowan, bedziemy réwnowaznie moéwi¢ o stabilnosci ukladu dyna-
micznego i jego wielomianu charakterystycznego lub jego macierzy stanu.

Analizujac problem stabilnosci uktadéw o niepewnych parametrach bedzie-
my rozpatrywaé stabilno$é¢ wielomianéw o niedoktadnie znanych wspotezynnikach
oraz stabilno$§¢ macierzy o niedokfadnie znanych elementach. W rozwazaniach
ograniczymy sie glownie do wielomianow o rzeczywistych wspétczynnikach oraz
macierzy o rzeczywistych elementach.

Niech D bedzie jednospdjnym otwartym obszarem na plaszczyznie zmiennej
zespolonej lub sumg skonczonej liczby takich roztacznych obszarow, tzn.

N
D=UD,, D,ND,=@ dlai=k. A (3.1)
i=1

Zalozmy ponadto, ze obszar D jest symetryczny wzgledem osi rzeczywistej.
Przyktady pojedynczych obszaréw D sa podane w Dodatku. Przykiadem ob-
szaru D zlozonego z kilku rozlacznych podobszardéw jest obszar rozpatrywany

w przyktadzie 7.6.
Wezmy pod uwage wielomian w(s) o dokfadnie znanych wspétczynnikach

rzeczywistych lub zespolonych oraz kwadratowa macierz A o znanych elementach,
tez rzeczywistych lub zespolonych.

Definicja 3.1. Wielomian w(s) bedziemy nazywaé D-stabilnym, jezeli wszystkie

jego zera leza w obszarze D.
Definicja 3.2. Macierz A bedziemy nazywac¢ D-stabilna, jezeli wszystkie jej waro-

$ci wlasne leza w obszarze D.
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Pojecie D-stabilnosci jest ogdlniejsze od pojecia asymptotycznej stabilnosci
ukladéw ciagtych (D jest otwarta lewa pétplaszczyzna) i dyskretnych (D jest
otwartym kotem jednostkowym). Dlatego tez wprowadzmy dodatkowe, podane
ponizej definicje.

Definicja 3.3. Wielomian w(s) bedziemy nazywa¢ L-stabilnym (K-stabil-nym),
Jezeli wszystkie jego zera leza w otwartej lewej potplaszezyznie (w otwartym kole
jednostkowym). 1]

Definicja 3.4. Macierz 4 bedziemy nazywa¢ L-stabilng (K-stabilna), jezeli
wszystkie jej wartosci wiasne leza w otwartej lewej poltplaszczyznie (w otwartym
kole jednostkowym. N

3.1. Definicje odpornej stabilnosci rodziny wielomianéw
charakterystycznych

Wielomian charakterystyczny uktadu liniowego stacjonarnego o niepewnych
parametrach mozna przedstawi¢ w postaci

w(s,q)= Y.a;(q)s’, qeQ, (3.2)
i=0

gdzie q = [ql,qz,...,qm]T jest wektorem niepewnych fizycznych parametréw ukta-
du, wspétezynniki a,(q) (i=0,1,...,n) sa ciagtymi funkcjami swoich argument6w,
za$ zbiér () wartosci niepewnych parametréw jest m-wymiarowym prostopadto-
$cianem, o postaci

Q=1{q:qx €lqx.ai ], 9k <qi, k=12,...m}. (3.3)
W dalszych rozwazaniach bedziemy zakladaé, ze wielomian (3.2) jest wielo-

mianem statego stopnia, tzn. a,(q)# 0, Vq € Q. Nie zmniejszajac ogolnosci roz-
wazan bedziemy przyjmowac¢, ze a,(q) >0, Vg e Q.
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Dla kazdego ustalonego q € O wielomian (3.2) w przestrzeni swoich wspot-

czynnikoéw jest reprezentowany przez wektor a(q)=[ao(q),al(q),...,an(q)]T.

Natomiast rodzina wielomianow
W(s,Q)={w(s,q):q € O} (3.4)
w przestrzeni wspolczynnikow wielomianu (3.2) jest reprezentowana przez zbior
A={a(q).q € 0}. (3.5)

Oznaczmy przez wy(s) = w(s,qy) wielomian nominalny (odniesienia) rodzi-
ny (3.4). Odpowiada on nominalnym wartosciom niepewnych parametrow
qg, k=1,2,...,m Jezeli nie sa one okreslone, to za nominalne mozna przyjaé np.

warto$ci obliczone ze wzoru
0 - + _
q; =05(q +qr ), k=12,...,m. (3.6)

Zat6zmy, ze wielomian nominalny wg(s) = w(s,qy) ma n; 21 zer w podob-
szarze D;,i=12,...,N, przy czym n +ny+..+ny =n.

Definicja 3.5. Rodzing wielomianéw W(s,(J) bedziemy nazywaé odpornie
D-stabilng, jezeli dla kazdego g e () wszystkie zera wielomianu w(s,q) leza
w obszarze D, tzn. dla kazdego ustalonego ¢ € Q ma on w kazdym z podobszarow
D;, i=12,..,N, tyle samo zer co wielomian nominalny (odniesienia) wo(s). [l

Definicja 3.6. Zbiorem spektralnym S[W] rodziny (3.4) wielomianéow bedziemy
nazywa¢ zbior zer wszystkich wielomiandéw nalezacych do tej rodziny, zdefinio-
wany nastgpujaco:

SW]={seC:w(s,q)=0,q € 0}, 3.7

gdzie C jest ciatlem liczb zespolonych.
Poniewaz wszystkie wielomiany nalezace do rodziny W(s,(J) maja ten sam

stopien, zbior spektralny S[#] jest ograniczony i domknigty.
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Zgodnie z definicja 3.5 rodzina W(s,Q) wielomianéw jest odpornie

D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr spektralny S[#] jest podzbiorem zbioru
D,y. S[Wlc D.

W przypadkach szczegdlnych, kiedy obszar D  jest otwarta lewa pot-
ptaszczyzng lub otwartym kotem jednostkowym, odporna stabilnosé mozna zdefi-
niowa¢ w sposob podany ponizej.

Definicja 3.7. Rodzing wielomian6w (3.4) bedziemy nazywaé odpornie L-stabilna
(K-stabilng), jezeli dla kazdego g € Q wszystkie zera wielomianu w(s,q) leza

w otwartej lewej pdiplaszczyznie (w otwartym kole jednostkowym). []

W dalszych rozwazaniach bedziemy réwnowaznie mowi¢é o odpornej
D-stabilnosci (lub L-stabilnosci czy K-stabilnosci) rodziny wielomianéw (3.4)
i wielomianu w(s,q) o niepewnych wspétczynnikach.

3.2. Definicje odpornej stabilnoSci rodziny macierzy stanu

Macierz stanu ukladu liniowego stacjonarnego o niepewnych parametrach
mozna przedstawi¢ w postaci

A(q)z[ay(q)]a i=j=1:27'-':n5 ‘IGQa ] (38)

gdzie ¢ = [ql,qz,...,qm]T Jjest wektorem niepewnych fizycznych parametréw ukta-
du, elementy a;(q) (i,j=12,....n) sa ciaglymi funkcjami swoich argumentéw,
za$ zbidr Q) warto$ci niepewnych parametréw ma postaé (3.3).

Podobnie jak w przypadku wielomiandw, przez ¢, oznaczmy wektor nomi-

nalnych warto$ci niepewnych parametréw. Jezeli nie sq one okre$lone, to za nomi-
nalne mozna przyjaé wartosci obliczone ze wzoru (3.6). Ponadto, przez
Ay = A(qq) oznaczmy macierz nominalng (odniesienia) rodziny macierzy

A(Q)=1{A(q):q € O} 3.9)

Zalozmy, ze macierz nominalna Ay = A(qy) ma n; 21 wartos$ci wiasnych
w podobszarze D;,i=12,..,N, przy czym nj+ ny+..4ny =n.
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Definicja 3.8. Rodzing macierzy (3.9) bedziemy nazywaé odpornie D-stabilna,
jezeli dla kazdego q € Q wszystkie warto$ci wlasne macierzy A(q) leza w obsza-

rze D, tzn. dla kazdego ustalonego g€ O ma ona w kazdym z podobszarow
D;,i=12,...,N, tyle samo wartosci wlasnych co macierz nominalna Ay . o

Z definicji 3.5 i 3.8 wynika, ze formulujac zadanie badania odpornej
D-stabilnosci rodziny wielomianéw (3.4) lub rodziny macierzy (3.9) nie mozna
przyjaé¢ dowolnego obszaru D na plaszczyZznie zmiennej zespolonej. Przy dobrze
postawionym zadaniu badania odpornej D-stabilnosci, obszarem D jest taki ob-
szar (3.1), ze w kazdym z jego podobszaréw wielomian nominalny rodziny wielo-
mianéw (3.4) (lub macierz nominalna rodziny macierzy (3.9)) ma przynajmniej
jedno zero (jedna warto$¢ wilasng).

Definicja 3.9. Rodzing macierzy (3.9) bedziemy nazywaé odpornie L-stabilng
(K-stabilng), jezeli dla kazdego ustalonego g € O wszystkie wartosci wiasne ma-

cierzy A(q) leza w otwartej lewej potptaszczyznie (w otwartym kole jednostko-
wym). ]

W dalszych rozwazaniach bedziemy réownowaznie méwi¢ o D-stabilnosci
(lub L-stabilnosci czy K-stabilnosci) rodziny macierzy (3.9) i macierzy A(q)

o niepewnych elementach.
Wartosci wlasne macierzy stanu A(g) sa miejscami zerowymi jej wielomia-

nu charakterystycznego

w(s,q) = det(sI - A(q)), (3.10)

ktéry ma ogélng postaé (3.2), przy a,(q)=1. Oznacza to, Ze rodzina macierzy
(3.9) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy rodzina (3.4) jej wielomia-
néw charakterystycznych jest odpornie D-stabilna. Wobec tego problem badania
odpornej D-stabilno$ci rodziny macierzy stanu (3.9) mozna sprowadzi¢ do pro-
blemu badania odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw charakterystycznych
(3.4), wyznaczajac ze wzoru (3.10) wielomian charakterystyczny w(s,q) macierzy
stanu A(q). Nie jest to jednak sprawa prosta w przypadku macierzy o duzych
wymiarach oraz przy duzej liczbie niepewnych parametréw. Ponadto, wymaga to
obliczen symbolicznych przy obliczeniach z uzyciem komputerow. '
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Podobnie jak dla wielomianéw, wprowadZmy pojecie zbioru spektralnego
rodziny macierzy stanu (3.9). '

Definicja 3.10. Zbior
S[A]l={seC:det(s] - A(q))=0,q € O} (3.1D)

bedziemy nazywac zbiorem spektralnym rodziny (3.9) macierzy stanu. !

Zbior spektralny (3.11) jest zbiorem wartosci wlasnych wszystkich macierzy
nalezacych do rodziny (3.9). Zgodnie z definicja 3.8, rodzina 4(Q) macierzy jest

odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér spektralny (3.11) jest podzbio-
rem zbioru D, tj. S[A]c D.

3.3. Wprowadzenie do teorii odpornej stabilnos$ci

Problem rozkiadu zer wielomianéw na plaszczyznie zmienne;j zespolonej byt
rozpatrywany w wielu pracach, w tym np. w monografiach [65, 94]. Na ich pod-
stawie mozna sformufowaé ponizszy lemat, odgrywajacy istotng role w teorii od-
pornej stabilnosci ukfadow o niepewnych parametrach.

Lemat 3.1. Jezeli wielomian w(s,q) o postaci (3.2) ma stopien n dla kazdego
g €, a jego wspdlczynniki sa cigglymi funkcjami niepewnych parametréw, to
zera s;(q), i=12,...,n, tego wielomianu zaleza w sposdb ciagly od wartosci nie-
pewnych parametrow.

Ze wzoru (3.10) i lematu 3.1 wynika, Ze jezeli elementy macierzy stanu A(q)
sq ciaglymi funkcjami niepewnych parametréw, to jej wartosci whasne sa tez cia-
glymi funkcjami tych parametrow.

Lemat 3.2. Jezeli wielomian w(s,q) jest D-stabilny dla przynajmniej jednego
g € O, natomiast rodzina wielomianéw W(s, Q) stalego stopnia nie jest odpornie
D-stabilna, to w zbiorze () istnieje taki wektor g*, ze zera wielomianu w(s,q*)
leza na brzegu dD obszaru D i w otwartym obszarze D.
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Dowéd. Jezeli rodzina W(s,Q) nie jest odpornie D-stabilna, to istnieje np. wektor
q=4q; €Q taki, ze nie wszystkie zera wielomianu w(s,q) leza w obszarze D.
Przyjmijmy, ze wielomian w(s,q) jest D-stabilny np. dla ¢ = ¢ .

Warto$ci zer wielomianu w(s,q) zmieniaja si¢ w sposdb ciagly przy ciaglych
zmianach warto$ci niepewnych parametréw (zgodnie z lematem 3.1). Jezeli wiec
wszystkie zera wielomianu w(s,q) leza wewnatrz otwartego obszaru D przy
q =4y, zas dla q = q; istnieje przynajmniej jedno zero tego wielomianu potozone
na zewnatrz D, to w zbiorze () musi istnie¢ inny przynajmniej jeden wektor, np.
q = q*, dla ktérego w(s,q*)=0 dla se€dD idlas polozonych wewnatrz D. [

Z lematu 3.2 i powyzszych rozwazan wynika ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. Niech wielomian nominalny wy(s)=w(s,qy) bedzie D-sta-
bilny. Rodzina wielomianéw (3.4) stalego stopnia jest odpornie D-stabilna wtedy
i tylko wtedy, gdy

w(s,q)#0, VqeQ i VsedD, (3.12)

tzn. rodzina wielomianéw W (s, () nie ma zer na brzegu obszaru D. [

Z twierdzenia 3.1 wynika, ze przy badaniu odpornej D-stabilnosci rodziny
wielomianéw (3.4) mozna ograniczy¢ si¢ tylko do sprawdzenia, czy ma ona zera
na brzegu obszaru D. Nalezy przy tym podkresli¢, ze warunek (3.12) jest warun-
kiem koniecznym i wystarczajacym polozenia wszystkich zer rodziny wielomia-
néw (3.4) w otwartym obszarze D tylko wtedy, gdy w tej rodzinie istnieje przy-
najmniej jeden wielomian, ktérego wszystkie zera leza w D. Jezeli taki wielomian
nie istnieje, to warunek (3.12) moze by¢ spetniony np. wtedy, gdy wszystkie zera
kazdego wielomianu nalezacego do rodziny (3.4) leza poza obszarem D, czyli ro-
dzina (3.4) nie jest odpornie D-stabilna.

Twierdzenie 3.1 nosi nazwe twierdzenia o przekroczeniu brzegu (obszaru D).

Uwzgledniajac wzor (3.10), twierdzenie 3.1 mozna sformutowaé w odniesie-

niu do rodziny A(Q) macierzy.

Twierdzenie 3.2. Niech macierz nominalna 4y = A(qq) bedzie D-stabilna. Ro-

dzina macierzy A(Q) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazde-
go g € Q macierz A(g) nie ma warto$ci wlasnych na brzegu dD obszaru D. [
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W dalszej czesci pracy (np. w punkcie 4.3) bedziemy korzystac z graficznych
warunkdw D-stabilnosci wielomianéw, wynikajacych z zasady argumentu [91,
9?1]..M02na Jja w odniesieniu do wielomianéw sformutowa¢ w sposob podany po-
nizej.

Niech dD bedzie brzegiem otwartego obszaru D, zlozonym z jednej za-
mknigtej krzywej gladkiej o opisie parametrycznym s= f( y), y €[o, B], zorien-
towanej dodatnio wzgledem wnetrza D. Krzywa jest zorientowana dodatnio
wzgledem swego wnetrza, jezeli w czasie obiegu po tej krzywej w kierunku odpo-
wiadajacym wzrostowi parametru y mamy wnetrze D po stronie lewej (czyli ruch
po krzywej dD odbywa si¢ w kierunku matematycznie dodatnim).

Zatézmy, ze dany jest wielomian w(s) stopnia n>m, ktéry nie ma zer na
krzywej dD .

Twierdzenie 3.3. Wielomian w(s) ma m zer w obszarze D wtedy i tylko wtedy,
gdy
Aarg w( f(y))=m2r, (3.13)

asy<p

czyli przyrost argumentu w(s) wzdtuz dD wynosi m2r , lub réwnowaznie, wy-
kres funkcji w( f(y)), nie trafiajac w poczatek plaszczyzny zmiennej zespolone;j,
okraza go m razy w kierunku matematycznie dodatnim przy y Zmieniajacym sig o
o do B. [

Niech wielomian odniesienia wy(s) stopnia n ma m zer wewnatrz obszaru D
i nie ma zer na jego brzegu.

Twierdzenie 3.4. Wielomian w(s) ma m zer w obszarze D wtedy Ai tylko wtedy,
gdy

Aarg w(f(y))=0, (3.14)
aly<f

gdzie W(s)=w(s)/ wy(s), czyli przy y zmieniajacym sie od « do B wykres
funkeji W(f(»y)) nie okraza poczatku plaszczyzny zmienne; zespolonej ani tez nie
przechodzi przez niego.
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Dowéd. Dowod wynika bezposrednio ze wzoru

Aarg w( f(y))=Aargw(f(y))— Aargwy(f(¥))

oraz z twierdzenia 3.3. (1

W przypadku, gdy D jest otwarta lewa poiplaszczyzna, ktérej brzeg ma opis
parametryczny S = jy, y € (—eo,o0), przyrost argumentu w(s) wzdluz dD jest
inny niz w przypadku obszaru ograniczonego krzywa zamknigta: Mianowicie,
wielomian w(s) stopnia n>m (ktory nie ma zer na krzywej dD) ma m zer
w obszarze D wtedy i tylko wtedy, gdy przyrost argumentu w(s) wzdluz 0D wy-
nosi mzn . Podobnie jest w przypadku przesunigtej otwartej lewej poiplaszezyzny,
ktorej opis parametryczny jest podany w Dodatku.

Znane w teorii sterowania twierdzenia: Michajtowa i Nyquista (np. [78, 79])
oraz zmodyfikowane twierdzenie Michajlowa [128] wynikaja bezposrednio
z twierdzenia 3.3 (przy uwzglednieniu powyzszej uwagi dotyczacej wielkosci
przyrostu argumentu) oraz z twierdzenia 3.4.

Przy badaniu L-stabilnosci wielomianéw o rzeczywistych wspotczynnikach
mozemy ograniczy¢ sig tylko do czgsci obszaru D lezacej w potplaszczyznie
Ims >0, ktérego brzeg ma opis parametryczny s = jy, y €[0,c°).

Twierdzenie 3.5. Wielomian w(s) stopnia n jest L-stabilny wtedy i tylko wtedy,

gdy spetnione sa dwa ponizsze rownowazne sobie warunki

Aarg w(jy)=nm/2, (3.15)

0<y<eo

czyli wykres funkcji w(jy)(zwany hodografem Michajlowa) rozpoczyna si¢ na
dodatniej potosi rzeczywistej dla y=0 i przy y zmieniajacym si¢ od 0 do oo
przebiega w kierunku matematycznie dodatnim, nie trafiajac w poczatek plaszczy-
zny zmiennej zespolonej, przez n ¢wiartek tej plaszczyzny, lub

Aarg w(jy)=0, (3.16)

0<y<eo

gdzie W(s)=w(s)/ wo(s), przy czym wy(s) jest dowolnym L-stabilnym wielo-
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mianem stopnia n, czyli przy y zmieniajacym si¢ od 0 do e wykres funkcji W(jy)
(zwany zmodyfikowanym hodografem Michajlowa) nie okraza poczatku plaszczy-
zny zmiennej zespolonej ani tez nie przechodzi przez niego. [
, Przy badaniu K-stabilnosci obszar D jest otwartym kotem jednostkowym,
ktérego brzeg ma opis parametryczny s=exp(jyx), y €[0,2], przy czym mozna
ograniczy¢ si¢ tylko do wartosci y €[0,1]) przy rozpatrywaniu wielomianéw
o rzeczywistych wspéfczynnikach, ktérych zespolone zera sa parami sprzezone.
Twierdzenie 3.6. Wielomian w(s) stopnia n jest K-stabilny wtedy i tylko wtedy,

gdy spelnione sa dwa ponizsze rGwnowazne sobie warunki

Aarg w(exp(jyr)) = nx,, (3.17)
0<y<l

czyli wykres funkeji w(exp(jym)) (tzw. hodograf Michajlowa) przy y zmieniaja-

cym si¢ od 0 do 1, nie trafiajac w poczatek plaszczyzny zmiennej zespolone;j,
okraza go n/2 razy w kierunku matematycznie dodatnim, lub

Aarg w(exp(jym))=0, (3.18)
0<y<1

gdzie w(s)=w(s)/ wo(s), przy czym wy(s) jest dowolnym K-stabilnym wielo-
mianem stopnia n, czyli przy y zmieniajacym si¢ od 0 do 1 wykres funkcji
w(exp(jym)) (zmodyfikowany hodograf Michajtowa) nie okraza poczatku plasz-

czyzny zmiennej zespolonej ani tez przez niego nie przechodzi. M
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4. METODY BADANIA ODPORNEJ STABILNOSCI

Badanie odpornej D-stabilnodci uktadow dynamicznych o niepewnych para-
metrach polega na sprawdzeniu, czy zbidr spektralny rodziny wielomiandw
W(s,Q) lub zbidr spektralny rodziny macierzy A(Q) lezy w zadanym otwartym
obszarze D na plaszczyznie zmiennej zespolonej (zgodnie z definicjami 3.5 i 3.8).

Potozenie zbioru spektralnego wzgledem obszaru D moze by¢ sprawdzone
posrednio (za pomoca odpowiednich metod) badZz tez bezposrednio (w drodze
wyznaczania zer wielomianow lub warto$ci wlasnych macierzy za pomoca obli-
czen komputerowych z graficzna prezentacja wynikow).

Ogoblne metody (zarowno bezposrednie jak i posrednie) sprawdzania poloze-
nia zbioru spektralnego wzgledem obszaru D na plaszczyZnie zmiennej zespolone;
beda omoéwione w niniejszym rozdziale.

4.1. Metoda zbioru spektralnego

Stosujac obliczenia komputerowe z graficzng prezentacja wynikow, odporna
D-stabilnos¢ uktadu dynamicznego o niepewnych parametrach mozna badaé bez-
posrednio poprzez wyznaczenie zbioru spektralnego rodziny jego wielomianéw
charakterystycznych (lub rodziny jego macierzy stanu), wykreslenie brzegdéw ob-
szaru D i ,,wizualne” sprawdzenie, czy zbior spektralny lezy wewnatrz obszaru D.
W takiej metodzie wyznaczenie zbioru spektralnego wymaga odpowiednich, dosy¢
ztozonych w przypadku ogdinym metod i programéw komputerowych.

Brzeg zbioru spektralnego mozna w miare prosto wyznaczy¢ (z zastosowa-
niem obliczen komputerowych) jedynie w przypadku rodziny wielomianow
o wspotczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw, stosujac np.
obliczeniowa metode podana w pracy [15] lub wykorzystujac lemat 7.3.
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W przypadku ogélnym zbiér spektralny (a wilasciwie Jego ogdlny zarys)
mozna wyznaczy¢ dokonujac dyskretyzacji (z odpowiednio matym krokiem) war-
tosci poszczegdlnych niepewnych parametrow w zadanych przedzialach. Otrzy-
mamy w ten sposdb dyskretyzacje zbioru QO wartosci niepewnych parametrow
poprzez utworzenie w nim siatki. Obliczajac z kolei zera wielomianu (lub wartosci
wiasne macierzy) dla warto$ci niepewnych parametréw odpowiadajacych wezlom
tej siatki, otrzymamy skonczony zbidr zer (wartosci wiasnych). Brzeg zbioru
spektralnego jest obwiednia otrzymanego w ten sposéb zbioru zer (wartosci wihas-
nych).

Omowiona powyzej metoda pozwala na rozwiazanie problemu odpornej
D-stabilnosci jedynie wtedy, gdy mozemy wizualnie oceni¢, ze wyznaczony zbidr
zer (wartosci wlasnych) albo wyraznie lezy w otwartym obszarze D, albo tez czgs¢
tego zbioru lezy na zewnatrz D. W przypadku, gdy czesé wyznaczonych zer (war-
tosci wlasnych) jest potozona bardzo blisko brzegéw obszaru D, moga wystapi¢
istotne trudnosci zwiazane z rozstrzygnieciem problemu odpornej D-stabilnosci.
Dodatkowo nalezy pamietaé, ze przy zaleznosci wspotczynnikéw wielomianu
w(s,q) od niepewnych parametréw ogdlniejszej niz liniowa, Jego zera mogg leze¢
na brzegach zbioru spektralnego przy wartosciach wektora q, lezacych wewnatrz
zbioru Q. Istnieje wigc potencjalna grozba, ze przy dyskretyzacji zbioru Q mozna
takie wartosci wektora ¢ pomina¢. Dyskusja na temat mozliwosci wystapienia
takiego przypadku zostata przeprowadzona w pracy [4] (patrz tez przykiad 8.1).

Obliczeniowa efektywnos¢ omdwionej powyzej metody zalezy istotnie od
mocy obliczeniowej posiadanego sprzetu komputerowego, z powodu koniecznosci
wyznaczenia zer duzej liczby wielomianéw lub wartoéci wiasnych duzej liczby
macierzy. Zalezy tez ona od liczby niepewnych parametréw, zakresu ich zmienno-
sci i kroku dyskretyzacji, a takze od stopnia wielomianu charakterystycznego.

Przyklad 4.1. Niech D bedzie otwartym sektorem odcietym, ktérego brzeg ma
opis parametryczny dany wzorem (D.4) przy y =11 6=035. Brzeg rozpatrywa-

nego obszaru D jest narysowany linig ciagta na rysunku 4.1,
Nalezy zbada¢ odporna D-stabilnoéé obwodu elektrycznego rozpatrywanego
w przyktadzie 2.1, ktérego wielomian charakterystyczny ma posta¢

w(s,q)=5025(1+¢,)+s> (1875 +025q, +15¢, )

“.1)
+5(3.5+15¢; +qr)+2+q,

przy czym g, €[-01,0.1], k=12,
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Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie zera wielomianu nominalnego w(s,0) I =,
w obszarze D.

Przyjmujac wartosci g z przedziatu [-0.1, 0.1] z krokiem 0.005 oraz warto-
$ci g, z przedzialu [-0.1, 0.1] z krokiem 0.01 i obliczajac zera otrzymanego w ten
sposob skonczonego zbioru wielomianéw, otrzymamy zbiér zer pokazany na ry-
sunku 4.1. Na tym rysunku sg pokazane potozenia tylko dwdch zer, poniewaz trze-
cie zero (rzeczywiste) wielomianu (4.1) ma warto$¢ réwna okoto -5 i jego potoze-
nie wlasciwie nie zalezy od warto$ci niepewnych parametrow.
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Rys. 4.1. Brzeg obszaru D i wyznaczony zbiér zer wielomianu (4.1)
o niepewnych wspdtczynnikach

Z rysunku 4.1 wynika, ze zera wielomianu (4.1) leza w zadanym obszarze D
(sektor odcigty) dla wszystkich wartosci niepewnych parametréow z zadanych
przedzialow, a wigc rozpatrywany wielomian jest odpornie D-stabilny. [

4.2. Uogolnienie klasycznych analitycznych metod badania
stabilno$ci wielomianéw charakterystycznych

Do badania L-stabilno$ci wielomianéw charakterystycznych stosuje si¢ kryte-
rium Hurwitza oraz kryterium Routha, natomiast do badania K-stabilnosci stosuje
sie kryterium Jury (np. [79]). Badanie stabilno$ci na podstawie wyzej wymienio-
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nych kryteriéw sprowadza sie do sprawdzenia znakow wspotezynnikdéw wielomia-
nu oraz znakéw wyznacznikéw odpowiednich macierzy. Nie Jest to sprawa prosta
w przypadku wielomianéw o niepewnych wspétczynnikach w przypadku ogélnym,
bowiem wyznaczniki s nieliniowymi funkcjami niepewnych parametréw, ktdre
z kolei moga przyjmowaé dowolne wartosci z zadanych przedziatéw.

W przypadku wielomianéw niskiego stopnia oraz malej liczby niepewnych
parametréw klasyczne metody badania stabilnosci moga by¢ z powodzeniem sto-
sowane do badania odpornej L-stabilnosci i K-stabilnosci.

Wezmy pod uwagg rodzing wielomianéw stalego stopnia

W(s,Q)={w(s,q):q € O}, (4.2)
gdzie
w(s,q)= 2 a,(q)s’, (4.3)
i=0

przy czym wspdtezynniki a;(q) (i=0,l,...,n) sa ciaglymi funkcjami swoich ar-
gumentow przy a,(q)>0,Vqe Q, oraz

O={q:q, €lar.q5 1,97 <qi. k=12,....m. (4.4)

Oznaczmy przez wy(s) = w(s,qy) wielomian nominalny rodziny wielomia-
now (4.2).

4.2.1. Odporna L-stabilnosé

Oznaczmy przez

fapi(@) an(e) 0 0 0]
an-3(q) a,2(q) a,(q) - 0 0
an-s(q) a,4(q) a,_ w0 0
Hg)=| 3\ Ot ns(@) 0 (4.5)
0 0 ai(q) ax(q)
i 0 0 0 ay(q)]
macierz Hurwitza stowarzyszong z wielomianem (4.3).
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Uogélniajac kryterium Hurwitza na przypadek wielomianu o niepewnych
wspotezynnikach otrzymamy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.1 (kryterium Hurwitza). Rodzina wielomianéw (4.2) jest odpornie
L-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego g € Q wszystkie wspotczynniki
wielomianu (4.3) sa dodatnie i wszystkie minory gtéwne macierzy H(q) sa do-

datnie. [ff

Bezposrednie stosowanie twierdzenia 4.1 do badania odpornej L-stabilnosci
rodziny wielomianéw (4.2) nie jest sprawa prosta migdzy innymi z powodu ko-
niecznosci sprawdzania znakéw wszystkich n gtéwnych minoréw macierzy H(q).

Prostsze w stosowaniu jest ponizsze kryterium [6].

Twierdzenie 4.2. Niech wielomian nominalny wq(s) bedzie L-stabilny. Rodzina
wielomian6éw (4.2) stalego stopnia jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy,
gdy

detH(q)#0, VqeO. (4.6)

Dowéd. Oznaczmy przez s;(q),i=12,...,n, miejsca zerowe wielomianu (4.3).

Zgodnie z lematem 3.1, zmieniaja one swoje wartosci w sposéb ciagly przy cia-
glych zmianach wartosci niepewnych parametréw.

7 twierdzenia 4.1 wynika, ze (4.6) jest warunkiem koniecznym odpornej
L-stabilnodci rodziny (4.2). Dla dowodu wystarczy wigc wykazac, ze jest on tez
warunkiem wystarczajacym. Dowdd przeprowadzimy nie wprost.

Zalézmy, ze rodzina wielomiandéw (4.2) nie jest odpornie L-stabilna. Z lematu
3.2 wynika, ze wtedy istnieje taki wektor g =g*€ Q, dla kiérego wielomian
w(s,g*) ma przynajmniej jedno zero na osi urojonej. Jezeli jest to zero rzeczywi-
ste, to ay(g*)=0. Jezeli za$ jest to para zer urojonych s;;(g*)==jw*, to

si(q*)+ s (q*¥)=0.
Ze wzoru Orlando [65]

det H(q) = (-1)"" D207 (@yag(q) T1(si(@)+s4(9)) (4.7)

1<i<k<n

wynika, ze w kazdym z wyzej wymienionych przypadkéw warunek (4.6) nie jest
spetniony dla g = g*e Q, co konczy dowdd twierdzenia. il
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Oznaczmy przez

[a,-1(9)  au(q) 0 - 0]

_ a,3(q) a,2(q) a,_1(q) _

H(q) = an—S(q) an-4(q) an—3(q) 0 (4.8)
. 0 0 0 - a)(q))

zredukowang macierza Hurwitza (bez ostatniego wiersza i ostatniej kolumny) sto-
warzyszong z wielomianem (4.3). Latwo zauwazy¢, ze

det H(q) = ay(q)det H(q). (4.9)

Z twierdzenia 4.2 oraz ze wzoru (4.9) wynika nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.3. Niech wielomian nominalny wy(s) bedzie L-stabilny. Rodzina

wielomiandw (4.2) statego stopnia jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy,
gdy

1) ap(9)#0, VqeQ,
2) jest speiniony warunek

det H(q)#0, VqeO. (4.10)

Przyklad 4.2. Nalezy zbada¢ odporna L-stabilno$¢ uktadu regulacji automatycznej
rozpatrywanego w przykladzie 2.2, ktérego wielomian charakterystyczny ma po-
stad

3
w(s,q) =5 +52(q +01g,)+s0lq1qn + 192, q €O, ENCRE)

gdzie
Q={g=[91.92]1":q1 €[10,20]; g5 € [10,100]}. (4.12)
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Latwo sprawdzi¢, ze wielomian nominalny wqy(s)=w(s,qq), gdzie
q0 =[15, SS]T, jest L-stabilny. Ponadto, wszystkie wspotczynniki wielomianu
(4.11) sa dodatnie dla kazdego ¢ € Q. Oznacza to, ze warunek 1) twierdzenia 4.3
jest spetniony.

Wyznaczajac zredukowana macierz Hurwitza, stowarzyszona z wielo-
mianem (4.11), oraz obliczajac jej wyznacznik, otrzymamy det PNI(q):
q192(0.1¢; +0.01g, —1). Latwo sprawdzi¢, ze jest on dodatni dla kazdego ¢ € Q,
co oznacza, ze warunek 2) twierdzenia 4.3 jest spelniony. Rozpatrywany wielo-
mian o niepewnych wspdtczynnikach jest wigc odpornie L-stabilny, zgodnie
z twierdzeniem 4.3. [

4.2.2. Odporna K-stabilnosé¢

Analityczne kryteria K-stabilnos$ci wielomianow charakterystycznych o do-
ktadnie znanych wspétczynnikach sa podane np. w pracach [79, 81]. Najbardziej
dogodnym do uogélnienia na przypadek wielomianéw o niepewnych wspdtczyn-
nikach jest kryterium sformutowane w pracy [76], bedace innym sformutowaniem
znanego kryterium Jury.

Oznaczmy przez

S(q)=X(q)-Y(q), (4.13)

gdzie (pomijajac zaleznos¢ od q)

(a, a,.1 ay,—n - ay 0 0 0 - g
0 a, a,, - a e .
X=|0 0 a, - agl Y=[0 0 ay - a,4| 414
. . .. . 0 ay @ -~ a4
0 0 0 - a,] lap a1 ay - ay 9]

macierz wystepujacgq w kryterium Jury stabilnosci uktadow dyskretnych, stowarzy-
szong z wielomianem (4.3).
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Twierdzenie 4.4 [6]. Niech wielomian nominalny wy(s) bedzie K-stabilny. Ro-

dzina wielomianéw (4.2) stalego stopnia jest odpornie K-stabilna wtedy i tylko
wtedy, gdy

1) w(l,q)#0, VgeQ,
2) w(-1,9)#0, VqeQ,

3) spetniony jest warunek
detS(g)#0, VgqeQ. (4.15)

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Zalozmy, ze dla g=¢;€Q nie
wszystkie zera wielomianu w(s,q;) leza w otwartym kole jednostkoWym.

Z lematu 3.2 wynika, ze jezeli wartos¢ ¢ zmienia si¢ w zbiorze Q w sposob
ciagly od ¢ =¢( do g=gqy, to np. przy q=q* cze$¢ zer wielomianu (4.3) prze-
kracza koto jednostkowe, przy czym moze to by¢ zero rzeczywiste lub para zer

zespolonych sprzezonych.
Jezeli jest to zero rzeczywiste, to w(l,g*)=0 lub w(—1,4%)=0, co oznacza,

ze wtedy nie jest spelniony warunek 1) lub warunek 2).
Jezeli jest to para zer zespolonych sprzgzonych s, (q*) = a % jj3 , przy czym

ls; k(g¥)|=1, to s;(q*)s;(q*)=1. Ze wzoru Orlando dla wielomianéw charakte-

rystycznych ukladéw dyskretnych [65]

n-1 n
detS(q)=ar (I T1A-s:()s:(9)) (4.16)

i=lk=i+1
wynika, ze wtedy det.S(g*)=0, co przeczy warunkowi 3). N

Przyklad 4.3. Wielomian charakterystyczny uktadu dyskretnego rozpatrywanego
w przykladzie 2.6 ma postaé

w(s,q) = ay (s> +al(q)s +aglq), g€, (4.17)
gdzie, przyjmujac 7; =1,
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ax(q)=q3,
al(q) = q1lgr —1+exp(—q2)]—q(1+exp(—q)),
ap(q) = qi{1 —exp(—g2) — g2 exp(—42)]+ g2 exp(—q2),

przy czym

O={g=la1.92] :q1 €[1.3], 9 €[25,4]}. ' (4.18)

Stosujac twierdzenie 4.4 nalezy zbada¢ odporna K-stabilno$é wielomianu
4.17).

Wielomian nominalny wq(s) = w(s,qq), gdzie q¢ =[2, 3]T , jest K-stabilny.

Dla rozpatrywanego wielomianu warunki 1), 2) i 3) twierdzenia 4.4 maja
postad

w(l,q) = q19,(1-exp(-q3)) # 0, Vg€ O, (4.19)

w(~1,9) = qi[2 = 2exp(=¢2) — g2 (1 + exp(—¢,))] (4.20)
+2g,(1+exp(—¢2)) # 0, Vg € O,

detS(q)=az(q)——ao(q):qz(l—exp(—qz)) (4.21)

—qi(1-exp(—g2)—ga exp(—¢q2)) #0, VqeQ.

Latwo zauwazy¢, ze warunek (4.19) jest spelniony, bowiem warto$ci niepew-
nych parametréw sg dodatnie. ‘

Warunki (4.20) i (4.21) sprawdzimy graficznie, wyznaczajac na plaszczyznie
(92,91) krzywe bedace rozwiazaniem rownan w(—1,4)=0 i detS(¢)=0. Za-
uwazmy, ze sa one spetnione wtedy i tylko wtedy, gdy te krzywe nie przecinaja
prostokata (4.18). . .

Rozwiazujac wzgledem zmiennej g; réwnania w(-1,4)=0 i detS(q)=0,
odpowiednio otrzymamy
_ —2g5(1+exp(=42)) ’ (4.22)

2(1-exp(=92)) — g2(1+ exp(~42))

q
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- g2(1-exp(=g,)) .
1—exp(—g;)~q; exp(—g,)

(4.23)

Zbior Q zdefiniowany wzorem (4.18) oraz fragmenty wykresow krzywych
(4.22) i (4.23) na plaszczyznie (92,91) sa pokazane na rysunku 4.2. Poniewaz te

krzywe nie przecinaja prostokata (4.18), warunki (4.20) i (4.21) sa spetnione.

9 ! ! 3 T !

2 25 3 35 4 4?5 5
92

Rys. 4.2. Krzywe (4.22) i (4.23) na plaszezyznie (q,, g,) oraz zbiér Q

warto$ci niepewnych parametréw (prostokat)

Z twierdzenia 4.4 wynika zatem, ze rozpatrywany wielomian o niepewnych para-
metrach jest odpornie K-stabilny. Li

4.3. Warunek wykluczenia zera

Dla kazdej ustalonej liczby zespolonej s =z wartoécia wielomianu w(s)
o dokiadnie znanych wspétczynnikach jest liczba zespolona w(z) (punkt na ptasz-

czyznie zmiennej zespolonej), natomiast dla kazdego ustalonego s=z wartodcia
wielomianu w(s,q), g € O, jest zbiér liczb zespolonych {w(z,q): q € Q}, przy
czym jedna liczba zespolona odpowiada jednej ustalonej wartoéci g € Q.
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W teorii odpornej stabilno$ci wazna rolg odgrywa zbior wartosci oraz tzw.
warunek wykluczenia zera (np. [12]).

Definicja 4.1. Dla dowolnej liczby zespolonej z zbior
w(z,Q)={w(z,q):q €O} (4.24)

bedziemy nazywaé zbiorem wartoéci rodziny wielomianéw W(s,Q).

7Zbiér wartosci (zbior na plaszczyznie zmiennej zespolonej) jest odwzorowa-

niem zbioru niepewnych parametrow Q (m-wymiarowy hiperprostopad%oéc%an) z7a
pomocg przeksztalcenia w(z,q). Posta¢ zbioru wartosci zalezy w sposob istotny

od charakteru zaleznosci (np. liniowa, nieliniowa) wspétczynnikow wielomianu
w(s,q) od niepewnych parametréw. Boki zbioru wartosci sa odcinkami linii pro-

stych jedynie w przypadku, gdy wspotczynniki wielomianu w(s,q) zaleza liniowo
od niepewnych parametrow.

Wprowadzmy pojecie unormowanego zbioru wartosci.
Definicja 4.2. Dla dowolnej liczby zespolonej z zbior
w(z,0)={w(z,q):q €O}, (4.25)

gdzie w(z,q)=w(z,q)/ wo(z), wo(2)#0, przy czym wy(s) jest wielomianem
nominalnym, bedziemy nazywa¢ unormowanym (wzgledem wo(z)) zbiorem
wartos$ci rodziny wielomianéw W (s, Q). [l

Zauwazmy, ze W(z,qq)=w(z,99)/ wo(z)=1, co oznacza, ze zawsze
(1, j0) € #(z,0). |

Zbiory wartoéci (4.24) i (4.25) zmieniaja swoje potozenia i wymiary (a takze
czesto i ksztalty) przy zmianach warto$ci z.

Niech D bedzie obszarem na plaszczyznie zmiennej zespolonej zdefiniowa-
nym wzorem (3.1), przy czym brzeg kazdego z podobszaréw D;,i=1,...,N,ma

opis parametryczny f;(y), y €Y;, gdzie Y; jest zbiorem warto$ci parametru y.
Zbior Y; jest ograniczony przy ograniczonym podobszarze D; i teoretycznie nie-
ograniczony, tj. Y; =(—ee,00) przy nieograniczonym D;. Przyjmijmy, ze jezeli
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warto$¢ parametru y rosnie w zbiorze ¥;, to nastepuje ruch po brzegu podobszaru
D; w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara.

Zatézmy, ze wielomian nominalny wy(s) = w(s, qo) ma n; 21 zer w podob-
szarze D; (i=12,..,N), przy czym ny + ny+..+ny =n.

Twierdzenie 4.5. Niech wielomian nominalny wo(s) bedzie D-stabilny. Rodzina
wielomianéw (4.2) stalego stopnia jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy,
gdy oddzielnie dla kazdego z podobszaréw D;, i=1.2,...,N, Jest spetniony waru-
nek wykluczenia zera

0ew(fi(»),0), Vyel, (4.26)

czyli dla kazdego y €Y; poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej lezy na ze-
wnatrz zbioru wartodci w( f;(»),Q), gdzie w(f;(),Q)= w(z,Q) dla z = f;(y).

Dowdd. Jezeli warunek (4.26) nie jest spetniony, to istnicje y*e Y; oraz qxe Q
takie, dla ktorych w(f;(y*),q*)=0 dla pewnego i=12,...,N. Oznacza to, Ze
wielomian w(s,q*) ma zero na brzegu jednego z podobszaréw D;, a wigc rodzina
W(s,Q) nie jest odpornie D-stabilna. Warunek (4.26) jest wiec warunkiem ko-

niecznym odpornej D-stabilno$ci.
Aby wykaza¢ dostatecznos¢ zalézmy, ze rodzina W(s,Q) nie jest odpornie

D-stabilna. Wtedy, zgodnie z lematem 3.2, istnieje taki wektor g*€ Q, dla ktérego
wielomian w(s,q*) ma przynajmniej jedno zero na brzegu podobszaru D; (dla
pewnego i=12,..,N). Oznacza to, Ze istnieje y*€Y; takie, dla ktérego
w(fi(y*),q%)=0, a wiec warunek (4.26) nie jest speliony. !

Z twierdzenia 4.5 wynika, ze kazdy wielomian z rodziny wielomianéw
W(s,Q) ma n; zer w i-tym podobszarze D; wtedy i tylko wtedy, gdy jest spet-

niony warunek wykluczenia zera (4.26), czyli gdy zbiér wartosci w( 1i(»), Q) przy
zmianach parametru yeY; od wartosci minimalnej do wartosci maksymalnej
przemieszcza si¢ na plaszczyZnie zmiennej zespolonej w ten sposéb, ze omijajac
poczatek uktadu wspotrzednych okraza go w kierunku matematycznie dodatnim
tyle samo razy co wykres funkcji wy(f;(»)), y€Y;. Liczba tych okrazen jest

okreslona w twierdzeniach 3.3, 3.5 i 3.6, w zaleznosci od postaci podobszaru D; .
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Uwzgledniajac definicje 4.2 unormowanego zbioru wartosci, z twierdzenia
4.5 otrzymamy ponizszy lemat.

Lemat 4.1. Niech wielomian nominalny wq(s) bedzie D-stabilny. Rodzina wie-

lomianow (4.2) statego stopnia jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy
oddzielnie dla kazdego z podobszaréw D;, i=1,2,...,N, jest spelniony warunek

wykluczenia zera

0ew(fi(¥).0), Vyel, | (4.27)

gdzie W(f;(¥),0)=w(z,Q) dla z= fi(»).

Z lematu 4.1 oraz definicji 4.2 wynika, ze kazdy wielomian nalezacy do ro-
dziny wielomianéw W(s,Q) ma n; zer w i-tym podobszarze D; wtedy i tylko

wtedy, gdy jest spelniony warunek wykluczenia zera (4.27), czyli gdy unormowa-
ny zbior wartosci w(f;(y),Q) przy zmianach wartosci parametru y€Y; prze-

mieszcza si¢ na plaszczyznie zmiennej zespolonej w ten sposob, ze ani razu nie
okraza poczatku ukfadu wspdtrzegdnych (poréwnaj twierdzenie 3.4 oraz drugie
czesci twierdzen 3.5 i 3.6), przy czym punkt (1, j0) zawsze nalezy do unormowa-

nego zbioru wartosci w( f;(»), Q).

W przypadkach szczegOlnych, gdy D jest otwarta lewa poiptaszczyzna lqb
otwartym kofem jednostkowym, a W(s,(Q) jest rodzina wielomianéw o rzeczywi-

stych wspdtczynnikach, z twierdzenia 4.5 i lematu 4.1 wynikajg ponizsze twier-
dzenia. '

Twierdzenie 4.6. Niech wielomian nominalny wq(s) bedzie L-stabilny. Rodzina

wielomianéw (4.2) stalego stopnia jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest spetniony warunek wykluczenia zera

-0 w(jy,0), Vy e Y =[0,00), (4.28)
lub réwnowaznie, warunek wykluczenia zera

0¢ w(jy,Q), Vy e Y =[0,). (4.29)
L
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Twierdzenie 4.7. Niech wielomian nominalny w(s) bedzie K-stabilny. Rodzina

wielomianéw (4.2) statego stopnia jest odpornie K-stabilna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest spetniony warunek wykluczenia zera

0 & w(exp(jym), Q), Vy e Y =[0,1], (4.30)
lub réwnowaznie, warunek wykluczenia zera

0 e W(exp(jyn),0), Yy e ¥ =[0,1]. (4.31)

Warunek wykluczenia zera (4.26) (lub (4.27)) mozna bezposrednio sprawdzi¢
stosujac obliczenia komputerowe i wyéwietlajac na ekranie monitora polozenia
zbioru wartosci w(f;(¥),Q) (lub W(f;(»),Q)), stowarzyszonego z podobsza-
rem D;, dla poszczegdlnych wartosci y €Y;. Przy tych obliczeniach mozemy
ograniczy¢ si¢ do czesci podobszaru D; lezacej w polplaszczyznie Ims>0, tj.
bra¢ pod uwagg tylko opis parametryczny brzegu podobszaru D,, lezacego w potl-
plaszczyznie Ims =0 (jak to ujeto w twierdzeniach 4.6 i 4.7). Wynika to z faktu,
ze rozpatrujemy wielomiany o rzeczywistych wspotczynnikach, ktérych zespolone
zera s sprzgzone parami. Ponadto, w przypadku gdy D; jest nieograniczony
i teoretycznie  Y; =[0,0), mozemy rozpatrywaé tylko skonczony przedzial
Y; =10, y;max]. Wynika to z faktu, ze przy nieograniczonym D; zbiér wartosci
w(f;(¥), Q) dazy do nieskoiiczono$ci przy y — e . Oznacza to, 7e przy wyzna-
czaniu zbioru wartosci w(f;(y), Q) mozemy obliczenia przerwaé, gdy stwierdzi-
my, ze zbi6r wartosci zaczyna szybko oddala¢ si¢ od poczatku uktadu wspohrzed-
nych.

Wyznaczanie zbioru warto$ci jest problemem bardzo ztozonym w przypadku
ogolnym, przy zaleznosci wspotczynnikéw wielomianu charakterystycznego od
niepewnych parametrow ogolniejszej niz liniowa (np. wieloliniowa lub nie-
liniowa). Wynika to z faktu, ze w takich przypadkach punkty wewnetrzne (a nie
tylko brzegowe) zbioru Q' niepewnych parametréw moga by¢ odwzorowywane
w punkty lezace na brzegu zbioru wartosci. Z tego powodu, przy komputerowym

wyznaczaniu zbioru wartosci, wykorzystuje si¢ specjalne metody stuzace do jego
konstrukeji [6, 19].
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Obliczeniowe metody, stuzace do wyznaczania zbioru warto$ci wielomianéw
przedziatowych oraz rodziny wielomiandw o wspoétczynnikach zaleznych liniowo
od niepewnych parametréw, sa omowione w rozdzialach 6 i 7 niniejszej pracy.

Dla kazdego ustalonego z zarys zbioru warto$ci w(z, Q) mozna wyznaczy¢
dokonujac dyskretyzacji (z odpowiednio malym krokiem) zbioru Q niepewnych
parametréw i obliczajac wartosci wielomianu w(z,q) dla wektoréw ¢ odpowia-
dajacych poszczegélnym weziom siatki utworzonej w zbiorze Q. Otrzymamy
w ten sposéb dyskretyzacje zbioru wartoscei, tj. skonczony zbiér punktéw naleza-
cych do tego zbioru. Na podstawie tak wyznaczonego zbioru punktéw mozna
wnioskowaé o polozeniu zbioru wartosci w(z,(Q) na plaszczyZnie zmiennej ze-
spolonej. Podobna obliczeniowa metoda wyznaczania zbioru spektralnego jest
podana w punkcie 4.1 niniejszego rozdziatu.

x10"

Rys. 4.3. Zbioér wartosci w(j1.28, Q) rodziny wielomianéw (2.34)

Przyktadowa postaé zbioru wartosci na plaszczyznie zmiennej zespolonej jest
pokazana na rysunku 4.3. Jest to zbidr warto$ci w(j1.28, Q) rodziny wielomianow

charakterystycznych (2.34) ukladu o niepewnych parametrach, rozpatrywanego
w przykiadzie 2.4. Jest on odwzorowaniem prostokata (2.35) w p‘rzestrzem nie-
pewnych parametrow za pomoca przeksztalcenia w(j1.28,q), gdzie w(s,q) ma

posta¢ podana w (2.34). Na rysunku 4.3 kropkami zaznaczono warto$ci wielomia-
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nu w(s,q) wyznaczone przy s= j128 dla ¢, zmieniajacego si¢ od 3 do 20 z kro-
kiem 1 i dla g, réwnego 9.95 oraz zmieniajacego sie od 10 z krokiem 1 do 32.

Natomiast liniami ciagtymi zaznaczono odwzorowania krawedzi zbioru Q wartosci
niepewnych parametréw. Z rysunku 4.3 wynika, ze w rozpatrywanym przypadku
brzegami zbioru wartos$ci sa krzywe bedace odwzorowaniem krawedzi zbioru Q.

W przypadku og6lnym wielomianu o wspélczynnikach zaleznych nieliniowo
od niepewnych parametréw (a takim jest wielomian (2.34)) punkty wewnetrzne
zbioru O mogg by¢ odwzorowane w punkty brzegowe zbioru wartosci (patrz przy-
kiad 8.4).

4.4. Metoda przestrzeni niepewnych parametréw

Metoda przestrzeni niepewnych parametréw, podana w pracach [5, 6], jest
pewnym rozwinigciem znanej z klasycznej teorii sterowania metody podziatu D
([87, 81]). Idea metody podziatu D (sformutowanej dla L-stabilnosci i K-sta-
bilnosci) polega na wyznaczeniu zbioru asymptotycznej stabilnosci w przestrzeni
niepewnych parametréw, tj. zbioru takich wartosci niepewnych parametréw, przy
ktérych rozpatrywany wielomian jest asymptotycznie stabilny.

Metoda podziatu D jest metodg graficzna. Z tego powodu jest ona szczegdl-
nie efektywna przy dwéch niepewnych parametrach, kiedy to wyznacza si¢ zbior
asymptotycznej stabilnosci na plaszczyznie. W takim przypadku, przy badaniu np.
L-stabilnosci, istota metody podziatu D polega na wyznaczeniu na plaszczyznie
niepewnych parametréw granic L-stabilnogci, tj. krzywych dzielacych ptaszczyzne
na takie obszary, w ktorych dla wartosci niepewnych parametréw z poszczegdl-
nych obszaréw wielomian ma Scisle okreslona liczbe zer o dodatniej czesci
rzeczywistej. Obszar, dla ktérego liczba zer o dodatniej czedci rzeczywistej jest
rowna zero, jest obszarem L-stabilnosci.

Metod¢ podzialu D mozna bezposrednio stosowaé do badania odporne;j
L-stabilnoéci i K-stabilnosci wielomianéw o dwéch niepewnych parametrach.
Przyklad jej zastosowania do syntezy korektora pierwszego rzedu stabilizujacego
obiekt przedziatowy jest podany w [33].

Wezmy pod uwagg rodzing wielomianéw W(s, Q) stalego stopnia o rzeczy-
wistych wspétczynnikach, zdefiniowana wzorami (4.2)-(4.4) i zalozmy, ze wielo-
mian nominalny wy(s) = w(s,qq) jest D-stabilny, gdzie D jest otwartym jedno-
spojnym obszarem na plaszczyznie zmiennej zespolone;.
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Z twierdzenia 3.1 wynika, Zze przy powyzszym zalozeniu rodzina wielomia-
néw W(s,(Q) stalego stopnia jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy

kazdy wielomian z tej rodziny nie ma zer na brzegu dD obszaru D, czyli
w(s,q)#0, VYqeQ i VsedD. ‘ (4.32)

Zat6zmy, ze wektor ¢ moze przyjmowaé dowolne wartosci z rzeczywistej
przestrzeni R™, a nie tylko z zadanego zbioru Q < R™.
Oznaczmy przez (g, taki zbiér w przestrzeni niepewnych parametrow

R"™, ze rodzina wielomianow W(s, Q) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wte-
dy, gdy q € Qg,p - Niepusty zbior Qg zawsze istnieje przy zatozeniu, ze wielo-
mian nominalny wq(s) = w(s,qy) jest D-stabilny. Z lematu 3.1 wynika bowiem,
ze jezeli wielomian w(s,q) jest D-stabilny dla q = ¢q, to zawsze istnieje otocze-
nie punktu g, takie, ze dla kazdego g z tego otoczenia wielomian w(s,q) jest
D-stabilny.

Oznaczmy przez

Oy ={ge R":w(s,q)=0 dla sedD} (4.33)

granice podziatu przestrzeni niepewnych parametrow R™ na takie podprzestrze-
nie, ze dla kazdego ¢ nalezacego poszczegolnych podprzestrzeni wielomian
w(s,q) ma Scisle okreslona liczbg zer w otwartym obszarze D. Granice (4.33)

bedziemy nazywaé granicami D-stabilnosci rodziny wielomianow W(s, Q). Sa one
w przypadku ogdlnym (tj. przy m =3) powierzchniami, natomiast sg one krzywy-
mi przy dwoch niepewnych parametrach. Jezeli przy zmianach wartosci niepew-
nych parametréw zera wielomianu w(s,q) przekraczaja brzeg dD obszaru D, to

moze to nastapi¢ wtedy i tylko wtedy, gdy warto$¢ wektora ¢ przekracza jedna
z granic D-stabilno$ci. W przestrzeni niepewnych parametrow granice D-sta-
bilnosci wyznaczaja zbior Qg -

Rodzina wielomianéw W(s,(Q), zdefiniowana wzorem (4.2), jest odpornie
D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy O < Oy,;,. Poniewaz wielomian nominalny
wo(s) = w(s,qq) jest D-stabilny (tzn. qo € Qy,p), dla odpornej D-stabilnosci
rodziny wielomianéw W(s,() potrzeba i wystarcza, aby granice. D-stabilnosci
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(powierzchnie w R™ w przypadku ogélnym) nie przecinaly brzegdéw zbioru 0.
Wtedy O < Oggp-
Badanie odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw W (s, Q) metoda prze-

strzeni niepewnych parametréw polega na wyznaczeniu granic D-stabilnosci (tj.
zbioru Q. ) w przestrzeni niepewnych parametréw i na sprawdzeniu, czy przeci-

najg one zbiér () wartosci niepewnych parametréw, zdefiniowany wzorem (4.4),
czy tez nie. Poniewaz bezposrednie sprawdzenie tego faktu w przestrzeni wielo-
wymiarowej nie jest proste, powyzsze zadanie nalezy sprowadzi¢ do odpowied-
niego zadania na plaszczyznie. Mozna tu zastosowaé metode zaproponowana
w pracach [5, 6]. Polega ona na rzutowaniu granic D-stabilno$ci i zbioru Q na
ptaszczyzne dwoch wybranych niepewnych parametrow.

Ide¢ metody przestrzeni niepewnych parametréw zilustrujemy na przyktadzie
badania odpornej L-stabilno$ci rodziny wielomianéw (4.2), dla ktorej jest spetnio-
ne zatozenie a,(q)>0 dla kazdego g € Q. Obszarem D jest otwarta lewa pol-
plaszczyzna, ktérej brzeg ma opis parametryczny f(y)=jy, y € ¥ =[0,0),
a zbior Qg (granice L-stabilno$ci) mozna zdefiniowa¢ nastgpujaco

Qg ={ge R™:w(jy,q)=0 dla y>0}. (4.34)

Jezeli wielomian nominalny wq(s) = w(s,qq) jest L-stabilny, to warunkiem

koniecznym i wystarczajacym odpornej L-stabilnosci rodziny wielomianéw
W(s,Q) jest nieprzecinanie zbioru Q przez zbior O, .

Dla s = jy wielomian w(s,q) mozna przedstawi¢ w postaci

w(iy ) =U(y,q)+ jyV(y.9), (4.35)

gdzie
U(y.q) = ag(q)—ar(9)y* +as(g)y*+.., (4.36)
V(y.4) = a(q)-a3(@)y* +as(q)y*+... (4.37)

Jezeli dla pewnego g€ R™ wielomian w(s,q) ma zera na osi urojonej, to
moze to by¢ albo zero rzeczywiste s=0 (wtedy wektor ¢ lezy na granicy zer
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rzeczywistych), albo para zer urojonych s == jy* (wtedy wektor ¢ lezy na grani-
cy zer urojonych). Wobec tego O, = O, U O, , gdzie

Qgr ={q:a¢(q)=0} (4.38)
jest granica zer rzeczywistych, zas
Og: ={q:U(y,q9)=0 1 V(y,q) =0 dla pewnych y > 0} (4.39)

jest granica zer zespolonych.
Z powyzszych rozwazaf wynika, ze rodzina W(s, Q) jest odpornie L-stabilna

wtedy i tylko wtedy, gdy powierzchnie opisane réwnaniem

ag(q)=0 (4.40)

oraz uktadem rownan
Uy,¢)=0i V(y,q)=0, (4.41)

gdzie y € (0,°) jest parametrem, nie przecinajg zbioru Q.

Roéwnanie (4.40) oraz réwnania (4.41) rozwiazemy wzgledem dwoch nie-
pewnych parametrow. Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan przyjmijmy, ze sa to
parametry gy i g,, czyli bedziemy rozpatrywa¢ plaszczyzne (g;,9,). Rzut zbioru
O na plaszczyzne (q;,9,) jest prostokatem

0y =1a, =l 921" qx €ldi i 1, k=12}. (4.42)

Aby wyznaczy¢ rzut na plaszczyzne (q;,9,) powierzchni opisanych réwna-
niami (4.40) i (4.41), nalezy dokona¢ dyskretyzacji (z odpowiednim krokiem)
wartosci niepewnych parametréw  ¢3,94,...,q9,, W zadanych przedziatach
(otrzymamy w ten sposob skonczone zbiory {g;} wartoéci niepewnych parame-
tréw qp, k=3,4,...,m) oraz dyskretyzacji wartosci parametru y > 0 (otrzymamy
w ten sposob skoficzony zbior {y*} wartosci parametru y). Rozwiazujac réwna-
nie (4.40) numerycznie wzgledem rzeczywistych wartosci ¢, (przy dyskretyzacji
rowniez wartosci parametru ¢g; w zadanym przedziale) otrzymamy na plaszczyz-
nie (q1,42) rodzing krzywych, ktéra mozna opisa¢ ogélnym wzorem
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a2 = Bo(q1:93 -G ), (4.43)

gdzie fy(.) jest w ogoélnosci funkcja nieliniowa, a kazda krzywa odpowiada in-
nym ustalonym warto$ciom niepewnych parametréw gy, k =3,4,...,m.

Podobnie, rozwiazujac ukfad rownan (4.41) wzgledem rzeczywistych warto-
Sci gy i gy otrzymamy na plaszczyznie (g,95) rodzing krzywych, ktora mozna
opisa¢ parametrycznie wzorami (w funkcji wartosci y* parametru yy

0 =BGy ¥) 1 G2 = Bo(@3aer gy y5), (4.44)

przy czym w przypadku ogélnym funkcje Bi(.) i B,(.) sa nieliniowe, a kazda
krzywa odpowiada innym ustalonym wartoSciom niepewnych parametréw
9k, k=3,4,...,m, z zadanych przedziatéw.
Rodzina wielomianéw W(s, Q) jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy,
gdy wyznaczone rodziny krzywych (4.43) i (4.44) nie przecinaja prostokata (4.42).
Proces wyznaczania granic L-stabilnosci i sprawdzania wyzej wymienionego

warunku mozna znacznie uprosci¢ w przypadku, gdy wspétczynniki wielomianu
w(s,q) zaleza liniowo od niepewnych parametréw. W takim przypadku réwnania

(4.40) 1 (4.41) mozna napisa¢ w postaci

. .
ap(q) = agy+ X aorqy =0, : (4.45)
k=1

gdzie aq; sa to state wspotczynniki, oraz

U, q)=go(»)+ 2 argi(y)=0, (4.46)
k=1

Vv.q)=hy(y)+ X qih(y)=0, (4.47)
k=1

gdzie g, (y) i A (») sato wielomiany wzgledem y2.

Wyznaczenie rozwiazania liniowego rownania (4.45) na plaszczyznie
(91,92) jest sprawa prosta. Aby rozwiaza¢ ukiad rownan (4.46), (4.47) wzgledem

g1 1 g5, zapiszmy go najpierw w postaci
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A(y)qp(y):b(y’q?n’qm): (448)
gdzie

g(») &) 71(y)
A = ; = ; 4.49
) [hmy) hz()’)J () L]z(J’)} (4:49)

-go(¥)— §ngk(J’)
k=3 (4.50)

b(yaq_%'"’Qm): m .
—ho(y)—g.gkhk(y)

Rozwigzanie uktadu rownan (4.48) ma postaé

q,(1)= A7 D, G30-2 ). 451

Wyznaczajac na podstawie wzoru (4.51) rozwigzanie réwnania (4.48), nalezy
przyjmowa¢ dyskretne warto$ci niepewnych parametréw g, k =3,4,...,m, a takze

dyskretne wartosci parametru y w sposéb opisany powyzej. Dla kazdego zbio-
ru ustalonych wartosci niepewnych parametrdw ¢,k =3,4,.,m, punkty

(91(¥),q9,(y)) (wyznaczone ze wzoru (4.51)), tworza na plaszczyznie (q;,q,)
krzywa bedaca granica L-stabilnosci (granica zer zespolonych). Przy wykre$laniu
tej krzywej nalezy ograniczy¢ si¢ do takich wartosci parametru y, ktérym odpo-
wiada krzywa przebiegajaca w otoczeniu zbioru O, .

Jezeli macierz A(y) jest osobliwa dla niektoérych wartosci parametru y, to
wtedy krzywa utworzona z punktéw (g;(¥),q,(y)) ma asymptote dla tej warto-
sci y. Taki przypadek mozna pominaé, jezeli asymptota nie lezy w poblizu zbio-
ru O, . Jezeli zas lezy ona w poblizu tego zbioru, nalezy taki przypadek prze-

analizowa¢ dokladnie;j.

Przyklad 4.4. Stosujac metode przestrzeni niepewnych parametrow nalezy zbadad
odporng L-stabilno$¢ wielomianu charakterystycznego (2.40) ukladu regulacji
automatycznej rozpatrywanego w przykladzie 2.5.

Latwo sprawdzi¢, ze wielomian nominalny wq(s)=w(s,0) jest L-stabilny.
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Problem odpornej L-stabilnosci bedziemy rozpatrywaé na plaszczyznie
(92,93) niepewnych parametréw. Rzut prostopadioscianu (2.41) na te plaszczyzne
Jest prostokatem

0, =14, =[92.431" :q2 €[-0285,0315), 45 € [-11875,13125]}. (4.52)

Jego potozenie na ptaszczyinie (g,q3) jest pokazane na rysunku 4.4.
Z postaci funkcji ag(q) i rownania (4.45) wynika, Ze na ptaszczyznie
(92,43) granica zer rzeczywistych jest prosta pozioma o réwnaniu

q3 =—(244244.37+79994.884,)/25000. (4.53)

Jest ona na rysunku 4.4 wykreslona dla wartosci ¢, réwnych: -0.09, 0.0 i 0.09.
Podstawiajac w wielomianie (2.40) s= jy i uwzgledniajac wzory 4.35),

(4.46)—(4.51) otrzymamy ponizsze réwnanie, ktore jest spetnione na krzywych
bedacych granicami zer zespolonych,

gdzie

1 &0) &) q2(y) ~ 8oV -q18(»)
2o w7 a0 SOy - aon

przy czym
go(y) = 24424437 - y*166271727 + y*62592.63 — y°816,
g1(¥)=79994 88 — > 8019486.72,
2,(»)=-»%255600 + 3808 — °,
23(»)=25000 - »*56380 + »*816,

ho(¥)=2602938.05 — y*58395592 + y*3934.4 — 35,
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By (y)=8079482.88 — »21999872,
by (y)=25000 — y256380 + »*80.,

hy(y)=255600 - %3808 + p*.

-12 )
-8

Rys. 4.4. Wykresy na plaszczyznie (g,, g;): prostokata (4.52), pro-
stych (4.53) i rozwiazan réwnania (4.54) dla wartosci ¢, réwnych:
-0.09,0.010.09 '

6 -4 -2 0 2
q2

Wykresy rozwiazania rownania (4.54) dla warto$ci g; réwnych: -0.09, 0.0
10.09 sa pokazane na rysunku 4.4 przy ye[022,36], ye[055,354]
i y€[0,393], odpowiednio. Dla innych wartosci parametru g; €[-0.09, 0.09]
odpowiednie krzywe leza pomigdzy krzywymi odpowiadajacymi ¢; =—0.09 oraz
g1 =0.09. Z rysunku 4.4 wynika, ze granice L-stabilnosci nie przecinaja prosto-
kata (4.52), co oznacza, Ze rozpatrywany wielomian o niepewnych parametrach
jest odpornie L-stabilny. Il

Przy badaniu odpornej K-stabilnosci rodziny wielomianéw W(s, Q) metoda

przestrzeni niepewnych parametréow postgpujemy podobnie jak w przypadku ba-
dania odpornej L-stabilnosci. W takim przypadku obszarem D jest otwarte koto
jednostkowe, ktorego brzeg (lezacy w polplaszczyznie Ims=0) ma opis para-
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metryczny f(y)=exp(jyr), ye¥Y=[0,1], a zbiér O, (granice K-stabilnosci)

mozna zdefiniowa¢ nastgpujgco
O¢ ={q € R™: w(exp(jym),q)=0 dla y €{0,11}. (4.55)

Zbiér (4.55) mozna przedstawi¢ w postaci Qg =0g v Qg , gdzie

O = {g: W(=1,q)=0lub w(l,g) =0} (4.56)
Jest granica zer rzeczywistych, za$
Og: ={g:w(exp(jym),q) =0 dla pewnych y €(0,1)} ' 4.57)

Jest granica zer zespolonych.

Badanie metoda przestrzeni niepewnych parametréw odpornej L-stabilnosci
rodziny wielomianéw (s, Q) mozemy przeprowadzié w sposob nieco zmodyfi-
kowany w poréwnaniu z opisanym powyzej. Mianowicie, zamiast rozpatrywania
granicy zer zespolonych (4.39), mozemy rozpatrywaé powierzchnie, na ktérych
jest spelnione réwnanie

det H(q)=0, (4.58)

gdzie macierz ﬁ(q) ma postac (4.8). Z twierdzenia 4.3 wynika bowiem, ze jezeli
wielomian nominalny wy(s) jest L-stabilny, to rodzina wielomianéw W (s, Q) jest

odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér Q nie jest przecinany przez
powierzchnig bedaca granica zer rzeczywistych (4.38) i przez powierzchnie bedaca
rozwiazaniem réwnania (4.58). Zauwazmy, ze w przypadku ogélnym powierzch-
nia, na ktérej jest spetnione réwnanie (4.58), nie jest tozsama z granica zer Zespo-

lonych (4.39). Ze wzoréw (4.7) i (4.9) wynika bowiem, ze det ﬁ(q) =0 nie tylko
dla s5;; =%jy, ale tez dla s;; =+a, o> 0. Zbior Qg , zdefiniowany wzorem

(4.39), jest wiec podzbiorem zbioru Qpy = {q:detf](q) =0} . Warto$ci wektora ¢
nalezace do zbioru Qp , ale nie nalezace do zbioru Qg , odpowiadaja wielomia-
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nom w(s,q), ktore nie sa L-stabilne. Wobec tego, aby rodzina W(s,Q) byla od-
pornie L-stabilna, zbiér Q5 nie moze przecina¢ zbioru Q.

Postepujac podobnie mozemy pokazaé, ze badajac odporna K-stabilnos¢ ro-
dziny W(s,Q) zamiast rozpatrywania granicy zer zespolonych (4.57), mozemy

rozpatrywa¢ powierzchnig, na ktérej jest spelnione réwnanie
det S(g)=0, (4.59)

gdzie macierz S(q) ma posta¢ okreslong wzorami (4.13) i (4.14). Z twierdzenia
4.4 wynika bowiem, ze jezeli wielomian nominalny wy(s) jest K-stabilny, to ro-
dzina wielomianow W(s, Q) jest odpornie K-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy
zbiér Q nie jest przecinany przez powierzchnie bgdace granica zer rzeczywistych
(4.56) i przez powierzchnig bgdaca rozwiazaniem réwnania (4.59).

Opisana powyzej metoda badania odpornej K-stabilnosci zostala zastosowana
w przyktadzie 4.3.

Metoda przestrzeni niepewnych parametréw moze by¢ efektywnie stosowana
do badania odpornej D-stabilnos$ci wielomiandw o matej liczbie niepewnych pa-
rametréw, w zasadzie nie wigkszej niz m=4. Wynika to z faktu, ze rozpatrujemy
problem stabilno$ci na ptaszczyznie dwoch niepewnych parametréw i wobec tego
musimy dokonaé dyskretyzacji wartosci pozostatych m—2 niepewnych para-
metrow.

Metoda przestrzeni niepewnych parametréw moze by¢ stosowana do badania
odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw, ktérych wspélczynniki zaleza od
niepewnych parametréw liniowo, wieloliniowo i wielomianowo. W tym ostatnim
przypadku stosowanie metody jest dosy¢ trudne, wymaga bowiem dokonywania,
oprocz ziozonych obliczen numerycznych, réwniez obliczen symbolicznych, np.
przy wyznaczaniu zbioru O, zdefiniowanego wzorem (4.33).

Metoda przestrzeni niepewnych parametrow zostata zastosowana w pracy [5]
do badania odpornej D-stabilnosci wielomianu (2.34), ktérego wspétczynniki zale-
7a wielomianowo od dwoch niepewnych parametréw. Obszarem D jest otwarty
sektor hiperboliczny, ktorego brzeg jest hiperbola (D.5) przy y =035 i b=175.
W pracy [5] sa tez oméwione pewne aspekty praktyczne zwiazane ze stosowaniem
tej metody.
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4.5. Metody badania odpornej stabilno$ci rodziny macierzy stanu

Wezmy pod uwage rodzing macierzy stanu (o wymiarach n x )
AQ)={A(q):q € O}, (4.60)

gdzie ¢ =[ql,qz,...,q,,,]T Jest wektorem niepewnych fizycznych parametrow
ukladu, elementy a;(q) (i,j=12,...,n) macierzy A(g) sa ciagtymi funkcjami

swoich argumentéw, a zbior O wartosci niepewnych parametréw ma postaé

O={qq; €lar.qt ] gk <qi>k=12,...m}. (4.61)

Wartosci wlasne macierzy stanu A(q) sa miejscami zerowymi jej wielomia-
nu charakterystycznego

w(s,q)=det(sl — A(q)), (4.62)

ktéry ma ogélna posta¢ (3.2) przy a,(g)=1. Rodzina macierzy A(Q) jest wiec
odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy jej wielomian charakterystyczny
w(s,q) jest odpornie D-stabilny. Wspotczynniki wielomianu charakterystycznego
(4.62) sa sumami iloczynéw odpowiednich elementéw macierzy A(q). Stad za-
leznos¢ wspétezynnikéw wielomianu charakterystycznego w(s,q) od niepewnych
parametrow jest bardziej ztozona niz zaleznos¢ elementéw macierzy stanu A(q)
od tych parametréw. Na przyktad, w uktadzie regulacji automatycznej rozpatrywa-
nym w przykladzie 2.2 elementy macierzy stanu A(q) (pierwszy ze wzoréw
(2.21)) zaleza liniowo od niepewnych parametrow, a wspéiczynniki wielomianu
charakterystycznego w(s,q) (mianownik transmitancji operatorowej (2.23)) zale-
23 wieloliniowo od niepewnych parametrow.

Badanie odpornej D-stabilnosci rodziny macierzy A(Q) jest problemem
trudniejszym w poréwnaniu z badaniem odpornej D-stabilnosci rodziny wielomia-
néw charakterystycznych. Dlatego tez teoria odpornej D-stabilno$ci rodziny wie-
lomian6éw jest dotychczas bardziej rozwinigta niz teoria odpornej D-stabilnosci
rodziny macierzy. W literaturze rozpatruje si¢ najczesciej problem odpornej
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L-stabilnos$ci oraz K-stabilno$ci rodziny macierzy stanu, ktérych elementy zaleza
liniowo od niepewnych parametrow.

Przy badaniu odpornej stabilnosci rodziny macierzy stanu wykorzystuje sie
najczesciej metody pozwalajace na lokalizacje wartosci wilasnych macierzy
(bazujace na metodzie Gerszgorina, opisanej np. w [65, 81]), metod¢ Lapunowa,
a takze metode polegajaca na sprowadzaniu problemu odpornej stabilnosci rodziny
macierzy stanu do problemu odpornej nieosobliwos$ci innej rodziny macierzy, kto-
rg otrzymuje si¢ z rodziny macierzy stanu w drodze odpowiednich transformacji.

7Z teorii stabilnosci Lapunowa (np. [81]) wynikaja dwa ponizsze twierdzenia.

Twierdzenie 4.8. Kwadratowa macierz A jest L-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnej symetrycznej dodatnio okre§lonej macierzy Q istnieje dodatnio okre-
$lona symetryczna macierz P bgdaca rozwiazaniem rownania Lapunowa

ATP+PA=-0Q. (4.63)
i

Twierdzenie 4.9. Kwadratowa macierz 4 jest K-stabilna wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnej symetrycznej dodatnio okreslonej macierzy Q istnieje dodatnio
okre$lona symetryczna macierz P bedgca rozwiazaniem réwnania Lapunowa

ATpa-pP=-0. (4.64)
[
W réwnaniach (4.63) i (4.64) najczeSciej przyjmuje sie @ =1 lub Q =21,

gdzie I jest macierza jednostkowa,.
Zauwazmy, ze jezeli sg spelnione warunki twierdzen 4.8 i 4.9, odpowiednio,

to lewe strony réwnan (4.63) i (4.64) sa macierzami ujemnie okreslonymi.
Na bazie twierdzen 4.8 i 4.9 mozna sformutowaé ponizsze lematy.

Lemat 4.2. Jezeli istnieje symetryczna dodatnio okreslona macierz P taka, dla
ktorej

ATP+PA<0, (4.65)

tzn. macierz A' P+ PA jest ujemnie okreslona, to kwadratowa macierz A4 jest
L-stabilna. =
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Lemat 4.3. Jezeli istnieje symetryczna dodatnio okreslona macierz P taka, dla
ktorej

ATPa-P <o, (4.66)

to kwadratowa macierz A4 jest K-stabilna.

Bezposrednie stosowanie twierdzen 4.8 i 4.9 oraz lematéw 4.2 i 4.3 do bada-
nia odporne;j stabilnosci rodziny macierzy (4.60) nie jest proste w przypadku ogél-
nym, wymaga ono bowiem sprawdzania ich warunkéw oddzielnie dla kazdej ma-
cierzy Ae A(Q).

Stosujac lematy 4.2 i 4.3 mozemy bezpo$rednio zbada¢ odporng stabilnosé
rodziny macierzy (4.60) tylko w przypadkach szczeg6lnych, gdy dla catej rodziny
(4.60) istnieje jedna symetryczna dodatnio okreslona macierz P spelniajaca za-
leznos¢ (4.65) lub (4.66), odpowiednio, dla kazdej macierzy A e 4(Q).

Macierz P o wyzej wymienionej wlasciwoéci nosi nazwe macierzy formy
kwadratowej V(x)=x"1(1)Px(t) (lub V(x) =xT(k)Px(k)) wspolnej dla rodziny
uktadéw dynamicznych opisanych rownaniem stanu x(z) = A(q)x(¢), g € Q (lub
x(k+1)= A(q)x(k), qe€ Q). W dalszych rozwazaniach bedziemy ja nazywaé
macierza wspolnej formy kwadratowej rodziny macierzy A(Q).

Problem okreslenia macierzy P wspolnej formy kwadratowej dla wybranych
rodzin macierzy stanu byt rozpatrywany w pracach [12], [40], [41], [53], [109].
Wezmy pod uwagg rodzing macierzy symetrycznych, o postaci

A, =conv{id;, Ay,...,A,}
m m
={A A= YA, DA =1, A 20, k=12,....m}, (4.67)
k=1 k=1
gdzie A4;, k=1,2,...,m, sato znane macierze symetryczne.

W pracy [109] udowodniono ponizszy lemat.

Lemat 4.4. Rodzina macierzy symetrycznych (4.67) jest odpornie L-stabilna wte-
dy i tylko wtedy, gdy sa L-stabilne macierze A4, k=1,2,...,m.

Dowdd. Macierze A4, k=12,...,m, naleza do rodziny (4.67). Ich L-stabilno$¢

jest wigc warunkiem koniecznym odpornej L-stabilnosci tej rodziny.
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Jezeli symetryczne macierze A, k =1,2,...,m, sa L-stabilne, to AkT +A4, <0
dla kazdego k =1,2,...,m. Z powyzszego i z postaci macierzy A € A,,, wynika, ze
m
AT+ 4= 1,4] +4,)<o, (4.68)
k=1
co oznacza, ze przy P =1 warunek (4.65) jest spelniony dla kazdej symetryczne;j
macierzy A€ A,,. Macierz P =1 jest wigc macierza wsp6lnej formy kwadrato-

wej rodziny (4.67).
Z powyzszych rozwazan i lematu 4.2 wynika zatem, ze L-stabilno$¢ macierzy
Ay, k=12,...,m, jest warunkiem wystarczajacym odpornej L-stabilnosci rodziny

(4.67).

W przypadku ogélnym macierz P wspolnej formy kwadratowej rodziny ma-
cierzy A(Q) nie istnieje, dlatego tez w literaturze, na bazie twierdzen 4.8 i 4.9

oraz lematéw 4.2 i 4.3, formutuje si¢ warunki dostateczne odpornej stabilnosci.
Ogolna zasade ich formutowania zilustrujemy na przyktadzie L-stabilnosci.
Oznaczmy przez A, macierz nominalna rodziny A(Q) i zatézmy, ze jest ona

L-stabilna. '
Rodzing macierzy (4.60) mozna przedstawi¢ w postaci

A(q)=Ap+E(q), q€0, (4.69)
gdzie E(q) jest macierza perturbacji (bledu).

Lemat 4.5. Niech macierz nominalna A4, bedzie L-stabilna. Rodzina macierzy

(4.69) jest odpornie L-stabilna, jezeli
—2I+ET(q)P+PE(q)<0, VqeO, (4.70)
gdzie macierz P jest rozwigzaniem rownania Lapunowa AOT P+ P4,=-21

Dowéd. Jezeli macierz nominalna A, jest L-stabilna, to istnieje symetryczna do-
datnio okreslona macierz P, bedaca rozwiazaniem réwnania Lapunowa
AJ P+ PAy=-21I.

Z lematu 4.2 wynika, ze rodzina (4.69) jest odpornie L-stabilna, jezeli waru-
nek (4.65) jest spetniony dla 4= A, + E(q) idlakazdego q € O, tzn.
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(Ay + E(q))' P+ P(Ay + E(q))<0, VgeQ. (4.71)

Poniewaz (A, + E(q))TP +P(Ay+E(g)=-2I+ ET(q)P +PE(q), warune

(4.70) wynika natychmiast z warunku (4.71).

W literaturze, przyjmujac okreslone struktury niepewnosci (klasy macierzy
E(q)), formuluje si¢ warunki, przy spetieniu ktorych zachodzi (4.70) i na tej
podstawie otrzymuje si¢ kryteria typu dostatecznego odpornej L-stabilnosci rodzi-
ny macierzy (4.69).

Innym podejéciem stosowanym przy badaniu odpornej stabilnosci rodziny
macierzy A(Q) jest sprowadzenie problemu odpornej stabilnosci do problemu
odpornej nieosobliwosci odpowiednich rodzin macierzy, ktére otrzymuje sie
w drodze transformacji rodziny A(Q). Jedna z takich transformacji, czesto stoso-
wana w literaturze (np. [12], [66], [100]), wykorzystuje operacj¢ zwana suma Kro-
neckera, ktora oznacza si¢ symbolem @.

Niech 4=[qa,] i B =[b;] beda kwadratowymi macierzami o wymiarach

nxn i mxm, odpowiednio. Iloczyn Kroneckera macierzy A i B, oznaczony
przez A® B, jest macierza blokowa o wymiarach nm X nm o postaci [80, 127]
B

A®B=| : Do (4.72)
B a,,B

nn

a“B oay

ayl

Natomiast suma Kroneckera macierzy 4 i B, oznaczona przez A® B , jest macie-
rza blokowa o wymiarach nmX nm , ktéra oblicza sie ze wzoru

A®B=AR®I,+1,® B, (4.73)

gdzie I, jest macierza jednostkowa o wymiarach »x n . Wartosciami wlasnymi

macierzy (4.73) sa sumy wartosci wlasnych macierzy 4 i B.
Wezmy pod uwage rodzing macierzy A(Q) o postaci (4.60) i zdefiniujmy

nowa rodzine

A(Q)={A(g) = A(q)® A(g): g € 0. (4.74)

Lemat 4.6. Niech macierz nominalna A4, bedzie L-stabilna. Rodzina macierzy
(4.60) jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy rodzina macierzy (4.74)
jest odpornie nieosobliwa, tzn. det Z(q) #0 dlakazdego g€ Q.
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Dowéd. Z twierdzenia 3.2 wynika, ze jezeli macierz nominaina A, jest L-stabilna,
to rodzina macierzy A(Q) jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy A(q)
nie ma wartoéci wlasnych na osi urojonej dla kazdego g € Q. Poniewaz dla kaz-
dego ustalonego ¢ € 0 warto$ciami wlasnymi macierzy Z(q) = A(q)® A(q) sa
sumy warto$ci wlasnych macierzy A(q) , powyzsze zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy det Z(q) #0 dla kazdego g € Q. il

7astosowanie lematu 4.6 do badania odpornej L-stabilnosci wypukiej kombi-
nacji dwéch macierzy jest podane w punkcie 5.2.2 niniejszej pracy.

Zauwazmy, Ze problem odpornej nieosobliwosci rodziny macierzy (4.74) nie
jest problemem trywialnym w przypadku ogélnym. Ma on swoje rozwiazanie
(w postaci warunkow dostatecznych) dla pewnych klas macierzy A(q), np. dla

macierzy o elementach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw (np. [66,

100]).

Inne transformacje, sprowadzajace problem odpornej stabilnosci do problemu
odpornej nieosobliwosci, zostaly wykorzystane w pracach [24, 25] (patrz tez punkt
5.2.2 niniejszej pracy) oraz np. w [66, 117], w ktorych wykorzystano tzw. iloczyn
dwuprzemienny macierzy.

Iloczyn dwuprzemienny (ang. bialternate product) dwoch macierzy B =[b;]

i D=[d;] o wymiarach 7 x n, ktéry bedziemy oznacza¢ symbolem e, jest zdefi-

niowany w spos6b podany ponizej.
Macierz F = Be D, o wymiarach (n(n—1)/2)x(n(n—1)/2) ma wiersze

i kolumny o podwdjnych indeksach. Jej elementy f; . oblicza sie ze wzoru

(np. [117])

1 bjy b;s d;, dis
. =—| det +det 4.75
.flj,rs 2 \: { djr djS:\ l: bJr bjs ( )

dla i=23,...,m j=12,...,i—1, oraz r= 23,...,ms=12,...,r—1. Kolejne wier-
sze macierzy F maja numeracjg ij (i = 23,....m j=12,...,i—1), a kolejne kolum-
ny tej macierzy maja numeracje 7s (r =23,...,m s =12,....7 -1).
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5. ODPORNA STABILNOSC
WYPUKLEJ KOMBINACJI
DWOCH WIELOMIANOW ORAZ MACIERZY

5.1. Odporna stabilno$¢ wypuklej kombinacji dwoch wielomianow
WeZzmy pod uwage wypukla kombinacj¢ dwoch wielomianéw, o postaci

w(s,A)=(1=Dwy(s)+Awp(s), AeA=[0,1], 5.1

gdzie w,(s) i wy(s) sa to znane wielomiany stopnia # o dodatnich wspdlczynni-
kach przy 5" . Dla kazdego A e A wielomian (5.1) ma stopien n.

" Wmlonman stopnia n, kt.(’)rego wspotczynniki (niekoniecznie wszystkie) zale-
23 liniowo od tylko jednego niepewnego parametru g, O postaci

w(s,q)=wi(s)+qwy(s), geQ=[q ,q"], (5.2)

0 'dodatnim wspotezynniku przy s” dla kazdego q€lg™,q"), przy czym wielo-
mian wi(s) ma stopien n, stopien wielomianu wo(s) jest nie wigkszy niz n
mozna sprowadzi¢ do postaci (5.1), gdzie Wa($)=w(s,q7), wp(s)=w(s,q")
oraz A=(q~q")/(¢* —q"). |
Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan przyjmii ze Wi i i
ot przyjmiymy, ze wielomianem nominal-
W(s,A)={w(s,A):A e A=[0,1]} (5.3)
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jest wielomian w,(s). Zalozmy, ze wszystkie zera wielomianu w,(s) leza na
plaszczyznie zmiennej zespolonej w otwartym obszarze D, zdefiniowanym wzo-
rem (3.1), przy czym ma on n; =1 zer w kazdym z podobszaréw D;, i=1.2,...,N.

Zgodnie z definicja 3.5, rodzing wielomiandéw (5.3) bedziemy nazywac od-
pornie D-stabilna, jezeli kazdy wielomian z tej rodziny ma tyle samo zer w kaz-
dym z podobszaréw D;, i=12,...,N, co wielomian nominalny w,(s).

Do badania odpornej D-stabilno$ci rodziny wielomiandéw (5.3) mozna stoso-
waé metody graficzne lub analityczne, podane w rozdziale 4.

5.1.1. Metody graficzne

Zera wielomianu w(s,A), wykre$lone w funkcji parametru A €[0,1], tworza
linie zer na plaszczyznie zmiennej zespolonej.

Najprostsza graficzna metoda badania odpornej D-stabilnosci rodziny wielo-
mianéw (5.3) jest wykreélenie linii zer wielomianu (5.1) na tle brzegéw obszaru D
i sprawdzenie, czy leza one w otwartym obszarze D czy tez nie.

Dzielac obie strony rownania

(A=2)wy(s)+Awp(s)=0, AeA=[0,1], (5.4)
przez 1 — A (przy zatozeniu A #1), otrzymamy rownanie
w($)+hkwy(s)=0, kel0,o0). ’ (5.5)

Rownanie (5.5) jest rownaniem charakterystycznym ukiadu regulacji auto-
matycznej, zlozonego z fikcyjnego obiektu o transmitancji operatorowej
G(s)=kwy(s)/ w,(s) objetego petla ujemnego sprzezenia zwrotnego. Oznacza
to, ze do wyznaczenia linii zer rodziny wielomianéw (5.3) mozna wykorzystac
specjalizowane programy komputerowe stuzace do wyznaczania linii pierwiastko-
wych, tj. do wyznaczania na plaszczyZnie zmiennej zespolonej polozenia pier-
wiastkow réwnania (5.5) w funkcji parametru £ € [0, o).

Z definicji 4.1 i 4.2 oraz ze wzoru (5.1) wynika, ze dla kazdej ustalonej liczby
zespolonej z zbiorem wartosci rodziny wielomiandw (5.3) jest zbior

66

w(z,A)={w(z,A):Ae A=[0,1]}, (5.6)

bedacy na plaszczyznie zmiennej zespolonej odcinkiem linii prostej, taczacym
punkty w,(z) i wy(z).

Unormowanym zbiorem warto$ci tej rodziny jest zbiér
W(z,A) = {5z, A): A € A=[0,1]}, (5.7)

gdzie w(z,A)=w(z,A)/ w,(z), w,(z)#0. Jest on odcinkiem linii prostej, tacza-
cym punkty w(z,0) =1+ 7O i w(z,1)=wp(z)/ w,(2).

Z powyzszych rozwazan, twierdzenia 4.5 i lematu 4.1, wynika ponizsze
twierdzenie.

Przypomnijmy, ze zgodnie z przyjetymi oznaczeniami brzeg kazdego z pod-
obszar6w D;,i=1,...,N, ma opis parametryczny f,(y), y € Y.

Twierdzenie 5.1. Niech wielomian nominalny w,(s) bedzie D-stabilny. Rodzina

wielomianéw (5.3) stalego stopnia jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy,
gdy oddzielnie dla kazdego z podobszaréw D;, i=1.2,...,N, jest speliony waru-
nek wykluczenia zera

0ew(fi(»),A), Vyel, (5.8)

gdzie w(f;(y),A)=w(z,A) dla z= f,(y), lub rbwnowaznie, jest speliony wa-
runek wykluczenia zera dla unormowanego zbioru wartosci, o postaci

0ew(fi(y),A), Vyey, (5.9)

gdzie W(f;(y), A)=W(z, A) dla z = f;(»).

Spefnienie warunku wykluczenia zera (5.8) (lub (5.9)) mozna sprawdzi¢ bez-
posrednio, wykreslajac na plaszczyZnie zmiennej zespolonej potozenia odcinka
w(fi(¥),A) (lub w(fi(y),A)) w funkeji parametru yeY; (przyjmujac odpo-
wiednio maty krok Ay) i wizualnie sprawdzajac, czy przechodzi on przez pocza-

tek plaszczyzny zmiennej zespolonej czy tez nie.
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Zauwazmy, Ze dla kazdego ustalonego y € Y; odcinek w( f;(y),A) nie prze-

chodzi przez poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej wtedy i tylko wtedy, gdy
|larg(w, (fi(¥)) —arg(wp (fi(¥I* 7, ¥y e 1, (5.10)

gdzie arg(z)e[-m,m) jest argumentem liczby zespolonej z.
Warunek (5.10) mozemy napisa¢ w postaci

0;(¥)#0,Vyel, (5.11)

gdzie
@;(y) = n—arg(w, (f;(¥))) —arg(wp (f: (¥ D) (5.12)

jest funkcja testujaca stowarzyszona z podobszarem D;.

Zauwazmy, ze dla kazdego ustalonego y €Y; odcinek w(f;(¥),A), zacze-
piony w punkcie w(f;(»),0)=1+ j0, nie przechodzi przez poczatek plaszczyzny
zmiennej zespolonej wtedy i tylko wtedy, gdy przy yeY; wykres funkcji
wp(fi{(»)/ w,(f;(¥)) nie przecina ujemnej polosi rzeczywistej (—oo,0].

Podany powyzej warunek zostat w inny sposob udowodniony w pracy [63]

w odniesieniu do quasi-wielomianow.
Z powyzszych rozwazan i twierdzenia 5.1 wynika ponizszy lemat.

Lemat 5.1. Niech wielomian nominalny w,(s) bedzie D-stabilny. Rodzina wie-
lomianow (5.3) stalego stopnia jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy
warunek (5.11) jest speliony oddzielnie dla kazdego z podobszarow D,
i=12,...,N, lub rownowaznie, wtedy i tylko wtedy, gdy na ptaszczyZnie zmiennej
zespolonej wykres funkcji wy(f;(¥))/ w,(f;(¥)), stowarzyszony oddzielnie
z kazdym z podobszarow D;, i=1,2,...,N, nie przecina ujemnej pdtosi rzeczywi-
stej (—eo,0]. [

Przyklad 5.1. Wezmy pod uwage wielomian charakterystyczny (2.45) ukladu
dyskretnego rozpatrywanego w przykladzie 2.6. Zaltézmy, ze warto$¢ parametru
g, jest stala, natomiast parametr g, moze przyjmowa¢ dowolne wartosci z prze-

dziatu [1,3].
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Przyjmujac 7; =1 oraz g, = 4, wielomian (2.45) napiszemy w postaci

w(s,qp) = 4s” - 407335+ 0.0733 + ¢;(301835+09084), g € 0 =[13].
(5.13)

Nalezy zbada¢ odporng K-stabilno$¢ wielomianu (5.13), stosujac twierdze-
nie 5.1 oraz lemat 5.1.

Wielomian (5.13) mozna napisa¢ w postaci

w(s,A)= (1= Awy(s)+Awy(s), AeA=[0,1], (5.14)

gdzie wielomiany

Wa(s) =457 —10555+09817, wy(s) = 4s> +4.98165+2.7985

sg K-stabilne.

Obszarem D jest otwarte koto jednostkowe, ktérego brzeg ma opis parame-
tryczny f(y)=exp(jyr), yeY=[0,2]. Dla kazdego ustalonego yeY zbior
wartosci w(exp(jyr), A) jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej odcinkiem linii
proste;j.

Im

(o]
T
1

_84 L 1 I " L L
- 0 Re 12

Rys. 5.1. Potozenia zbioru wartosci w(exp(jyn),A) dla ye [0,2]
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Polozenia zbiorn warto$ci w(exp(jym), A), wyznaczone dla y zmieniajacego
siec od 0 do 2 z krokiem Ay =0.02, sa pokazane na rysunku 5.1. Wynika z niego,
ze warunek wykluczenia zera (5.8) jest spetniony. Wielomian (5.14) (i tez (5.13))
jest wige odpornie K-stabilny, zgodnie z twierdzeniem 5.1.

Na rysunku 5.2 jest pokazany przebieg funkcji testujacej

@(y) = m—|arg(w,(exp(jym))) — arg(wp(exp(jym))l, y €Y =[0,2], (5.15)
oraz wykres funkcji wy(exp(jym))/ w,(exp(jyr)), y € ¥ =[0,2]. Zgodnie z le-

matem 5.1, oba te wykresy potwierdzaja, ze rodzina (5.14), a wigc 1 (5.13), jest
odpornie K-stabilna. ¥

Rys. 5.2. Wykresy do przykiadu 5.1: a) wykres funkcji testujacej @(y),
b) wykres funkeji wy(exp(jym))w,(exp(jyn)) dla ye[0,2]

5.1.2. Metody analityczne

Analityczna metoda badania odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw
(5.3) zostata podana w pracy [135]. Jej rezultaty sa tez cytowane w [21]. Jest to
metoda, ktora pozwala na analityczne sprawdzenie warunku wykluczenia zera
(5.8).

Ponizej, wychodzac z warunku wykluczenia zera (5.8) (lub (5.9)) podamy
analityczne kryteria odpornej D-stabilnosci rodziny wielomiandw (5.3), udowod-
nione w inny sposéb w pracy [135]. '

Wprowadzmy oznaczenia

U () =Rew (fi(»)); Vie(»)=Imwi(fi(y)), dla k=a i k=b. (5.16)
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Jezeli dla pewnego ustalonego y € Y; zbiér wartosci w( fi(»), A), stowarzy-
szony z podobszarem D;, przechodzi przez poczatek plaszczyzny zmiennej ze-
spolonej, to zachodzi sytuacja podobna do pokazanej na rysunku 5.3, tzn. konce
odcinka leza w 1 i IIl lub w Il i IV éwiartkach paszczyzny zmiennej zespolone;j
albo tez lezy on na jednej z osi przechodzac przez punkt (0,0). Z rysunku 5.3 wy-
nika, ze w kazdej z opisanych powyzej sytuacji spelnione sg nastgpujace warunki

Ui Wpi(3)=Upi(y Wi (y) =0, (5.17)
UgiWUpi(¥) <0,  Vi(0IWpi(»)<0. ' (5.18)
Im
s wa (S ()
Up(») L Re
0 Udy)
oy )

Rys. 5.3. Zbi6r wartosci w(f{y),A) przechodzacy przez pocza-
tek ptaszczyzny zmiennej zespolonej

Lemat 5.2. Niech wielomian nominalny w,(s) bedzie D-stabilny. Rodzina wie-

lomian6w (5.3) statego stopnia jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy
oddzielnie dla kazdego podobszaru D;, i=1,2,..,N, nie istnieje y = yoet;, dla
ktérego spetnione sa zaleznosci

Uai(¥0)Vpi(¥0) = Upi(¥0 Wai(¥0) = 0, (5.19)
UgiCyodUpi(y0) <0, V(3o Wpi(rp) < 0. (5.20)
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Dowoéd. Wezmy pod uwage podobszar D; i stowarzyszony z nim zbiér wartosci
w( f;(»), A). Dla kazdego ustalonego y € ¥; jest on odcinkiem linii prostej tacza-
cym punkty wo (f;(») i Wy(fi(¥)

Z powyzszych rozwazan wynika, Ze jezeli istnieje y =y €Y;, dla ktérego sa
spetnione warunki (5.19) i (5.20), to 0€ w(f;(y9),A). To za$ oznacza, ze rodzina
wielomianéw (5.3) nie jest odpornie D-stabilna, zgodnie z twierdzeniem 5.1.

Jezeli natomiast nie istnieje y = yq € ¥;, dla ktérego sa spetnione zaleznosci
(5.19) i (5.20), to warunek wykluczenia zera 0 w(f;(y),A) jest spetniony dla
kazdego y € Y;. Biorac pod uwage wszystkie podobszary obszaru D otrzymamy

i

teze lematu.

W przypadkach szczegolnych, gdy D jest otwartg lewa polplaszczyzna lub
otwartym kotem jednostkowym, z lematu 5.2 wynikaja ponizsze kryteria L-stabil-
nosci i K-stabilnosci.

Lemat 5.3. Niech wielomian nominalny w,(s) bedzie L-stabilny. Rodzina wielo-
mianéw (5.3) stalego stopnia jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy nie
istnieje y =y 2 0 spelniajace zaleznosci

Ua(30)Wp(30) = Up(¥0WVa(30) =0, (5.21)
Uag(yo)Up(30)S0, Va(yo)Vp(r0) =0, (5.22)

gdzie U,(y), Up(y) oraz V,(y) 1 Vy(y) sato, odpowiednio, czgsci rzeczywiste
oraz czesci urojone wielomianéw w,(s) i wp(s) dla s=jy.

Dowéd. Dow6d wynika z lematu 5.2 przy uwzglednieniu faktu, ze obszarem D jest
otwarta lewa polplaszczyzna, ktdrej brzeg ma opis parametryczny f(y)=jy,
y=0. L

Lemat 5.4. Niech wielomian nominalny w,(s) bedzie K-stabilny. Rodzina wie-

lomianéw (5.3) stalego stopnia jest odpornie K-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnieje y = yy € Y =[0,2], dla ktérego sa speinione warunki (5.21) i (5.22),

gdzie U, (y), Up(y) oraz V,(y) 1 Vp(y) sato, odpowiednio, czgsci rzeczywiste
oraz czesci urojone wielomianow w,(s) i wy(s) dla s= exp(jyT).
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Dow{)d. Dowéd wynika z lematu 5.2 dla obszaru D bedacego otwartym ko-
lem jednostkowym, ktérego brzeg ma opis parametryczny S(y)=exp(jyr)
yet=]0,2]. "'\’

. S'tosov'vanie lc:‘:matu 5.4 jest utrudnione ze wzgledu na fakt, ze czesci rzeczy-
wiste 1 urojone wielomiandw w,(s) i wy(s) przy s =exp(jyr) sa trygonome-
trycznymi funkcjami parametru y. Dlatego tez kryterium odpornej K-stabilnosci

R 2 o Cle unO -

Lemat 5.5. Niech wielomian nominalny w,(s) bedzie K-stabilny. Rodzina wie-

lqm_ianc?vY (5. .3) statego stopnia jest odpornie K-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy
nie istnigje liczba s, spetniajaca warunek [sol=1, dla ktére;j ’

$6Wa(s0)wp(sg") = sGwp (50w, (s51) = 0, (5.23)
wp(59)
S~ <0. (5.24)

Dowéd. Z twierdzenia 5.1 wynika, ze Jjezeli wielomian w,(s) jest K-stabilny, to
rod21~na (5.3) stalego stopnia jest odpornie K-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy
0¢w(s,A) dlakazdego s=exp(jyr), gdzie yeY=]0,2]. ’
3 Dla .kaidego ustalonego sy = exp(jyy7r) unormowany zbidér wartosci
w(sg,A) jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej odcinkiem linii prostej lacza-
cym-punkt.y w(sp,0) =1+ /0 i W(sp,l)= wp(s9)/ wa(sg), przy czym Wo(sg)#0
bowiem wielomian w,(s) jest K-stabilny z zatozenia. Wobec tego, warunek wy-
k~luczema zera 0 ¢w(sg,A) moze nie byé spetniony tylko wtedy, gdy odcinek
W(sg,A) lezy na osi rzeczywistej, czyli gdy wy(s9)/ w,(sq) jest liczba rzeczywi-
sta.
Wprowadzmy oznaczenia: w,(sy)= Ua(30)+JV,(¥g), wp(sg)= Up(yo)
. -1 . _
+V5(r0)- Weedy w4 (s07) = Ua(30) = jVa(¥0)s wolsg")=Up(r0) = i¥3(30)-
Ze wzoru (przy pominieciu zaleznosci od o)

wp(s0) _ Up+jVp _ (UaUp+VaVp)+ iUV —UpV,) .
Wa(SO) Ua+jVa Ua2+Va2
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wynika, Ze cze$¢ urojona wyrazenia wy(sg)/ w,(so) jest réwna zeru wtedy i tylko
wtedy, gdy sy =exp(jyom), przy czym yg € ¥ =[0,2] jest rozwigzaniem réwna-

nia (5.21). ' ’ '
Podstawiajac powyzsze oznaczenia do rownania

W (50)Wp(59 ) = wp(s0)Wa(sg ) =0 (5.25)

otrzymamy réwnanie (przy pominigciu zaleznosci od y;)
Uy + JV ) Up = jVp) = Uy + jVp XUy = jVo) = JAURYz =UaVp) = 0.

Oznacza to, ze ygeY =[0,2] jest rozwiazaniem roéwnania (5.21) wtedy
itylko wtedy, gdy sy jest rozwigzaniem rownania (5.25), przy czym
50 = exp(jyoT). | o

Z powyzszego wynika, ze aby odcinek W(sg,A) lezal na osi fz.eczywxstej
plaszczyzny zmiennej zespolonej potrzeba i wystarcza, aby s, spe’rma@ce waru-
nek |so|=1, byto rozwiazaniem réwnania (5.25). Zauwazmy, Ze ten odcinek prze-

chodzi przez poczatek ukladu wspotrzednych (czyli nie jest spc'eh\iony warunek
wykluczenia zera 0 & w(sg, A)) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi (5.24).

Mnozac obustronnie réwnanie (5.25) przez sy otrzymamy réwnanie (5.23),
ktére zalezy wielomianowo od sg. Takie mnozenie moze w niektérych przyp.ad-
kach spowodowag, ze sy =0 bedzie pierwiastkiem réwnania (5.23). Tego pier-
wiastka nie nalezy jednak braé pod uwage przy sprawdzaniu warunku (5.24), b?—
wiem wtedy |sg|=0# L. ‘

Przyklad 5.2. Nalezy zbada¢ odporng K-stabilno$¢ wielomianu

w(s,q)=s*+qs°> +155—1/3, qe Q=[-17/8,17/8]. (5.26)

Sprowadzajac wielomian (5.26) do postaci (5.1) otrzymamy

w(s, )= (1= Dwy(s)+Awy(s), LeA=[0,1], (5.27)
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gdzie
wa(s)=s*—(17/8)s3 +155-1/3, wp(s)=s +(17/8)s% +155-1/3,

przy czym oba te wielomiany sa K-stabilne.

Dla wielomianu (5.27) réwnanie (5.23) ma postaé s(2s6 —3s* 4352 ~2)=0.
Ma ono siedem pierwiastkéw, przy czym sze$é z nich spelnia warunek |s|=1. Sg
to: s1p =%, 534 =556 =-0.7906+ j0.6124. Warunek (5.24) dla tych pierwiast-
kow nie jest spelniony, poniewaz nie jest on spefniony, np. dla s = ~1. Oznacza to,

zgodnie z lematem 5.5, ze wielomian (5.27) (i tez (5.26)) nie jest odpornie K-sta-
bilny. L

Do badania odpornej L-stabilnosci oraz K-stabilnosci rodziny wielomianéw
(5.3) mozna stosowa¢ metody analityczne, bazujace na kryterium stabilnosci Hur-
Wwitza oraz kryterium Jury. Zostaty one podane w pracach [3, 24]. Sa one tez cyto-
wane w monografiach [6, 12].

Uwzgledniajac rezultaty wyzej wymienionych prac, udowodnimy ponizsze

twierdzenia.

Twierdzenie 5.2. Niech wielomian nominalny w,(s) bedzie L-stabilny. Rodzina
wielomianow (5.3) stalego stopnia jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy,
gdy macierz H, le nie ma rzeczywistych niedodatnich wartogci wilasnych (tzn.

jezeli ta macierz ma rzeczywiste wartosci wlasne, to nie naleza one do przedziatu
—0,0]), gdzie H, i H sa to macierze Hurwitza (o postaci (4.5 stowarzyszone
g a b p zy
z wielomianami w,, (s) i wy(s), odpowiednio.

Dowéd. Macierz Hurwitza stowarzyszona z wielomianem (5.1) ma postaé
H(A)=(1-2)H, + \H,, (5.28)

przy czym det H(0) = det H,, # 0, bowiem wielomian w,(s) jest L-stabilny.

Z powyzszego oraz z twierdzenia 4.2 wynika, ze dla dowodu wystarczy wy-
kaza¢, iz det H(A)# 0 dla kazdego A € (0, 1] wtedy i tylko wtedy, gdy macierz

H, ' 5 nie ma rzeczywistych niedodatnich wartosci wiasnych.
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Dla kazdego A € (0, 1] zachodzi

det H(A) = det[(1- A)H, + AH, | = det(— AH, [%‘%1 - H;leD

-A

=(=A)"det H,, det( I- H"le)

co oznacza, ze det H(1) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy

det(lf%—l - H;le) =0, (5.29)

Réwnanie (5.29) jest spetnione dla dowolnego A € (0,1] wtedy i tylko wtedy,
gdy p=—-(1-A)/A jest rzeczywista wartoscia wlasna macierzy H, le , przy
czym p € (—,0]. Wobec tego, det H(A)# 0 dla kazdego A €(0,1] wtedy i tylko
wtedy, gdy macierz H, 'H , nhie ma rzeczywistych wartosci wlasnych w przed21ale

(===0].
Uwzgledniajac wzdr (4.9), warunki twierdzenia 5.2 mozna uprosci¢ w sposob

podany ponize;j.

Twierdzenie 5.3. Niech wielomian nominalny w,(s) bedzie L-stabilny. Rodzina

wielomianéw (5.3) statego stopnia jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wte-

dy, gdy
1) wp(0)>0,

2) macierz H " 'H ;, hie ma rzeczywistych niedodatnich wartosci wiasnych,

gdzie H q d H , s to zredukowane macierze Hurwitza (o postaci (4.8)) stowarzy-

szone z wielomianami w,(s) i wy(s), odpowiednio.

Dowod. Wykazemy, ze powyzsze warunki sa réwnowazne z warunkami twierdze-
nia 4.3, zastosowanego do rodziny (5.3).

ad. 1) Dla wielomianu (5.1) warunek 1) twierdzenia 4.3 ma postaé
ag(A)#0, VA €[0,1], gdzie ag(A) = (1-A)w,(0)+ Awy(0) . Poniewaz w,(0)>0
(bowiem w,(s) jest L-stabilny), powyzszy warunek jest spelniony wtedy i tylko
wtedy, gdy w,(0)> 0.
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ad. 2) Dowéd przebiega dokiadnie tak samo jak dowéd twierdzenia 5.2. [

Z twierdzenia 4.4 wynika ponizsze kryterium odpornej K-stabilnosci rodziny
wielomiandw (5.3).

Twierdzenie 5.4. Niech wielomian nominalny w,(s) bedzie K-stabilny. Rodzina

wielomianéw (5.3) statego stopnia jest odpornie K-stabilna wtedy i tylko wtedy,

gdy

1) sgnw,(1)=sgnwy(1),

2) sgnw,(-1)=sgnwy(-1),

3) macierz S, ]Sb nie ma niedodatnich rzeczywistych wartosci whasnych, tj. jej
rzeczywiste wartosci wlasne nie naleza do przedziatu (—o,0],

gdzie S, i S sa to macierze zdefiniowane wzorami (4.13) i (4.14), stowarzyszo-

ne z wielomianami w,(s) i wy(s), odpowiednio.

Dowéd. Dla dowodu wystarczy pokazaé, ze dla rodziny (5.3) warunki twierdzenia
4.4 s rownowazne z powyzszymi warunkami.
ad. 1) Dla wielomianu (5.1) warunek 1) twierdzenia 4.4 ma posta¢ (1-Ayw,(1)+

wp(1)# 0, VA e A=][0,1], przy czym w, (1) #0, bowiem w,(s) jest K-stabilny.

Latwo zauwazy¢, ze powyzszy warunek jest spetniony wtedy 1tylko wtedy, gdy
w,(1)1 wy(1) maja ten sam znak.

ad. 2) Dowdd przebiega doktadnie tak samo jak dowod warunku 1).
ad. 3) Macierz S(1) stowarzyszona z wielomianem (5.1) ma postaé

S(A)=(1—-A)S, +AS,, (5.30)

przy czym det.S(0) = detS, # 0, bowiem wielomian w,(s) jest K-stabilny.
Postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 5.2 wykazuje sie, ze

detS(A)=0 dla kazdego Ae(0,1] wtedy i tylko wiedy, gdy

det(pI—SJISb);t 0, Vpe(~,0]. Oznacza to, ze warunek 3) twierdzenia 4.4

jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy rzeczywiste wartosci whasne macierzy
s;‘sb nie lezg w przedziale (—,0]. [

Przyklad 5.3. Stosujac twierdzenie 5.4 nalezy zbadaé odpornq K-stabilnos¢
wielomianu (5.26) rozpatrywanego w przyktadzie 5.2.
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Latwo sprawdzié, ze dla wielomianu (5.27) warunki 1) 1 2) twierdzenia 5.4 sa

spelnione. ' . .
Wyznaczajac ze wzoréw (4.13) i (4.14) macierze S, i S}, stowarzyszone

z wielomianami w,(s) i wy(s), odpowiednio, oraz obliczajac wartosci wiasne
macierzy S, lSb otrzymamy, Zze ma ona tylko rzeczywiste wartosci wilasne: 1,
-1.9143 i -0.5224. Poniewaz dwie wartosci wlasne leza w przedziale (—0,0],
z twierdzenia 5.4 wynika, ze rozpatrywany wielomian nie jest odpornie K-stabilny.

L

5.1.3. Metoda wykorzystujqca warunek wzrostu Rantzera

Wezmy pod uwage wielomian f(s)+Ag(s), A€[0,1], gdzie wielomian
f(s) ma stopien n za$ stopienn wielomianu g(s) jest nie wigkszy niz n. Zatézmy,
ze deg(f(s)+Ag(s))=n dla kazdego A €[0,1]. Wprowadzmy ponizsza definicj¢

([12], [102]).

Definicja 5.1. Przy powyzszych zatozeniach wielomian g(s) begdziemy nazywa¢

kierunkiem wypuktym w przestrzeni L-stabilnych wielomianow (sto‘pnia‘ n), je?Zeli
dla dowolnego L-stabilnego wielomianu f(s) z L-stabilnosci wielomianu

f(5)+ g(s) wynika L-stabilno$¢ wielomianu f(s)+ Ag(s) dlakazdego 1 €[0,1].

Ponizszy warunek, zwany warunkiem wzrostu Rantzera, pozwala w prosty
spos6b rozstrzygnaé, czy dany wielomian g(s) jest kierunkiem wypukiym w prze-

strzeni L-stabilnych wielomianow.

Twierdzenie 5.5. Wielomian g(s) o rzeczywistych wspotczynnikach jest kierun-
kiem wypuklym w przestrzeni L-stabilnych wielomianéw wtedy i tylko wtedy, gdy
[102]

d . sin(2arg g( jy))
—arg g(jy) | | (5.31)
dy | 2y

dla wszystkich y >0 takich, ze g(jy)#0.
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Dowdd twierdzenia 5.5 (dosyé ztozony) jest podany w pracy [102] oraz
w monografiach [12, 21].

Warunek (5.31) mozna napisaé w réwnowaznej postaci [21]

dX(y) .
dy

X(y)

(5.32)
y

dla wszystkich y>0 takich, ze g(jy)#0, gdzie X(y)=V(y)/U(y), za$
U(y)=Reg(jy), V(y)=Img(jy).
Warunek wzrostu Rantzera (5.31) mozna tez napisaé w postaci

Fpr(¥)20 (5.33)

dla wszystkich y > 0 takich, ze g(jy)=0, gdzie

_|sin2arg g(jy)|
Fr(y)= >

d .
—argg(jy). (5.34)
dy

Problem okreslenia klas wielomianéw g(s), ktére sa kierunkami wypukly-

mi W przestrzeni L-stabilnych wielomiandw, byt rozpatrywany w wielu pracach.
Zbiorcze zestawienie ich rezultatéw zostato podane w [13].
Wielomian g(s) jest kierunkiem wypuklym w przestrzeni L-stabilnych wie-
lomianéw, jezeli:
* g(s) jest wielomianem zawierajacym tylko parzyste lub tylko nieparzyste po-
tegi zmienne;j s,
* g(s) jest wielomianem antystabilnym, tzn. wszystkie Jjego zera maja dodatnie
czesci rzeczywiste,

. g(s)=sk(s+a), gdzie o jest liczbg rzeczywista, k > 0,

¢ g(S)=Sk(s+Oc)h(s), gdzie « jest liczba rzeczywista, k>0, zas h(s) jest

wielomianem zawierajacym tylko parzyste lub tylko nieparzyste potegi zmien-
nej s.
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Wypukla kombinacj¢ dwdch wielomiandw, o postaci
w(s, ) =(1—Dw,(s)+ Awy(s), Ae A=][0,1], (5.3%5)

gdzie w,(s) i wp(s) sa to znane wielomiany stopnia »n o dodatnich wspdtczyn-

nikach przy s”, mozna napisa¢ w postaci
f(s)+2g(s), AeA=[0,1], ' (5.36)
gdzie f(s)=w,(s), g(s)=wp(s)—w,(s), przy czym f(s)+ g(s)=wp(s).

Lemat 5.6. Jezeli wielomian g(s)=wp(s)—w,(s) jest kierunkiem wypuktym
w przestrzeni L-stabilnych wielomianow, to warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym odpornej L-stabilno$ci rodziny (5.35) jest L-stabilno$¢ wielomianow
wa(s) 1 wy(s).

Il

Dowéd. Dowod wynika z definicji 5.1 oraz z powyzszych rozwazan.

Z lematu 5.6 wynika, ze jezeli g(s)=wy(s)—w,(s) nie jest kierunkiem wy-
puktym w przestrzeni L-stabilnych wielomiandéw, to o odpornej L-stabilno$ci ro-
dziny (5.35) nic nie mozna powiedzie¢ na podstawie L-stabilnosci wielomianow
w,(s) 1 wy(s). Zauwazmy, ze w takim przypadku rodzina (5.35) moze by¢ od-

pornie L-stabilna.

Przyklad 5.4. Rozpatrzmy wypukla kombinacje (5.35) dwdch L-sfabilnych wie-
lomianéw

wa(s)=s4+l]s3+7s2+17s+3, wb(s)=2s4+9s3+1252+10s+3.

Wtedy g(s)=wp(s)—w,(s)= st —253 +55% —5s.

Wykres funkcji Fp(y), wyznaczonej ze wzoru (5.34) dla y zmieniajacego si¢
od 0.01 do 5 z krokiem 0.01, jest pokazany na rysunku 5.4, Wynika z niego, Ze
warunek (5.33) jest spelniony (przy y — o wykres Fp(y) dazy asymptotycznie
do zera). Na podstawie twierdzenia 5.5 mozemy wigc stwierdzi¢, ze g(s) jest

kierunkiem wypuklym w przestrzeni L-stabilnych wielomianéw czwartego stopnia.
Rozpatrywana wypukia kombinacja dwoch L-stabilnych wielomianéw w,(s)

i wy(s) jest wigc odpornie L-stabilna, zgodnie z lematem 5.6. L
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Rys. 5.4. Wykres funkcji Fx(y) do przykladu 5.4

W podobny sposéb jak w definicji 5.1 mozna zdefiniowaé pojecie wielomia-
nu g(s) bedacego kierunkiem wypuklym w przestrzeni K-stabilnych wielomia-

now.

Wezmy pod uwage wielomian f(s)+Ag(s), A€[0,1], gdzie wielomian
J(s) ma stopien n, stopien za$ wielomianu g(s) jest nie wigkszy niz n. Zatozmy,
ze deg(f(s)+Ag(s)) =n dla kazdego A €]0,1].

Definicja S5.2. Przy powyzszych zalozeniach wielomian g(s) bedziemy nazywaé

kierunkiem wypukiym w przestrzeni K-stabilnych wielomianéw (stopnia n), jezeli
dla dowolnego K-stabilnego wielomianu f(s) z K-stabilnosci wielomianu

S(s)+ g(s) wynika K-stabilno$¢ wielomianu f(s)+ Ag(s) dla kazdego A €[0,1].
' o

Twierdzenie 5.6 [102]. Wielomian g(s) jest kierunkiem wypuktym w przestrzeni
K-stabilnych wielomianéw (stopnia n) wtedy i tylko wtedy, gdy

4 < |sin2arg glexp(jy))—ny|
3 arg g(exp(jy)) < 5 +| 2sin(y) | (5.37)

dla wszystkich y >0 takich, ze g(jy)#0.
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Uogolniajac lemat 5.6 na przypadek badania K-stabilnosci rodziny wielomia-
noéw (5.35), otrzymamy ponizszy lemat.
Lemat 5.7. Jezeli wielomian g(s)=wp(s)—w,(s) jest kierunkiem wypuklym

w przestrzeni K-stabilnych wielomiandw, to warunkiem koniecznym i wystarcza-
jacym odpornej K-stabilno$ci rodziny (5.35) jest K-stabilno$¢ wielomianow
wy(8) 1 wp(s). i

Przyklad 5.5. Rozpatrzmy wypukla kombinacje dwoch K-stabilnych wielomianow
. Lo 3
stopnia czwartego, o postaci (5.27), dla ktorej g(s) = wy(s)—w,(s)=4.25s".
Latwo sprawdzi¢, ze argg(exp(jy)) =3y, natomiast nierdwnosé¢ (5.37) ma

postaé

3<2+ M\. (5.38)

2sin(y)

Nieréwnos¢ (5.38) nie jest spelniona dla kazdego y > 0, bowiem nie jest ona
spetniona np. dla y =0.. Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 5.6, Ze wiclomian

g(s) = 42553 nie jest kierunkiem wypuklym w przestrzeni K-stabilnych wielo-

mianéw czwartego stopnia. Z lematu 5.7 wynika zatem, ze o odpornej K-stabil-
nosci rodziny (5.27) nic nie mozna powiedzie¢ na podstawie K-stabilnosci wielo-
miandéw w, (s)1 wy(s). '

W przypadku, gdy wielomian g(s) ma zespolone wspolczynniki, warunki
(5.31) 1 (5.37) przyjmuja prostsza posta¢, podang w [102], a mianowicie:

e warunek (5.31) przyjmuje postaé

L arg g(jy)<0, (539)
dy

¢ warunek (5.37) przyjmuje postac

4 arg glexp(y) < 2. (5.:40)
dy 2
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Rezultaty pracy [102] zostaly w [49] rozszerzone na klase quasi-wielo-
mian6w o rzeczywistych oraz o zespolonych wspotczynnikach.

5.2. Odporna stabilno$¢ wypuklej kombinacji dwéch macierzy

Wezmy pod uwagg wypukia kombinacje dwéch macierzy, o postaci

AA)=(1-M)A+AB, LeA=[0,1], (5.41)

gdzie 4 i B sato znane rzeczywiste macierze o wymiarach nxn .
Dowolng macierz, ktérej elementy zaleza liniowo od Jjednego niepewnego
parametru, o postaci

A(q)=Ag+q4), qeQ=[q",q"], (5.42)

mozna sprowadzi¢ do postaci (5.41), gdzie 4= A(q” )= Ay+q A, B=A@g")
= Ay +q" A, oraz A=(qg—-q7 )/ (g -q).

Przyjmijmy, ze macierza nominalng rodziny macierzy
A(A) = {A(A):A e A=[0,1]} (5.43)

Jest macierz A. Zalézmy, ze wszystkie jej wartosci whasne leza na plaszczyznie
zmiennej zespolonej w otwartym obszarze D, zdefiniowanym wzorem (3.1), przy
czym macierz A ma n; 21 wartosci wlasnych w kazdym z podobszaréw D;,
i=12,..,N. |

Zgodnie z definicjg 3.8, rodzing macierzy (5.43) bedziemy nazywaé odpornie
D-stabilna, jezeli kazda macierz z tej rodziny ma tyle samo wartosci wlasnych
w kazdym z podobszaréw D;, i=1,2,..., N, co macierz nominalna A.

Do badania odpornej D-stabilnosci rodziny macierzy (5.43) mozna stosowac
metody graficzne lub metody analityczne.
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5.2.1. Metody graficzne

Wartosci wlasne macierzy A(A1), wykreslone w funkcji parametru A €[0,1],

tworza na plaszczyZnie zmiennej zespolonej linie warto$ci wlasnych.

Najprostsza graficzng metoda badania odpornej D-stabilno$ci rodziny macie-
rzy (5.43) jest wykreslenie linii wartosci wlasnych macierzy (5.41) na tle brzegow
obszaru D i sprawdzenie, czy leza one w otwartym obszarze D czy tez nie.

Wielomian charakterystyczny macierzy (5.41) wyznacza si¢ ze wzoru

w(s,A) = det[sI - (1~ 2)A+ AB)]. (5.44)

Dla kazdej ustalonej liczby zespolonej z zbiorem wartosci wielomianu cha-
rakterystycznego rodziny macierzy (5.43) jest zbior

w(z, A)={w(z,A): e A=[0,1]}, (5.45)

bedacy na plaszczyznie zmiennej zespolonej odcinkiem linii krzywej, taczacym
punkty w4(z)=w(z,0)=det(zI — A) i wg(z)=w(z,])=det(zIl — B).

Unormowanym zbiorem wartosci wielomianu charakterystycznego tej rodzi-
ny jest zbior

W(z,A) = {i(z,A): A € A=[0,1]}, (5.46)

gdzie w(z,A)=w(z,A)/wy(z), wy(z)#0. Jest on na plaszczyznie zmiennej
zespolonej odcinkiem linii  krzywej, ftaczacym punkty w(z,0)=1+ ;0
i w(z,)=wg(z)/ wy(z2).

Z powyzszych rozwazan, twierdzenia 4.5 i lematu 4.1, wynika ponizsze

twierdzenie. .
Przypomnijmy, ze zgodnie z przyjetymi oznaczeniami brzeg kazdego z pod-
obszarow D;,i=1,...,N, ma opis parametryczny f;(y), y€ ;.

Twierdzenie 3.7. Niech macierz nominalna 4 bedzie D-stabilna. Rodzina macie-

rzy (5.43) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy oddzielnie dla kazde-
go z podobszarow D;, i=1.2,..., N, jest spelniony warunek wykluczenia zera

0ew(fi(»),A), Vyel, (5.47)
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gdzie w(f;(y),A)=w(z,A) dla z= fi(¥), lub réwnowaznie, jest spelniony wa-
runek wykluczenia zera dla unormowanego zbioru wartosci, o postaci

02 w(fi(y),A), Vyey, _ (5.48) ‘

gdzie w(f;(y),A)=W(z,A) dla z = Ji(»).
Spelnienie warunku wykluczenia zera (5.47) (lub (5.48)) mozna sprawdzié
bezposrednio, wykreslajac (dla kazdego ustalonego y e Y;) na plaszczyznie

. zmiennej zespolonej potozenie zbioru wartosci w(fi(¥),A) (lub W(f;(y),A))

i wizualnie sprawdzajac, czy przechodzi on przez poczatek ptaszczyzny zmiennej
zespolonej czy tez nie.

Dla dowolnego ustalonego y e Y; wyznaczenie zbioru wartoéci w(f;:(y),A)
wymaga obliczenia wartosci funkcji w( (), A) =det[ £;()I - ((1- ) A+ AB)]
dla parametru A zmieniajacego sic od 0 do 1 z odpowiednio matym krokiem Al .
Jezeli te wartosci podzielimy przez w A () = det( £;() - A), to otrzymamy
unormowany zbidr wartosci w( f;(y), A).

Poniewaz w przypadku ogélnym unormowany zbior wartosci w( f;( ), A)
nie jest odcinkiem linii prostej na plaszczyznie zmiennej zespolonej, spetnienie
przez wykres funkcji wp(fi(y)/w4(f:(¥)) warunku podanego w lemacie 5.1
nie jest dostateczne dla odpornej D-stabilnosci rodziny macierzy (5.43).

5.2.2. Metody analityczne badania odpornej L-stabilnosci

Analityczna metoda badania odpornej L-stabilnosci rodziny macierzy (5.43)
zostata podana w pracach [24, 25]. Problem badania odpornej L-stabilnosci rodzi-
ny macierzy (5.43) sprowadza sic w nich do problemu badania odpornej nie-
osobliwosci odpowiedniej macierzy, utworzonej na bazie macierzy 4 i B.

Ponizej podamy gtéwny rezultat wyzej wymienionych prac w innym sfor-
mufowaniu i z innym dowodem.

Oznaczmy przez L(A) macierz stowarzyszong z macierza 4. Ma ona wymia-
1y (0.5n(n+1))x(05n(n+1)) . Wiersze i kolumny macierzy L(A) maja podwdjne
indeksy. Jej elementy / pg.rs Oblicza sig ze wzoru '
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A ps gdy g=r,r>s,p>q
pr gdy g=s,p#r,p>q
App +a4q gdy g=s,9=r,p>q
Agg gdy p=r,q#s,p>q

a

; _ ) agr gdy p=s,s<r,p>q (5.49)
pers 0 w pozost. przypadkach przy p > g
aps gdy p=q,p=r,p>s
app gdy p=gq,p=r,p=s
ap, gdy p=gq,p<r,p=s
0 w pozost. przypadkach przy p =g
dla p=12,...,n, g=12,..,p; r=12,..,m, s=12,...,r.

Oznaczmy przez L(A(A)) macierz stowarzyszona z macierza (5.41). Wy-
znacznik macierzy L(A(A)) wyraza si¢ w terminach wartosci wlasnych s;(A(A))
tej macierzy nastgpujacym wzorem

det L(A(A) =27V 2 det A(A)  T][s;(AA) +5;(AAN].  (5.50)

I<i<j<n

Lemat 5.8. Niech macierz nominalna 4 bedzie L-stabilna. Rodzina macierzy
(5.43) jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy

det L(A(A)) # 0, VA e[0,1]. (5.51)

Dowéd. Ze wzoru (5.50) wynika, ze jezeli macierz A(A) jest L-stabilna dla kaz-
dego A €[0,1], to jest spetniony warunek (5.51). Jest wigc on warunkiem koniecz-
nym odpornej L-stabilnosci rodziny macierzy (5.43).

Dla dowodu warunku dostatecznego przyjmijmy, ze istnieje 4; € (0,1], dla ktérego
nie wszystkie warto$ci wilasne macierzy A(A1) leza w otwartej lewej polptasz-
czyznie. Z twierdzenia 3.2 wynika, ze wtedy A(A) ma wartosci wiasne na osi
urojonej dla pewnego A* €(0,4). To za$ oznacza, ze warunek (5.51) nie jest
spetniony dla A=A <A;. Warunek (5.51) jest wigc warunkiem dostatecznym

odpornej L-stabilno$ci rodziny macierzy (5.43). o
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Twierdzenie 5.8. Niech macierz nominalna A4 bedzie L-stabilna. Rodzina macie-
rzy (5.43) jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy macierz L_](A)L(B)

nie ma rzeczywistych niedodatnich wartoéci wlasnych (tzn. albo ta macierz ma
tylko zespolone wartosci wiasne albo jej rzeczywiste wartoéci wlasne, o ile istnie-
Jja, sa dodatnie).

Dowéd. Dla dowodu twierdzenia wystarczy wykazaé, ze macierz L_I(A)L(B ) nie
ma rzeczywistych niedodatnich warto$ci wasnych wtedy i tylko wtedy, gdy jest
spelniony warunek (5.51).

Ze wzoru (5.49) wynika, ze L(A(A))=(1-A)L(A)+ AL(B). Postepujac po-
dobnie jak w dowodzie twierdzenia 5.2 mozna wykazaé, ze det L(A(A))=0 wte-
dy i tylko wtedy, gdy

det(] - ; I—L"](A)L(B)) =0, (5.52)
przy czym det L(A)# 0 bowiem macierz A jest L-stabilna. To za$ oznacza, ze
warunek (5.51) jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy macierz L~ (A)L(B) nie

ma rzeczywistych wartosci wlasnych w przedziale (—eo,0]. f

W pracy [61] (patrz tez [12, 127]) podano inng analityczng metode badania
odpornej L-stabilnosci rodziny macierzy (5.43), w ktorej wykorzystuje si¢ pojecie
sumy Kroneckera macierzy (patrz punkt 4.5). Metoda ta tym rézni si¢ od podanej
w twierdzeniu 5.8, ze zamiast macierzy L(A) rozpatruje si¢ macierz 4® A,

a zamiast macierzy L"I(A)L(B) rozpatruje si¢ macierz M = (A@A)_I(B(BB),
gdzie @ jest symbolem sumy Kroneckera.

Twierdzenie 5.9. Niech macierz nominalna 4 bedzie L-stabilna. Rodzina macierzy
A(A) jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy macierz

M=(A® A)_] (B ® B) nie ma rzeczywistych niedodatnich wartosci wlasnych.

Dowdd. Z lematu 4.6 wynika, ze jezeli macierz A jest L-stabilna, to rodzina ma-
cierzy (5.43) jest odpornie L-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy

det(A(A)® A(A) # 0, VA e[0,1]. (5.53)
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Poniewaz A(A)® A(A)=(1-A)AD A)+A(B® B), postepujac podobnie

jak w dowodzie twierdzenia 5.2 wykazuje si¢, ze warunek (5.53) jest spetnio-
ny wtedy i tylko wtedy, gdy rzeczywiste wartosci wlasne macierzy

M=(A® A)~1(B @ B), o ile istnieja, nie nalezg do przedziatu (—e,0]. P

Przyklad 5.6. Macierz stanu ukladu regulacji automatycznej ma postaé [12]

A () =| D BK [~30,30] 5.54
= s c =23V, 5 .

2D e aqeBr-1c] 19 (5:59)
gdzie

~00605 -3237 00 322 0.0

~000014 —1475 10 00 01064

A(g) = , B= ’
~00111 —3472+q -2793 00 ~338
0.0 0.0 10 00 00

C=[1 0 0 0], K=[09639 -140959 11138 19.79]

L=[9.1417 -01723 16171 1.1261]T.

Nalezy zbadaé, czy macierz (5.54) (o wymiarach 8 x 8 ) jest:
1) odpornie L-stabilna,
2) odpornie D-stabilna, gdzie D = {s:Res < —1}.

Macierz (5.54) mozna napisa¢ w postaci (5.41), tj.
AQQ)=(1-2)A+2B, AeA=[0,1], (5.55)

gdzie A= A,(-30), B=A,(30), przy czym macierz A= A,(-30) jest L-sta-
bilna.

Do badania odpornej L-stabilnosci macierzy (5.55) zastosujemy twierdze-
nie 5.9. Wlasnos$ci macierzy M=(A(-BA)~1(B®B) (o wymiarach 64 x64),

rzeczywiste i zespolone, maja dodatnie czgsci rzeczywiste. Na podstawie twier-
dzenia 5.9 mozemy wigc stwierdzic¢, ze macierz (5.55) (i tez (5.54)) jest odpornie
L-stabilna.
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Aby zbadaé odporng D-stabilnos¢, zastosujemy twierdzenie 5.7. Macierz 4
jest D-stabilna, poniewaz wszystkie jej wartodci whasne leza w pélptaszczyznie
Res<—1.

Brzeg obszaru D ma opis parametryczny f(y)=-1+jy, ye ¥ =[0,c0).

Potozenia unormowanego zbioru wartosci w(=1+ jy,A) (odcinkéw linii
krzywych), wyznaczone dla y zmieniajacego si¢ od 0 do 15 z krokiem 0.2, sg po-
kazane na rysunku 5.5.

Dla kazdego ustalonego y unormowany zbidr wartosci w(—1+ jy, A) byt

wyznaczany dla parametru A zmieniajacego sie od 0 do 1 z krokiem 0.1, na pod-
stawie wzoru

det[z] - ((1- A)A+ AB)]

w(z,A)= z=-1+ jy.
det(zI—4) ”
3
i
i
|
25 I
|
|
2 I
i
1.5¢ I
Im |
1r |
74
05 7 4
S S
10 e S -~ =---
——
i
05 s | ) ' . X
- 05 0 0.5 1 1.5 2
Re
Rys.5.5.  Polozenia  unormowanego  zbioru  wartosci

w(=1+ jy, A), y€[0,15]

Z rysunku 5.5 wynika, ze warunek wykluczenia zera (5.48) jest speliony. Na
mocy twierdzenia 5.7 mozemy wiec stwierdzi¢, ze macierz (5.55) (i tez (5.54)) jest
odpornie D-stabilna. Cl
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6. ODPORNA STABILNOSC
WIELOMIANOW PRZEDZIALOWYCH

Wezmy pod uwage rodzing wielomianéw o rzeczywistych wspotezynnikach

W(s,A)={w(s,a).aec 4}, (6.1)

gdzie
w(s,a)=a,s" +a,_1s" .taistag, aed, (6.2)

przy czym a= [ao,al,...,an]T jest wektorem wspotezynnikéw wielomianu (6.2),

a zbiér A jest zdefiniowany nastepujaco
-+ - +
A={a:a; €la; ,a; ], a; <a; ,i=01,...,n}. 6.3)

Jezeli niektére ze wspdtczynnikéw wielomianu (6.2) sa doktadnie znane, to
dla tych wspotczynnikow a; = al =a;.

W dalszych rozwazaniach bedziemy zakltada¢, ze rodzina wielomianéw (6.1)
jest rodzina stalego stopnia, tzn. dla kazdego ustalonego a € 4 wielomian w(s,a)

ma stopien n. Nie zmniejszajac ogdlnoéci rozwazah bedziemy przyjmowac, ze
a, >0.
Rodzina wielomianow (6.1), bedaca przypadkiem szczegélnym rodziny (3.4),

nosi nazwe przedziatowej rodziny wielomiandéw, bowiem poszczegbdlne wspot-
czynniki wielomianu w(s,a) sa okreslone z dokfadnoscia do odpowiednich prze-

dziatéw. Rodzing (6.1) nazywa si¢ tez w skrocie wielomianem przedziatowym.
Nazwe wielomian przedziatowy stosuje si¢ tez do wielomianu w(s,a), o postaci

(6.2), z przedziatowym oszacowaniem wartosci jego wspblezynnikow.
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Wielomianem przedzialowym jest wielomian o postaci (3.2) w przypadku,
gdy perturbacje poszczegélnych jego wspétczynnikéw sa wzajemnie niezalezne,
tzn. a;(q)=a;(g;) dla i=0,,...,n.

Przyklad 6.1. Wielomian o niepewnych wspétczynnikach, o postaci
w(s,q)=(2+cosq))s” +exp(qy)s+4+q; g, €[-11],i=123,

Jest wielomianem przedzialowym, bowiem kazdy z Jjego wspélczynnikow zalezy
od innego niepewnego parametru.
Powyzszy wielomian mozna napisa¢ w postaci (6.2) przy n=2, gdzie

a; €la;,af], i=0,12, przy czym

ay = min (2+cosq)=2+cosl, ai= max (2+ =
grel-1] 27 e resa)=3

a; = min exp(gy)=exp(-1), al = =
oo PL2) = exp(=1) = max exp(gy)=exp(l)

aaz min (4+q )=3, a+: 4+ = I
gzel-L] 0= max (4+as)=5 :

6.1. Odporna L-stabilnos¢ wielomianu przedziatowego

.Zgodnie z definicja 3.7, rodzing (6.1) (zwana wielomianem przedzialowym)
begdz1ern.y nazyvx{aé odpornie L-stabilna, jezeli dla kazdego ustalonego ae A
wszystkie zera wielomianu w(s,a) maja ujemne czesci rzeczywiste.

6.1.1. Badanie odpornej L-stabilnosci

Przy zalozeniu a,, >0 warunkiem koniecznym odpornej L-stabilnosci wielo-
mianu przedziatowego (6.1) jest spelnienie nieréwnosci a; >0 dla i=0,1,..,n—1
(warunek konieczny twierdzenia Hurwitza). W dalszych rozwazaniach bedziemy

wigc przyjmowal, ze a; >0 dla i=0,l,...,n. Ponadto, dla ulatwienia rozwazan
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przyjmiemy, nie zmniejszajac ich ogolnosci, ze wszystkie wspotczynniki wielo-
mianu (6.2) nie sa dokladnie znane.

Przy powyzszym zatozeniu zbidr (6.3) jest m-wymiarowym prostopadioscia-
nem, gdzie m=n+1l Ma on K=2" wierzchotkdéw o wspolrzednych
a, = [a()k,alk,...,ank]T, k=12,..,K, gdzie ay =a; lub ay =a/,i=0],..,n

Kazdemu wierzchotkowi a; zbioru (6.3) odpowiada tzw. wielomian wierz-
chotkowy w(s,a; ). Zbior wielomianéw wierzchotkowych nalezy do rodziny (6.1).
Dlatego L-stabilno$¢ wszystkich wielomianéw wierzchotkowych jest warunkiem

koniecznym odpornej L-stabilnosci tej rodziny. W pracy [46] zostalo wykazane, ze
powyzszy warunek konieczny jest tez warunkiem dostatecznym (tzw. stabe twier-

dzenie Charitonowa).
W zbiorze wielomianow wierzchotkowych istnieja cztery wielomiany, zwane

wielomianami Charitonowa, o postaci

wWi(s)=ag +a1+s+a2_s2 +a3_s3 +aIs4+..., (6.4)
Wr(s)=aqy +a]"s+a£rs2 +a;s3+als4+..., (6.5)
Wi(s)=agy +a1+s+a;s2 +a3—s3 +a2s4+..., (6.6)
Wy(s)=ag +a1_s+a£s2 +a;'s3 +a2s4+.... 6.7)

Latwo sprawdzi¢, ze Wi(s)=W5(s)+W4(s)—W,(s).

Twierdzenie 6.1 (Charitonowa) [46]. Wielomian przedzialowy (6.1) stalego stop-
nia jest odpornie L-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa L-stabilne cztery wielo-
miany Charitonowa (6.4)—(6.7), stowarzyszone z tym wielomianem.

Dowéd. Oryginalny dowéd twierdzenia Charitonowa jest dosy¢ zlozony. Prostsze
dowody tego twierdzenia zostaly podane w pracach [12, 44, 81, 95]. Ponizej po-
damy, wykorzystujac rezultaty pracy [95], tzw. geometryczny dowdd twierdzenia

Charitonowa.
Wielomiany Charitonowa naleza do rodziny (6.1), ich L-stabilnos$¢ jest wigc

warunkiem koniecznym odpornej L-stabilnosci tej rodziny.
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Wykaz'emy teraz, ze L-stabilno$¢ czterech wielomianéw Charitonowa
(6.4)—6.7) jest tez warunkiem dostatecznym odpornej L-stabilnosci wielomianu
przedziatowego (6.1).

Dla s = jy wielomian (6.2) mozna przedstawi¢ w postaci

w(iy.a)=U(y,a)+ j¥(y,a), j*=-1, | (6.8)
gdzie

U(y.a)=ag—ayy* +agy* —agyS+. (6.9)

V(y,a)zaly—a3y3+a5y5-a7y7+.... (6.10)

Dla kazdego ustalonego y >0 oraz dla dowolnego acA zachodza nastepu-
jace zaleznosci

Uy,a)e[U(»), UT(y)], (6.11)

Viy.a)e[V™(»), V() (6.12)

gdzie
U (y)=min{U(y,a)ac A }=ap _a;y2 +a;y4 —agy6+..., (6.13)

+
U™(y)=max{U(y,a)ac 4 }=a(")L —az_y2 +aIy4 —agy6+..., (6.14)
V (y)=min{V(y,a)ac 4 }=al_y—a§Ly3 +a5—y5 —a;ry7+..., (6.15)

+ —_—
V=max{r(y.ayacdy=afy—ayy® +afy’ -ayy"+... (6.16)

Poréwnujac wzory (6.4)6.7) dla s = Jy oraz (6.13)~(6.16), otrzymamy

MU =U D+ V() Wa(y)=U"(3)+ V() (6.17)
W3()=U"(+ ¥ F () W) =Ut )+ V(). (6.18)
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7 powyzszych rozwazah wynika, ze dla kazdego ustalonego y =0 zbior
warto$ci

w(jy, A)={w(jy,a).a e A} (6.19)

jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej prostokatem o bokach réwnoleg{ych' do
osi ukladu wspotrzednych. Prawym gérnym wierzchotkiem prostokata (6.19) JCSt.
M (jy), a kolejnymi jego wierzchotkami przy poruszaniu si¢ wzduz krawgdzi

w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara sa: Wa(jy), Wa(jy)
i W4(jy). Prostokat (6.19) nosi nazwe prostokata Charitonowa. Jest on pokazany

na rysunku 6.1.

Im 4
W3 Wmy)
vl ) 1
w(jy, 4)
5] L
v W), §W4(JY)
Ut Ut)  Re

Rys. 6.1. Prostokat Charitonowa

Wraz ze wzrostem warto$ci parametru y > 0, prostokat (6.19) zmienia swoje
polozenie i wymiary, przy czym jego wierzchotki zawsze le:Zat na krzywych.
W), Wa (), W3 (Jy) 1 Wa(iy), jego boki za$ zawsze sa réwnolegle do osi
uktadu wspotrzednych. Oznacza to, ze wykresy czterech funkcji W;(jy),i= l,: A
sporzadzone dla y €[0,%0), wyznaczaja na plaszczyznie zmiennej zespolonej ob-
szar, w ktérym porusza si¢ prostokat Charitonowa (6.19) w funkcji parametru
y €[0,%0). .

Jezeli wielomiany Charitonowa W;(s),i=1,...,4, sa L-stabilne, to wykres
kazdej funkcji W,(jy),i=1,...,4, rozpoczyna si¢ przy y = 0 na dodatniej potosi
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rzeczywistej i przy y zmieniajacym si¢ od zera do nieskoriczonosci przebiega
w kierunku matematycznie dodatnim, nie trafiajac w poczatek uktadu wspol-
rzgdnych, przez n éwiartek plaszezyzny zmiennej zespolonej (zgodnie z twierdze-
niem 3.5). Ponadto, argument kazdej funkcji W,(jy),i=1,....4, jest rosnaca funk-
cja parametru y.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli sa L-stabilne wielomiany Charito-
nowa (6.4)—6.7), to przy wzroscie y od 0 do < prostokat Charitonowa (6.19) po-
rusza si¢ na plaszczyznie zmiennej zespolonej w ten sposéb, ze warunek wyklu-
czenia zera

0¢w(jy, 4) (6.20)

Jest spetniony dla kazdego y > 0. To za$ oznacza, zgodnie z twierdzeniem 4.6, 7e
wielomian przedziatowy (6.1) jest odpornie L-stabilny. L]

Inny dowod twierdzenia 6.1 mozemy podaé¢ uwzgledniajac rozwazania poda-
ne w punkcie 5.1.3 niniejszej pracy.

Zauwazmy, ze jezeli wielomiany Charitonowa sa L-stabilne, to jest spetniony
warunek wykluczenia zera (6.20) dla y = 0, bowiem zbiér wartosci w(j0, 4) jest
odcinkiem [ag ,ag ] lezacym na dodatniej pélosi rzeczywistej. Aby warunek
(6.20) byt spetniony dla kazdego y >0, potrzeba i wystarcza, aby by} on spehnio-

ny dla kazdej z czterech krawedzi prostokata Charitonowa (6.19). Z rysunku 6.1
wynika, ze te krawedzie sq zbiorami wartosci czterech tzw. wielomianéw krawe-
dziowych (wypuktych kombinacji dwoch wielomianéw), o postaci

Wik (5,) = (1= Wi () + AW (s), AeA=[0,1],

dla (i,k)=(1,3), (3,2), (2,4), (4,1).

Kazdy z wielomianéw krawedziowych mozna napisa¢ w postaci wy (s, 1)
= fi($)+Agu(s), gdzie fi(s)=W;(s), gi(s)=Wi(s)=W;(s).

Zauwazmy, ze wielomiany gy (s)=W;(s)-W;(s) przy (i,k)=(1,3),(3,2),
(2,4), (4,1), zawieraja tylko parzyste badz tylko nieparzyste potegi zmiennej s. Sg
wigc one kierunkami wypuktymi w przestrzeni L-stabilnych wielomianéw (patrz
punkt 5.1.3). W takim przypadku, zgodnie z lematem 5.6, L-stabilno$¢ wielo-
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mianéw Charitonowa W;(s), W,(s), W3(s) i Wy(s) jest warunkiem koniecznym
i wystarczajacym L-stabilnosci wszystkich czterech wielomianéw krawedziowych,
a wiec i wielomianu przedzialowego (6.1). .

Twierdzenie 6.1 mozna uogolni¢ na klas¢ wielomiandw przedzm}ow?/ch
o zespolonych wspdlczynnikach. Odporna L-stabilnos¢ takich vx.llelon?lan’(')w Jjest
rownowazna z L-stabilnoscia o$miu odpowiednio utworzonych wielomianéw Cha-
ritonowa o zespolonych wspétczynnikach [47, 95].

Twierdzenie Charitonowa 6.1 pozostaje tez prawdziwe w przypadku, gdy
wielomian przedzialowy (6.1) nie jest wielomianem statego stopnia. W pracy [70]
udowodniono bowiem, ze L-stabilno$¢ czterech wielomiandow CharthnoYve}
(6.4)6.7) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym odpornej L:stabnlnosm
wielomianu przedziatowego (6.1) w przypadku, gdy zbior 4 ma posta¢ (6.3) przy
a; 20, i=0,l,..,n Latwo wykazaé, korzystajac np. z warunku koniecznego kry-
terium Hurwitza, ze w takim przypadku wielomian przedzialowy (6.1) moze by¢
odpornie L-stabilnym tylko wtedy, gdy a, 20 oraz a; >0 dla i=0]1,..,n-1
Powyzszy warunek jest tez warunkiem koniecznym L-stabilnosci wszyst.kich czte.-
rech wielomianéw Charitonowa. Oznacza to, Ze jezeli rodzina (6.1) nie jest rodzi-
na stalego stopnia, to moze ona by¢ odpornie L-stal')ih‘la t.ylko wtedy, gdy
w wielomianie (6.2) wystepuje redukcja stopnia nie wigcej niz o jeden. o

Twierdzenia Charitonowa 6.1 nie da si¢ uogdlni¢ na klase¢ quasi-wielo-
mianéw przedzialowych [63]. Jednakze, moze ono by z powodze‘niem wy-
korzystywane przy badaniu odpornej L-stabilno$ci okreslonych klas takich quasi-
-wielomianéw (np. [35, 42, 49]). . ‘

Twierdzenie Charitonowa 6.1 ma duze znaczenie praktyczne, poniewaz
sprowadza ono badanie odpornej L-stabilnosci wielomianu prze(‘izia’towego (6.1)
(nieskonczona rodzina wielomianéw) do badania L-stabilnosci tylko cz‘ferech
wielomianéw, o postaciach (6.4)—(6.7), o dokladnie okreslonych wsp(){czynmka.ch.
Liczba tych wielomianéw moze by¢ mniejsza od czterech dla # <5, gdzie n jest
stopniem wielomianu przedzialowego [7]. -

Latwo zauwazy¢, ze jezeli a,, >0, to warunkiem koniecznym i wystarczaja-

cym odpornej L-stabilnosci rodziny (6.1) jest ag >0 przy n=1, oraz aj >0
ia >0przy n=2.
Lemat 6.1. Jezeli wielomian przedziatowy (6.1] jest wielomianem statego stopnia

(4j. a, > 0) oraz jest spetniony warunek konieczny ag >0, to ten wielomian przy
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2<n<S5 jest odpornie L-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa L-stabilne nastgpu-
Jjace wielomiany Charitonowa:

1) Wy(s) pray n=3,
2) M(s) i Wy(s) przy n=4,
3) M(s), W3(s) i Wy(s) n=5.

Dowdd. Zatézmy, ze sq L-stabilne odpowiednie wielomiany Charitonowa wymie-

nione w punktach 1), 2) i 3), tzn. sa spetnione warunki konieczne odpornej L-sta-
bilno$ci wielomianu przedziatlowego (6.1) dla n =3,4,5. Oznacza to, ze dla kazde-

go ustalonego n=3,4,5 w zbiorze wielomianéw (6.1) istnieje L-stabilny wielo-
mian, ktory bedziemy traktowaé jako wielomian nominalny wy(s). Wobec tego,

zgodnie z twierdzeniem 4.6, warunkiem koniecznym i wystarczajacym odpornej
L-stabilnosci wielomianu przedziatowego (6.1) jest spelnienie warunku wyklucze-

nia zera (6.20) dla kazdego y >0. Zauwazmy, ze jezeli ag >0, to przy dowolnym
n21 warunek wykluczenia zera (6.20) Jest spefniony dla y=0. Wynika to
z faktu, ze zbiér wartosci w(j0, 4) jest odcinkiem [ag ,aaL ] lezacym na dodatnie;

pblosi rzeczywistej przy ag > 0. Nalezy wigc wykazaé, ze jezeli sa L-stabilne

odpowiednie wyzej wymienione wielomiany, to jest tez spetiony warunek wyklu-
czenia zera

0ew(jy,4),Vy>0 (6.21)
w tych ¢wiartkach plaszczyzny zmiennej zespolonej, przez ktére przebiega wykres
wo(Jy) .

Ad. 1) Przy n=3 nalezy rozpatrzyé¢ spetnienie warunku (6.21) w trzech
pierwszych ¢wiartkach plaszczyzny zmiennej zespolonej. Latwo zauwazy¢, ze
warunek (6.21) jest spelniony w ¢wiartkach 1 i II przy V" (y)>0 oraz w éwiart-
kach IT i Il przy U™ (y)<0 (por. rys. 6.1). Warunki te sa spetione, jezeli wielo-
mian W, (s) stopnia trzeciego (okreslony przy s= jy drugim ze wzoréw (6.18))
jest L-stabilny.

Ad.2) Przy n=4 nalezy rozpatrzy¢ spetnienie warunku (6.21) w czterech
¢wiartkach plaszczyzny zmiennej zespolonej. Warunek (6.21) jest spetniony
w éwiartkach 11 II przy ¥~ (y)>0, w ¢éwiartkach 11 i 11 przy U (y)<0 oraz

w éwiartkach TII i IV przy V¥ (3)<0. Ze wzoréw (6.11), (6.12) oraz (6.17)
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i (6.18) wynika, ze te trzy warunki sg spelnione, jezeli wielomiany Wj(s) i W,(s)

stopnia czwartego sa L-stabilne.
Ad.3) Przy n=35 oprocz warunkéw wymienionych w punkcie 2) nalezy

spetni¢ tez warunek U™ (y)>0 w ¢wiartkach IV i I plaszczyzny zmiennej zespo-
lonej. Podobnie jak w przypadku 2) mozemy stwierdzi¢, ze wszystkie te warunki
sa spetnione, jezeli wielomiany W(s), Ws(s) i Wy(s) stopnia piatego sa L-sta-
bilne. Zauwazmy, Ze jezeli wielomian W;(s) jest L-stabilny, to warunek ag >0

jest spetniony i nie ma potrzeby oddzielnego jego sprawdzania. C

Z dowodu lematu 6.1 wynika, ze dla kazdego y =0 warunek wykluczenia
zera (6.20) jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ustalonego y 20

albo U™ (y)>0 albo U*(y)<0 albo V" (»)>0 albo V7 (y)<0. Stuszne jest
wiec ponizsze twierdzenie [11].

Twierdzenie 6.2. Jezeli wiclomian przedziatowy (6.1) statego stopnia jest L-sta-
bilny dla przynajmniej jednego a e A4, to jest on L-stabilny dla kazdego a e 4
wtedy i tylko wtedy, gdy

d(»)>0, Vy=0, (6.22)

gdzie dla kazdego ustalonego y=>0 funkcja testujaca d(y) jest zdefiniowana

nastepujaco
d(y)=max{U~(»),=U (), V" (), =V ()} ‘ (6.23)

Dowéd. Z powyzszych rozwazai wynika, ze warunek wykluczenia zera (6.20) jest
spetiony dla kazdego y >0 wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi (6.22). Poniewaz

wielomian przedzialowy jest przypadkiem szczegélnym rodziny wielomianow
(4.2), dow6d wynika z twierdzenia 4.6. 0

Latwo zauwazy¢, ze d(y)—> e przy y — oo i zawsze istnigje taka wartos¢
y=y,, ze dla wszystkich y > y, warunek wykluczenia zera (6.20) jest speniony,
a wiec jest tez spetniony warunek d(y)> 0. Dlatego tez, przy wyznaczaniu funk-
cji testujacej (6.23) mozemy obliczenia przerwa¢ wtedy, gdy d(y) osiagnie war-
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t{(())sm ,,odpowiec’in.io duze” (czyli ograniczy¢ si¢ do skoficzonego przedzialu
» Ymax] wartosci y). Wartogé Ymax MOZna tez oszacowat¢ w sposob podany
w pracach [11, 12]. Mianowicie, z faktu, ze Va e 4

. _ n-1 .
lw(./y5a)’2anyn - Z al-+yl, vyZO’
: i=0

wynika, ze za y,,,. mozna przyja¢ najwicksze rzeczywiste zero wielomianu
-.n ol + i
ay" - a’y'.
24 (6.24)

Warto$¢ ... mozna tez wyznaczy¢ obliczajac promien spektralny wielo-

mianu przedziatowego (6.1) ze wzoru (przy a,, >0)

p=1+ max{a;", i=0,,..,n—1}
- ; (6.25)

ay

L przyjmujac y,... = p. Mozliwosé takiego szacowania Ymax Wynika z faktu, ze
&artosc bezwzgledna zer wielomianu przedziatowego (6.1) jest nie wigksza niz p
,obe9 tego, przy zm1a1.1ach wartosci parametru a € A, te zera moga przekroczycé
0§ U'FO_]OHQ tylko na odcinku [~p, p]. Wzér (6.25) jest uogélnieniem na klase wie-
lo,mlanow prze'dmalowych wzoru na obliczanie promienia spektralnego wielomia-
now o dol'dadme znanych wspétczynnikach [94].
Zamiast funkcji testujacej d(y), zdefiniowanej wzorem (6.23), mozemy roz-
patrywac funkcje testujaca

=maxiL0) ZU) 70) vt
IwoIE [woUnl woGin)l TweGiv)l

(6.26)

bedaca »unormowang” wzgledem [wo () funkcja d(y). Wielomian wy(s) jest

1e'lom1a.nem nominalnym, ktérego wspétczynniki (o ile nie s one okreslone)
oblicza si¢ np. ze wzoru
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a? =05(a} +aj), i=0,]..,n (6.27)

Za nominalny mozna tez przyja¢ np. jeden z wielomianéw Charitonowa, stowarzy-

szonych z wielomianem przedziatowym (6.1).
L-stabilno$¢ wielomianu wy(s) jest warunkiem koniecznym odpornej L-sta-

bilnosci wielomianu przedzialowego (6.1). Wobec tego wy(jy)#0,Vy=0
i funkcja (6.26) jest dobrze okreslona. Z twierdzenia 6.2 wynika ponizsze twier-
dzenie.

Twierdzenie 6.3. Niech wielomian nominalny wq(s) bedzie L-stabilny. Wielo-
mian przedziatowy (6.1) statego stopnia jest odpornie L-stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy

d(y)>0, Vy=20, (6.28)
gdzie funkcja testujaca d () jest zdefiniowana wzorem (6.26).

Dowéd. Funkcje testujace d(y) i d () sa zwiazane zaleznoscig d WMIwe(Uyi=
d(y). Wobec tego warunek (6.22) jest speiniony wtedy i tylko wtedy, gdy spel-
niony jest warunek (6.28). Dowo6d wynika zatem z twierdzenia 6.2. [

Zauwazmy, ze wartosci funkcji testujace; d (y) sa zawsze skoficzone, tzn.
c7(y) - Ju przy y — oo, gdzie Ju =a, /a?,, przy czym ag jest warto$cia nomi-
nalng wspdtczynnika a,, .

Liczby 6 = mind(y) oraz 5= mig d () mozna traktowa¢ jako miary zapasu
y20 y2

odpornej L-stabilno$ci wielomianu przedziatlowego (6.1). S one bowiem miarami

najmniejszej odleglosci prostokata Charitonowa (6.19) oraz ,L2unormowanego”

prostokata Charitonowa
W(jy, ) = {w(jy,a)|lwo(jy)l:a € 4}, (6.29)
odpowiednio, od poczatku uktadu wspéirzednych. Unormowany prostokat Chari-

tonowa (6.29), podobnie jak prostokat Charitonowa (6.19), ma boki réwnolegte do
osi uktadu wspolrzednych. Dla kazdego ustalonego y 20 jego wierzchotkami sa

punkty W,(jy), i=1,...4, gdzie W,(jy)= W,(jy)woy)l-
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Przyklad 6.2. Dany jest wielomian przedziatowy

_ 4
w(s,a)=ays +a3s3 +a2s2 +ais+ag, (6.30)

gdzie
a, €[09,12], a3 €[7,10], a, [14,20], ay €[36,48], a, €[20,28].

. Wyz_naczajqc ze wzoréw (6.4)—(6.7) wielomiany Charitonowa stowarzyszone
z wielomianem przedzialowym (6.30), otrzymamy:

Mi(s)=125"+75% +145% + 485+ 28,
Wy(s)= 095" +10s3 + 2052 + 365+ 20,

W3(s)= 095" + 75> +2052 + 485 + 20,

Wy(s) =125% +105% +1452 + 365+ 28,

' K(?rzystajaLc np. z kryterium stabilnosci Hurwitza mozemy sprawdzi¢, Ze
wielomiany W,(s),...,W,(s) sa L-stabilne. Oznacza to, zgodnie z twierdzen,iem
Charitonowa, ze wielomian przedziatowy (6.30) jest odpornie L-stabilny

P(.)%oZenia prostokata Charitonowa (6.19), stowarzyszonego z wie;lomianem
przed21a%0W)'/m (6.30), sa pokazane na rysunku 6.2 dla ¥ zmieniajacego sie od 0 do
3.0 .Z kroklhem 0'1.5' Na tym samym rysunku s tez pokazane wykresy
MGy, Wa(y), W3(jy) i W,(jy) dla Yy €[0,33]. Przebiegi pokazane na rysunku
06211 as;te ;)(;F)owe dla odpornie L-stabilnego wielomianu przedziatlowego stopnia

Na rysunku 6.3 jest pokazany wykres funkcji testujacej d (¥). Zostat on wy-
znaczony na podstawie wzoru (6.26) przy wspotezynnikach’ wielomianu nominal-
nego (ktory jest L-stabilny) obliczonych ze wzoru (6.27). Wykres d () rozpoczy-

na si¢ w punkcie d(0)=ap /ag =08333 iprzy y — e dazy asymptotycznie do

d,=aj /a) =08571.
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Z rysunku 6.3 wynika, ze warunek (6.28) jest spetniony. Oznacza to, 7e

wielomian przedzialowy (6.30) jest odpornie L-stabilny, zgodnie z twierdze-
niem 6.3. g

6.1.2. Wyznaczanie dopuszczalnych przedzialow zmian wartosci
wspolczynnikow

Czgsto w praktyce wystepuje potrzeba wyznaczenia dopuszczalnych prze-
dzialéw zmian warto$ci wspdtczynnikéw (ich perturbacji) danego L-stabilnego
wielomianu charakterystycznego uktadu dynamicznego, takich, by dla dowolnych
ich wartosci z tych przedziatow dany wielomian by} L-stabilny. Jest to problem
odwrotny do problemu badania odpornej L-stabilnosci wielomianu przedziatowe-
g0. Mozna go sformutowaé w sposob podany ponizej.

Dany jest L-stabilny wielomian nominalny (odniesienia)

wo(s)za,?s” +a2_1s”_1+...+a10s+a8, (6.31)

gdzie alQ >0, i=0,,...,n. Nalezy wyznaczyé takg najwigksza liczbe rzeczywisty
dodatnia r =r,, , by dla dowolnego ustalonego r [0, "max) byl odpornie L-sta-
bilny wielomian przedziatowy (zwany tez wielomianem zaburzonym), o postaci

n .
w(s,r)= Y a;(r)s’, al-(r)e[alQ -rql-_,al(-) +rq ], i=0l..,n, (6.32)
=0

gdzie ¢; 20 oraz g >0, i=0,,...,n, sa to zadane wspotczynniki wagowe, dol-
ne i goérne, odpowiednio.
Do rozwiazania powyzszego problemu mozna stosowaé metody analityczne,

podane w pracach [10, 25, 26, 38, 39, 68, 118], badZ metody czestotliwo$ciowe,
podane w [92, 123].
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6.1.2.1. Metody analityczne

Przy r =0 wielomian nrzedzialowy (6.32) redukuje si¢ do wielomianu nomi-
nalnego (6.31), ktéry jesi - -tabilny z zatozenia. Z powyzszego oraz z faktu, ze
zera wielomianu zaleza w sposob ciagly od wartosci jego wspotczynnikow, wyni-
ka, ze zawsze istnieje dodatnia liczba r, dla ktdrej wielomian przedziatowy (6.32)
jest odpornie L-stabilny.

Wielomian przedzialowy (6.32) jest wielomianem statego stopnia wtedy i tyl-

ko wtedy, gdy ag —rq, >0,tzn. r<7,, gdzie
T, :ag /q, przy ¢,>0 i 1,=c przy q,=0. (6.33)

Zauwazmy, ze wielomian przedzialowy (6.32) nie jest odpornie L-stabilny dla
dowolnego ustalonego > 7,, bowiem wtedy w zbiorze wielomianow (6.32) ist-
nieje wielomian, ktéry ma ujemny wspdtczynnik przy najwyzszej potedze zmien-
nej s i dodatnie wspéfczynniki przy wszystkich pozostatych potegach tej zmiennej.
Jezeli natomiast r =71, , to rodzina (6.32) sklada si¢ z wielomianow stopnia n
i n—1. W takim przypadku, zgodnie z [70], twierdzenie Charitonowa 6.1 pozo-
staje prawdziwe. Oznacza to, ze wielomian przedziatlowy (6.32), ktory nie jest
wielomianem statego stopnia, moze by¢ odpornie L-stabilny. Giéwny rezultat pra-

cy [70] jest krétko oméwiony przed lematem 6.1.
W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjmowa¢, ze wielomian przedzialowy
(6.32) jest wielomianem stalego stopnia, tj. r <7, trakiujac ten warunek jako

warunek konieczny jego odpornej L-stabilnosci. W sytuacji, gdy wyznaczajac ryp,,
na podstawie podanych ponizej twierdzen 6.4 1 6.5 otrzymamy ryay =T, , prze-
dzialowy wielomian (6.32) jest odpornie L-stabilny dla dowolnego ustalonego

rel0, Fpax ] -
Oznaczmy przez W, (s,r), k=1,...,4, wielomiany Charitonowa stowarzy-

szone z wielomianem przedziatowym (6.32) oraz przez H,(r), k =1,...,4, oznacz-

my macierze Hurwitza (o postaci (4.5)) stowarzyszone z tymi wielomianami.
Zgodnie z twierdzeniem Charitonowa 6.1, przy dowolnym ustalonym
0<r <1, wielomian przedzialowy (6.32) jest odpornie L-stabilny wtedy i tylko

wtedy, gdy sa L-stabilne wielomiany Charitonowa W;(s,r), k=1,...,4. Maja
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0116 postact okreslone wzorami (6.4)6.7), gdzie a;i =a; (r)=a? -rg;
+ a

a; =a; (r)=alO +‘rq;r dlai=01,.., n | l
koweZ pov’vy.Zszego wynika, ze dla rozwigzania problemu postawionego w poczat-
o ) chgsm punktu 6.1.2 wystarczy znalezé najwiekszy przedziat [0,70,,) tal%i
> max >
}f a dowolnego ustalonego r e [0,7,0¢) byt spefniony warunek r <7 i wielo-

miany W (s,r), k=1,...,4, byly L-stabilne. "

WieloD(? Wyznaczenia wartosci parametru 7, dla ktorych sg L-stabilne poszczegodlne
miany W, (s,r) (k=1,...,4), traktowane Jako wielomiany o niepewnych

wspofezynnikach, mozna stosowaé ' ~
> albo t o e
dzenie 4.2, wierdzenie Hurwitza 4.1 albo tez twier-

Jezeli zastosujemy twierdzenie Hurwi
_ : . \ urwitza 4.1, to musimy rozpat :
kie gtéwne mmory macierzy Hurwitza H,(r) dla k=1,.?/. 4. I")fal?ilsv ?)Coc‘;:z:/f:
dosy¢ ztozone, zostato zastosowane w pracach [10, 25] e
Jezeli natomiast zastosujemy twierdzenie 4.2 (podobnie jak w pracy [26]), to

wystarczy ograniczy¢ sie do rozpat i i
witza H, (r), k=1,... 4 patrywania tylko wyznacznikéw macierzy Hur-

Twierdzenie 6.4. Niech wielomian nominalny (6.31) bedzie L-stabilny. Przedzia-

lowy wielomian (6 32) jes : .
: Jest odpornie L-stabilny d|
r€[0, ) wtedy i tylko wtedy, gdy y dla dowolnego ustalonego

7, = min{t ; ; :
max { n>Mmin>"2min »"3min > "4 min  » (6.34)

gdzie 7, wyznacza sie¢ ze wzoru (6.33),
Temin = min{r > 0:det Hy(r) =0}, k=1,..4 ‘ (6.35)

przy czym, jezeli detH,(r)> 0, Vr >0, to Tk min = °°.

Dowsé . .
owod. Warunek r<t,, gdzie Ty Jest zdefiniowane wzorem (6.33), jest ko-

me%czny i wy§tarczajqcy, aby wielomian przedzialowy (6.32) byl wielomiane
statego stopnia. Wtedy tez wielomiany W, (s,r), k=1,... 4 sa wielomi "
statego stopnia. o e
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Wezmy pod uwage k-ty wielomian Charitonowa W, (s,r), traktujac go jako
wielomian o niepewnych wspélczynnikach. Jest on L-stabilny dla » =0, bowiem
wielomian nominalny wy(s)=W,(s,0) jest L-stabilny. Oznacza to, ze
det H,(0)> 0. Z twierdzenia 4.2 wynika zatem, Zze wielomian W (s,r) jest L-—sta—
bilny dla kazdego r €[0, 7, pmin) Wtedy i tylko wtedy, gdy 7, Wyznacza sig¢ ze

wzoru (6.35). - . o .

Na podstawie powyzszych rozwazai mozemy wigc stwierdzi¢, ze dla kazdegp
ustalonego r €[0,7,,,) Wwielomian (6.32) jest wielomianem stalego stopnia
i wszystkie wielomiany Charitonowa sa L-stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy 7.

jest zdefiniowane wzorem (6.34). Teza twierdzenia wynika zatem z twierdzenia

Charitonowa 6.1. {l

Oznaczmy przez H (), k=1,...,4, zredukowane macierze Hurwitza (o po-

staci (4.8)), stowarzyszone z wielomianami Charitonowa Wy (s,r), k=1,...,4.

Wprowadzmy oznaczenie

=min{r > 0:det Hy(r)=0}, k=1,....4, (6.36)

’~7cmin
przy czym, jezeli det Hy(r)>0,Yr >0, t0 7 min =°°

Twierdzenie 6.5 [39)]. Niech wielomian nominalny (6.31) bedzie L-stabilny. Prze-
dziatowy wielomian (6.32) jest on odpornie L-stabilny dla dowolnego ustalonego

r €[0, 1) Wtedy i tylko wtedy, gdy

(6.37)

max = min{7,, 70, min>"2 min> 3 min> "4 min >

gdzie 7, wyznacza si¢ ze wzoru (6.33), % pnin (kK =1,...,4) wyznacza si¢ ze wzoru

(6.36), zas
T,=al/q; przy gy >0 i To=co przy qp =0. (6.38)

Dowdd. Przedzialowy wielomian (6.32) jest L-stabilny dla » =0, co oznacza, Ze
ag(0)> 0 oraz det H,(0)>0.
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Ze wzoru (4.9) wynika, ze jezel rozpatrujemy zredukowane macierze Hur-
witza ﬁk(r), k=1,...,4, zamiast pelnych macierzy Hurwitza H,(r), k=1,... 4,
to zamiast warunku detH (r)>0, k=1,...4, musimy rozpatrzy¢ warunek
detflk(r)>0 dla k=1,...,.4 oraz warunek aa(r)=a8 —rqgy > 0. Latwo zauwa-

zy¢, ze ay(r)>0 wtedy i tylko wtedy, gdy r <1y, gdzie 7, jest zdefiniowane
wzorem (6.38), natomiast najmniejsza dodatnig warto$cia parametru 7, dla ktorej
przestaje by¢ spetniony warunek det H k(r)>0, jest warto$¢ 7, ... zdefiniowana

wzorem (6.36). Dowdd wynika zatem z powyzszych rozwazan oraz z twierdze-
nia 6.4. Il

Zauwazmy, ze warto$¢ 7, obliczona ze wzoru (6.34) lub (6.37) zalezy
W sposob istotny od wartosci wspStezynnikéw wagowych ¢; 20 oraz g; >0,
i=01,...,n

Podana w twierdzeniach 6.4 i 6.5 metoda wyznaczania dopuszczalnych prze-
dzialéw zmian wartosci wspétezynnikéw L-stabilnego wielomianu nominalnego

jest trudna w stosowaniu ze wzgledu na konieczno$é znajomosci postaci wielo-
mianéw det H; (r) lub det H k(r) (k=1,...,4). Prostsza metoda zostala Zapropo-

nowana w pracach [38, 39]. Wykorzystano w nich rezultaty pracy [12].
Wielomian przedziatowy (6.32) mozna napisa¢ w postaci

w(s,r) = wo(s)+7r-e(s), (6.39)

gdzie wy(s) jest L-stabilnym wielomianem nominalnym, o postaci (6.31), zas

n .
e(s)= Zel-sl, e € [—ql-—,ql?"], i=01,..,n, (6.40)
i=0

jest wielomianem perturbacji (bledu), przy czym g7 20 oraz g >0,
i=0,,...,n, s3 to zadane wspotczynniki wagowe, a r jest wspé%czynnikiem ska-
lujacym.

W dalszych rozwazaniach wielomian o postaci (6.39) bedziemy nazywaé
wielomianem zaburzonym.
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Oznaczmy przez Ej(s), k=1,...,4, wielomiany Charitonowa stowarzyszone

z wielomianem perturbacji (6.40), ktory jest wielomianem przedziatowym.
Wielomiany Charitonowa stowarzyszone z wielomianem zaburzonym (6.39)
majg postaé

Wi(s,ry=wy(s)+rEL(s), k=1,..,4 (6.41)

Oznaczmy przez Hj i H macierze Hurwitza stowarzyszone z wielomianem

nominalnym wy(s) oraz z wielomianem E (s), odpowiednio.

Lemat 6.2. Dla danego wielomianu Charitonowa W, (s,) liczbe 7} i, zdefinio-

wang wzorem (6.35) mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

* jezeli macierz M, =-H, lH/f ma rzeczywiste dodatnie wartosci wilasne, to
Pemin =1/ A max > gdzie Ay jest najwigksza rzeczywista dodatnig warto-
scig wlasna macierzy M,

* jezeli macierz M nie ma rzeczywistych dodatnich wartosci wiasnych, to
Pk min = °

Dowdéd. Wielomian nominalny wg(s)=W,(s,0) jest L-stabilny. Wobec tego

detH,>0. Ze wzoru (6.35) wynika, ze ry i, jest najmniejszym rzeczywistym

dodatnim zerem wielomianu det H, (r).

Poniewaz det Hy (r)=det(Hy +rH}) oraz det Hy # 0, postepujac podobnie

Jak w dowodzie twierdzenia 5.2 mozemy wykaza¢, ze det Hy(r)=0 dla pewnego

r>0 wtedy i tylko wtedy, gdy

det(Al — M) =0, (6.42)

gdzie A=1/r za§ M, :—HalH,‘é. Jezeli macierz M, nie ma fzeczywistych
dodatnich wartosci wtasnych, to rownanie detH;(r)=0 nie jest spehione dla
kazdego r > 0. Wtedy nalezy wigc przyjac ry i, = .

Jezeli natomiast macierz M ma rzeczywiste dodatnie wartoéci wiasne A ;.

to rébwnanie (6.42) jest spetnione dla A =14 ;- Wobec tego najmniejsza liczba do-
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datnig r, dla ktorej detHy(r)=0 jest ry min =1/ Ay o, gdzie A 0. jest naj-

wigksza rzeczywista dodatnia wartoscia wlasng macierzy M, = —H, 0 'H - L]

Oznaczmy przez Hy i Hf (k=1,..,4) zredukowana macierz Hurwitza
stowarzyszong z wielomianem nominalnym w(s) oraz zredukowane macierze

Hurwitza stowarzyszone z wielomianami £ (s) (k =1,...,4), odpowiednio.

Lemat 6.3. Dla danego wielomianu Charitonowa W, (s,r) liczbe # i, zdefinio-

wang wzorem (6.36) mozna wyznaczy¢ w nastgpujacy sposob:

o jezeli macierz M k =—ﬁ6 ]I},f ma rzeczywiste dodatnie wartosci wiasne, to
Pemin =1/ Ak max » 8dzie A may  jest najwigksza rzeczywista dodatnig warto-

scig wlasna macierzy M,
o jezeli macierz M ¢ nie ma rzeczywistych dodatnich wartosci wiasnych, to
Yk min = °°

Dowaod. Dowéd jest podobny do dowodu lematu 6.2. [

Przyklad 6.3. Dany jest zaburzony wielomian o postaci (6.39), gdzie

wo(s) =50 +1457 +80s* +2515% + 50252 + 6675+ 433

Jest L-stabilnym wielomianem nominalnym, a wielomian blgdu ma postaé (6.40)
przy n=6, przy czym eg €[-01,01], ese[-11], ese[-54], e;€[-10,15],
e; €[-20,40], e, €[-30,20], ¢, €[-80,90].

Nalezy wyznaczy¢ najwigksza liczbg r =r,,, taka, by rozpatrywany zabu-
rzony wielomian byt odpornie L-stabilny dla dowolnego ustalonego 7 € [0, 7y ).

Zgodnie ze wzorami (6.33) i (6.38) mamy 7, = —ag /q, =10 oraz
7o =—al / qg = 54125,

Obliczajac wartosci wlasne macierzy M k= —ﬁa lﬁ}f oraz liczby 7 iy »
k=1,..,4, w sposéb podany w lemacie 6.3, otrzymamy H,;, =14912,
Pymin = 37170, Bmin = 21247, 74 min = 2.0021.
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Wyznaczajac ry, ze wzoru (6.37) otrzymamy ry,,, =14912. Oznacza to,

zgodnie z twierdzeniem 6.5 i lematem 6.3, ze rozpatrywany zaburzony wielomian
Jjest odpornie L-stabilny dla dowolnego ustalonego » € [0, 1.4912). L

6.1.2.2. Metody czestotliwosciowe

Wezmy pod uwage zaburzony wielomian
w(s,r)=wqy(s)+r-e(s), , (6.43)

gdzie wy(s) jest L-stabilnym wielomianem nominalnym o postaci (6.31), zas$

noo
e(s)=Yes', e el-q;.9;],i=0L..,n, (6.44)
i=0

jest wielomianem perturbacji (bledu), przy czym ¢; 20, i=0,l,...,n, sa to zadane
wspotczynniki wagowe, zas r jest wspdlczynnikiem skalujacym.

Odporna L-stabilno$¢ zaburzonego wielomianu (6.43) mozna badaé stosujac
metodg czgstotliwosciowa podanag w pracy [123]. Zostata ona sformulowana dla
wielomianéw o niepewnych wspoétczynnikach, ktére moga przyjmowaé swoje
warto$ci z réznych zadanych zbiorow typu np. kula, elipsoida czy hiper-
prostopadtoscian w przestrzeni niepewnych wspdlczynnikéw. Rezultaty pracy
[123] sa podane (z pewnymi modyfikacjami) w [6], [12] i [21]. W pracach [84]
i [86] zostaly one uogdlnione na klas¢ wielomiandw o zespolonych wspolczynni-
kach.

Wykorzystujac rezultaty pracy [123] podamy ponizej czgstotliwosciowe kry-
terium L-stabilnosci zaburzonego wielomianu (6.43).

Wprowadzmy oznaczenia

wo(»)=Uo(»)+ yVo(y), (6.45)
u(y)=qo+a2y* +q4y +... (6.46)
v(3)=q; +q3% + g5 +... (6.47)
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Ze wzordw (6.17), (6.18) i (6.44) oraz powyzszych oznaczefi wynika, ze dla
s=jy wielomiany Charitonowa stowarzyszone z zaburzonym wielomianem

(6.43) mozna przedstawi¢ w postaci

M) =Uo(p)y+ru(y)+ jyVo(y) +rv(y)), (6.48)
W2 (i) =Uo(y) =ru(y) + jy(Vo(y) — rv(»)), A (6.49)
W3()=Uo(») = ru(y)+ jy(Vo(¥) +rv(»)), (6.50)
Wa(jy)=Uo(y)+ru(y)+ jy(Vo(y) —rv(»)). (6.51)

Dla kazdego ustalonego y 20 wartosci powyzszych wielomianéw sa na

plaszczyznie zmiennej zespolonej wierzchotkami prostokata Charitonowa stowa-
1zyszonego z wielomianem przedziatowym (6.43). Srodkiem tego prostokata jest
punkt wy(jy), a jego boki maja dtugosé 2ru(y) i 2ryv(y), odpowiednio.

Twierdzenie 6.6. Niech wielomian nominalny wo(s) bedzie L-stabilny. Zaburzo-

ny wielomian (6.43) stopnia n 22 przy dowolnym ustalonym » >0 jest odpornie
L-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego y >0 spelnione sa dwa ponizsze

warunki:
D) JUg(0)> ru(y),

2) Vo> rv(y).

Dowdd. Poniewaz wielomian nominalny wy(s) jest L-stabilny, dla odpornej L-sta-
bilnosci wielomianu (6.43) potrzeba i wystarcza, aby dla kazdego y >0 poczatek
ptaszczyzny zmiennej zespolonej lezat na zewnatrz prostokata Charitonowa stowa-
rzyszonego z tym wielomianem. Ze wzoréw (6.48)-(6.51) wynika, ze zachodzi t
wtedy i tylko wtedy, gdy sa spetnione warunki 1) i 2). ‘
Podobnie jak w pracy [123], utworzmy funkcje zespolong

Up(») + 1YW
u(y) v(y)

z2(jy)= (6.52)

oraz przez K, oznaczmy kwadrat o srodku w poczatku plaszczyzny zmiennej ze-
spolonej, ktérego boki maja dtugosé 2r.
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Jezeli wielomian nominalny wg(s) jest L-stabilny, to z twierdzenia 3.5
1z faktu, ze u(y)>0 i v(y)>0 dla kazdego y >0, wynika, ze wykres funkcji
2(y)=a(y)+jB(y), gdzie a(y)=Us(»)/u(y), B(»)=Vo(»)/v(»), przy
zmianach y od zera do nieskonczonosci przebiega w kierunku przeciwnym do ru-
chu wskazéwek zegara przez n ¢wiartek plaszczyzny zmiennej zespolonej. Rozpo-
czyna si¢ on przy y =0 w punkcie z(j0)=(0)+ jB(0) ikonczy si¢ w punkcie
2(joo) = () + jB(e0) przy y — o, gdzie

0 0

a(0)=20,  poy=90, (6.53)
q0 q1

oraz
® przy n parzystym

0 0
ooo) = (~)"2 28 Bleoy = (—1)(n=2V2 dn=L (6.54)

n 9n-1
e przy n nieparzystym

0 0 .
(o) = (-2l Breay = -1y V2 (6.55)

n—1 n

Twierdzenie 6.7. Niech wielomian nominalny w,(s) bedzie L-stabilny. Zaburzo-

ny wielomian (6.43) stopnia n 22 przy dowolnym ustalonym » >0 jest odpornie
L-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego y >0 spelnione sa dwa ponizsze

warunki:
1) kwadrat K, lezy wewnatrz krzywej z(jy) dla kazdego ustalonego 0 < y < oo,
2) punkty z(j0) i z(jeo) maja wsptrzedne o wartosci bezwzglednej wickszej

od r, tzn. a8 >rqy, alo >rq) oraz a?, >rqy, ag_l >rqy,-.1-

Dowod. Z warunkéw 1) i 2) twierdzenia 6.6 oraz ze wzoru (6.52) wynika, ze wie-
lomian (6.43) przy zadanym r >0 jest odpornie L-stabilny wtedy i tylko wtedy,
gdy r QUy(y)Vu(y) oraz r <|Vy(»)I/v(y), czyli gdy kwadrat K, lezy calkowicie
wewnatrz krzywej z(jy) dla kazdego y = 0. Uwzgledniajac wartodci y e (0,00),
z powyzszego otrzymamy natychmiast dowdd warunku 1).
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Poniewaz wykres z(jy) nie rozpoczyna sie na osi rzeczywistej i nie zdaza do
nieskoficzono$ci w przypadku ogélnym (jak to wystepuje w przypadku hodografu
Michajtowa wg(jy) — por. twierdzenie 3.5), nalezy oddzielnie rozpatrzy¢ spelnie-
nie warunkéw twierdzenia 6.6 dla y=0 i dla y=eo. Majg one postaé
r<Up(0)[/u(0) oraz r<|Vy(eo)l/v(). Z powyiszego oraz ze Wzorow
(6.53)6.55) wynika dowod warunku 2.

Z powyzszych rozwazan wynika nastepujacy lemat.
Lemat 6.4. Niech wielomian nominalny wq(s) bedzie L-stabilny. Zaburzony
wielomian (6.43) stopnia n>2 jest odpornie L-stabilny dla dowolnego ustalone-
g0 7 € [0, ryay ) Wtedy i tylko wtedy, gdy

Fax = Min{t, 7.1}, (6.56)
gdzie
0o 0 0 0
r=min{&L, I Zn Gn-1y (6.57)
90 91 9n 9n-1
ry =min 7 (y), (6.58)

y20
przy czym dla kazdego ustalonego y >0 warto$é r*(y) oblicza sie ze wzoru

[UoW)| Vo)l (6.59)

+ _
e

L

Przyklad 6.4. WeZmy pod uwage wielomian przedzialowy (6.30).rozpattywany
w przykladzie 6.2. Przeksztalcajac go do postaci okreslonej wzorami (6.43), (6.44)
1 przyjmujac a? =05(a; +aj ), i=0,,...,4, otrzymamy

w(s,F)=wo(s)+7-e(s), (6.60)
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gdzie
wo(s)=105s* + 855> +17s% +425+24 (6.61)

jest L-stabilnym wielomianem nominalnym, zas$

4 :
e(s)=Y es', e €l—q;,q;], i=0l,..4, (6.62)
=0

przy czym g4 =015, g3 =15, ¢ =3, q1 =6, qp =4
Zauwazmy, ze przy r =1 wielomian (6.60) redukuje si¢ do wielomianu prze-

dziatlowego (6.30). . ‘ .
Nalezy wyznaczy¢ liczbe r,,, taka, dla ktorej zaburzony wielomian (6.60)

jest odpornie L-stabilny dla kazdego ustalonego 7 € [0, 7,4 ) -
Obliczajac warto$¢ 7,,, W sposéb podany w twierdzeniu 6.4 i lemacie 6.2,

otrzymamy

=min{7, 1.2687, 7.5002, 52806, 1.3165} = 1.2687.

Fmax

#(j0)

4t

-6

[l
|
1
[}
}
§
i ]
1
' 2(joo)
i
1
2 0

Il 1 L 8
2 Re 4 6

Rys. 6.4. Wykres fﬁnkcji z(jy) oraz kwadrat K, przy r = 1.2687
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Oznacza to, ze wielomian (6.60) jest odpornie L-stabilny dla dowolnego ustalone-
go r €[0,12687).

Stosujac lemat 6.4 nalezy sporzadzi¢ wykres funkcji zespolonej z(jy), zde-
finiowanej wzorem (6.52). Jest on pokazany na rysunku 6.4. Wykres z( Jy) roz-
poczyna si¢ przy y=0 w punkcie z(j0)= 6+ /7 i dazy do punktu
z(jeo)= 7-j5.6667 przy y — . Na tym samym rysunku jest tez narysowany
kwadrat K, o dhugosci bokéw 27, , gdzie "max = 1.2687 . Jeden z wierzchotkéw
tego kwadratu lezy na krzywej z(jy).

Wartos¢ riy, =12687 zostata wyznaczona w sposéb podany w lemacie 6.4,

tZ0. Fpax = Min{z, 7} }, gdzie 7 =15.6667 zas ry+ =12687, przy czym warto$é¢ r;

zostata obliczona numerycznie na podstawie wzoréw (6.58) i (6.59) z doktadno-
$cig do 0.00001.

Zauwazmy, ze taka sama warto$¢ . zostata wyznaczona powyzej w spo-
sOb analityczny (i prostszy), z wykorzystaniem twierdzenia 6.4 i lematu 6.2.

Na podstawie powyzszych rozwazah mozna stwierdzié, ze rozpatrywany za-
burzony wielomian jest odpornie L-stabilny dla dowolnego ustalonego
0<r<rm, =12687, przy czym nie jest on odpornie  L-stabilny dla
F = Fyax = 1.2687 .

Przyjmujac np. r =126, ze wzoréw (6.60)—(6.62) otrzymamy, ze wielomian
przedziatowy (6.30) jest odpornie L-stabilny dla as €[0.861,1239], a3 (661,
1039], a; €[1322, 2078], a; €[3444, 49.56], a, [1896, 29.04]. Zauwazmy, 7e

wyznaczone dopuszczalne przedzialy zmian poszczeg6inych wspélczynnikow
wielomianu (6.30) sa wigksze od zadanych w przykladzie 6.2. N

Podana w lemacie 6.4 czgstotliwosciowa metoda (podobnie Jjak i metody
analityczne podane w twierdzeniach 6.4 i 6.5) pozwala na wyznaczenie wartosci
"max takiej, dla ktdrej zaburzony wielomian (6.43) jest odpornie L-stabilny dla

dowolnego ustalonego dodatniego r < ry,, i nie jest on w przypadku ogdlnym
odpornie L-stabilny dla r =r,,, .

Inna czgstotliwosciowa metoda badania odpornej L-stabilnosci zaburzonego
wielomianu (6.43) zostata zaproponowana w pracy [92] (patrz tez [81]). Na bazie

warunku dostatecznego L-stabilnosci, wynikajacego z kryterium stabilnosci Ny-
quista, podano w niej sposoéb wyznaczania wartosci "max takiej, dla ktérej dla

dowolnego ustalonego r < 7, wielomian (6.43) jest odpornie L-stabilny.
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Twierdzenie 6.8. Niech wielomian nominalny wy(s) bedzie L-stabilny. Zaburzo-
ny wielomian (6.43) jest odpornie L-stabilny dla dowolnego dodatniego r < Pmax »

gdzie
Foo= m;g Iv;o(Jy)l_ (6.6)
yz
Z‘Jiyl
i=0

Dowéd. Ze wzoru (6.44) mamy

n . n . n .
le(I S0 eil= Ylely' < Xqiv'. (6.64)
i=0 =0 =0

Ze wzoru (6.64) wynika, ze jezeli r < Fyay , gdzie 1y, ma postaé (6.63), to

r- max—l—@ll— <1. Oznacza to, ze dla kazdego y>0 i dla kazdego 0<r <,y
y20 [wo(jy)l
wykres funkeji r - e(jy)/ wy(jy) nie obejmuje punktu (-1, j0).

Wielomian (6.43) jest wielomianem charakterystycznym uktadu zamknigtego,
Zlozonego z fikcyjnego obiektu o transmitancji operatorowej r e(s)/ wy(s), obje-
tego petla ujemnego sprzezenia zwrotnego. Z powyzszych rozwazan i z twierdze-
nia Nyquista wynika, Ze jezeli r <7y , to rozpatrywany uktad zamkniety, a wigc
i wielomian (6.43), jest odpornie L-stabilny. [

Przyklad 6.5. Wezmy pod uwage zaburzony wielomian opisany wzorami
(6.60)~(6.62), rozpatrywany w przykladzie 6.4. Stosujac twierdzenie 6.8 nalezy
wyznaczy¢ liczbg Fpay -

Obliczajac 7.y zgodnie ze wzorem (6.63), otrzymamy 7,y = 0.6568. Wie-
lomian (6.60) jest wigc odpornie L-stabilny dla dowolnego ustalons:go
r€[0,0.6568). Zauwazmy, ze otrzymany przedzial wartosci parametru 7 jest

prawie dwukrotnie mniejszy od wyznaczonego w przyktadzie 6.4. [

116

6.2. Odporna D-stabilno$¢ wielomianu przedzialowego

WeZzmy pod uwagg wielomian przedziatowy (6.1) stalego stopnia i zatézmy,
ze wszystkie jego wspodtczynniki nie sa doktadnie znane.
Oznaczmy przez

wis,ay), k=12,...2™}, (6.65)

gdzie m=n+1, zbiér wielomianéw wierzchotkowych. Odpowiadaja one wszyst-
kim wierzchotkom hiperprostopadtoscianu (6.3), bedacego zbiorem wartosci nie-
pewnych wspotczynnikdw.

Zgodnie z twierdzeniem Charitonowa 6.1, L-stabilno$¢ czterech odpowied-
nich wielomianéw nalezacych do zbioru (6.65), zwanych wielomianami Charito-
nowa, jest rownowazna z odporng L-stabilno$cig wielomianu przedziatowego (6.1)
statego stopnia.

Problem vogolnienia badz rozszerzenia twierdzenia Charitonowa 6.1 na przy-
padek badania odpornej D-stabilno$ci wielomianu przedziatlowego byt rozpatry-
wany w wielu pracach. Zdecydowana ich wigkszos$¢ byla poswiecona problemowi
odpornej K-stabilnosci. Przeglad rezultatow tych prac jest podany w [75].

W pracy [52] wykazano, ze jezeli stopien wielomianu przedzialowego n jest
nie wigkszy niz 3, to K-stabilno$¢ wszystkich wielomianéw wierzchotkowych jest
warunkiem koniecznym i wystarczajacym odpornej K-stabilnosci rodziny (6.1)
przy a,=1 w w(s,a). W przypadku, gdy n >4, K-stabilno$¢ wszystkich wielo-
mianow wierzchotkowych jest tylko warunkiem koniecznym odpornej K-sta-
bilno$ci wielomianu przedzialowego (6.1). llustruje to ponizszy przykfad.

Przyklad 6.6. Rozpatrzmy wielomian przedziatowy
_ 4 3 2
w(s,a)=s" +as” +15s°-1/3, ae[-17/8,17/8], , (6.66)

analizowany w przyktadach 5.2 15.3.

Wszystkie zera wielomianu (6.66) przy a=-17/8 i przy a=17/8 leza
w otwartym kole jednostkowym. Oznacza to, ze wszystkie wielomiany wierzchol-
kowe (a sa one dwa) sa K-stabilne. Wielomian przedzialowy (6.66) nie jest nato-
miast odpornie K-stabilny, bowiem nie jest on K-stabilny np. dla a = 0. |
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Szczegblowa analize problemu odpornej K-stabilnosci wielomianu przedzia-
towego przeprowadzono w pracy [88]. Wykazano w niej, ze K-stabilno$¢ wszyst-
kich wielomianéw wierzchotkowych jest warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym odpornej K-stabilnosci wielomianu o niepewnych wspoélczynnikach tylko
w przypadku wielomianéw o specjalnej strukturze niepewnosci, odmiennej od
przedzialowej i raczej rzadko spotykanej w zastosowaniach praktycznych. Podob-
ny rezultat zostat podany w pracy [96].

W pracy [71] podano kryterium odpornej K-stabilnosci wielomianu prze-
dziatlowego w przypadku, gdy wspolczynniki przy najwyzszych potggach zmien-
nej s sa dokladnie znane. Jest ono w pewnym sensie analogiem kryterium Chari-
tonowa.

Lemat 6.5 [71]. Wielomian przedzialowy (6.1) stopnia n>1, spetiajacy zatoze-
nie a; =af =a; dla i=n/2+l..,n przy n vparzystym i dla
i=(n+1)/2+1,..,n przy n nieparzystym, jest odpornie K-stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy sa K-stabilne wszystkie wielomiany wierzcholkowe, odpowiadajace
poszczegdlnym wierzchotkom zbioru wartosci niepewnych wspétczynnikow. !

Przyklad 6.7. Rozpatrzmy wielomian przedziatowy drugiego stopnia, o postaci
w(s,a)=a,s> +ais+ag, a;€la;,ail,i=012. (6.67)

Z lematu 6.5 wynika, ze jezeli a) =a§r =a, (czyli wspotczynnik przy s*
jest doktadnie znany), to wielomian przedzialowy (6.67) jest odpornie K-stabilny
wiedy i tylko wtedy, gdy sa K-stabilne cztery wielomiany wierzchotkowe

wl(s)=azs2 +ays+ag, w2(s)=a252 +ais+ag,
W3(S)=a2S2 vays+ag,  wa(s)= a2s2 +afs+ag. L

Poniewaz nie istnieje kryterium shuzace do badania odpornej K-stabilnosci
wielomianu przedziatlowego (6.1) w przypadku ogdélnym, w literaturze podano (np.
w pracach [27], [56], [88], [92]) szereg prostych warunkéw koniecznych i, od-
dzielnie, warunkéw dostatecznych odpornej K-stabilnosci takiego wielomianu.
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Wykorzystujac rezultaty pracy [92] (patrz tez [81]) mozna sformu’rowac po-
nizsze twierdzenie, bedace odpowiednikiem twierdzenia 6.8.

Twierdzenie 6.9. Niech wielomian nominalny w;(s) bedzie K-stabilny. Zaburzo-
ny wielomian (6.43) jest odpornie K-stabilny dla dowolnego dodatniego r < Pmax »
gdzie

. Iwo(exp(jym
Fmax = min l——o—(—npw (6.68)

0<y<l
24
i=0

Dowdd. Ze wzoru (6.44) dla s =exp(jyr) mamy

OmaX |le(exp(jym))|< qu (6.69)
i=0

n
Jezeli r <rp,y, to ze wzoru (6.68) wynika, ze r Y g; < min {wy(exp(jiyr))|.
i=0 0<y<l

Z powyzszego i ze wzoru (6.69) mamy zatem

 etexp(myl |
0<y<1|wo(exp(jym))|

Oznacza to, ze dla kazdego y €[0,1] i dla kazdego ustalonego 7 €[0,7,y )
wykres funkcji r - e(exp(jyn)) / wyo(exp(jy7)) nie obejmuje punktu (-1, j0).

Wielomian (6.43) jest wielomianem charakterystycznym dyskretnego uktadu
zamknigtego, zlozonego z fikcyjnego obiektu o transmitancji dyskretne;
re(s)/ wo(s), objetego petla ujemnego sprzezenia zwrotnego. Z powyzszych
rozwazan i z twierdzenia Nyquista wynika, Ze jezeli r <ry,,, to rozpatrywany

uktad zamknigty, a wigc i zaburzony wielomian (6.43), jest odpornie K-stabilny.

Podsumowujac powyzsze rozwazania mozemy stwierdzi¢, ze postaé obszaru
D decyduje o tym, czy D-stabilnos¢ wszystkich wielomianéw wierzchotkowych
(6.65) jest rownowazna z odporng D-stabilnoscia wielomianu przedzialowego
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(6.1), czy tez nie. Wobec tego mozna sformulowac nastgpujacy problem: dla ja-
kich obszaréw D na plaszczyznie zmiennej zespolonej zbidr (6.65) jest zbiorem
testujacym, tzn. odporna D-stabilnos¢ wszystkich, lub tylko niektdrych, wielomia-
n6w nalezacych do tego zbioru jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym od-
pornej D-stabilno$ci wielomianu przedzialowego (6.1).

Rozwiazanie postawionego problemu mozna uzyska¢ wprowadzajac pojecia
stabego i mocnego obszaru Charitonowa.

Uwzgledniajac prace [6], wprowadzmy nastg¢pujaca definicje.

Definicja 6.1. Otwarty obszar D na plaszczyznie zmiennej zespolonej bedziemy
nazywaé stabym obszarem Charitonowa, jezeli D-stabilnos¢ wszystkich wielomia-
noéw wierzchotkowych (elementdéw zbioru (6.65)) implikuje odporna D-stabilnos¢
wielomianu przedzialowego (6.1). Obszar D bgdziemy nazywa¢ mocnym obsza-
rem Charitonowa, jezeli istnieje podzbidr zbioru (6.65), o liczbie elementéw za-
leznych tylko od obszaru D, a niezaleznych od stopnia wielomianu przedziatowego
(6.1), taki, dla ktorego D-stabilnos¢ wszystkich wielomianéw nalezacych do tego
zbioru implikuje odporng D-stabilnos¢ wielomianu przedziatowego (6.1).

Charakterystyke obszaru D bedacego stabym obszarem Charitonowa przed-
stawiono w pracy [103]. Jej glowny rezultat jest podany w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 6.10. Obszar D jest stabym obszarem Charitonowa, jezeli D i jego

odwrotnosé

pl= {z: 2 Ve D}

s zbiorami wypuktymi.

Dowéd. Dowdd twierdzenia jest podany w pracach [103] i [12].

Warunek podany w twierdzeniu 6.10 dotyczy wielomianu przedzialowego
o rzeczywistych wspotczynnikach. Jezeli wspofczynniki tego wielomianu sg ze-
spolone, to wypuktos¢ D i D! jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym na
to, aby obszar D byl stabym obszarem Charitonowa [103].

Z powyzszego wynika, Ze jezeli rozpatrujemy wielomiany przedzialowe
o zespolonych wspolczynnikach, to otwarte kolo jednostkowe nie jest stabym ob-
szarem Charitonowa, bowiem jego odwrotno$¢ nie jest obszarem wypuklym.
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Otwarte kolo jednostkowe nie jest tez stabym obszarem Charitonowa dla
wielomianéw przedziatowych o rzeczywistych wspotczynnikach. Wynika to nie
ztwierdzenia 6.10 (warunek dostateczny podany w tym twierdzeniu nie jest spet-
niony dla otwartego kofa jednostkowego), ale z definicji 6.1 i np. z przyktadu 6.6.

Korzystajac z twierdzenia 6.10 mozna wykazaé, ze stabymi obszarami Cha-
ritonowa sa:
¢ otwarta lewa pélplaszczyzna,

* przesunigta otwarta lewa polptaszczyzna,

® otwarty sektor,

¢ otwarty sektor odcigty,

¢ otwarty sektor hiperboliczny,

* otwarte koto o dowolnym $rodku i dowolnym promieniu, jezeli nie obejmuje
oho poczatku plaszczyzny zmiennej zespolone;.

Parametryczne opisy brzegéw wyzej wymienionych obszaréw sa podane
w Dodatku.

Z twierdzenia 6.10 i definicji 6.1 wynika, ze jezeli obszarem D jest jeden
z wyzej wymienionych obszaréw, to D-stabilno$¢ wszystkich wielomianéw wierz-
chotkowych (elementow zbioru (6.65)) implikuje odporna D-stabilnos¢ wielo-
mianu przedzialowego (6.1). Zauwazmy, Ze liczba elementéw zbioru (6.65) zalezy
od stopnia wielomianu przedzialowego (6.1).

Otwarta lewa pétplaszczyzna jest tez mocnym obszarem Charitonowa, bo-
wiem, zgodnie z twierdzeniem 6.1, warunkiem koniecznym i wystarczajacym od-
pornej L-stabilnosci wielomianu przedziatowego (6.1), niezaleznie od Jjego stopnia,
jest L-stabilno$¢ tylko czterech wielomianéw (6.4)-(6.7), zwanych wielomianami
Charitonowa.

Mocnym obszarem Charitonowa jest tez otwarty sektor, pokazany na rysunku
D.1, przy okreslonych wartosciach kata 6.

W pracy [119] wykazano, ze jezeli =(1- p/ q)r, gdzie p i q sa to liczby
catkowite dodatnie wzglednie pierwsze, przy czym 0.5< p/g <1, to warunkiem

koniecznym i wystarczajacym odpornej D-stabilnosci wielomianu przedziatowego
(6.1) jest D-stabilno$¢ N,, =2g odpowiednich wielomianéw wierzchotkowych.
Metoda ich wyznaczania, zaproponowana w [119], jest dosy¢ ztozona. Uwzglednia
si¢ W niej geometrig zbioru wartosci, ktéry jest wypuktym wielobokiem na plasz-
czyznie zmiennej zespolonej. Prostsza metode wyznaczania tych wielomiandéw
podano w pracy [124].
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Liczba wielomianéw wierzchotkowych, ktorych D-stabilno$é nalezy bada,
moze by¢ mniejsza od N,, =2q w przypadku wielomianéw przedziatowych ni-
skiego stopnia, gdy n(w —8)<3m [58]. Jezelinp. 8=m/3, czyli p=2, ¢=3, to
N,, =2g=6. Jezeli ponadto stopient wielomianu przedziatlowego jest niski, np.
n =23, to warunek n(mw —8)<3m jest spelniony i wystarczy zbadaé D-stabilnosé

tylko trzech odpowiednich wielomianéw wierzchotkowych [58].
Powyzszy rezultat jest odpowiednikiem lematu 6.1, w ktérym podano warun-
ki odpornej L-stabilnosci wielomianu przedziatowego niskiego stopnia (n < 4).

Z przedstawionych powyzej rozwazan wynika, ze najbardziej zlozony jest
problem badania odpornej K-stabilnosci wielomianu przedzialowego (6.1), bo-
wiem K-stabilnos¢ wszystkich wielomiandw wierzchotkowych, nalezacych do
zbioru (6.65), nie jest rownowazna z odporna K-stabilnoscia tego wielomianu.
Oznacza to, ze nie istnieje skonczony zbiér wielomianéw o doktadnie znanych
wspdlczynnikach, ktdrych K-stabilno$¢ jest warunkiem koniecznym i wystarczaja-
cym odpornej K-stabilnosci wielomianu przedzialowego.

Do badania odpornej K-stabilno$ci wielomianu przedzialowego mozna sto-
sowaé albo ogdlne metody opisane w rozdziale 4 niniejszej pracy albo warunki
konieczne i oddzielnie warunki dostateczne, podane np. w pracach [27, 56, 88, 92]
(warunek dostateczny udowodniony w [92] jest podany w twierdzeniu 6.9), albo
tez stosowa¢ metody opracowane dla wielomianéw o wspdtczynnikach liniowo
zaleznych od niepewnych parametréw. Metody te mozna stosowaé nie tylko do
badania odpornej K-stabilnosci, ale i D-stabilnosci. Wynika to z faktu, ze wielo-
mian przedziatowy (6.1) jest przypadkiem szczegélnym wielomianéw o wspol-
czynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw. Metody badania od-
pornej D-stabilnos$ci takich wielomiandw sa podane w rozdziale 7 niniejszej pracy.

Aby moéc stosowac te metody, a w szczegdlnosci podane w punkcie 7.4 meto-
dy funkcji testujacych, wielomian przedzialowy (6.1) nalezy przeksztalci¢ do po-
staci

w(s,q)=wo(s) + g wi(s)+.. 4G W (s), €0, (6.70)
gdzie
noo
wo(s)=Da;’s’, (6.71)
i=0
122

jest  wielomianem nominalnym, wk(s)zsk'1 dla k=12,..m=n+1

T .
9=[91,92,-9,] jest wektorem odchylek g (k=12,...,m) niepewnych wspot-
czynnikow od ich warto$ci nominalnych, za$ zbiér

Q= {q qu[bk,Ck], bk SO,Ck 20, k= 1,2,...,”1} (672)

jest zbiorem wartosci tych odchyfek, przy czym by =a,:_1—a,(2_1, za§ ¢y =

+ 0
Af—1 — A-1-
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7. ODPORNA STABILNOSC RODZINY WIELOMIANOW
O WSPOLCZYNNIKACH LINIOWO ZALEZNYCH
OD NIEPEWNYCH PARAMETROW

Wezmy pod uwage rodzing wielomianéw opisang wzorami (3.2)(3.4) 1 za-
16zmy, ze wspotczynniki wielomianu (3.2) sa liniowymi funkcjami niepewnych
parametrow.

Dla utatwienia rozwazan przyjmijmy (nie zmniejszajac ich ogolnosci), ze
wspolezynniki wielomianu (3.2) zaleza nie od niepewnych parametréw, ale od
odchylek tych parametréw od ich wartosci nominalnych. Odchytki bedziemy przy
tym oznaczaé tak samo jak niepewne parametry, tzn. przez gy (k=12...,m). Dla
odroznienia, Ze rozpatrujemy zapis wielomianu w(s,q) w zaleznosci od odchytek,
a nie od niepewnych parametréw, przyjmiemy zasadg, Ze k-ta odchytka ¢, €
[br,cils by £0,c, 20 (przy czym nie moze byé jednoczesnie by =0, c; =0),

podczas gdy k-ty niepewny parametr g € 9k q;] , g < qZ.
Uwzgledniajac powyzsze rozwazania, wielomian o wspolczynnikach liniowo
zaleznych od niepewnych parametréw mozna przedstawic w postaci

w(s,q)= Ya;(q)s’, g0, 7.1
i=0

gdzie g = [ql,qz,...,qm]T jest wektorem odchytek g5 (k= 1,2...,m) niepewnych

parametrow od ich wartosci nominalnych, m jest liczba niepewnych parametrow,

m
ai(q) = ZQkalk +ai0, i= 051:---5’19 (72)

k=1
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sq to liniowe ciagle funkcje swoich argumentéw (aj sa to znane wspblczynniki)
zas |

Q= {q qu[bk,Ck ], bk <0, Ck 20,k= 1,2,...,7)1} (73)

jesthzbiorem wartosci odchytek niepewnych parametréw od ich wartoéci nominal-
nych.

Zalbzmy, ze wielomian (7.1) jest wielomianem statego stopnia (fj. VgeQ
ma on stopiefi #) i nie zmniejszajac ogélnosci rozwazan przyjmijmy; ze a,(q)>0
dla kazdego g€ Q. ’

Wielomian (7.1) o wspétezynnikach liniowo zaleznych od niepewnych para-
metrow mozna napisa¢ w postaci

w(s,q) = wo($)+ gwi (). +q,w,(s), g€ 0, (7.4)
gdzie
n A
wi(8)= Yays', k=0,1,..m, (7.5
i=0 )

s to znane wielomiany, przy czym wy(s) = w(s,0) jest wielomianem nominalnym
stopnia n.

Zalozmy, ze wszystkie zera wielomianu nominalnego wy(s) leza w otwartym
obszarze D, zdefiniowanym wzorem (3.1), przy czym ma on n; =1 zer w kazdym
zpodobszaréw D;, i=1,2,..,N. Brzeg kazdego z podobszaréw Dll- ma opis pa-
rametryczny f;(y), y € Y. Jezeli warto$¢ parametru y rosnie w przedziale Y, to
nastepuje ruch po brzegu podobszaru D; w kierunku przeciwnym do ruchu wlska-
zowek zegara.

Zgodnie z definicja 3.5, rodzing wielomianow

W(s,0)={w(s,q):q € 0}, (7.6)

gdzie w(s,q) ma posta¢ (7.4), bedziemy nazywa¢ odpornie D-stabilna, jezeli kaz-
dy wielomian z tej rodziny ma tyle samo zer w kazdym z podobszarow D,
i=1,2,..,N, co wielomian nominalny wo(s). ;
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Wielomian (7.4) jest przypadkiem szczeg6lnym wielomianu (3.2) o niepew-
nych wspéiczynnikach, ale ogolniejszym od wielomianu przedziatowego (6.2).

7.1. Zbiér wartosci

Geometrie zbioru wartoéci rodziny wielomianéw (7.6) o wspdtczynnikach
liniowo zaleznych od niepewnych parametréw przeanalizujemy ponizej, uwzgled-
niajac prace [12, 104].

Zbior Q o postaci (7.3) jest m-wymiarowym prostopadioscianem. Ma on
K=2"  wierzchotkow i  L=m2™" Oznaczmy  przez
_r.k Kk k4T ; k _ k _
qr =1a1 92 »9m] » gdzie g; =b; lub g; =c;,

zbioru Q.
Zbiér Q mozna przedstawi¢ w postaci

krawedzi.
i=12,.,m, k-ty wierzcholek

K K
Q=c0nv{q1,q2,...,qK}={q:q= zz’qu’;l’k 20, 211( =1} (77)
k=1 k=1

Wierzchotki ¢, k=1,2,...,K, zbioru Q bedziemy nazywacé jego generatorami.
Dla kazdego ustalonego g € Q wielomian (7.1) w przestrzeni swoich wspot-

czynnikéw jest reprezentowany przez wektor a(q)= lag(q), al(q),...,an(q)]T.
Rodzina (7.6) w przestrzeni wspétczynnikéw wielomianu (7.1) jest reprezentowa-
na przez zbidr wspétczynnikow

A={a(q):q €0} (7.8)

Jezeli wspblczynniki wielomianu (7.1) zaleza liniowo od niepewnych para-
metrow, to zbiér (7.8) jest zbiorem wielosciennym wypuktym. Mozna go przed-
stawi¢ w postaci

A=conv{a(q)), a(qz) Sa(qx)}

={a(q):a(g)= Z/Ika(qk) Ay 20, Z;Lk =1}, (7.9)
k=1
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gdzie a(qy)=[ap(qr),a1(qp),.. ,a,(qy )]T Jest wektorem wspotczynnikéw wie-
lomianu (7.1), odpow1adajqcym w1erzcho{kow1 q; zbioru Q. Powyzsze wynika
z faktu, ze dla kazdego q € O

a;(q)= a(kzl/lqu)— Zika(qk) i=0l,...,n (7.10)

Kazdemu wierzcholtkowi gy, k = 1,2,..,K, zbioru Q odpowiada w zbiorze

wielomianéw (7.6) tzw. wielomian wierzcholtkowy
n .
Pe()=w(s,q;)= Y.a;(q;)s’". (7.11)
i=0

Uwzgledniajac (7.10) i (7.11), wielomian (7.1) o wspdtczynnikach liniowo
zaleznych od niepewnych parametréw mozemy napisa¢ w postaci

w(s,q)= Za (g)s’ = Z Zlka (qx)s' = Zlk 20 (g5)s' = Zlkpk(S)

=] i=0k=1 k=1 =0
(7.12)

Oznacza to, ze rodzing wielomianéw (7.6) mozna przedstawi¢ w postaci

W(Sa Q) = COHV{p](S),pz(S),. . '9pK(s)}

K K
={w(s): w(s)= Y, A pi(s), DA =1 24,20, k= 1,2,..,K},
k=1 k=1

(7.13)
gdzie tzw. wielomiany generujace (generatory) pi(s), k=12,...,K, tej rodziny

wyznacza si¢ ze wzoru (7.11). Rodzing (7.13) nazywa sie czesto w1erzch0%k0wym
zbiorem wielomianéw.

Ze wzoru (7.12) wynika, ze kazdej krawedzi
Grk(A)=(0=2)q, + A, Le A=[0,1], (7.14)
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zbioru Q, bedacej odcinkiem linii prostej taczacym wierzcholki ¢, i q;, w zbiorze
wielomianéw (7.13) odpowiada tzw. wielomian krawgdziowy w postaci

= A5
Pri(s,4) = (1= A)p () + Apy(s), Ae A=[0,1], (7.15)
gdzie p.(s) i pi(s) sato wielomiany wierzchotkowe, odpowiadajace wierzchol-
r
kom ¢, i q; zbioru Q, odpowiednio. N | )
Z:: wzoru (7.13) i definicji 4.1 wynika, ze dla kazdej liczby zespolonej z zbior
wartosci w(z, Q) mozna przedstawi¢ w postaci

w(z,Q) = conv{p|(2), p2(2),.... Pk (2)}- (7.16)

Jest on odwzorowaniem zbioru Q przez przeksztalcenie w(z,"), gdzie z jest zadang

liczba zespolona. o '
a;’odolz)nie, unormowany zbi6r warto$ci W(z,Q) zdefiniowany wzorem (4.25)

mozna przedstawi¢ w postaci

p p p 7.17
w(z,Q) = conv{p|(2), p2(2)s.--, Pk (2)} (7.17)
gdzie Py(z)=pp(2)/ wo(2), k=12,...K, wo(z)# 0, za§ wy(s) jest D-stabil-

nym wielomianem nominalnym. N ‘ ' .
g Zbior wartosci w(z,Q) jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej wypuktym

wielobokiem, rozpietym na punktach py(z), p2(2),..., Pk (2), przy cz’ym'w przy-

padku ogélnym nie wszystkie punkty py(z), k= 1,2,....K, rr}usza( by¢ w1erzc%10’f-

kami tego zbioru, tj. niektére z punktow py(z) moga leze¢ we wnetrzu zbioru

" gl:i.ér wartoéci w(z, Q) (wypukly wielobok) ma nastepujace wias’ciwos’ci:.

1) Kazdemu wierzchotkowi p,.(z)= w(z,q.r) wieloboku w(z,Q) odpowiada
wierzcholek ¢, zbioru Q, ale nie odwrotnie. . - .

2) Kazdej krawedzi [p,(2), pr(z)] wieloboku (7.16),' bedacej . odcmklim llrzilf
prostej faczacym wierzchotki p,(z) 1 py(2), odpowiada w zbiorze O krawedz

(7.14), ale nie odwrotnie.
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3) Liczba krawedzi wieloboku (7.16) jest nie wigksza niz 2m, gdzie m jest liczbg
niepewnych parametréw (wymiarem hiperprostopadtoscianu 0).
4) Krawedzie wieloboku (7.16) sa wzajemnie parami réwnolegle.
Wiasciwosei 1) i 2) wynikaja z powyzszych rozwazati oraz ze wzordw
(7.6)7.16). Aby pokazaé wihasciwosci 3) i 4) zauwazmy (uwzgledniajac (7.3)
i(7.4)), ze k-ta krawedz zbioru (7.16) mozna opisaé wzorem

wo(2)+ 2 aiwi(2)+qpwi(2),
i#k

9 €[bg,c ], (7.18)

gdzie wartosci ¢;' sa ustalone (tzn. ¢ =5, lub g; =c;), natomiast warto$¢ Tk
zmienia si¢ w przedziale [b,c]. Tangens kata nachylenia tej krawedzi wynosi

Imwy (z)/Rew;(z) i nie zalezy on od g;'. Wobec tego, krawedzie zbioru warto-
Sci mogg miec tylko m roznych nachylen, czyli tyle, ile Jest niepewnych para-
metrow. Poniewaz wielobok, ktérego krawedzie maja m réznych nachylen, moze
mie¢ nie wiecej niz 2m krawedzi, zbior wartosci (7.16) ma co najwyzej 2m kra-
wedzi. Jezeli natomiast jest to wielobok wypukly, bedacy odwzorowaniem hiper-
prostopadfoscianu (7.3), to te krawedzie musza by¢ parami réwnolegle.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze Jezeli z jest zespolonym parametrem, to
przy ciaglych zmianach jego wartosci wielobok w(z,Q) przemieszcza sie na
plaszczyznie zmiennej zespolonej zmieniajac swoje wymiary i wierzcholki
(W przypadku ogélnym), tj. niektére z punktéw py(z), ktore byly wierzchotkami
w(z, Q) przy jednej wartosci z moga by¢ punktami wewnetrznymi tego wielobo-
ku przy innej wartosci z. Ponadto, dla niektérych wartosci z zbiér w(z,() moze
mie¢ mniej niz 2m krawedzi, przy czym liczba jego wierzcholkéw i krawedzi zale-
zy od wartosci z.

Zauwazmy, 7e wymienione powyzej wlasciwosci ma tez unormowany zbidr
wartosci (7.17). Wynika to ze sposobu tworzenia tego zbioru.

Przyklad 7.1. Wezmy pod uwage wielomian charakterystyczny (2.40), (2.41)
ukladu rozpatrywanego w przykladzie 2.5. Jest on wielomianem o wspétezynni-
kach zaleznych liniowo od trzech niepewnych parametréw, przy czym 91,9 1 q3
s3 to odchylki niepewnych parametréw od ich wartosci nominalnych. Wielomia-
nem nominalnym wy(s) jest wielomian (2.40) przy ¢=0, tzn. przy
91 =9, =q3 =0. Jest on L-stabilny.
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Poniewaz m =3, zbiér Q jest prostopadloscianem. Ma on K = 23 =8 wierz-
chotkéw i L=m2™! =12 krawedzi.

Polozenie na plaszczyznie zmiennej zespolonej unormowanego zbioru warto-
Sci W(z,0) przy z = j2.5 jest pokazane na rysunku 7.1. Jest on wypuklym wielo-
bokiem, ktory ma 2m=6 bokéw (krawgdzi). Na rysunku 7.1 gwiazdkami ozna-
czono punkty odpowiadajace wartosciom unormowanych wielomiandw wierz-
chotkowych Py (2) = pi(z)/ wy(2), k=12,...,K =8, wyznaczonym dla z=j25.

0.2

01
Im Of

-0.1

02 X . . . . ;

0.2 0.6 1 1.4 1.8
Re

Rys. 7.1. Unormowany zbiér wartosci w(z,Q) dla z =;2.5 do przy-
kiadu 7.1

Z rysunku 7.1 wynika, ze dwa wierzcholki i sze$¢ krawedzi zbioru Q zostaly
odwzorowane odpowiednio w punkty i odcinki wewngtrzne (zaznaczone liniami

kropkowanymi) unormowanego zbioru wartosci w(z,Q) .

7.2. Warunek wykluczenia zera

7 twierdzenia 4.5 i lematu 4.1 wynika ponizszy lemat.

Lemat 7.1. Niech wielomian nominalny wg(s) bedzie D-stabilny. Rodzina wie-
lomianéw (7.6) statego stopnia, o wspétczynnikach liniowo zaleznych od nie-
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pewnych parametréw, jest odpornie D-stabi i

' . ) -stabilna wtedy i tylko wtedy, od i
nie dla kazdego z podobszaréw Dy, i=12,..,N, jest spetniony \A?;rﬁnkadlee]-
czenia zera o

0ew(fi(»),0), Vyey, (7.19)
lub réwnowaznie, warunek wykluczenia zera dla unormowanego zbioru wartosci
0ew(f{(»),0), VyeY, (7.20)

gdzie zbiory wartosci w( f; ( i W
i{(7)9) 1 W(fi(¥),0) sa zdefini i
L7.07) pray 2= £, /(¥),Q) sa zdefiniowane wzorami (7.167)

Przyklad 7.2. Na podstawie b 3 i
1 7.2, ezposredniego sprawdzenia warunku i
zera nalezy zbadaé odporna K-stabilnogé wielomianu Hkluczen

WS @) =wo(s)+ g (s)+gamwa(s), geQ, (7.21)

gdzie
3
wo(s)=s" - 0.852 + 0.65—0.1, wi(s)= ~0.652 + 03s5s+02
wy(s)=03s% +0.45~0l,
O={q: 91 €[-05,05], g2 €[-02,0.21}.

- Obszellrem‘D jes.t otwarte koto jednostkowe. Sprawdzajac warunek wyklucze-
° zuera a w1elom1'f1f1u (7.21) o rzeczywistych wspotezynnikach mozemy bra¢

l;() ‘ wage tylko czgé¢ kola lezaca w polplaszczyznie Ims>0. Brzeg tej czesci
01a ma opis parametryczny f(y)= exp(jx ), yeY=[0,1] .

. \Zlélomlan nominalny wo(s)=w(s,0) ma trzy zera: 0295+ 70.6238 oraz
-z1. Leza one w otwartym kole jed 7 i

. Jednostkowym, co oznacza ze wo(s) jest K-sta-

Polozenia na ptaszczyznie zmiennej zespolonej zbioru wartosci w(f(y),0)

;to:vangSfonego z rozpatwanym obszarem D, wyznaczone dla 21 wartosci
przedziatu Y =[0,1] (z krokiem Ay = 0.05) sa pokazane na rysunku 7.2. Na tyn);

rysunku jest tez pokazany przebieg wo(f(»)), ye¥ = [0,1]. Rozpoczyna sie on
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na dodatniej potosi rzeczywistej i przebiega w kierunku dodatnir'n przez 6 éwiarte.k
plaszczyzny zmiennej zespolonej. Potwierdza to, zgodnie z twierdzeniem 3.6, ze
wo(s) jest K-stabilny. .

Z rysunku 7.2 wynika, ze warunek wykluczenia zera (7.19) jest spetniony, 09
oznacza, ze wielomian (7.21) jest odpornie K-stabilny. [

25

-1

Re
Rys. 7.2. Potozenia zbioru wartosci w(f{y),0) oraz wykres wo(f(¥))

Zastosowana w przyktadzie 7.2 metoda bezposredniego sprawdzania} w.arunku
wykluczenia zera jest malo efektywna i trudna w stosowaniu .s’zczegoln’le‘ przy
m>3 oraz w przypadku, gdy dla niektérych wartosci y €Y; zbidr wartosci lezy
na plaszczyznie zmiennej zespolonej bardzo blisko poczatt}m ulf%adu wsp(’)}rzqc'l—
nych. Z tego powodu stosuje si¢ inne metody, stuzace do pos'redmego sprawdza’me}
warunku wykluczenia zera (7.19) lub (7.20). Nalezy do nich me?‘foda, w ktérej
wykorzystuje si¢ tzw. twierdzenie krawgdziowe, oraz metody funkcj 1. testujacych.

7.3. Twierdzenie krawe¢dziowe

Twierdzenie krawedziowe zostato udowodnione w pracy [20] dl.a obszaru D
bedacego jednym jednospdjnym obszarem na plaszczyznie zmiennej zespolonej
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i uogdlnione dla skoficzonej sumy takich roztacznych obszaréw w [62]. Jest ono
tez podane w pracach [12] i [21].

W pracach [63] i [64] twierdzenie krawedziowe zostato uogodlnione na klase
quasi-wielomianéw (typu op6znionego i neutralnego) o wspolczynnikach liniowo
zaleznych od niepewnych parametréw.

Twierdzenie 7.1 (twierdzenie krawedziowe). Rodzina wielomianéw (7.6) statego
stopnia, o wspotczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow, jest
odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie D-stabilne wszystkie
wielomiany krawedziowe (7.15), odpowiadajace poszczegdlnym krawedziom
(7.14) zbioru Q.

Dowdéd. Wielomiany krawedziowe naleza do rodziny (7.6). Ich odporna D-sta-
bilnos¢ jest wigc warunkiem koniecznym odpornej D-stabilnosci tej rodziny.

Nie zmniejszajac ogélnosci rozwazan zaldézmy, ze wszystkie wielomiany
wierzcholkowe rodziny (7.6) s D-stabilne.

Dla dowolnego ustalonego y €Y, oznaczmy przez p,,(f,(y),A) zbior war-
todci (odcinek linii prostej faczacej punkty b (fi(¥) 1 pp(fi(»)) wielomianu
krawedziowego (7.15), stowarzyszony z i-tym podobszarem D, (i=1,,..,N)
obszaru D.

Dla dowodu warunku dostatecznego nalezy wykazaé, ze rodzina (7.6) jest
odpornie D-stabilna, jezeli warunek wykluczenia zera

0¢ pu(fi(¥),A), Vyel, ‘ (7.22)

jest spetniony dla wszystkich wielomianéw krawedziowych (7.15), odpowiadaja-
cych poszezegélnym krawedziom (7.14) zbioru O i dla wszystkich podobszarow
D;, i=12,..,N, obszaru D. Dowod przeprowadzimy nie wprost.

Zat6zmy, ze rodzina (7.6) nie jest odpornie D-stabilna, tzn. warunek wyklu-
czenia zera (7.19) nie jest spelniony dla przynajmniej jednego i (i=12,...,N).
Oznacza to, ze istnieje yy €Y, oraz podobszar D, takie, dla ktorych
0ew(f;(19),0Q), gdzie w(f;(»),Q) jest zbiorem wartodci (wypuklym wielobo-
kiem) stowarzyszonym z podobszarem D; . Rozpatrzymy dwa przypadki.

Przypadek 1. Istnieje warto$¢ parametru y =y, € ¥;, dla ktérej jest spetniony wa-
runek wykluczenia zera, tj. 0¢ w(f;(3),0Q). Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwa-
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zan zalézmy, ze y| > y,. Poniewaz zbiér wartosci w(f;(y),Q) przemieszcza sie
na plaszczyznie zmiennej zespolonej w sposob ciagly przy ciaglych zmianach
wartoéci parametru y € ¥;, istnieje taka wartos¢ y* e( Yo-¥1), dla ktorej jedna

z krawedzi zbioru wartosci w( f;( ¥, 0) przechodzi przez poczatek ukladu wspot-
rzednych. Ta krawedZ jest zbiorem wartosci jednego z wielomianéw krawedzio-
wych (7.15). Oznacza to, ze istnieje taka wartos¢é A" €[0,1], dla ktorej

P (fi( "), A)=0, czyli warunek wykluczenia zera (7.22) nie jest spetniony dla

y=y". Z twierdzenia 5.1 wynika zatem, Ze jeden z wielomianéw krawedziowych
(7.15) nie jest odpornie D-stabilny.

Przypadek 2. Zat6zmy, ze 0 € w( f;(y),Q) dla kazdego y € ¥;. Taka sytuacja mo-
ze zajs¢ jedynie w przypadku ograniczonego podobszaru D;. Jezeli bowiem D,
jest nieograniczony, to zawsze istnieje odpowiednio duza warto$¢ y, przy ktorej
warunek wykluczenia zera jest spetniony. Jezeli 0 e w(f;(y),Q), Vy e ¥, to przy
ciaglych zmianach parametru y €Y, wielobok w(f;(»),Q) porusza si¢ na plasz-
czyznie zmiennej zespolonej w ten sposob, ze caly czas poczatek tej ptaszczyzny
lezy wewnatrz wieloboku w( f;(¥),Q) lub na jego brzegu.

Wezmy pod uwage dowolng wartos¢ y=ygel.- Oczywilcie
0ew(f;(»9),Q) - Niech zy e D¢ (D° jest uzupetnieniem zbioru D) bedzie do-
wolng ustalong liczba zespolona taka, dla ktorej 0 & w(z, Q). Taka liczba zespo-
lona z, zawsze istnieje, bowiem warunek wykluczenia zera 0¢ w(zg,Q) jest
zawsze spelniony dla liczb zespolonych o odpowiednio duzych wartosciach bez-
wzglednych. Wynika to z ograniczono$ci wartosci bezwzglednych zer wielomia-
now.

Rozpatrzmy dowolna ciagla linie lezaca catkowicie w D¢ i laczaca punkty
zg 1 fi(¥o). Jezeli warto$¢ zmiennej zespolonej z zmienia si¢ w sposob ciagly
wzdtuz tej linii od punktu zy do punktu f;(yy), to zbidér wartosci w(z,Q) tez
przemieszcza si¢ od polozenia odpowiadajacego z =z, do polozenia odpowiada-
jacego z= f;(yy). Poniewaz 0¢&w(zy,Q), ale 0ew(f;(yy),0), istnieje taka
warto$¢ z =z*, dla ktorej poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej lezy na
brzegu zbioru wartosci w(z*,(). Wtedy dla jednego z wielomianéw krawedzio-

wych (7.15) jest spetnione réwnanie p,.(z*,A")=0, gdzie A" €[0,1]. To za$
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oznacza, ze ten wielomian krawedziowy ma zero z =z* lezace w D¢ (poza ob-
szarem D), czyli nie jest on odpornie D-stabilny. L

Twierdzenie krawedziowe 7.1 pozostaje tez prawdziwe, z pewnymi dodatko-
wymi zatozeniami dotyczacymi obszaru D, w przypadku gdy rodzina wielomia-
néw o wspotezynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow nie jest
rodzing stalego stopnia, tj. niektore z wielomianéw nalezacych do tej rodziny mo-
ga mie€ stopien nizszy niz »n, ale nie nizszy niz n—2 [111].

Twierdzenie krawgdziowe 7.1 sprowadza problem badania odpornej D-sta-
bilnosci rodziny wielomianéw o wspétezynnikach linjowo zaleznych od niepew-
nych parametréw do problemu badania odpornej D-stabilnosci skonczonej liczby
wielomianéw krawedziowych, odpowiadajacych poszczegdlnym krawedziom
zbioru Q.

Do badania odpornej D-stabilnosci wielomianéw krawedziowych mozna
stosowa¢ metody podane w punkcie 5.1. Do najbardziej ogdlnych nalezy metoda
podana w lemacie 5.1.

Lemat 7.2. Rodzina wielomianéw (7.6) stalego stopnia, o wspotczynnikach linio-
wo zaleznych od niepewnych parametréw, jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko
wtedy, gdy sa spetnione dwa ponizsze warunki:

1) wszystkie wielomiany wierzchotkowe p;(s), k=1,2,...,K, sa D-stabilne,

2) oddzielnie dla kazdego podobszaru D;, i=12,...,N, kazdy z L= m2"] wy-
kreséw funkcji pr (f;(¥)/ p.(fi(»)), y €Y, sporzadzonych oddzielnic dla
kazdego wielomianu krawedziowego (7.15), nie przecina niedodatniej potosi
rzeczywistej (—eo,0].

Dowadd. Dowod wynika z twierdzenia krawedziowego 7.1 i lematu 5.1.

Oznaczmy przez

S[P1={s:py(5,A4)=0, A€ A=[0,1], dla wszystkich p,;(s,A)} (7.23)

zbiér spektralny (zbiér zer) wszystkich wielomianéw krawedziowych (7.15), od-
powiadajacych wszystkim krawgdziom (7.14) zbioru Q. Linie zer danego wielo-
mianu krawedziowego mozna wyznaczy¢ w sposob opisany w punkcie 5.1.1 ni-
niejszej pracy.
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Lemat 7.3. Brzeg zbioru spektralnego dS[W] rodziny wielomiandw W(s, Q) jest
zawarty w zbiorze spektralnym S[P] wszystkich wielomianéw krawedziowych,
tzn. dS[W]c S[P].

Dowdd. Z twierdzenia 7.1 wynika, ze rodzina wielomianow W (s, Q) statego stop-
nia jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy S[P]c D, czyli gdy linie zer
wszystkich wielomianéw krawedziowych leza catkowicie w otwartym obszarze D.
Oznacza to, ze zbidr spektralny S[W#W], zdefiniowany wzorem (3.7), musi leze¢
w obszarze, ktorego brzegiem s te linie zer. Poniewaz naleza one do zbioru S[W],
linie zer wszystkich wielomianow krawedziowych (7.15) wyznaczaja na plasz-
czyznie zmiennej zespolonej brzegi zbioru spektralnego S[W], czyli
dS[W1c S[P]. Il

Zauwazmy, ze w przypadku ogéinym tylko cz¢$¢ linii zer wielomianow kra-
wedziowych tworzy brzegi zbioru spektralnego. Wynika to z faktu, ze dla kazdego
ustalonego y € ¥; zbidr wartosci w( f;(»),Q) ma mniej krawedzi niz zbiér Q.

Przyklad 7.3. Wezmy pod uwage wielomian (7.21), rozpatrywany w przykladzie
7.2. Nalezy zbada¢ odporna K-stabilnos¢ tego wielomianu stosujac twierdzenie
krawedziowe 7.1.

Zbiér O jest prostokatem o wierzchotkach ¢y =[-05, —O.2]T,
4> =1-05,02]", g5=[05,-02]", ¢4 =[05,02]". Odpowiadaja im wielomiany

wierzchotkowe

pi(s)=5> — 05652 +037s— 018, py(s)=s" — 0445 +0.53s — 022,

py(s) =5 —11652 + 0675+ 002, py(s)=s> —1.04s> + 0.835 — 0.02.

Wielomianami krawedziowymi p,,(s,A) sa wielomiany w postaci (7.15) dla
(r,k)=(1,2), (2,4), (3,4), (1,3). Zgodnie z twierdzeniem krawedziowym 7.1, od-
porna K-stabilno$¢é wszystkich czterech wyzej wymienionych wielomianéw kra-
wedziowych jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym odpornej K-stabilnosci
wielomianu (7.21). Do zbadania odpornej K-stabilnosci wielomiandéw krawedzio-
wych zastosujemy twierdzenie 5.4.
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Latwo sprawdzi¢, ze warunki 1) i 2) twierdzenia 5.4 sa spelnione dla kaz-
dego wielomianu krawedziowego p,(s,A), (r,k)=(12),(2,4), (3,4),(1,3). Aby
sprawdzi¢ spetnienie warunku 3) tego twierdzenia, nalezy najpierw wyznaczy¢
macierze §;, i=1,...,4, stowarzyszone z wielomianami wierzchotkowymi p;(s).

Wszystkie wartosci wlasne macierzy S;IS/( dla (r,k)=(1,2), (2,4), (3,4),(1,3)sa

rzeczywiste i dodatnie. Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 5.4, ze rozpatrywane
wielomiany krawedziowe sq odpornie K-stabilne. Z twierdzenia 7.1 wynika zatem,
ze wielomian (7.21) tez jest odpornie K-stabilny.

Zera czterech wyzej wymienionych wielomianéw krawedziowych, lezace
w polptaszczyznie Ims>0 (obliczone z krokiem AA=0.05), sag oznaczone
gwiazdkami na rysunku 7.3. Leza one na liniach zer wielomianéw krawedziowych,
ktore tworza zbiér spektralny S[P] tych wielomianéw. Sa one Jjednocze$nie brze-
gami zbioru spektralnego S[W ], zgodnie z lematem 7.3.

1

0.8r

Rys. 7.3. Granica obszaru D (pélokrag) i zera wielomianow krawedzio-
wych (oznaczone gwiazdkami), lezace w péiptaszczyznie Ims >0

Z rysunku 7.3 wynika, ze wielomian (7.21) dla kazdego ustalonego ¢ € O ma

Jedno zero rzeczywiste i parg zer zespolonych sprzezonych. Zero rzeczywiste lezy
na odcinku osi rzeczywistej oznaczonym gwiazdkami, zero zas zespolone o dodat-
nicj czgsci urojonej lezy w domknigtym obszarze, ktérego brzeg jest tez oznaczony
gwiazdkami. Drugie zero o ujemnej czgéci urojonej lezy w obszarze potozonym
symetrycznie wzglgdem osi rzeczywistej (nie jest on pokazany na rysunku 7.3).
Zbior spektralny wielomianu (7.21) sktada si¢ z trzech wyzej wymienionych
domknigtych obszaréw (jednym z nich jest odcinek osi rzeczywistej). Lezy on
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catkowicie w otwartym kole jednostkowym, co oznacza, ze wielomian (7.21) jest
odpornie K-stabilny. [

Praktyczne stosowanie twierdzenia krawedziowego jest dosy¢ klopotliwe ze
wzgledu na konieczno$¢ badania odpornej D-stabilnosci duzej liczby wielomianow
krawedziowych (7.15), ktorych jest L= m2"! , gdzie m jest liczba niepewnych
parametrow. Na przyktad przy m=8 mamy L =1024.

Powyzszej niedogodnosci mozna uniknaé stosujac tzw. metody funkcji te-
stujacych, podane w punkcie 7.4 niniejszej pracy.

7.3.1. Odporna stabilnos¢ wielomianu przedziatlowego

Wielomian przedzialowy jest przypadkiem szczegdlnym wielomianu (7.1)
o wspotczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych parametréw. Dlatego tez
twierdzenie krawedziowe 7.1 moze by¢ stosowane do badania odpornej D-sta-
bilnosci takiego wielomianu. Szczegdlnie jest to istotne przy badaniu odpornej
K-stabilnosci (patrz punkt 6.2).

Wielomian przedzialowy, opisany wzorami (6.1)+6.3), ma L=(n+1)2"

wielomianéw krawedziowych, o ogélnej postaci

n .

Y al'sk +[(1- Ma; +Aa™]s', Ae[0]], (7.24)
k=0

k#i

gdzie wartoéci ajl sa ustalone (tzn. af =ay lub af =aj) dla k=i, i=0,,..,n

Z twierdzenia krawedziowego 7.1 wynika, ze wielomian przedzialowy (6.1)
jest odpornie D-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie D-stabilne wszyst-
kie wielomiany krawedziowe (7.24), odpowiadajace poszczegoinym krawedziom
zbioru (6.3). .

Uwzgledniajac lemat 6.5 mozna wykaza¢ [21], ze przy badaniu odpornej
K-stabilnosci wielomianu przedziatowego (6.1) nie musimy rozpatrywaé wszyst-
kich wielomianow krawedziowych.
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Lemat 7.4. Wiclomian przedziatowy (6.1) statego stopnia jest odpornie K-stabilny

wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie K-stabilne wielomiany krawedziowe majace
postac

Yapst +[(1-Da; +aat1s',  Aefo,1l, ‘ (7.25)

k#i

gdzie wartosci aj sa ustalone (tzn. aff =aj lub af =af)dla k=0],.,n, k#i,
przy czym i€ I, gdzie

n
I= {—2—+1,§+2,---,n} dla n parzystego,

n+l1 +1
[={ 5 +1,n7+2,---,n} dla n nieparzystego.

Dowéd. Zbiér wielomianéw krawedziowych stowarzyszonych z wielomianem
przedzialowym (6.1) mozemy podzieli¢c ma dwa podzbiory. Do jednego z nich
naleza wielomiany, ktérych ogélna posta¢ podana Jest w (7.25). Do drugiego pod-
zbioru naleza wielomiany krawedziowe majace postaé '

Yaf's' +[(1- Dag +Aaf1s*, Aefo,1], (7.26)
iel
ik

gdzie wartosci a;' dla i€l sa ustalone (tzn. af =a; lub a¥ =a), natomiast
k#i, przy czym k=0,,...,n.

Dla dowolnego ustalonego k (k=0,,...,n) wielomian (7.26) jest wielomia-
nem przedzialowym. Z lematu 6.5 wynika zatem, ze wielomiany krawedziowe
(7.26) sa odpornie K-stabilne wtedy i tylko wtedy, gdy sa K-stabilne tworzace je
wielomiany wierzchotkowe. Zauwazmy, ze naleza one do podzbioru wielomianéw
krawgdziowych w postaci (7.25). Wobec tego, stosujac twierdzenie krawedziowe
7.1 do badania odpornej K-stabilnosci wielomianu przedzialowego (6.1), mozna

ograniczy¢ si¢ tylko do zbioru wielomianow krawedziowych majacych postaé
(7.25). (l
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W zbiorze wielomianow krawedziowych w postaci (7.25) jest M wielomia-
noéw, gdzie M = n2"! dla n parzystego i M=(n+1)2"_1 dla n nieparzystego.
Pelny zbi6r wielomianéw krawedziowych zawiera L =(n+1)2" takich wielomia-

néw. Na przyklad przy n=3 mamy L=32,zas M =16.

Przyklad 7.4. Wezmy pod uwage wielomian przedzialowy (6.67), rozpatrywany
w przyktadzie 6.7.

Z lematu 7.4 wynika, ze rozpatrywany wielomian przedzialowy jest odpornie
K-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy saq odpornie K-stabilne cztery wielomiany
krawedziowe

ag +ay s+[(1=A)ay +M;]s2, ag +aj s +[(1- May + Aad Js%,
ag +ay s+[(1-2A)ay +/”ta3_L]s2, ag +af s+[(1-)a; +ﬂa;]s2.

Zauwazmy, ze zbiér wielomianow krawedziowych wielomianu przedzialowe-
g0 (6.67) sktada si¢ z dwunastu wielomiandéw krawedziowych. _ [

Do badania odpornej K-stabilnosci wielomianéw krawedziowych mozemy
stosowaé metody podane w punkcie 5.1, w tym metode analityczna podang
w twierdzeniu 5.4.

7.4. Metody funkcji testujgcych

Metody funkgji testujacych, bazujac na twierdzeniu krawedziowym 7.1, shuzg
do sprawdzania spelnienia warunku wykluczenia zera (7.19) lub (7.20). Pozwalaja
one na jednoczesne badanie odpornej D-stabilnosci wszystkich wielomiandow kra-
wedziowych. Pierwsza taka metode zaproponowano w pracy [11], nogdlniajac ja
w [17] na klas¢ quasi-wielomianéw o wspdtczynnikach zaleznych liniowo od nie-
pewnych parametrow. Jest to metoda dosy¢ ztozona obliczeniowo 1 trudna w sto-
sowaniu.

Prostsze metody funkcji testujacych zostaly podane w pracach [30, 31, 32,
40] i uogdlnione w [34, 36] na klas¢ quasi-wielomianow o wspoétczynnikach za-
leznych liniowo od niepewnych parametrow.
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7.4.1. Metoda funkcji testujqcej d(y)

Wezmy pod uwage podobszar D; obszaru D, ktérego brzeg ma opis parame-
tryczny f;(y), ye€Y;. Z podobszarem D; jest stowarzyszony zbidr wartosci
(wypuktly wielobok)

w(fi () Q) = conv{pi (f;(»)s-, i (Fi(¥))}- (7.27)

Niech R;(y) bedzie dla kazdego ustalonego y € Y; najmniejszym prostokatem,

0 bokagh rownoleglych do osi ukladu wspolrzednych plaszczyzny zmiennej ze-
spolonej, w ktérym lezy zbi6r wartosci (7.27).
Oznaczmy przez

W VG0 UE DDV 00 (UF OV (U5 ).V (0) (7.28)

wspdirzedne wierzchotkéw prostokata R;(y). Oznaczenia (7.28) sa takie same jak
dla prostokata Charitonowa, pokazanego na rysunku 6.1.

Twierdzenie 7.2. Niech wielomian nominalny wy(s) bedzie D-stabilny. Rodzina

wielomianéw (7.6) statego stopnia, o wspotczynnikach zaleznych liniowo od nie-
pewnych parametréw, jest odpornie D-stabilna, jezeli

di(y)>0,VyeY, i=12,.,N, (7.29)

gdzie funkcje testujaca d;(y), stowarzyszong z podobszarem D;, wyznacza sie ze
Wzoru

di(y)=max{U; (»), - U} (»), V7 (»), -V (»)}. (7.30)

Dowéd. Z twierdzenia 6.2 wynika, ze jezeli warunek (7.29) jest spetniony dla
I-tego podobszaru D, to dla kazdego ye Y; prostokat R;(y), stowarzyszony

z‘tym pod(?bszarem, nie obejmuje poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej. Po-
niewaz zbidr wartoéci (7.27) zawsze lezy wewnatrz tego prostokata, powyzsze
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zachodzi tez dla tego zbioru wartosci. Biorac pod uwage wszystkie podobszary D;

obszaru D otrzymamy, ze jezeli zachodzi (7.29), to tez zachodzi (7.19) dla kaZdeT
go i=1,2,..., N. Dow6d wynika zatem z lematu 7.1. il

Zauwazmy, ze jezeli dla pewnego podobszaru D; warunek (7.29) nie jest

spetniony, to o odpornej D-stabilno$ci rodziny wielomianéw (7.6) nic nie mozna
powiedzie¢, bowiem z faktu, Ze prostokat R;(y) obejmuje poczatek plaszczyzny

zmiennej zespolonej nie wynika, ze to samo zachodzi dla wieloboku (7.27).

Praktyczne stosowanie twierdzenia 7.2 wymaga wyznaczania (dla kazdego
ustalonego y € ¥;) wspoirzednych (7.28) wierzchotkéw prostokata R;(y) (argu-

mentéw funkeji (7.30)), stowarzyszonego oddzielnie z kazdym z podobszarow D;,
i=12,...,N, obszaru D. o
Z definicji prostokata R;(y) oraz ze wzoru (7.27) wynika, ze

U; (y)=min{Re pi(fi(»)), - Re px (fi(¥D}, (731)
U7 (») = max{Re py(fi(»));---,Re px (fi(¥D} (732)
Vi (y)=min{Im p(f;(¥)),-...Jm px (f;(¥))}, . (7.33)
7 (y) = max{Im py(f(¥))s--., Im pg (Fi(¥))}- (7.34)

Wyznaczanie wspéhrzednych wierzchotkéw prostokata R;(y) na podstawie
wzordéw (7.31)~(7.34) wymaga znajomosci wielomiandéw wierzchotkowych (7.1 1'),
ktorych jest K =2"™. Te wspdlrzedne mozna wyznaczy¢ w inny sposob — na bazie
znajomosci tylko wielomiandéw (7.5) [31]. .

Ze wzordw (7.31)+(7.34) oraz (7.11), (7.12) wynika, ze

U7 ()= min{Re w(f;(»),9):q € O}, U;"(y)=max{Rew(f;(»),9):q € O},
l (7.35)

V7 (y) = min{Imw(f;(»),q):q € O}, Vi (y)=max{Imw(fi(¥).9):q € O}
l (7.36)
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Zapis wielomianu (7.1) w postaci (7.4) przy zbiorze Q majacym postaé (7.3),
tzn. przyjecie zaleznosci wspotczynnikéw tego wielomianu nie od wartosci nie-
pewnych parametrow, ale od wartosci odchytek tych parametréw od ich wartogci
nominalnych, pozwala na podanie (na bazie wzoréw (7.35), (7.36)) prostej obli-
czeniowej metody wyznaczania wspotrzednych wierzchotkéw prostokata Ri(y).

Wprowadzmy oznaczenia

wa(Y)=Rewi (f;(»)), v =Imwi(f,(»), k=01,...m, (7.37)

gdzie wielomiany wy (s), k = O,l,l..,m, majq postac (7.5).

Ze wzoréw (7.35), (7.36) i (7.3), (7.4) wynika, ze dla kazdego ustalonego
y €Y; wspotrzedne wierzchotkéw prostokata R;(y) mozna wyznaczy¢ ze wzo-
réw

Ur M=up0)+ Xug(y), U )= () + Y ufi(y), (7.38)
k=1 k=1

Vi ) =voi(0+ Zvi(»), VI =ve,(n)+ IviE(y), (7.39)

k=1 k=1
gdzie
jezeli u; ()20, to U (¥) = bruy(y), u;{l-(y)zckuki(y), (7.40)
jezeli wy(¥)<0, to wuig(y)=crup(y), wH(») = by (y), (7.41)
Jezeli vi(y)20, to vig(M=bvie(¥), Vi) =cpvi(y), (7.42)
Jezeli vi(y)<0, to vig(M=cpvu(y), V()= by (). (7.43)

Korzystajac ze wzoréw (7.37)~(7.43) oraz (7.30) mozna w prosty sposGb
wyznaczy¢ funkcjg testujaca d;(y), stowarzyszong z podobszarem D, obszaru D.
Zauwazmy, Ze jest tu wymagana znajomosé tylko  m+1 wielomianéw (7.5).
Znajomos¢ wielomianow wierzchotkowych (7.11), kidrych jest K =2" nie jest
konieczna.

Uogolnienie twierdzenia 7.2 (i obliczeniowej metody wyznaczania funkcji
testujacej (7.30)) dla rodziny quasi-wielomianéw o wspotezynnikach zaleznych
liniowo od niepewnych parametréw zostato podane w pracy [34].
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Zauwazmy, Ze funkcja testujaca (7.30), podobnie jak funkcja te.stuja‘ca (6.23),
szybko dazy do nieskoficzonosci przyy dazacym do nieskonczonosci.
Wprowadzmy funkcje testujaca

_— Ui U Vi) =V |y gy
A= maxt L GO TN el Twol ()

bedaca unormowang wzgledem |wq(f;(»))| funkcja testujaca d;(y).

Twierdzenie 7.3. Niech wielomian nominalny wy(s) bedzie D-stabilny. Rodzina
wielomiandw (7.6) stalego stopnia, 0 wspétczynnikach zaleznych liniowo od nie-
pewnych parametréw, jest odpornie D-stabilna, jezeli

di(»)>0,VyeY;, i=12,.,N, (7.45)
gdzie dla kazdego ustalonego yeY; funkcj¢ testujaca d;(y), stowarzyszong

z podobszarem D;, wyznacza si¢ ze wzoru (7.44).

Dowéd. Dowdd wynika z twierdzenia 7.2 przy uwzglqdniel.liu fgktu, .Ze
wo(f1(»))# 0 dla kazdego y €Y i dla kazdego i=1,2,...,N, bowiem wielomian
] R

nominalny wy(s) jest D-stabilny.

Zauwazmy, ze wartosci funkeji testujacej (7.44), podobnie jak funkcji testu-

jacej (6.26), sa zawsze ograniczone.

7.4.2. Metoda funkcji testujqcej T(y)

Wezmy pod uwage unormowany zbiér wartosci, zdefiniowany wzorem (7.17)
dla z = f;(y), w postaci

W f;(),0) = conv{Bi(f;(»)), B2 (/i (¥ P (Fi (DD} (7.46)

gdzie N
pr(fiN = p(fiyN wolfi(¥))s k=12,...., K =27, (7.47)

za$ wy(s) jest D-stabilnym wielomianem nominalnym.
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Z lematu 7.1 wynika, ze kazdy wielomian nalezacy do rodziny wielomiandw
(7.6) jest D-stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego i=12,...,N idla kaz-
dego y €Y, poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej lezy na zewnatrz wypukte-
go wieloboku (7.46).

Wprowadzmy funkcje testujaca B;(y) stowarzyszong z podobszarem D;,
ktora dla kazdego ustalonego y €Y, oblicza sie ze wzoru

Bi(y)=min{Re pi(f:(»)), k =1,2,..., K}, (7.48)

gdzie Py (f;()) wyznacza sig ze wzoru (7.47),
Zauwazmy, 7e

Bi(y)=min{ReW(f;(»),q):q € 0}, (7.49)
gdzie, zgodnie ze wzorem (7.4),

WD =1+ @ O+ A ([ (3)), (7.50)
przy czym

W (s)=wi(s)/ wo(s), k=12,..m. (7.51)

Ze wzoru (7.50) wynika, ze unormowany zbiér wartosci (7.46) zawsze zawie-
ra w swoim wnetrzu punkt (1, j0), a wigc lezy on czesciowo lub catkowicie

w otwartej prawej pdlptaszczyznie. Zauwazmy, 7e jezeli dla kazdego yeY, lezy

on catkowicie w otwartej prawej polptaszczyznie, to jest spetniony warunek wy-
kluczenia zera (7.20) dla i-tego podobszaru D; obszaru D.

Uwzgledniajac wszystkie podobszary D; (i=1,2,...,N) obszaru D, z powyz-
szych rozwazan otrzymamy ponizszy lemat.

Lemat 7.5. Niech wielomian nominalny wy(s) bedzie D-stabilny. Rodzina wie-

lomianéw (7.6) statego stopnia, o wspolezynnikach zaleznych liniowo od niepew-
nych parametréw, jest odpornie D-stabilna, jezeli dla kazdego i =12,..,N jest
spetniony warunek
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Bi(»)>0,Vyel, (7.52)

gdzie funkcja testujaca B;(y), stowarzyszona z podobszarem D;, jest zdefiniowa-
na wzorem (7.48) (lub (7.49)). i

Zatézmy, ze dla ustalonego y €Y, warto$¢ minimalna (7.49) zastala osia-
gnietadla ¢ =4, tj. B;(»)=Rew(f;(¥).9), i wprowadZmy oznaczenie

Ci(»)=Imw(fi(»), §)- (7.53)
Wprowadzmy zespolona funkcje testujaca
T;(y)=B;(y)+ jCi(»), (7.54)

stowarzyszong z podobszarem D;, gdzie B;(y) 1 C;(¥) sa zdefiniowane wzorami
(7.49) i (7.53), odpowiednio (dla kazdego ustalonego y € ;).

Ze wzordw (7.46)~(7.48) oraz (7.53), (7.54) wynika, ze wykres zespolonej
funkeji testujacej T;(y) tworzy si¢ w ten sposob, ze (dla kazdego ustalonego y) ze
zbioru punktow pi(fi(¥), k=12,... K= 2™ wybiera si¢ punkt o najmniejszej
czesci rzeczywistej. Wykres funkeji 7;(y) sktada si¢ wige z fragmentow wykre-
sow funkcji (7.47). Jest on kawatkami ciagly i gtadki. Moga w nim wystapié prze-
skoki od wartosci py(f;(»)) do wartosci p,(f;(y)), k#r.

Dla kazdego ustalonego yeY; warto$¢ T;(y) mozna wyznaczy¢ w drodze
minimalizacji czeéci rzeczywistej funkeji (7.50) ze wzglgdu na g € Q. Mozna to
przeprowadzié w prosty sposob, uwzgledniajac posta¢ (7.3) zbioru O oraz liniowa
zalezno$¢ funkcji (7.50) od sktadowych wektora q.

Funkcje testujaca T;(y), stowarzyszona z podobszarem D;, wyznacza si¢ dla

kazdego ustalonego y € ¥; na podstawie wzoru [32]

T(») =1+ 1;(y)+ -+ (¥, (7.55)

gdzie (dla k=1,2,...,m)
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=B (O, Jezeli ReW (OGN0, (1.56)
W) =T (i), jeeli Rei(f())<0. (1.57)

Zauwazmy, ze wyznaczanie funkcji testujacej 7;(y) na postawie powyzszych
wzoréw wymaga znajomosci tylko (m+1) wielomianéw wy(s), k=0]1,...,m,

wystepujacych we wzorze (7.4). Znajomos¢ wielomianéw wierzchotkowych
pr(s), k=12,...,K, nie jest konieczna.

Twierdzenie 7.4. Niech wielomian nominalny w(s) bedzie D-stabilny.
1) Jezeli

Bi(y)=ReTi(y)>0, VyeV, Vi=12..,N, (7.58)

to rodzina wielomianéw (7.6) stalego stopnia, o wspdtczynnikach zaleznych
liniowo od niepewnych parametréw, jest odpornie D-stabilna.

2) Jezeli przynajmniej jeden z wykresow funkcji 7,(y) (i=1,2...,N) ma ciagly
kawatek, ktéry przecina niedodatnia czg$¢ osi rzeczywistej, to rodzina (7.6)
przy zbiorze O w postaci (7.3) nie jest odpornie D-stabilna.

3) Najwigkszy zbiér dopuszczalnych odchylek niepewnych parametrow, przy
ktérym jest spetniony warunek (7.58), ma postaé

O =1{q:q; €(6by,8¢c;), b <0, ¢, 20, k=12,...,m}, (7.59)
gdzie

8 =min{8,,6,,...,6x 1, (7.60)

§=1/(0-a), i=12,..,N, (7.61)

o; = min{B,(y)=ReT,(y): y € 1}, 6

przy czym funkcja 7;(y) jest wyznaczona (np. ze wzoréw (7.55)~(7.57)) dla
zbioru Q w postaci (7.3).
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Dowéd. Dowdd warunku dostatecznego (7.58) wynika z lematu 7.5.

Jezeli przynajmniej jeden z wykreséw funkcji T;(») (i=12...,N) ma ciagly
kawatek, ktory przecina niedodatnia czg$¢ osi rzeczywistej, to z lematu 5.1 wyni-
ka, Ze nie jest odpornie D-stabilny wielomian

Po.x(8:2)=(1=Dwo(s)+Apr(s), A €[0,1], (7.63)

gdzie wy(s) jest D-stabilnym wielomianem nominalnym, za$ p;(s) jest jednym

z wielomianéw wierzchotkowych. Poniewaz wielomian (7.63) nalezy do rodziny
(7.6), nie jest ona odpornie D-stabilna, co koficzy dowod warunku 2).
Dla dowodu warunku 3) wezmy pod uwage podobszar D; obszaru D. Ze

wzordw (7.55)~(7.57) wynika, ze warto$¢ o;, obliczona ze wzoru (7.62), mozna

napisa¢ w postaci ¢; =1+ g;, gdzie

m
g; = > min Ret;(y). (7.64)
k=1Y€Yi

Latwo zauwazy¢, ze g; <0, a wige o; <1.

Jezeli wezmiemy pod uwage zbior
O=1{q:q; €[8:b;, b:ci), by <0, ¢, 20, k=12,...,m}, (7.65)

zamiast zbioru (7.3), to &; =1+ 8;g;, gdzie a; jest obliczone ze wzoru (7.62) dla
zbioru (7.65), za§ g; jest wyznaczone ze wzoru (7.64) dla zbioru (7.3).

Z powyzszego wynika, ze zawsze istnieje liczba 0; >0 taka, dla ktorej
@, =0. Te liczbe wyznacza si¢ ze wzoru (7.61), przy czym: jezeli o; <0 to
5; €(0,1); jezeli a; =0 to &, =1; jezelizas 0<o; <1 to §; > 1.

Latwo zauwazyé, ze ;>0 dla zbioru (7.59). Zbiér (7.59) jest wige
,hajwigkszym” zbiorem wartosci odchytek niepewnych parametréw od ich warto-
$ci nominalnych, dla ktérego warunek (7.58) jest spetniony dla i-tego podobszaru

obszaru D.
Biorac pod uwage wszystkie podobszary D; obszaru D, otrzymamy dowdd

warunku 3). R
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Stosujac metode funkcji testujacej T(y) zawsze znajdziemy (w sposéb

podany w twierdzeniu 7.4) najwigkszy zbiér odchylek niepewnych parametréw,
w postaci (7.59), dla ktérego warunek dostateczny (7.58) bedzie speliony.
Metoda funkcji testujacej 7(y), podobnie jak i metoda funkcji testujace;j

d(y), bazuje gtéwnie na warunku dostatecznym odpornej D-stabilnosci. Sa to
metody bardzo proste w stosowaniu (szczeg6lnie metoda funkcji testujacej 7(y)).

Jezeli jednakze na podstawie tych metod nie uzyskamy zadowalajacego wyniku,
nalezy s.korzysta}é z metody bazujacej na warunku koniecznym i wystarczajacym
odpornej D-stabilnosci. Taka metoda jest metoda funkcji testujacej F(y).

7.4.3. Metoda funkcji testujqcej F(y)

Metoda funkeji testujacej F(y) zostata podana w pracy [36] dla rodziny

quasi-wielomianéw o wspotczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych para-

metrow. Podobne metody dla rodziny wielomianéw o wspétczynnikach zaleznych

liniowo od niepewnych parametréw s podane w pracach [12] i [21] oraz w [43].
Metoda funkeji testujacej F(y) stuzy do posredniego sprawdzenia, czy dla

kazdego yeY; idlakazdego i=12,..,N, poczatek plaszczyzny zmiennej zespo-
lonej lezy na zewnatrz wypukiego wieloboku (7.46).

Twierdzenie 7.5. Niech wielomian nominalny w,(s) bedzie D-stabilny. Rodzina

wielomiandw (7.6) statego stopnia, o wspotczynnikach zaleznych liniowo od nie-
pewnych parametréw, jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy

F(»)>0, VyeY, Vi=12,..,N, : (7.66)

gdzie F;(y) jest funkcja testujaca stowarzyszona z podobszarem D; , w postaci

FE(y)=n—¢;(»), (7.67)
¢i(y)= n:ﬁ;cx{ |arg(P- (fi(¥)) — arg(Br (fi(y ]}, (7.68)
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gdzie P, (f;(»)) jest zdefiniowane wzorem (7.47), maksimum liczy si¢ uwzgled-
niajgc wszystkie wielomiany krawedziowe (7.15), odpowiadajace pogzcz;egélnym
krawedziom (7.14) zbioru Q, zas arg(z) € [-x,m) jest argumentem liczby zespo-
longj z.

Dowdd. Zauwazmy, Ze na plaszczyznie zmiennej zespolonej odcinek linii proste;
[ay,a,] faczacy punkty a i ay (a; i a, sa to liczby zespolone) nie przecina pot-
osi (—,0], wtedy i tylko wtedy, gdy |arga; — arga,|< 7.

Jezeli warunek (7.66) nie jest spetniony dla przynajmniej jednego pod-
obszaru D;, to istnieje takie y e Y;, dlaktérego dla jednej z krawedzi wieloboku
(7.46), jest spelniona nieréwno$¢ 7 —¢,(y)<0, gdzie ¢;(y)=|arg(p,(f;(¥)
—arg(p, (f;(y))]. To zas oznacza, ze ta krawedz przecina potos (—o=,0], a wigc
poczatek plaszczyzny zmiennej zespolonej lezy albo na brzegu, albo we.wnqtrzg
zbioru wartosci (7.46) (czes¢ wieloboku (7.46) zawsze lezy w otwartej prawej
potptaszezyznie). Nie jest wigc spelniony warunek wykluczenia zera (7.20) i ro-

dzina wielomianéw (7.6) nie jest odpornie D-stabilna, zgodnie z lema’Fem 7.1.
Jezeli zaé warunek (7.66) jest spetniony, to dla kazdego y € Y; i dla kazdego

i=12,...,N, zadna z krawedzi wieloboku (7.46) nie przecina pdlosi (—o=,0].
Oznacza to, ze warunek wykluczenia zera (7.20) jest spelniony. Z lematu 7.1 wy-
nika zatem, ze rodzina wielomianéw (7.6) jest odpornie D-stabilna. L

Stosujac twierdzenie 7.5 mozemy wyznaczy¢ w sposob iteracyjny najwiqk'szat
liczbe dodatnia & taka, dla ktorej warunek konieczny i wystarczajacy (7.66) jest
spetniony dla zbioru wartosci niepewnych parametréw w postaci (7.59). Nalezy
w tym celu rozpatrywaé oddzielnie kazdy z podobszaréw D; obszaru D, wyzna-

czajac w sposob opisany ponizej liczby 6, (i=12,..,N) i liczbg & ze wzoru
(7.60).

Wezmy pod uwagg i-ty podobszar obszaru D. Jezeli warto$¢ minimalna funk-
cji testujacej F;(y), wyznaczona dla zbioru QO w postaci (7.3), jest ujemna
(dodatnia), to nalezy przyja¢ 6, <1 (0; >1) i ponownie wyznaczy¢ Fi(y) dla
zbioru (7.65) przy &; = 6;;. Jezeli teraz warto§¢ minimalna F;(y) jest dodatnia
(ujemna), to nalezy przyja¢ 8; > 6;; (8,5 <6; ) i ponownie wyznaczy¢ F;(y) dla
zbioru (7.65) przy 6; = 8;5. Powyzsze obliczenia nalezy powtarza¢ wielokrotnie az
do wyznaczenia liczby §;, dla ktérej wartos¢ minimalna funkcji F;(y) jest rowna

zeru z zadang doktadnoscia.
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Postepujac w wyzej opisany sposéb iteracyjny zawsze znajdziemy (z zadana
dokfadnoscia) najwigksza liczbe 8, taka, dla ktorej warunek konieczny i wystar-
czajacy (7.66) jest spetniony dla zbioru (7.59) przy & = ;. Warunek ten jest spel-
niony jednoczeénie dla wszystkich podobszaréw obszaru D, jezeli zbiorem od-
chylek jest zbior (7.59) przy liczbie 6 wyznaczonej ze wzoru (7.60).

Stosowanie twierdzenia 7.5 wymaga znajomosci wszystkich wielomianéw
krawedziowych, odpowiadajacych poszczegdlnym krawedziom zbioru 0. Mozna
Je wyznaczy¢ stosujac komputerowa metode podang w pracy [37].

Przykiad 7.5. Wezmy pod uwage wielomian charakterystyczny (2.40) ukfadu
regulacji automatycznej rozpatrywanego w przykfadzie 2.5. Jest on wielomianem
stopnia siédmego o wspélczynnikach liniowo zaleznych od trzech niepewnych
parametréw.

Nalezy zbada¢ odporna D-stabilnos¢ tego wielomianu, gdzie D Jjest otwartym
sektorem hiperbolicznym, ktérego brzeg jest pokazany na rysunku D.3 w Dodatku.

Parametryczny opis brzegu rozpatrywanego obszaru D ma postaé
f(y)=-vy(coshy— jtanBsinh y), ye ¥, gdzie y=0.05, 8= 1.28, oraz (zgodnie
zuwagg D.1) ¥ =0, ).

Przeksztalcajac wielomian (2.40) do postaci (7.4) otrzymamy

w(s,q) = wo(s)+ qwi(s)+gawy(s)+ g3ws3(s), g€ Q, (7.69)
gdzie
wo(s) =52 +8165° +3934.45% +62592.635* + 5839559253 +1662717.275>
+2602938.05s + 24424437,

wi(5) =1999872s> + 8019486.7252 + 8079482.885 + 79994 88,
wy(s)=5%+8015° +38085* + 3563805 +25560052 + 250005,

w3(s)= s> +801s* +38085> + 5638052 +255600s + 25000,

O ={q:q €[-0.09,009], g, €[-0.285,0315], g5 €[-11875,13125]}.
(7.70)
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Wielomian nominalny wy(s)=w(s,0) ma nastepujace zera: —0I;
~1.6582 + j1.8724; — 79248+ j9.6062; —311670+ j393227. Latwo sprawdzié, ze
leza one w obszarze D, a wigc wielomian nominalny wy(s) jest D-stabilny.
Oznacza to, ze problem odpornej D-stabilnosci jest dobrze postawiony (patrz defi-
nicja 3.5).

Do zbadania D-stabilnosci wielomianu nominalnego mozemy tez zastosowac
twierdzenie 3.3. Wtedy znajomos¢ zer wq(s) nie jest konieczna.

Zbiér Q w postaci (7.70) jest prostopadtoscianem. Ma on K =38 wierzchol-
kow i L =12 krawedzi. Stosujac bezposrednio twierdzenie krawedziowe 7.1 nale-
zy wiec badaé odporng D-stabilnos¢ dwunastu wielomianow krawedziowych
(7.15), odpowiadajacych wszystkim krawedziom (7.14) zbioru Q.

Do badania odpornej D-stabilnosci wielomianu (7.69) zastosujemy twierdze-
nie 7.3 oraz twierdzenie 7.5.

Wyznaczajac funkcjg testujaca d (y) ze wzorow (7.37)(7.44) (przy y zmie-
niajacym si¢ od 0 do 6 z krokiem Ay = 0.005), otrzymamy wykres pokazany na

rysunku 7.4. Poniewaz funkcja d (») nie jest dodatnia dla kazdego y =0, waru-

nek dostateczny podany w twierdzeniu 7.3 nie jest spetniony i nic nie mozna po-
wiedzieé o odpornej D-stabilno$ci wielomianu (7.69).

! ! ! ! : :
0.8
0.6
d(y) 0.4

0.2

Rys. 7.4. Wykres funkcji testujacej d (y) do przykiladu 7.5
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.W)./k'res funkcji testujacej F(y), wyznaczony ze wzoréw (7.67), (7.68) przy
y zmieniajacym si¢ od 0 do 6 z krokiem Ay = 0.005, po uprzednim wyznaczeniu

wielomianow wierzchotkowych i krawedziowych, jest pokazany na rysunku 7.5.
3.5 T T T

25

) 2

15

0.5
0

Rys. 7.5. Wykres funkcji testujacej F(y) do przyktadu 7.5

Poniewaz wartos¢ minimalna funkcji F(y) wynosi 0.9356, warunek ko-

ni.eczny.i wystarcz‘aja(cy (7.66) jest spetniony. Z twierdzenia 7.5 wynika zatem, ze
wielomian (7.69) jest odpornie D-stabilny, tzn. dla kazdego q € O, gdzie Zbié’l‘ 0

ma postaé (7.79), wsz.ystkie zera wielomianu (7.69) leza w rozpatrywanym otwar-
tym sektorze hiperbolicznym. N
Przyklad 7.6. Wezmy pod tiwage rodzine wielomianow
w(s,q)=wo(s) + qwi(s) + gaw(s), g €0, (7.71)
gdzie wo(s)=5> +1052 +295+30, w(s)=52+1, wo(s)=s+1,

O={q=[a1.921": qx €[-p,p], k=12, p>0}. (7.72)

Wielomian nominalny w(s) ma nastepujace zera; s =-2+ J oraz s=-6.
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Nalezy zbada¢ odporng D-stabilno$¢ rodziny (7.71), gdzie D=
Dyuw Dy U Dy, przy czym Dy jest otwarta przesunigta lewa pdiplaszczyzng
Res<-5, D, i Dj sato otwarte kola o promieniu » =1 i o srodkach w punktach
sy =—2+j 15, =-2- j,odpowiednio.

Poniewaz rozpatrujemy wielomian o rzeczywistych wspé%czynnikach, wy-
starczy ograniczy¢ sie tylko do zbadania odpornej D-stabilnosci dla czesci obszaru
D lezacej w polplaszezyznie Ims>=0. Wobec tego bedziemy bada¢ odporna
D-stabilnoéé rodziny (7.71) dla obszaru D = D; U D,. Parametryczne opisy brze-
gbéw podobszaréw Dy i D, maja postat: fi(y)=-5+jy, ye¥ =[0,0), oraz
fr(¥)==2+j+exp(j2ny), ye¥, =[0,1], odpowiednio. Obszar Dj jest nie-
ograniczony, lecz przy wyznaczaniu funkcji testujacej 7j(y) mozemy ograniczy¢
sie np. do przedzialu 1} ={0, 5].

Odporna D-stabilno$¢ rodziny (7.71) byta badana w pracy [11]. Na bazie
podanej tam metody wykazano, ze rodzina (7.71) jest odpornie D-stabilna wtedy
i tylko wtedy, gdy p =035 w(7.72).

Przyjmujac p = 035 i wyznaczajac ze wzoréw (7.55)—~7.57) zespolone funk-
cje testujace Ty(y) i T»(y), stowarzyszone z podobszarami Dy i D,, odpowied-

nio, otrzymamy

o = minReTj(y) = ReT;(0) = —0.05, C;(0)=Im7;(0)=0,

0y =minRe T, (y)=02719.

Poniewaz Tj(0)=-0.05+ jO, warunek dostateczny 1) twierdzenia 7.4 nie
jest spelniony. Zauwazmy, ze nie jest tez spelniony warunek konieczny 2) tego
twierdzenia. Oznacza to, ze rodzina (7.71) nie jest odpornie D-stabilna dla
p =035 w(7.72).

Obliczajac 6, i 6, ze wzoréw (7.61) i (7.62) oraz & ze wzoru (7.60), otrzy-
mamy &, =1/1.05, 8, =13734 oraz 6 =1/1.05. Oznacza to, zgodnie z warunkiem
3) twierdzenia 7.4, ze rodzina wielomianéw (7.71) jest odpornie D-stabilna, jezeli
|grl< p=0356=1/3 dla k=1i k=2. Powyzszy warunek jest takze warunkiem
koniecznym, co wynika z warunku 2) twierdzenia 7.4.

Wykresy zespolonych funkcji testujacych 73(») i Tp(y), wyznaczonych dla
zbioru Q w postaci (7.72) przy p=0333<p =1/3 sa pokazane na rysunku 7.6.
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Linie pionowe na rysunku 7.6b) oznaczajq przeskoki wykresu funkcji testujace;
L(y) z wykresu p,(f2(»)) na wykres 5,(fo(»)), k#r. Dyskusja dotyczaca
przebiegu funkcji 7;(y) jest podana ponizej lematu 7.5.

Poniewaz minRe7{(y)=0.001, minRe T5(y)= 03072, z warunku 1) twier-
dzenia 7.4 wynika, ze rodzina wielomiandw (7.71) przy p=0333 w (7.72) jest
odpornie D-stabilna.

0.4

Im

0.1

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 03 04 05 0‘.6 0.7 0(.8 0.9 1.0

R)ts. 7.6. Zespolone funkgje testujace do przyktadu 7.6: a) T\(y) stowarzyszona z obszarem D,
(potptaszczyzna); b) Ty(y) stowarzyszona z obszarem D, (koto)

7.4.4. Uwagi konicowe

Po'dane,: w punkcie 7.4 metody funkcji testujacych naleza do grupy metod
czqstot@wosmowych. Pozwalaja one na jednoczesne badanie D-stabilnosci
wszystkich wielomianéw krawedziowych.

Funkcje testujace sa stowarzyszone z poszczeg6lnymi podobszarami D; ob-
szaru D, ktoérych brzeg ma opis parametryczny fi(¥), ye¥;, przy czym przedziat
Y; Jest teoretycznie nieograniczony przy nieograniczonym podobszarze D; .
W takim przypadku funkcja testujaca d;(y) jest tez nieograniczona, tzn. dazy ona
d:) nieskoficzonosci przy y — . Natomiast pozostale funkcje testujace (tj.
d;(»), Bi(y), T,(»), F;(»)) sa ograniczone. Wszystkie funkcje testujace sa oczy-
wiscie, ograniczone przy ograniczonym D; .

Sto;owanie metod funkcji testujacych wymaga badania ich przebiegéw na
podstawie wykreséw otrzymanych z zastosowaniem obliczen komputerowych.
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Przebiegow funkcji testujacych nie da si¢ bowiem opisa¢ analitycznie. Z tego po-
wodu, przy wyznaczaniu wykresow poszczegdlnych funkcji testujacych w funkcji
parametru y € Y;, nalezy dokonywac obliczen z odpowiednio matym krokiem Ay
i ewentualnie stosowaé odpowiednie metody numeryczne do wyznaczenia ich
wartoéci minimalnych. Szczegdlnie jest to istotne w przypadku, gdy warto$ci mi-
nimalne sa bliskie zeru.

W przypadku, gdy przedzial Y; jest nieograniczony, wyznaczajac przebiegi
funkecji testujacych mozemy ograniczy¢ sie do skoniczonego przedziatu Y; warto-
éci parametru y, jezeli stwierdzimy, ze wyznaczone wartosci
e rzeczywistej funkcji testujacej d;(y) sa odpowiednio duze i szybko rosna,

e rzeczywistej funkcji testujace] (g,-( ), Bi(y) lub F;(y)) ustalaja si¢ na pew-
nym poziomie,

e zespolonej funkcji testujacej T;(y) oddalaja sie od poczatku plaszczyzny
zmiennej zespolone;j.

Jezeli natomiast stwierdzimy, ze warto$ci rzeczywistych funkeji testujacych
maleja lub wartosci zespolonej funkcji testujacej T;(y) zdazaja w kierunku po-
czatku plaszczyzny zmiennej zespolonej, nalezy rozpatrzy¢ odpowiednio ,,duzy”
przedziat Y;, analizujac ewentualnie wartoéci tych funkcji przy y — oe.

Zauwazmy, ze analizg przebiegow poszczegblnych funkcji testujacych mozna
przeprowadzi¢ za pomocg obliczen komputerowych bez wyznaczania ich wykre-
séw. W takim przypadku utrudniona jest jednakze interpretacja otrzymanych wy-
nikéw i istnieje potencjalna grozba otrzymania blednych rezultatow. Moze to na-
stapi¢ np. w przypadku przyjecia do obliczen zbyt matego skonczonego przedziatu
Y; przy nieograniczonym D; .

Badajac odporng D-stabilno$¢ wielomianéw o rzeczywistych wspotczynni-
kach mozemy ograniczy¢ si¢ do rozpatrywania tylko czesci obszaru D lezacych
w pétptaszezyznie Ims>0. Wynika to z faktu, ze zespolone zera wiclomian6w
o rzeczywistych wspéiczynnikach sa parami sprzezone.

Do grupy metod czestotliwosciowych nalezy metoda zaproponowana w pracy
[110], Mozna ja nazwa¢ metoda naj gorszej krawedzi, w ktorej warunek wyklucze-
nia zera jest sprawdzany tylko dla kilku odpowiednio wyznaczonych wartosci pa-
rametru y, zwiazanych z polozeniem najgorszej krawedzi zbioru wartosci (pod
wzgledem spetnienia warunku wykluczenia zera). Jest to jednak metoda dosy¢
ztozona pod wzgledem mozliwych do wykonania sieci dziatan, chociaz prosta
obliczeniowo. W pracy [110] jej algorytm jest rozpisany w szczegolach jedynie
w przypadku, gdy D jest otwarta lewa poiptaszczyzna.
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8. ODPORNA STABILNOS(’J RODZINY WIELOMIANOW
O ZALEZNOSCI - OGOLNIEJSZEJ NIZ LINIOWA —
WSPOLCZYNNIKOW OD NIEPEWNYCH PARAMETROW

Wezmy pod uwage rodzine wielomianéw

W(s,Q)={w(s,q):q € 0}, (8.1)
gdzie
W)= Sayg)s',
q l_};Oa (q)s (8.2)

przy CZ}I/ITI wspotezynniki a,(q) (i=0,,...,n) sa ciagtymi funkcjami swoich ar-
gumentow, w ogoélnosci nieliniowymi, a,,(¢)> 0, Vq € O, za$

O={qg:qr €lar . qx <qi k=12,...m} (8.3)

Jest m-wymiarowym prostopadtoscianem.,

) Nie zmniejszajac ogdlnosci rozwazan przyjmijmy, ze D jest otwartym jedno-
spojnym obszarem na plaszczyznie zmiennej zespolonej, ktérego brzeg ma opi
parametryczny f(y), yeY. Zatbzmy tez, ze wielomian nominalny w, g(S‘) rodzlif
ny (8.1) jest D-stabilny. "

8.1. Charakterystyka problemu w przypadku 0golnym

’Probler.n. badania odpornej D-stabilnosci rodziny wielomiandw, ktérych
wsp&lezynniki sa w ogdlnosei nieliniowymi funkcjami niepewnych parametrow

Jest ogélniejszy i trudniejszy w poréwnaniu z problemem rozpatrywanym w po-

przednich rozdziatach.
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Przykladem wielomianu o nieliniowej zaleznosci wspdlczynnikéw od nie-
pewnych parametréw jest wielomian charakterystyczny (2.45) uktadu regulacji
automatycznej rozpatrywanego w przyktadzie 2.6.

Szczegolnymi przypadkami nielinjowej zaleznosci wspoiczynnikow od nie-
pewnych parametrow jest zalezno$¢ wieloliniowa (biliniowa w przypadku dwoch
niepewnych parametrow) oraz wielomianowa.

Funkcje 7(4,q2,-4,,) nazywamy wieloliniowa, jezeli jest ona liniowa ze
wzgledu na kazda zmienna g; oddzielnie, tzn. gdy jest ona liniowa wzgledem g,
w przypadku, gdy wszystkie pozostale zmienne g, k=12,...,m, k#1i, sa usta-
lone. Przykladem funkcji wieloliniowej jest np. funkcja f(g1,92) = a191 +a292
+a3q1q,, gdzie a;, i=1,2,3, sato state wspotczynniki. Jezeli w powyzszej funk-
cji pierwszy skladnik zastapimy np. wyrazeniem a1q12 , to otrzymamy funkcje
wielomianowa dwdch zmiennych g i g;.

Przyktadami wielomianow, ktérych wspofczynniki zalezg wieloliniowo
i wielomianowo od niepewnych parametrow sa wielomiany charakterystyczne
uktadéw regulacji automatycznej rozpatrywanych w przyktadach 2.2 124, odpo-
wiednio.

7 rozwazan podanych w rozdziatach 6 i 7 wynika, ze jezeli wspdlezynniki
wielomianu (8.2) zaleza liniowo od niepewnych parametréw, to w zbiorze Q ist-
nieje podzbiér Q,, zwany testujacym, ktory skiada si¢ ze wszystkich krawedzi
zbioru Q. D-stabilno$é wielomianu (8.2) dla wszystkich g € O, jest roOwnowazna
z D-stabilnoscig tego wielomianu dla wszystkich ¢ € 0. W przypadku szczegol-
nym, przy badaniu odpornej L-stabilnosci wielomianu przedzialowego, zbior te-
stujacy skfada si¢ tylko z czterech odpowiednich wierzchotkéw zbioru wartosci
niepewnych wspétczynnikéw, odpowiadajacych wielomianom Charitonowa.

Jezeli wspblezynniki wielomianu (8.2) zaleza od niepewnych parametrow
w spos6b ogdlniejszy niz liniowy, w zbiorze Q da si¢ okresli¢ podzbidr testujacy
Q, tylko w pewnych przypadkach szczegqhnych Naleza do nich np. przypadki
oméwione w punkcie 8.2.3 oraz w pracy [48]. W przypadku ogdlnym dla rodziny
wielomianéw (8.1) nie da si¢ okresli¢ podzbioru testujacego Q; [2]. O odpornej
D-stabilnosci rodziny (8.1) moga bowiem decydowaé nie tylko punkty brzegowe
zbioru Q, ale tez jego punkty wewngtrzne (nawet izolowane). Ilustruje to ponizszy
przyklad.
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Przyklad 8.1. Nalezy zbada¢ odporng L-stabilno$¢ wielomianu o wspofczynnikach
zaleznych biliniowo od niepewnych parametréw, o postaci [4]

W(s,q) =5 +(qy +qa +1)s2 +(q1 + g2 +3)s + 2010

8.4
+6q, +6qy +1+2, ®4

q € Q, gdzie r =05 jest parametrem, za$ zbior
0=1{4=191.921": ¢, €[03,25], 45 €[0,1.7]} (8.5)

Jest prostokatem na plaszczyznie (g;,9; ).

Z kryterium Hurwitza wynika, ze wielomian (8.4) jest odpornie L-stabilny
wtedy i tylko wtedy, gdy

(@ -1 +(q -1)*-r?>0. (8.6)

Za%lwaZmy, ze przy r=0.5 warunek (8.6) jest spetniony dla wszystkich
wartosci q; 1 g, lezacych na plaszezyznie (¢;,9,) na brzegu prostokata Q, nato-
miast nie jest on spetniony dla tych wartosci g € O, ktore leza wewnatrz do-
mknigtego kota o promieniu » = 0.5 i o $rodku w punkcie g; =g, =1. Oznacza to,
ze sg L-stabilne wszystkie wielomiany krawgdziowe, odpowiadajace poszczegol-
nym krawedziom zbioru (8.5), natomiast wielomian (8.4) nie jest odpornie
L-stabilny, przy czym o tym fakcie decyduja punkty polozone wewnatrz zbioru Q.

W przypadku szczegdlnym r =0, wielomian (8.4) tez nie jest odpornie
L-stabilny, bowiem jest on L-stabilny dla wszystkich g € O z wyjatkiem izolowa-
nego punktu o wspdtrzednych ¢, =1, g, =1.

Do badania odpornej D-stabilnosci rodziny wielomiandéw (8.1) o nieliniowej
zaleznosci wspotczynnikéw od niepewnych parametréw mozna stosowaé ogolne
metody opisane w rozdziale 4 niniejszej pracy. Naleza do nich obliczeniowe meto-
dy takie jak metoda zbioru spektralnego, metoda bazujaca na bezposrednim
sprawdzaniu warunku wykluczenia zera, czy tez metoda przestrzeni niepewnych
parametrow. Ich efektywnos¢ w przypadku ogélnym nie jest jednak zbyt wielka.
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Zalezy ona w sposob istotny od charakteru zaleznosci wspolczynnikow wielomia-
nu (8.2) od niepewnych parametrow i ich liczby, a takze od postaci obszaru D.

Dyskusja dotyczaca efektywnosci wyzej wymienionych metod przy badaniu
odpornej L-stabilnosci rodziny wielomianéw o wspotczynnikach zaleznych bi-
liniowo od niepewnych parametréw zostala przeprowadzona w pracy [4] na przy-
ktadzie wielomianu (8.4).

W przypadku, gdy wspotczynniki wielomianu charakterystycznego zaleza od
niepewnych parametréw w sposob ogolniejszy niz liniowy, istotna trudnos$¢ przy
stosowaniu metody bezposredniego sprawdzania warunku wykluczenia zera sta-
nowi wyznaczenie zbioru wartosci. Jego brzegi nie sa bowiem odcinkami linii
prostych w przypadku ogélnym (patrz np. rys. 4.3 lub 8.2). Ponadto, wewngtrz
obszaru ograniczonego zewngtrznym brzegiem zbioru wartosci moze istnie¢ pod-
zbidr nie nalezacy do tego zbioru, tzn. zbidr wartosci w przypadku ogdlnym moze
nie by¢ zbiorem jednospdjnym (moze miec ,,dziurg”) [6, 8]. Dlatego tez przy bez-
posrednim sprawdzaniu warunku wykluczenia zera niezbedne sa odpowiednie
metody i programy komputerowe, stuzace do wyznaczania zbioru wartosci. Jedng
z takich metod opisano w pracy [6]. Sluzy ona do konstrukeji zbioru wartosci
w(z, () oraz jego ,,animacji”, tj. do wyznaczania jego ruchu przy zmianach war-
to$ci z=jy, y=0. Inna obliczeniowa metoda sluzaca do aproksymacji zbioru

warto$ci zostata podana w pracy [19].

Do badania odpornej L-stabilnosci i K-stabilnos$ci rodziny wielomianéw
o wspolczynnikach zaleznych nieliniowo od kilku niepewnych parametrow mozna
tez stosowa¢ metody analityczne podane w punkcie 4.2 niniejszej pracy, ewentu-
alnie w ich powigzaniu z metoda przestrzeni niepewnych parametrow (w sposob
opisany w koficowej czesci punktu 4.4 i zastosowany w przyktadzie 4.3). Mozna tu
tez stosowac analityczne metody podane w pracach [136] i [137], ktore sq jednak
trudne w stosowaniu w przypadku ogdélnym. W wyzej wymienionych pracach zo-
staly one zilustrowane przykladami wielomiandw o wspoétczynnikach zaleznych
wieloliniowo lub wielomianowo od dwdch niepewnych parametréw.

Analityczno-numeryczna metod¢ badania odpornej L-stabilnosci rodziny
wielomianéw o wspétczynnikach zaleznych wielomianowo od dwoéch oraz od
trzech niepewnych parametrow podano w pracy [82] (patrz tez [6]).

Rodzine wielomianéw (8.1) o wspotczynnikach nieliniowo zaleznych od
niepewnych parametrow mozna aproksymowad inng rodzing wielomiandéw (zwang
rodzing nadmiarowa), ktorych wspodlczynniki zaleza od niepewnych parametréw
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W spos6b prostszy niz nieliniowy. Wtedy odporna D-stabilnogé rodziny nad-
miarowej jest warunkiem wystarczajacym odpornej D-stabilnosci rodziny (8.1).

Najprostsza rodzina nadmiarowa rodziny wielomianéw (8.1) jest wielomian
przedzialowy W(s, A)={w(s,a): ac A}.

Poniewaz
W(s,Q)cW(s, 4), (8.7)

odporna D-stabilno$¢ wielomianu przedzialowego jest warunkiem dostatecznym
odpornej D-stabilno$ci rodziny (8.1).

Nadmiarowy wielomian przedzialowy, utworzony na bazie rodziny wielo-
mianéw (8.1), ma postaé

w(s,a)=a,s" +an_1s”_1+...+als+a0, ac A, ‘ (8.8)
gdzie
A={aa; €la; ,al], a; <al,i=0]1,...n}, (8.9
a; =mina;(q), ai = maxa; , i=012,....n .
i = minaid = ma i(q) (8.10)

W przypadku szczegélnym, gdy wspétezynniki wielomianu (8.2) zaleza
wielomianowo od niepewnych parametréw, dla rodziny (8.1) mozna okreslié nad-
miarowa rodzine wielomianéw

W(s,0) ={w(s,7): g€ Q) (8.11)

o wspétezynnikach zaleznych liniowo lub wieloliniowo od niepewnych para-
metrow [6, 12]. :

Wystepujacy we wzorze (8.11) wektor § jest wektorem nowych niepewnych
parametréw gy, k=1,2,...,m > m, zbior za§ O jest zbiorem wartosci tych para-
metréw. Oczywiscie Q< Q, tzn. zbior Q jest zbiorem nadmiarowym wzgledem
zbioru Q.
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Poniewaz
W(s,0)cW(s,0), (8.12)

odporna D-stabilno$¢ nadmiarowej rodziny (8.11) jest warunkiem dostatecznym
odpornej D-stabilnosci rodziny (8.1) o wspotczynnikach zaleznych wielomianowo
od niepewnych parametrow.

Sposob wyznaczania nadmiarowej rodziny wielomianow (8.11) o wspolczyn-
nikach zaleznych liniowo od niepewnych parametréw ilustruje ponizszy przyktad.

Przyklad 8.2. Dana jest rodzina (8.1) wielomianéw o wspotezynnikach wielo-
mianowo zaleznych od dwdch niepewnych parametrow, gdzie

w(s.q) =5 +(dq? +2q1 +3q; +3)s> +(af +243 +2)s (8.13)
+(6ql +q2+4)> qua

0={g=1[q1, 421 :qx €[1,2], k=12}. (8.14)

Definiujac nowe niepewne parametry q;=q1, 92 =42, 43 =q12, qs = q%,
otrzymamy nadmiarowa rodzing wielomianéw (8.11), o wspotczynnikach liniowo
zaleznych od niepewnych parametréw, gdzie

W(s,§) =5 +(4F3 +2q) + 3y +3)s” + (@3 + 2G4 +2)s
A 2 (8.15)
+(6q1+q2+4), q€Q,

przy czym

0 =G=1q, 323 3] Gx €l1,2], k=12 Gy [L4], k=34}. 8.16)

[}

Dla rodziny (8.1) wielomianéw o wspétczynnikach wielomianowo zaleznych
od niepewnych parametréw, nadmiarowa rodzing wielomianow (8.11), o wspot-
czynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametréw, mozna wyzna-
czy¢ w sposéb podany ponizej.
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Bierzemy pod uwagge po kolei kazdy niepewny parametr g,, k=1.2,...,m,
wystepujacy w wielomianie (8.2) w najwyzszej potedze r, . Nastepnie czynnik
Id . . —_ = — . ——
qkk zastepujemy iloczynem gpiqys..-Gip, » gdzie Gy, j=12,...,7;, sa to nowe
niepewne parametry, ktére niezaleznie od siebie moga przyjmowaé¢ dowolne war-

tosci z takiego samego przedzialu co ¢, tzn. z przedziatu [q, q,’:]. Kazdy inny

czynnik gj przy r<r, zastepujemy iloczynem gy g2..- G-

Przyklad 8.3. Wezmy pod uwage rodzing wielomianéw (8.13)—(8.14), rozpatry-
wana w przykladzie 8.2 i zdefiniujmy nowe niepewne parametry w nastgpujacy
sposéb: g, =q1, G =q1, 43 =92, g4 =¢q,. Otrzymamy w ten sposob nadmiaro-
wa rodzing wielomianow (8.11), o wspdtczynnikach wieloliniowo zaleznych od
niepewnych parametréw, gdzie

Wis, )= 5" + (4017, +24; +3G3 +3)s” 8.17)
(@12 + 203G +2)s + (67, + 3 +4), '

g €0 ,przy czym

Q: {(72[(7]’ é_Zaq_% q4]T: qk 6[1,2], k =1523394}' (818)

i
[

Rodzing (8.1) wielomianéw o wspélczynnikach wielomianowo zaleznych od
niepewnych parametréw mozna tez przeksztatci¢ do postaci rodziny wielomianéw
o wspofczynnikach zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametréw, dla ktorej
zbiér ) wartosci niepewnych parametrow jest zbiorem wielosciennym wypuk-
tym (nie jest hiperprostopadioscianem) w przestrzeni niepewnych parametrow
[112, 12].
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8.2. Odporna stabilnos¢ rodziny wielomianéw o wspétczynnikach
zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametréw

W grupie rodzin wielomianéw o zaleznosci wspdtczynnikéw od niepewnych
parametrow ogblniejszej niz liniowa, najbardziej rozwinigta jest teoria odpornej
stabilnogci rodziny wielomianéw, ktérych wspotczynniki zaleza wieloliniowo od
niepewnych parametréw. Problemowi odpornej D-stabilnosci takiej rodziny sg
pos$wiecone prace [2, 4, 8, 18, 45, 51, 89, 98, 99, 121, 122, 136].

8.2.1. Twierdzenie o odwzorowaniu i warunki dostateczne odpornej
stabilnosci

Oznaczmy przez
& i
pr(8)=w(s,q;)= 2,a;(q;)s', k=12, . K= 2™, (8.19)
i=0

wielomiany wierzchotkowe, odpowiadajace poszczegélnym wierzchotkom zbio-
ru Q. Ich D-stabilnosé jest warunkiem koniecznym odpornej D-stabilnosci rodzi-

ny (8.1).
Ponadto, dla dowolnej liczby zespolonej z przez

(2,0) = conv{p, (z), k=12,...,K} (8.20)

oznaczmy wypukly wielobok rozpigty na punktach p;(z), k=12,...K, bedacych
wartosciami dla s = z wielomianéw wierzchotkowych (8.19).

Wazna role w teorii odpornej stabilnosci rodziny wielomianéw o wspotezyn-
nikach zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametrow odgrywa tzw. twier-
dzenie o odwzorowaniu, sformutowane i udowodnione w monografii [134]. Inne
dowody tego twierdzenia sa podane w pracach [6, 12, 21].

Twierdzenie 8.1 (twierdzenie o odwzorowaniu). Jezeli wspotezynniki wielomianu
(8.2) zaleza wieloliniowo od niepewnych parametrow, to dla kazdej liczby zespo-
lonej z zachodzi zaleznos¢
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w(z,0) < c(2,0), ' (8.21)
lub, rownowaznie,
conv(w(z,0)) =c(z,0), (8.22)

gdzie w(z,Q) jest zbiorem wartosci rodziny wielomianow (8.1), =za$
conv(w(z, Q)) jest wypukla powloka tego zbioru.

Dowéd. Aby udowodnié twierdzenie wystarczy wykazaé, ze w(z,q)e c(z,Q) dla
kazdego ustalonego ¢ € Q i dla dowolnej liczby zespolonej z.

Dla ulatwienia rozwazan przyjmijmy m=2. W takim przypadku zbior Q
jest prostokatem na plaszczyznie (g;,9,), o wierzcholkach ¢ =[q; ,q; ]T ,
a2 =la1.031, a3 =lai 931", 44 =i .q31". Zbiér Q jest pokazany na rysun-
ku 8.1. Na tym rysunku poszczegdlne wierzchotki zbioru Q, a takze inne punkty,
zostaly oznaczone tak samo jak wektory okreslajace ich wspotrzedne.

Wykazemy, ze w(z,q) € conv{p,(z), k =1,2,...,4} dla dowolnego ustalonego
4=191.921" €.

Zauwazmy, ze jezeli poruszamy si¢ w zbiorze O wzdtuz jego krawedzi lub

wzdtuz prostych réwnolegtych do krawedzi, to zmienia sie tylko jedna ze zmien-
nych g; lub g, , natomiast druga pozostaje stata. W takim przypadku w(s,q) jest

wielomianem o wspoélczynnikach liniowo zaleznych od jednego niepewnego pa-
rametru. Wobec tego, dla dowolnego ¢ = [ql,qz]T € Q istnieje parametr A € [0,1]
taki, dla ktorego zachodza zalezno$ci (przy oznaczeniach jak na rysunku 8.1)

q=(1-2g" +2", wz.q)=1-Dw(z.q )+ w(z.q"),
€O Oznacza, 7€

w(z,q) € conv{w(z,q 7). w(z,q )} (8.23)
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Postepujac podobnie mozemy wykazac, ze

w(z,q”)econvipi(2),p2(2)}, W(z,q")€conv{p3(2), pg(2)}. (8.24)

q2
q2 q4
q_ ——————————————— e e q+
q
q1 q3
q1

Rys. 8.1. Rysunek do dowodu twierdzenia 8.1

Ze wzoréw (8.23) i (8.24) wynika, ze w(z,q)ec(z,Q)=conv{p,(z),
k=1,..,4}, co konczy dowdd twierdzenia przy m=2. Dowdd latwo mozna

f

uogolni¢ dla m > 2, stosujac np. metode indukcji matematycznej. L

Z definicji 4.2 unormowanego zbioru wartosci w(z,Q) wynika, ze warunek

(8.21) jest rownowazny z warunkiem
w(z,Q)cc(z,0), S (8.25)

gdzie C(z,Q)=conv{p;(z), k=12,...K}, Dpp(s)=pp(s)/ wy(s), k=12,.,K,
za$ wy(s)=w(s,q,) jest wielomianem nominalnym rodziny (8.1), przy czym

wo(z)#0.

Przyklad 8.4. Dany jest wielomian o wspofczynnikach zaleznych biliniowo od
niepewnych parametréw, w postaci

w(s,q)=q1q,5" +08(q) +q,)s> +(025+2g; +2¢,)s” +25+3, g O, (8.26)
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gdzie
O={q=1q1.921": ¢ €[1,5], g5 € [1,5]}. (8.27)

Zbior wartosci w(z,Q) przy z = jl rodziny wielomianéw (8.26) jest poka-
zany na rysunku 8.2. Jest to obszar zakropkowany. Warto$ci wielomianéw wierz-
chotkowych py(z)=w(z,q;) (k=1,..,4) przy z=jl1 odpowiadaja poszczegdl-
nym wierzchotkom zbioru O (z numeracjg jak na rysunku 8.1), przy czym
P2(2) = p3(z). Z rysunku 8.2 wynika, ze brzeg zbioru wartosci w(jl1,Q) sklada
si¢ z dwoch odcinkéw linii prostych, taczacych punkty pi(2) i py(z) oraz py(z)
i p4(z), a takze z odcinka linii krzywej faczacego punkty p1(z) 1 py(z). Jest on
odwzorowaniem przekatnej zbioru Q, laczacej wierzcholki q, 1 q4 tego zbioru.
Krzywoliniowy brzeg zbioru wartosci w(j1, Q) ma opis parametryczny

w(jl,q) = g% —4qg+275+ j(2-16q), q €[L,5]. (8.28)

Zostat on wyznaczony w sposob opisany w [6], a wykorzystywany w konstrukcji
zbioru warto$ci przy dwoch niepewnych parametrach. Mianowicie, krzywoliniowy
brzeg zbioru wartosci jest odwzorowaniem lezacego w zbiorze @ odcinka linii
prostej, na ktorej zeruje si¢ wyznacznik Jakobianu det J(y,q). W rozpatrywanym

przykladzie
du(y,q) Jdu(y.q)
_ dq 992 |_aeTr,
det'](yaq)"‘det c?v(y,q) 8v(y,q) _08y (QI qZ)a
dq o)

gdzie u(y,q)=Rew(jy,q), v(y.q)=Imw(jy,q), co oznacza, ze wyznacznik
Jakobianu zeruje si¢ na prostej gy = g,, ktéra przechodzi przez wierzchotki ¢,
1 g4 zbioru Q. Wobec tego krzywoliniowy brzeg zbioru wartosci w(j1,Q) jest
odwzorowaniem przekatnej zbioru Q, taczacej wierzchotki ¢, i ¢4 tego zbioru.
Podstawiajac do wzoru (826) ¢, =g,=gq, ge€[l,5], otrzymamy opis para-
metryczny (8.28).
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Z rysunku 8.2 wynika, ze zbiorem c(j1, Q)= conv(w(jl,(Q))= convip,(jl),
k=1,.,4} jest trojkat o wierzchotkach py(z), py(2z) i py(z) przy z=jl,
w ktérym lezy zbior wartosci w(j1, Q). Zauwazmy, ze 0 ¢ w(j1,Q), natomiast
0 € c(j1,0Q) = conv(w(j1,0)). i

“2F

im 3fP2@

4t

8t pa(2)

-7 L o
6 -4 -2

0 2 4 6 8 10
Re

Rys. 8.2. Zbiér warto$ci w(j1,Q) (obszar zakropkowany) i zbidr
c(j1,Q) (trojkat)

Z definicji 3.5 oraz z powyzszych rozwazan wynika nastgpujacy lemat.

Lemat 8.1. Niech wielomian nominalny w(s) bedzie D-stabilny. Jezeli jest spet-

niony warunek wykluczenia zera

0¢c(z,Q), VzedD, (8.29)

to rodzina wielomianéw (8.1) stalego stopnia, o wspolczynnikach zaleznych
wieloliniowo od niepewnych parametréw, jest odpornie D-stabilna.

Dowoéd. Jezeli warunek (8.29) jest spetniony, to zgodnie z twierdzeniem 8.1, jest
tez spetniony warunek wykluczenia zera
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0¢w(z,Q), VzedD, (8.30)

gdzie w(z,Q) jest zbiorem wartosci rodziny (8.1). Z twierdzenia 4.5 wynika za-
tem, ze rodzina wielomianéw (8.1) jest odpornie D-stabilna. _ N

Twierdzenie 8.2. Niech wielomian nominalny wy(s) bedzie D-stabilny. Rodzina

wielomianéw (8.1) stalego stopnia o wspoélczynnikach wieloliniowo zaleznych od
niepewnych parametréw jest odpornie D-stabilna, jezeli jest odpornie D-stabilny
zbidr wielomianéw

P(s,A)={pu(s;A):Ae A=[0,1]; rk=12,.,K=2", r<k}, (831)
gdzie
Pri(s:A) = (1= D)p,(s)+ Apy(s), Ae A=[0,1], (8.32)

przy czym p,(s) i pi(s) sa to wielomiany wierzchotkowe w postaci (8.19).

Dowdd. Oznaczmy przez p,;(z,A) zbidr wartosci rodziny wielomianéw (8.32)

dla s=z. Jest on na plaszczyznie zmiennej zespolonej odcinkiem linii proste;j,
taczacym punkty p,(z) i p;(z). Ponadto, przez p(z,A) oznaczmy zbiér wartosci
rodziny wielomianéw (8.31) dla s=z. Sklada sie on z odcinkow linii prostych
P (z,A), rk=12,...,K, r<k.

Ze wzoru (8.20) wynika, ze ¢(z,Q) jest na plaszczyznie zmiennej zespolone;j
wypuktym wielobokiem, rozpigtym na punktach p;(z), k=12,..,K. Wobec
tego, jego krawedzie sa odcinkami p,y(z,A), przy czym w przypadku ogélnym
nie kazdy odcinek p,(z,A) jest krawedzia wieloboku c(z,Q). Zbiér krawedzi
wieloboku ¢(z, Q) jest wige podzbiorem zbioru wartoéci p(z, A).

Postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia krawedziowego 7.1 moze-

my wykaza¢, ze warunek wykluczenia zera (8.29) jest spetniony wtedy i tylko
wtedy, gdy jest speiniony warunek wykluczenia zera 0¢ Pric(z,A) dla

rk=12,.,K, r<k.Z lematu 8.1 wynika zatem, ze odporna D-stabilno$é zbioru

wielomianow (8.31) jest warunkiem dostatecznym odpornej D-stabilnosci rodziny
wielomiandéw (8.1) o wspétczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych
parametrow. [
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Zauwazmy, ze zbior (8.31) tworza wszystkie wypukle kombinacje (8.32)
wielomianéw wierzchotkowych rodziny (8.1), odpowiadajacych poszczegdinym
wierzchotkom zbioru Q.

Do badania odpornej D-stabilnosci poszczegdlnych wielomiandéw (8.32),
nalezacych do zbioru (8.31), mozna stosowal metody analityczne lub graficzne,
podane w rozdziale 5.

Odporna D-stabilno$¢ catego zbioru wielomianéw (8.31) jest rtOwnowazna ze
spetnieniem warunku wykluczenia zera (8.29). Do jego sprawdzenia mozemy sto-
sowa¢ metody funkgcji testujacych, bedace uogélnieniem metod podanych w punk-
cie 7.4 dla rodziny wielomianéw o wspolczynnikach zaleznych liniowo od nie-
pewnych parametréw. Metody funkcji testujacych pozwalaja na jednoczesne ba-
danie odpornej D-stabilnosci wszystkich wielomianéw (8.32) nalezacych do zbio-
ru (8.31).

Metody funkcji testujacych d(y) (lub c?(y)) i B(y), podane w punkcie 7.4,
moga by¢ stosowane bezposrednio do sprawdzenia warunku wykluczenia zera
(8.29), a wiec i do badania odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw (8.1)
o wspotezynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow.

Metoda funkcji testujacej F(y) wymaga pewnej modyfikacji z tego powodu,
ze przy sprawdzaniu warunku (8.29) musimy bra¢ pod uwage wszystkie wielomia-
ny w postaci (8.32), a nie tylko tzw. wielomiany krawedziowe, jak mialo to miej-
sce w przypadku rodziny wielomiandéw o wspétczynnikach zaleznych liniowo od
niepewnych parametrow.

Metody zespolonej funkcji testujacej T(y) nie bedziemy stosowaé do bada-
nia odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw (8.1) o wspdtezynnikach wielo-
liniowo zaleznych od niepewnych parametréw. Ograniczymy si¢ tylko do metody
funkcji testujacej B(y)=ReT(y).

Stosujac metody funkcji testujacych do badania odpornej D-stabilnosci ro-
dziny wielomianéw (8.1) o wspolczynnikach wieloliniowo zaleznych od nie-
pewnych parametréw, bazujemy na znajomosci wielomianéw wierzchotkowych

pr(s), k=12,..,K. Ich D-stabilnos¢ jest warunkiem koniecznym odporne;
D-stabilnosci tej rodziny. '

Przypomnijmy, ze D jest jednospojnym otwartym obszarem na plaszczyznie
zmiennej zespolonej, ktorego brzeg ma opis parametryczny f(y), yeVY.
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Lemat 8.2. Niech wielomian nominalny wy(s) bedzie D-stabilny. Rodzina wie-

lgmianéw (8.1) statego stopnia o wspétczynnikach wieloliniowo zaleznych od
niepewnych parametréw jest odpornie D-stabilna, jezeli

d(y)>0, VyeY, (8.33)

gdzie funkcje testujaca d(y) wyznacza si¢ ze wzoréw (7.30), (7.31)+7.34), lub
rdwnowaznie, jezeli

d(»)>0, Vye7, (8.34)

gdzie unormowana funkcje testujaca 67( Y) Wyznacza si¢ ze Wzordw (7.44),
(7.31)~7.34). '

p(.)w.()(.l. Postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 7.2 wykazuje sie, ze
jezeli jest spetniony warunek (8.33) (lub (8.34)), to jest tez spetniony warunek
(8.29)dla z= f(y), ye?. To za$ oznacza, zgodnie z lematem 8.1, ze rozpatry-

wana rodzina wielomianow jest odpornie D-stabilna.

]

Lemat 8.3. Niech wielomian nominalny wy(s) bedzie D-stabilny. Rodzina wielo-

mian6w (8.1) statego stopnia o wspdlczynnikach wieloliniowo zaleznych od nie-
pewnych parametréw jest odpornie D-stabilna, jezeli

B(y)>0, VyeY, (8.35)

gdzie funkcje testujaca B(y) wyznacza si¢ ze wzoru (7.48) na bazie Znajo-

mosci  unormowanych wielomiandw wierzchotkowych ﬁk(s)=pk(s)/w0(s)
k=12,...,K. ' ’

Dpwéd. Postepujac podobnie jak w punkcie 7.4.2 wykazuje sig, ze jezeli jest spel-
niony warunek (8.35), to 0e¢(f(y),Q), VyeVY, gdzie ¢(z,Q)=conv(i(z,Q)),
przy czym w(z,Q) jest unormowanym zbiorem wartosci rodziny (8.1). Z powyz-

5zego oraz z zaleNZnos'ci (8.25) wynika, ze wtedy jest tez spelniony warunek wyklu-
czenia zera 0¢ w(f(y),Q), VyeY. Oznacza to, ze rodzina wielomianow 8.1
Jjest odpornie D-stabilna. [
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Warunki dostateczne podane w powyzszych lematach sa dosy¢ mocne, po-
niewaz bazuja one na warunkach dostatecznych speinienia warunku wykluczenia
zera dla zbioru ¢(z,0) (lub €(z,0)), w ktérym lezy zbiér wartosci w(z,Q) (lub
#(z,0)) rodziny wielomianéw (8.1) o wspétezynnikach wieloliniowo zaleznych

od niepewnych parametrow.
Stabszy warunek dostateczny jest podany w ponizszym lemacie.

Lemat 8.4. Niech wiclomian nominalny wy(s) bedzie D-stabilny. Rodzina wie-
lomianéw (8.1) stalego stopnia o wspdiczynnikach wieloliniowo zaleznych od
niepewnych parametréw jest odpornie D-stabilna, jezeli

F(y)>0, VyeY, (8.36)

gdzie funkcje testujaca F(y) wyznacza sig ze WZOrow
F(y)y=n—¢(y), (8.37)

¢(y) = max{larg(p, (f(y))—arg(Br (f Ok =1.2,... K, r <k}, (8.38)

gdzie arg(z)e[-m,m) jest argumentem liczby zespolonej 2z, natomiast
Pr($)=pr(s) wo(s), k=12,...K.

Dowéd. Postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 7.5 wykazuje sig, ze
(8.36) jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym spelnienia warunku wyklu-
czenia zera 02 2(f(»),0), Vy €Y, ktory jest z kolei warunkiem dostatecznym
odpornej D-stabilnosci rodziny (8.1) o wspdtczynnikach wieloliniowo zaleznych
od niepewnych parametrow. :
Podane powyzej warunki dostateczne odpornej D-stabilnosci rodziny wielo-
mianéw (8.1) o wspétczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych para-

metréw zostaly sformulowane na bazie aproksymacji (dla wszystkich z z brzegu
obszaru D) zbioru wartosci w(z,Q) wypukiym wielobokiem (8.20). Taka aprok-

symacja moze by¢ mato doktadna, co pokazuje przyktad 8.4.
Mozna skonstruowaé inny wielobok, niekoniecznie wypukly, ktory bedzie
dokfadniej aproksymowac¢ zbiér wartosci w(z,0). Taki wielobok otrzymamy

dzielac zbiér Q na podzbiory Q; i dokonujac aproksymacji kazdego z podzbiorow
wartosci w(z,Q;) za pomoca wypuktego wieloboku.

172

Idea p.odzia}u zbioru Q na podzbiory Q;, majaca na celu doktfadniejsza
aproksymacje zbioru wartosci w(z,Q) zostala zaproponowana w pracy [54]. Jej
rezultaty zostaty wykorzystane w pracach [6, 21, 85].

8.2.2. Podzial zbioru wartosci niepewnych parametréw i stabsze warunki
dostateczne odpornej stabilnosci '

Zalozmy, ze zbior Q zostat podzielony na M podzbioréw Qs , z ktorych kazdy

Jest hiperprostopadtoscianem w rzeczywistej przestrzeni m-wymiarowej, tzn

M
0=UQ;. (8.39)

i=l

Oznaczmy przez q/(c’), k=12,..,K=2", wierzcholki podzbioru Q,. Kaz-

demu wierzchotkowi q/(cl) podzbioru Q; odpowiada w zbiorze (8.1) wielomian

wierzchotkowy
p/(ci)(s) = w(s,ql(ci) ), k= 1,2,..., K. (8.40)

Ponadto, dla dowolnej ustalonej liczby zespolonej z, przez w(z,Q;) oznaczmy
zbidr wartosci rodziny wielomianéw

W(s, Qi) ={w(s,q):q € O;}, (8.41)

gdzie wielomian w(s,q) o wspétczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepew-
nych parametréw ma postaé (8.2) oraz przez

o(2,0;)=conv{p{(2), k=12,..,K} (8.42)

oznaczmy wypukly wielobok rozpiety na punktach p,((i) (2), k=12,...,K, beda-

cych wartodciami dla s = z wielomianéw wierzchotkowych (8.40).
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Twierdzenie 8.3. Jezeli wspotczynniki wielomianu (8.2) zaleza wieloliniowo od
niepewnych parametréw, to dla kazdej liczby zespolonej z zachodzi zaleznos¢

w(z,Q)c ¢, (2,0), (8.43)

gdzie w(z,Q) jest zbiorem wartosci rodziny wielomianow (8.1), c(z,Q;) Jjest

wypuktym wielobokiem (8.42), zas
M
cp(z,0)= .UIC(Z,Q,')- (8.44)
1=

Dowéd. Z twierdzenia 8.1 wynika, ze w(z,0;)cc(z,Q;) dla dowolnej liczby
zespolonej z i dla kazdego i =1,2,..., M. Wobec tego

M M
W(Z, Q) = 'L;Jl W(Z, Qi ) - .EJIC(Z: Ql) = Cp(Z, Q)a (845)

co konczy dowdd twierdzenia.

Zauwazmy, ze ¢,(z,0)C c(z,0), gdzie zbior c(z,Q) jest zdefiniowany
wzorem (8.20). Wielobok (8.44) aproksymuje zbior wartosci w(z,Q) tym doktad-

niej, im wigksza jest liczba M podzbioréw zbioru Q.

Lemat 8.5. Niech wielomian nominalny wq(s) bedzie D-stabilny. Rodzina wie-

lomianéw (8.1) stalego stopnia o wspolczynnikach wieloliniowo zaleznych od
niepewnych parametréw jest odpornie D-stabilna, jezeli oddzielnie dla kazdego
i=1,2,..., M jest speniony warunek wykluczenia zera

0ec(z,0;), VzedD. (8.46)

Dowéd. Dowod wynika ze wzorow (8.42)-(8.44) i z lematu 8.1.

Twierdzenie 8.4. Niech wielomian nominalny wg(s) bedzie D-stabilny. Warun-

kiem wystarczajacym odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw (8.1) statego
stopnia, o wspolczynnikach zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametrow,
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jest D-stabilno$é¢ zbioréw wielomiandéw Fi(s,A), i=12,..., M, gdzie

Pi(s, )= {pD(s,A): Ae A=[01]; r,k=12,..,K=2", r<k}, (847)

PD(s,2)= (1= 1)pP(s)+ P (s), Ae A=[01], (8.48)

przy czym pfi)(s) i pf(i)(s) sa to wielomiany wierzchotkowe, odpowiadajace
wierzchotkom qﬁi) i qgci) zbioru Q;, odpowiednio.

Dowéd. Postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 8.2 wykazuje si¢, ze dla
kazdego ustalonego i=1,2,..., M, warunek (8.46) jest speliony wtedy i tylko
wtedy, gdy jest D-stabilny zbior wielomianéw (8.47). Wobec tego, zgodnie z le-
matem 8.5, odporna D-stabilno$¢ wszystkich zbiorow Pi(s,A), i=12,.., M, jest
warunkiem wystarczajacym odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianow (8.1). .-

Do badania odpornej D-stabilno$ci rodziny wielomianéw (8.1) o wspélczyn-
nikach zaleznych wieloliniowo od niepewnych parametréw, wykorzystujac lemat
8.5 i twierdzenie 8.4, mozna stosowaé metody podane powyzej w lematach 8.2,
8.3 i 8.4, uogdlniajac je na przypadek M podzbioréw Q,. W szczegblnodci, uogdl-
niajac lemat 8.4 otrzymamy ponizszy lemat.

Lemat 8.6. Niech wielomian nominalny wy(s) bedzie D-stabilny. Rodzina wie-

lomianéw (8.1) statego stopnia o wspolczynnikach wieloliniowo zaleznych od
niepewnych parametrow jest odpornie D-stabilna, jezeli

Fi(y)>0, VyeY, Vi=12..M, (8.49)

gdzie funkcje testujaca F;(y), stowarzyszong z podzbiorem (;, wyznacza sig ze
wzordéw (8.37) i (8.38) na bazie znajomosci unormowanych wielomiandéw wierz-
chotkowych 5\(s)= p{(s)/ wo(s), k=12,....K, gdzie wy(s) jest wielomia-

nem nominalnym rodziny (8.1).

Przyklad 8.5. Nalezy zbada¢ odporna L-stabilnos¢ wielomianu (8.26), (8.27),
rozpatrywanego w przykladzie 8.4.
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Latwo sprawdzi¢, ze wielomian nominalny wq(s)=w(s,qq), 4o =[3,3]T,
Jest L-stabilny. Natomiast nie jest odpornie L-stabilny zbiér wielomianow (8.31),

bowiem, jak to wynika z rysunku 8.2, warunek wykluczenia zera (8.29) nie jest
spelniony dla z = j1.Oznacza to, ze o odpornej L-stabilnosci wielomianu (8.26),

(8.27) nic nie mozna powiedzie¢ na podstawie lematu 8.1 lub twierdzenia 8.2.
Podzielmy zbior (8.27) na trzy podzbiory:

O =1{q:9) €[1,3], 95 €[1,3]},
Or ={q:q1 €[1,3], 95 €[3,5]},
O3 ={q:q1 €13,5], 95 €[1,5]}.

Na rysunku 8.3 sa pokazane zbiory: c(/j1,0;) dla i=1,2,3 oraz niewypukly
wielobok ¢, (j1,0), o wierzchotkach A, C, F i G. Zauwazmy, ze warunek wyklu-
czenia zera dla wieloboku ¢ p(J1,Q) jest spetniony, podczas gdy nie jest on spet-
niony dla wieloboku ¢(j1,Q) (tréjkat ACF) — poréwnaj przyktad 8.4. Dodatkowo
na rysunku 8.3 linia kropkowana zaznaczono krzywoliniowy brzeg zbioru wartosci
w(j1,Q) rozpatrywanej rodziny wielomianéw. Zauwazmy, ze aproksymacja zbio-
ru wartosci w(j1,Q) za pomoca wieloboku ACFG jest znacznie lepsza od aprok-
symacji za pomoca tréjkata ACF.

Wyznaczajac ze wzordw (8.37), (8.38) przy wy(s)=w(s,qq), 4, =[3,3]T,
funkcje testujace F;(y), i=12,3, stowarzyszone z podzbiorami O, i=123,
otrzymamy przebiegi pokazane na rysunku 8.4. Poniewaz wyznaczone funkcje
testujace sa dodatnie dla kazdego y >0, warunek dostateczny podany w lemacie

8.6 jest spetniony, co oznacza, ze rozpatrywana rodzina wielomiandw jest odpor-
nie L-stabilna. [
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8.2.3. Warunki konieczne i wystarczajgce w pewnych przypadkach
szczegolnych

Oprécz podanych powyzej warunkow dostatecznych odpornej D-stabilnoci
rodziny wielomianéw (8.1) o wspétczynnikach wieloliniowo zaleznych od nie-
pewnych parametréw mozna sformufowa¢ warunki konieczne i wystarczajace
w pewnych przypadkach szczegélnych. Obejmuja one dwa przypadki, w ktorych
albo dla kazdego zespolonego z zbiér wartosci w(z,Q) jest wypuklym wielo-
bokiem, albo w zbiorze Q da si¢ okresli¢ podzbior testujacy Q.

Zauwazmy, ze jezeli dla kazdego zespolonego z zbiér wartosci w(z, Q) jest
wypukltym wielobokiem, to w(z,Q)=c(z,Q)=conv(w(z,Q)). Oznacza to, Ze
w takim przypadku warunkiem koniecznym i wystarczajacym odpornej D-stabil-
nodci rodziny wielomianéw (8.1) o wspolezynnikach wieloliniowo zaleznych od
niepewnych parametréw jest spetnienie warunku wykluczenia zera (8.29). Wobec
tego, warunki podane w twierdzeniu 8.2 i lemacie 8.4 s3 warunkami koniecznymi
i wystarczajacymi odpornej D-stabilnosci.

Problemowi badania odpornej D-stabilno$ci wyzej wymienionych rodzin
wielomianéw sg po$wiecone prace [51, 98, 99, 121]. Ponizej podamy glowne ich
rezultaty, pomijajac ztozone dowody, oparte na szczegétowej analizie geometrii
zbioru wartosci.

8.2.3.1. Rodzina wielomianéw o symetrycznej strukturze niepewnosci

Wielomian (8.2) o wspotczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych
parametréw bedziemy nazywa¢ wielomianem o symetrycznej strukturze niepew-
nosci, jezeli a,(q)=a,(q*) dla kazdego i=12,...,n, gdzie wektor g* otrzymuje
sie z wektora ¢ poprzez zamiang miejscami dwoch dowolnych niepewnych para-
metrow g i ¢, k,j=12,...m, k#].

Zbiér O w postaci (8.3) bedziemy nazywaé zbiorem bez zakiadek, jezeli

ah > am > a1 > ame > > a9t >ar - (8.50)

Twierdzenie 8.5. Jezeli wielomian (8.2) o wspotczynnikach wieloliniowo zalez-
nych od niepewnych parametréw ma symetryczng strukture niepewnosci, a Q) jest
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zbiorem bez zakladek, to rodzina wielomianéw (8.1) statego stopnia jest odpornie
D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie D-stabilne wszystkie wielomiany
krawedziowe, odpowiadajace poszczegolnym krawedziom zbioru Q.

Dowod. W pracy [51] wykazano, ze jezeli wielomian (8.2) ma symetryczna struk-
turg niepewnodci, a () jest zbiorem bez zakladek, tj. zachodzi (8.50), to dla kaz-
dego zespolonego z zbior wartosci w(z,Q) jest wypuklym wielobokiem, przy
czym jego boki sa odwzorowaniem krawedzi zbioru Q. Dowdd twierdzenia wy—
nika zatem bezposrednio z twierdzenia krawedziowego 7.1.

Wezmy pod uwage ukfad regulacji automatycznej o schemacie blokowym
pokazanym na rysunku 2.2, gdzie C(s)= L(s)/ M(s) jest transmitancja operato-

rowa korektora, zas

o1

G(s,q)=11

k=11 +qu ’

qe0, : (8.51)

jest transmitancja operatorowa wieloinercyjnego obiektu o niepewnych statych
czasowych, przy czym zbiér Q ma postac (8.3).

Wielomian charakterystyczny rozpatrywanego uktadu regulacji automatycz-
nej ma postad

m
w(s,q)=L(s)+ M(s)[T(1+sq;), qeQ. (8.52)
k=1
Jest on wielomianem o symetrycznej strukturze niepewnosci.

Nie zmniejszajac ogoélnosci rozwazan zalézmy, ze M(s)#0 dla kazdego s
z brzegu obszaru D. Zal6zmy ponadto, ze wielomian nominalny rodziny (8.52) jest
D-stabilny.

Z twierdzenia 8.5 wynika, ze jezeli zachodza nieréwnosci (8.50), to rodzina
wielomianéw (8.52) jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy sq D-sta-
bilne wszystkie wielomiany krawedziowe, odpowiadajace poszczegdlnym krawe-
dziom zbioru Q.

Podobny rezultat zostal podany migedzy innymi w pracach [98, 991, w przy-
padku gdy D jest otwarta lewa potplaszczyzng. Wykazano w nich ponadto, ze je-
zeli zachodza nierdwnosci (8.50), to przy badaniu odpornej L-stabilno$ci rodziny
(8.52) mozna ograniczy¢ si¢ do badania L-stabilnosci tylko 2m odpowiednich
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wielomianéw krawedziowych, zamiast wszystkich takich wielomianow, ktorych

jest m2™ L,

W pracach [98, 99] na bazie ogdlniejszych rezultatow podano tez warunki
konieczne i wystarczajace odpornej L-stabilnosci rodziny (8.52) w pewnych przy-
padkach szczegolnych, w ktérych zbior wartoéci nie jest wypuktym wielobokiem,
ale w ktorych da sie okresli¢ podzbior testujacy Q. Jeden z takich przypadkow

jest krotko omowiony ponizej.
Zalézmy, ze przedzialy zmian poszczegdlnych niepewnych parametréw sa

jednakowe, tzn.
O={gqrelg g ], k=12,.,m}. (8.53)

W pracy [99] wykazano, ze przy badaniu odpornej L-stabilnosci rodziny
wielomianéw (8.52), (8.53), zbiorem testujacym Q, jest podzbior zlozony ze
wszystkich krawedzi zbioru Q oraz z odcinka

Gn=qp==qn=40, 9€lg .q" 1}. (8.54)

8.2.3.2. Rodzina wielomiandéw sprowadzalnych do postaci o wzajemnie
niezaleznej strukturze niepewnosci

Wezmy pod uwage rodzing wielomianéw (8.1)—(8.3) stalego stopnia o wspol-
czynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametréw i przyjmijmy, Ze
nominalnymi wartosciami niepewnych parametréw sa wartosci najmniejsze, tzn.
qr0 =qr» k=12,....,m Wtedy wo(s)=w(s,q¢), gdzie qo = [410a€120a---,qmolr,
jest wielomianem nominalnym tej rodziny. Zat6zmy, ze jest on D-stabilny.

Przez Aq=[Aq),Aqy...Aqy)", gdzie Agqq €[0,q% —qz), k=12,..,m,
oznaczmy wektor odchytek niepewnych parametréw od ich wartosci nominalnych.

Uwzgledniajac powyzsze oznaczenia, wzory (8.1)+8.3) mozna napisa¢
w postaci

W (s,A0) = {w(s, Aq): Aq € AQ), (8.55)
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gdzie
w(s,Aq) = wy(s)+w (s, Aq), (8.56)
n .
wi(s,4q) = X a;(Aq)s’, (8.57)
i=0
AQ = {Aq:Aq; €[0, g —qr 1, k=12,...,m}. (8.58)

Aby opis (8.1)~(8.3) rodziny wielomianéw sprowadzi¢ do postaci (8.55)~
(8.58), nalezy zastosowa podstawienie g; =gy +Aqy, gdzie q9k0 =9% »
k=12,....,m.

Zapis rodziny wielomianéw o wspdtczynnikach wieloliniowo zaleznych od
niepewnych parametréw w postaci (8.55)<(8.58) zostat zastosowany w pracy
[121]. Wykazano w niej, ze dla kazdego zespolonego z zbiér wartosci
wi(z,40) ={wi(z,4q): Aq € AQ} jest wypuklym wielobokiem, jezeli wielomian
(8.57) da si¢ sprowadzi¢ (poprzez odpowiednie grupowanie wyrazow i wylaczanie
wspolnych czynnikéw) do postaci, w ktdrej poszczegolne czynniki zalezne od
odchytek Agy, k=12,...,m, sa wzajemnie niezalezne.

Ze wzoru (8.56) wynika, ze jezeli dla kazdego zespolonego z zbior wartosci
wi(z,A0) jest wypuklym wielobokiem, to wtedy w(z,AQ)={w(z, Aq): Aq € AQ}
tez jest wypuklym wielobokiem. W takim przypadku, warunki podane w lematach
8.1 i 8.4 oraz w twierdzeniu 8.2 sa koniecznymi i wystarczajacymi odpornej
D-stabilnosci rodziny (8.55), a wiec i (8.1).

Uwzgledniajac rezultaty pracy [121], mozemy sformutowaé podang ponizej
og()‘lna( zasade grupowania sktadnikéw oraz metode postepowania pfzy przeksztal-
caniu wielomianu (8.57) o wspélczynnikach wieloliniowo zaleznych od nie-
pewnych parametrow.

Wezmy pod uwage dowolny wielomian A(s,Aq) o wspétczynnikach wielo-
liniowo zaleznych od niepewnych parametrow, ktéry bedziemy dalej nazywaé
grupa sktadnikéw.

Ogolna zasada grupowania skladnikéw w grupie skladnikéw (wielomianie)
h(s,Aq) jest nastepujaca. Niech Ag, bedzie odchytka, ktora wystepuje jako
wspolny czynnik w A(s,Ag) najczgsciej. Zgrupujmy wszystkie skiadniki, w kto-
rych wystepuje Ag,, wylaczajac ta odchytke. Niech Ag, bedzie odchytka, ktora
wystepuje najezesciej jako wspdlny czynnik w pozostalych sktadnikach grupy
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h(s,Aq) i zgrupujmy te sktadniki, wylaczajac Aq; . Powtarzajmy powyzsza pro-
cedure tak dtugo, az zgrupujemy wszystkie skladniki.
Metoda postepowania przy przeksztalcaniu wielomianu (8.57):
1) Zastosujmy podang powyzej ogolna zasad¢ grupowania do wielomianu (8.57).
2) Zastosujmy ogdlng zasade grupowania oddzielnie do kazdej z grup otrzyma-
nych w kroku 1). :
3) Zastosujmy ogdlng zasade grupowania oddzielnie do kazdej z grup otrzyma-
nych w kroku 2).
4) Procedure powtarzajmy tak dlugo, az nie bedzie wspdlnych czynnikow w kaz-
dej z grup otrzymanych w kroku poprzednim.
Posta¢ wielomianu wj(s,Aq), otrzymana w efekcie jego przeksztatcania
zgodnie z powyzsza metoda postgpowania, moze nie by¢ jedyna. Aby stwierdzic,
ze zbior wartosci rodziny (8.55) jest wypukly dla kazdego zespolonego z, wystar-

czy aby jedna z otrzymanych postaci miata wzajemnie niezalezng strukture nie-
pewnosci, tzn. aby poszczegélne czynniki zalezne od odchytek Agy, k=12,...,m,

byly wzajemnie niezalezne.
Z powyzszych rozwazan i lematu 8.4 wynika ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 8.6. Niech wielomian nominalny wq(s) bedzie D-stabilny. Jezeli

wielomian (8.57) da sie sprowadzi¢ do postaci wielomianu o wzajemnie niezalez-
nej strukturze niepewnosci, to rodzina wielomianéw (8.55) (i tez (8.1)) stalego
stopnia o wspoiczynnikach wieloliniowo zaleznych od niepewnych parametrow
jest odpornie D-stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy

F(y)>0, Vye?, (8.59)
przy czym funkcje testujaca F(y) wyznacza si¢ ze wzorow

F(y)=m—¢(y), (8.60)
¢(y) = max{|arg(p, (f (Y))~arg(Pi (f(YW: -k =1.2,.... K, 7 <k}, (8.61)

gdzie Dy (s)= pr(s)/ wo(s), k=12,...,K, sa to unormowane wielomiany wierz-
chotkowe rodziny (8.55), za$ wy(s) jest wielomianem nominalnym tej rodziny. [
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Przyklad 8.6 [121]. Nalezy zbada¢ odporna L-stabilno$¢ rodziny wielomiandw
(8.55), gdzie wielomian w(s, Aq) ma postac (8.56), przy czym

wo(s)=s* +9s> +315% + 495+ 30 (8.62)
jest L-stabilnym wielomianem nominalnym, za$

wi(s,Aq) = Aqys* + Aq Ag(s® +25+1)+ A3 Aqy Ags(s® +1) (8.63
+ Aq1 Mgy Aqge (s +2)+ Ags, o
gdzie Ag) €[0,3], Agq, €[0,32], Agy€[0,4], Ag4e<[0,5], Agse]0,7],
Agg €10,5].

Posta¢ (8.63) wielomianu o niepewnych wspotczynnikach nie ma wzajemnie
niezaleznej struktury niepewnosci, bo czynniki zalezne od odchytek Ag,
k=12,...,6, nie sa wzajemnie niezalezne. Na przyktad czynnik Ag; wystepuje
w pierwszym, drugim i czwartym skladniku, Ag, wystepuje w drugim i czwartym
sktadniku itd. Na podstawie postaci (8.63) nie mozemy wigc stwierdzi¢, czy zbior
wartosci wy(z,AQ) jest wypuktym wielobokiem czy tez nie. Wobec tego zasto-
sujmy powyzsza metod¢ postgpowania przy przeksztalcaniu wielomianu (8.63).

W wielomianie (8.63) wspdlny czynnik Ag; wystepuje w pierwszym, drugim
i czwartym sktadniku. Te trzy sktadniki tworza pierwsza grupe. Wspolny czynnik
Ags wystepuje w trzecim i piatym sktadniku. Nalezy wiec je zgrupowaé tworzac
druga grupe skladnikdéw. W efekcie, zgodnie z krokiem 1) metody postepowania,
otrzymamy

wi(s,Ag) = Aqi[s* + Aga(s® + 25 +1) + Agr Agg (s +2)]
+ Ag3[Aq4Aqs(s® +1)+1].

W powyzszym wielomianie mamy dwie grupy skladnikéw. Kazda z nich jest
ujeta w nawiasie kwadratowym. W pierwszej grupie w skladnikach: drugim 1 trze-
cim wystgpuje wspdlny czynnik Ag, . Zgodnie z krokiem 2) te skladniki nalezy
zgrupowad wylaczajac Ag, . Druga grupa sktadnikéw nie ma wspdlnego czynnika,
wobec tego grupowania nie przeprowadzamy. Efektem grupowania zgodnie z kro-
kiem 2) jest ponizsza posta¢ wielomianu (8.63)
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wi(s,Aq) = Aqy[s* + Agy[(s? + 25 +1) + Agg(s +2)]]

(8.64)
+ Aq3[AgaAgs(s® +1)+1].

Poniewaz w wielomianie (8.64) w kazdej z grup, otrzymanych w kroku 2),
nie ma juz wspolnych czynnikéw, konczymy procedurg grupowania. Zauwazmy,
ze w (8.64) poszczegllnymi czynnikami zaleznymi od odchytek sa: Agy, Ag,,
Aqg, Aqz 1 AguAqs. Poniewaz sa one wzajemnie niezalezne, zbiér wartosci
wielomianu (8.64), a wigc i wielomianu (8.56), jest wypuklym wielobokiem dla
kazdego zespolonego z.

Do badania odpornej L-stabilnosci zastosujemy twierdzenie 8.6. Wyznaczajac
wiclomiany wierzchotkowe p,.(s), r=12,.,K =20 =64, odpowiadajace po-
szczegblnym wierzchotkom zbioru AQ, a nastgpnie przebieg funkcji testujacej
F(y) na podstawie wzoréw (8.60) i (8.61) (przy wy(s) w postaci (8.62)) otrzy-
mamy ujemna minimalng warto$¢ funkcji testujacej F(y). Warunek (8.59) nie
jest wigc spetniony. Z twierdzenia 8.6 wynika zatem, ze rozpatrywana rodzina
wielomianéw nie jest odpornie L-stabilna.

W pracy [121] na bazie sformutowanej tam metody badania odpornej D-sta-
bilnosci, odmiennej od podanej w twierdzenie 8.6, blednie stwierdzono, ze rozpa-
trywana rodzina wielomianow jest odpornie L-stabilna.

Latwo sprawdzi¢, ze rozpatrywana rodzina wielomianéw nie jest L-stabilna
np. dla Ag) = Agqy =3, Ag3=4, Aqs =5, Aqs=0, Agg =5, co potwierdza po-
wyzszy rezultat, otrzymany na bazie twierdzenie 8.6. [
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9. ODPORNA STABILNOSC RODZINY
MACIERZY STANU

W literaturze najczeSciej rozpatruje sie problem odpornej L-stabilnos$ci oraz
K-stabilno$ci rodziny macierzy stanu, ktérych elementy zaleza liniowo od nie-
pewnych parametrow.

WeZzmy pod uwagg rodzing macierzy stanu (0 wymiarach nxn) o elemen-
tach zaleznych liniowo od niepewnych parametrow, w postaci

AQ)={A(q9):q € O}, 9.1)
gdzie
A(q)=Ap + quEk, (9.2)
k=1

przy czym A; jest macierza nominalng (odniesienia), E; (k=1.2,...,m) sa to

znane stale macierze, zas
O={q:q; €lar.qi 1, 0>q5 <qj >0,k=12,...m} 9.3)

jest zbiorem odchylek niepewnych parametrow od ich wartosci nominalnych.

W przypadku ogdlnym wspoétczynniki wielomianu charakterystycznego ma-
cierzy (9.2) sa wielomianowymi funkcjami niepewnych parametrow.

Zbiér O jest m-wymiarowym prostopadtoscianem. Ma on K =2" wierzchot-
kéw. Kazdemu wierzchotkowi ¢ (k=1.2,...,K) tego zbioru odpowiada macierz
wierzchotkowa 4, = A(q,).

Podobnie jak w przypadku wielomianéw mozemy wykazaé, ze rodzing ma-
cierzy (9.1) mozna przedstawi¢ w postaci wierzchotkowego zbioru macierzy
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Aw = COl’lV{Al,Az,...,AK}

K K
={A A=Y LAy, =1, A €[0,1], k=12,...K}. (9.4)
k=1 k=1

Przypadkiem szczeglnym rodziny macierzy (9.1) o wspétczynnikach zalez-
nych liniowo od niepewnych parametréw jest rodzina macierzy, zwana macierza
przedzialowa, w postaci

[B,Cl={4= la;;]: by Say<cy, Lj=12,.,n}, (9.5)

gdzie B = [b;]iC= [c;7] sa to znane macierze.

Wspotezynniki  wielomianu charakterystycznego macierzy przedziatowej
(9.5) sq wieloliniowymi funkcjami niepewnych elementow ai, i,j=12,..,n.

Macierz przedzialowa (9.5) ma w przypadku ogdlnym m= n? niepewnych
elementéw, bedacych jednoczesnie niepewnymi parametrami.

W pracy [23], uogdlniajac rezultaty pracy [46] (tzw. stabe twierdzenie Cha-
ritonowa oméwione w poczatkowej czgéci punktu 6.1.1), wykazano, ze L-sta-
bilnos¢ wszystkich macierzy wierzchotkowych jest warunkiem koniecznym i wy-
starczajagcym odpornej L-stabilno$ci macierzy przedziatowej (9.5). Potem okazato
sig, Ze ten warunek jest tylko konieczny w przypadku ogélnym [16]. Natomiast jest
on konieczny i wystarczajacy dla macierzy przedziatowych symetrycznych [109].
Podobnie, w pracy [73] wykazano, ze K-stabilno$¢ wszystkich macierzy wierz-
chotkowych jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym odpornej K-stabilnosci
macierzy przedziatowej (9.5). Ten rezultat okazal si¢ jednak bledny w przypadku
ogolnym [114]. Pozostaje on prawdziwy tylko w przypadku macierzy przedziato-
wych symetrycznych [115].

Takich btednych rezultatéw w teorii odpornej stabilnosci macierzy przedzia-
towych bylo wigcej, patrz np. [97] i [28], czy tez [9] i [116, 129].

W pracy [16] na bazie kontrprzyktadu pokazano, ze dla rodziny macierzy
(9.1) (czyli rbwnowaznie, dla wierzchotkowego zbioru macierzy (9.4)) nie istnieje
kryterium typu twierdzenia krawedziowego 7.1, bowiem L-stabilnos¢ wszystkich
macierzy A, ()= (1-21)4, + 24y, 2€[0,1], r,k=12,..,K, r<k, nie jest
warunkiem dostatecznym (a tylko koniecznym) odpornej L-stabilnosci tej rodziny.

W literaturze analizujac problem odpornej stabilnosci rodziny macierzy stanu
o niepewnych elementach najczgsciej rozpatruje si¢ problem odpornej L-sta-

186

bilnosci oraz K-stabilnosci rodziny macierzy (9.1) (o elementach zaleznych linio-
wo od niepewnych parametrow) oraz wierzchotkowego zbioru macierzy, w postaci
(9.4). Oddzielnie rozpatruje si¢ problem odpornej L-stabilnosci oraz K-stabilnosci
macierzy przedziatowej (9.5).

W niniejszym rozdziale zostang przedstawione wybrane metody badania od-
pornej stabilnosci wyzej wymienionych rodzin macierzy stanu o niepewnych ele-

mentach.
Dla rzeczywistej kwadratowej macierzy X o wymiarach nxn bedziemy

stosowac nastepujace oznaczenia:
e |X| — macierz, ktérej elementami sa moduly poszczegélnych elementéw ma-

cierzy X,
e X, .=(X Tix )/ 2 —czgs¢ symetryczna macierzy X,
e 5;(X)— warto$ci wlasne macierzy X,

* Opax(X)= max\[si(XTX) — najwigksza warto$¢ singularna (osobliwa) ma-
i

cierzy X,
e p(X)=max|s;(X)| — promien spektralny macierzy X.
i

9.1. Odporna stabilnos¢ rodziny macierzy o elementach liniowo
zaleznych od niepewnych parametrow

W pracy [85] (patrz tez [21]) wykazano, ze jezeli rzad(E,)=1 dla
k=12,...,m, to wspolczynniki wielomianu charakterystycznego macierzy (9.2) sa
wieloliniowymi funkcjami niepewnych parametréw. W takim przypadku do bada-
nia odpornej D-stabilnosci rodziny macierzy (9.1) mozna wigc stosowaé warunki
dostateczne podane w punkcie 8.2 niniejszej pracy, a w szczegdlnosci lemat 8.4.

Z powyzszych rozwazan i lematu 8.4 wynika ponizsze twierdzenie.
Twierdzenie 9.1. Niech macierz nominalna A4, bedzie D-stabilna. Jezeli
rzad(E;)=1 dla k=12,..,m, to rodzina macierzy (9.1) o elementach liniowo

zaleznych od niepewnych parametrow jest odpornie D-stabilna, jezeli

F(y)>0, Vye?, (9.6)
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gdzie funkcje testujaca F(y) wyznacza si¢ ze WZorow
F(y)=n-¢(y), 9.7)

¢(y) = max{|arg(p, (f(¥) —arg(pi (f (YD)

9.8
rk=12,..,K, r<k}, ©8)

przy czym arg(z) € [-7m, ) jest arguméntem liczby zespolonej z, natomiast py(s) =
Pr(8)/ wo(s), k=1.2,...,K, oraz p;(s)=det(sI —A;), wy(s)=det(s] - Ay). [

Zauwazmy, ze stosowanie twierdzenia 9.1 nie wymaga znajomosci wielomia-
nu charakterystycznego macierzy (9.2). '

Przyklad 9.1. Nalezy zbada¢ odporna K-stabilnos¢ rodziny macierzy (9.1) przy
m=2, gdzie

03 0 0 00 0 08 0 1
Ay=| 1 05 -1 E/ =0 1 0| E,={0 0 0
0 0 03 010 0 00

za$ q €[-0.2,02], ¢, €[-05,0.5].
Macierz Ay jest K-stabilna oraz rzad(E;)=1 dla k=12. Oznacza to, ze

mozemy stosowaé twierdzenie 9.1. Nalezy w tym celu wyznaczy¢ cztery wierz-
chotki zbioru (), odpowiadajace im macierze wierzchotkowe A, ich wielo-

miany charakterystyczne p;(s), k=1.2,..,K =4, oraz wielomian nominalny
wy(s)=det(sI — Ay).

Obszarem D jest otwarte koto jednostkowe, ktdrego brzeg ma opis para-
metryczny f(y)=exp(jm), y € ¥ =[0,2].

Wyznaczajac na podstawie wzordow (9.7) 1 (9.8) funkcje testujaca F(y),
y e Y =[0,2], otrzymamy przebieg pokazany na rysunku 9.1. Wynika z niego, z¢

warunek (9.6) jest spetniony. Oznacza to, Ze rozpatrywana rodzina macierzy jest

[

odpornie K-stabilna, zgodnie z twierdzeniem 9.1. ‘
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y

Rys. 9.1. Wykres funkcji testujacej F(y) do przyktadu 9.1

W przypadku ogdlnym, gdy przynajmniej jedna z macierzy E; jest macierza
rzedu wyzszego niz jeden, twierdzenia 9.1 nie mozna stosowac do badania odpor-
nej D-stabilnosci rodziny macierzy (9.1). W takim przypadku, przy badaniu od-
pornej L-stabilnosci lub K-stabilnosci, nalezy stosowa¢ metody bazujace na wa-
runkach dostatecznych wynikajacych z twierdzenia Lapunowa. Pozwalaja one na
wyznaczenie obszaréw stabilnosci w przestrzeni niepewnych parametrow.

Twierdzenie 9.2 [139]. Niech macierz nominalna A4, bedzie L-stabilna. Rodzina

macierzy (9.1) o elementach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow jest
odpornie L-stabilna, jezeli jest spetniony przynajmniej jeden z trzech ponizszych
warunkow

m
241% <1/ Opax (Fe), 9.9)
k=1
m
21k Omax (Pr) <1, (9.10)
k=1
m
ml?XI‘Ik]<l/o-max(Z|Pk|): (9.11)
k=1
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gdzie macierz P jest rozwigzaniem réwnania Lapunowa

AP+ P4y =21, (9.12)
natomiast

P, =(EfP+PE,)/2, P,=[P,P,..P,] | 9.13)
Dowoéd. Jezeli macierz A jest L-stabilna, to istnieje symetryczna dodatnio okre-

slona macierz P begdaca rozwigzaniem rdwnania Lapunowa (9.12).
Z lematu 4.5 wynika, ze rodzina macierzy (9.1) jest odpornie L-stabilna, je-

zeli

m

29k P —1<0,

k=1
czyli

m
Omax( 2 gk Pr) <1 (9.14)
k=1

Nalezy wigc wykaza¢, ze jezeli zachodzi przynajmniej jeden z warunkow
(9.9)~(9.11), to tez zachodzi (9.14).
Poniewaz

m
Y a1 P = P, lq11Lqp 1, g, 11T,
k=1

zachodzi nierownosé

< 2.1/2 “
Omax (P X ZQk) 2O'max(z:qkpk)-
k=1 k=1

Oznacza to, ze jezeli zachodzi (9.9), to tez zachodzi (9.14).
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Z zaleznosci

m m
24|qk'0-max(Pk)2 O max ( EQkPk)
k=1 k=1

wynika, ze warunek (9.14) jest spelniony przy spetmieniu warunku (9.10).
Poniewaz

m m
max|q ;| O max ( 2PN = O max (291 P%)
J k=1 k=1

warunek (9.11) implikuje warunek (9.14).

Inna metod¢ wyznaczania obszaru odpornej L-stabilnosci rodziny macierzy
(9.1) w przestrzeni niepewnych parametrow zaproponowano w pracach [66, 132].
Podano w nich metody wyznaczania warto$ci 1 (w terminach promienia spektral-
nego odpowiednich macierzy) takiej, dla ktérej rodzina macierzy (9.1), o elemen-
tach liniowo zaleznych od niepewnych parametrow (przy zalozeniu, Ze macierz
Ay jest L-stabilna), jest odpornie L-stabilna dla m£x|qk[< n. Za wartos¢ 7] mozna

przyjaé liczby ny, my, Mo lub 115, , wyznaczone z ponizszych wzorow:
-1
i
D om =[p{2 £, 4; [}] , (9.15)
k=1

~1/2
(E—k;i—Jl)z'}] ,

(9.16)

m k-1 m
= =15 5-1, 7 315 5-1
2) mk=[p{2 Z‘EkAO E; Ay +E; Ay E A ’+ 2

k=1i=1 k=1

gdzie Ay= Ay ® Ay, E;, = E; ® E;, za$ ® jest symbolem sumy Kroneckera,

3) ny =min(ny,n,), gdzie

. -1 . 1
Mo = [P{ g ’EkAal‘}] . Mg = [P{ 2 ‘EkZ(YI‘}J , 917)
k=1 k=1
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4) Moy = min(Mog, Ny ) » gdzie

m k-1 g -1 Ay 1], ~1,2 e
ok =| Py X 2 |ExAy E;Ay +E;Ay E A l+ > ‘(EkAO ) ‘ ,
k=1i=1 k=1

(9.18)

-1/2

m k-1

Nk :[ { ‘EkAOIE Ay + E, Ay E L 45! 'Jf Z }(EkAO ) l}]
k=1i=1

(9.19)

przy czym Zo =Ayel,+1, A, Ek =E;el,+1,eE;, za$ symbol e ozna-
cza iloczyn dwuprzemienny macierzy (patrz punkt 4.5).

Przyldad 9.2. Nalezy okresli¢, dla jakich wartosci niepewnych parametréw g,
i g jest odpornie L-stabilna macierz stanu

A(q)= Ay +q1Ey + 1 E5, (9.20)

A_-3—2 E_lO E—OO 991
0_1 Oa 1—015 2_10> ()

przy czym macierz nominalna A jest L-stabilna.

gdzie

Stosujac twierdzenie 9.2, na podstawie wzoréw (9.9)—(9.11) otrzymamy na-
stepujace nieréwnosci, okreslajace dopuszczalne wartosci niepewnych parametréw

Q11qy:
gt +4q3 <03378; 2.6180|q;1+1.5248)q5/<I; max{|qyl.lgol} < 02737.
Stosujac natomiast wzory (9.15)~9.19), odpowiednio otrzymamy

max{|ql,|go[} <m = 02962 max{|qy|.|gsl} <myy =03433;
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max{|q|,|q2|} <1, = min(ny,n,) = min{03723,1.5} = 0.3723;
max{]q1|,|q2|} <My = min(TIOk,ﬂdk) = min {03987, 05077} =0.3987.

Zauwazmy, ze najlepsze (w sensie ,,najwigkszego” zbioru) oszacowanie zbioru
wartosci niepewnych parametréw, przy ktorym jest odpornie L-stabilna macierz
(9.20), daje 14 = min(noy, Mgy )- ‘

Problem odpornej K-stabilnosci rodziny macierzy (9.1) o elementach liniowo
zaleznych od niepewnych parametréw byl rozpatrywany w pracy [83]. Udowod-
niono w niej szereg warunkéw dostatecznych, w tym podobne w sformulowaniu
do podanych w twierdzeniu 9.2.

Twierdzenie 9.3 [83]. Niech macierz nominalna A, bedzie K-stabilna. Rodzina
macierzy (9.1) o elementach liniowo zaleznych od niepewnych parametréw jest
odpornie K-stabilna, jezeli jest spelniony przynajmniej jeden z trzech ponizszych
warunkow:

ZQk <1/ O pax ZHkTHk) (9.22)
k=1
m ~
29kl o max (H) <1, (9.23)
k=1
maXquI<1/Gmax(ZlHk|) (9.24)
k=1
gdzie
INI ~ 0 P1/2®P1/2Ek+E;P1/2®P1/2
k pl2 ®Egpl/z +P”2Ek ® pl/2 0 J

(9.25)

® jest symbolem iloczynu Kroneckera, za§ macierz P jest rozwiazaniem réwnania
Lapunowa AOTPAO -P=-I
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Przyklad 9.3. Nalezy okre$li¢, dla jakich wartosci niepewnych parametrow g
i gy jest odpornie K-stabilna macierz stanu rozpatrywana w przykladzie 9.1.

Stosujac twierdzenie 9.3, na podstawie wzorow (9.22)—+9.24) otrzymamy
nastepujace nierownosci, okre$lajace dopuszczalne wartosci niepewnych para-

metrow gq; 1 g5 :
g% +q5 < 00376, 4.0440/q|+4.6932¢5|<1; max{|q|,|ga]} < 01344.

Zauwazmy, ze wyznaczone dopuszczalne wartosci niepewnych parametrow g

i ¢, saznacznie mniejsze od zadanych w przyktadzie 9.1.

Problemowi odpornej L-stabilno$ci wierzchotkowego zbioru macierzy (9.4)

sq poswiecone prace [57, 59, 100]. .
Oznaczmy przez A, macierz nominalng zbioru (9.4), wyznaczong np. ze

WZoru

| K
Ay=— S A, (9.26)
K 2

oraz wprowadzmy oznaczenie M = A, — Ay, k=12,.. K. _
Wykorzystujac rezultaty pracy [57] udowodnimy ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 9.4. Niech macierz nominalna A, bedzie L-stabilna. Wierzchotkowy
zbior macierzy (9.4) jest odpornie L-stabilny, jezeli u(P)<2 dla k=12,..K,
gdzie P, =M }(r P+PM,, za$ P jest rozwigzaniem réwnania Lapunowa (9.12),
natomiast U(Py)= Smax([PkT + P, 1/ 2)=Spax(Py) jest miarg symetrycznej ma-
cierzy Py .

Dowdd. Dowolng macierz 4 nalezaca do zbioru (9.4) mozna przedstawi¢ w po-

staci

K K
A=Ay+ X 4My, 2 €[0,1], YA =1 (927
k=1 k=1
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Postepujac podobnie jak w dowodzie twierdzenia 9.2 (tzn. stosujac lemat 4.5)
mozemy wykazaé, Ze rodzina macierzy (9.4) jest odpornie L-stabilna, jezeli

m
Y AP, -21<0, (9.28)
k=1

m
czyli u( Y 24, P,)-2<0. To za$ oznacza, ze jezeli u(P)<2 dla k=12,...K, to
k=1

zachodzi tez (9.28) i rodzina macierzy (9.4) jest odpornie L-stabilna. I

Przyklad 9.4. Wezmy pod uwage macierz stanu (9.20), rozpatrywana w przykta-
dzie 9.2 i zatézmy, ze q| =g, = q, przy czym g € [-f3, B]. Z przykladu 9.2 wyni-
ka, ze macierz (9.20) jest odpornie L-stabilna dla lg|< 03987. Wobec tego przyj-
mijmy f=023.

Odporna L-stabilnos¢ rozpatrywanej macierzy przy 8=03 jest rOwnowazna
z odporng L-stabilnoscia wierzchotkowego zbioru macierzy A,, =conv{A, A,,
Az, Ay}, gdzie

4|33 72, _[33 2], [-27 -2 PR R
lo7 -3 T3 —o3f BT 13 03p ““1o7 03

sa to macierze wierzchotkowe, odpowiadajace ekstremalnym wartosciom niepew-
nych parametréw ¢, i g,. Badajac na podstawie twierdzenia 9.4 odporng L-sta-

bilnos¢ zbioru 4, , otrzymamy: H(P)=0.0924, u(Py)=0.1246, u(P3)=21924,
U(Py)=1.6246. Poniewaz warunki twierdzenia 9.4 nie sa spelnione, o odpornej
L-stabilnosci wierzchotkowego zbioru macierzy A, 1 rozpatrywanej macierzy
przy =03 nic nie mozna powiedzieé.

Przyjmujac rézne wartosci 0< <03, wyznaczajac macierze wierzchotko-
we Ay (k=1,...,4) i dokonujac obliczen zgodnie z twierdzeniem 9.4 otrzymamy
wynik, w ktérym warunki tego twierdzenia sg spetnione dla f=0273, wtedy
bowiem u(Py)=0.0841, u(Py)=01134, u(P;)=19951, u(Py)=14784. Z twier-

dzenia 9.4 wynika zatem, ze rozpatrywana macierz Jjest odpornie L-stabilna dla
g €[-B,B], gdzie f=0273. . [
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9.2. Odporna stabilno§¢ macierzy przedzialowych

Macierz przedziatowa

[B,Cl={4A= [al-j]: bij Say <cj, i,j=12,..,n}, , (9.29)

gdzie B=[b;] 1 C= [c;;] sa to znane macierze, jest przypadkiem szczegdinym
rodziny macierzy (9.1) o wspétezynnikach zaleznych liniowo od niepewnych para-

metrow. Ma ona w przypadku ogdlnym n? niepewnych elementéw. Z tego powo-
du stosowanie do badania odpornej stabilnosci macierzy przedziatowych metod
znanych z teorii odpornej stabilnosci macierzy o wspotezynnikach zaleznych
liniowo od niepewnych parametréw (podanych w punkcie 9.1) nie jest efektywne

w przypadku ogdlnym.

Warunki dostateczne odpornej L-stabilnosci macierzy przedziatowej (9.29)
mozna sformutowaé na bazie warunku dostatecznego odpornej L-stabilnosci ma-
cierzy Ay + E , gdzie A jest L-stabilna macierza nominalna, za§ E jest macierza

perturbacji (btedu), ktorej elementy moga by¢ zalezne od czasu. Problem odpornej
L-stabilnosci takiej macierzy byl rozpatrywany w pracach [130, 133].
Wprowadzmy oznaczenia

E=[e;], e;<lejl=¢y, e=maxg;, U=[u;], u;=¢;/¢e (9.30)

LJ

Twierdzenie 9.5 [130]. Macierz 4 + E jest odpornie L-stabilna, jezeli macierz

A jest L-stabilna i
£ <1/ Gpax [ PIU); ], (9.31)

gdzie P jest rozwigzaniem réwnania Lapunowa 9.12).

Jezeli sa spetnione warunki twierdzenia 9.5, to macierz przedzialowa
[y — €U, Ay + €U] jest odpornie L-stabilna dla kazdego dodatniego € spelniaja-

cego nierownosc (9.31).
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Na bazie twierdzenia 9.5 mozna sformulowaé proste warunki dostateczne

odpornej L-stabilnosci macierzy przedzialowei i
] (9.29), podane 7 -
matach ([72, 131]). hp v pomtzaeh I¢

Wprowadzmy oznaczenia

Ay=(B+C)/2, D=(C-B)/2, d=maxd;, U=D/d. (9.32)
2

Lemat 9.1. Macierz przedziatowa (9.29) j i ; ; .
) -29) Jest odpornie L-stabil 7 i
o jest Lstabilna i p stabilna, jezeli macierz

d < g =1/ Omax [ PIU)], (9.33)

gd21f3 P jest rozwiazaniem réwnania Lapunowa (9.12), natomiast odpowiednie
macierze wyznacza si¢ ze wzoréw (9.32). [l

Przyjmujac za macierz nominalng A, macierz B lub macierz C, na bazie

twie'rdzenia 9.5 otrzymamy ponizsze warunki dostateczne odpornej L-stabilnosci
macierzy przedziatowej (9.29) [131].
Wprowadzmy oznaczenia

D=(C - = .. =
(C-B), d m;xdy, U=D/d. (9.34)

Le@at 9.2. Macierz przedziatowa (9.29) jest odpornie L-stabilna, jezeli macierz
B jest L-stabilna i

d < g =1/ ey [ P51, 9.35)

gdzie Pg jest rozwigzaniem réwnania Lapunowa (9.12) dla 4y =B, za$ d i ma-
cierz U wyznacza si¢ ze wzoréw (9.34). -

Jezeli jest spetniony warunek (9.35), to macierz przedziatlowa [B—dU,C]
jest odpornie L-stabilna. |
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Lemat 9.3. Macierz przedziatowa (9.29) jest odpornie L-stabilna, jezeli macierz C
jest L-stabilna i

d< e =1/ O [(PelU )51, (9.36)

gdzie P, jest rozwiazaniem réwnania Lapunowa (9.12) dla Ay =C, za$ d ima-

cierz U wyznacza si¢ ze wzorow (9.34).

Jezeli jest spetniony warunek (9.36), to macierz przedzialowa [B,C +dU]

jest odpornie L-stabilna.

Przyklad 9.5. Nalezy zbadaé odporng L-stabilno$¢ macierzy przedziatowej
[B,C], gdzie

-32 =22 -3 -2
= , C= .
08 -02 1 0
Stosujac lematy 9.1, 9.2 i 9.3, odpowiednio otrzymamy: d=0.1<py =027,
d=02<pp=03052 oraz d=02<pc =02361. Oznacza to, ze rozpatrywana

macierz przedzialowa jest odpornie L-stabilna, bowiem sg spetnione warunki do-
stateczne (9.33), (9.35) i (9.36). !

W pracy [125] podano metode i algorytm obliczeniowy, stuzacy do badania
odpornej L-stabilnosci oraz odpornej K-stabilno$ci macierzy przedziatowej (9.29).
Ponizej przedstawimy glowne rezultaty tej pracy.

WprowadZmy oznaczenie

o(A) = max{|4

1,||A||w}, (9.37)

gdzie odpowiednie normy macierzy sa zdefiniowane nastgpujaco:

4], = max Slagl. ], —maxElaUI ©.38)
] 1:1 j._
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Zalozenie 1. Dla macierzy przedziatowej [B, C] zalézmy, ze:

1) macierz Ay =(B+ C)/2 jest L-stabilna,

2) a(C-BY<(1/|P|_), (9.39)
gdzie P jest symetryczng dodatnio okreslong macierza, bedaca rozwiazaniem row-
nania Lapunowa AOTP +PAy =—1.

Zalozenie 2. Dla macierzy przedzialowej [B, C] zalozmy, ze

1) macierz Ay =(B+C)/2 jest K-stabilna,

2) 050(C — B <[(c(( Ag))> +(1/[|P|_)V% - Ap), (9.40)
gdzie P jest symetryczng dodatnio okre$lona macierza, bedaca rozwiazaniem row-
nania Lapunowa A) PA, - P =-1 .

Gtowne rezultaty pracy [125] sa podane w ponizszym lemacie i twierdze-
niach.

Lemat 9.4. Jezeli macierz przedziatowa [B, C] spelnia zalozenie 1 (zatozenie 2),
to jest ona odpornie L-stabilna (K-stabilna).

Twierdzenie 9.6. Macierz przedzialowa [B, C] jest odpornie L-stabilna wtedy

itylko wtedy, gdy istnieje skonczona liczba podmacierzy przedzm%owych
[B;, C;]1c[B, C], 1<i<k, dlaktorych

k
[B, C]= U[B;, C;] (9-41)
i=1
i dla kazdego 1 <i <k podmacierz przedzialowa [B;, C;] spelnia zalozenie 1.

Twierdzenie 9.7. Macierz przedzialowa [B, C] jest odpornie K-stabilna wtedy

itylko wtedy, gdy istnieje skoniczona liczba podmacierzy przedziatowych
[B;, C;1c[B, C], 1<i<k, takich, dla ktérych zachodzi (9.41) i dla kazdego

1 < i<k podmacierz przedzialowa [B;, C;] spehia zatozenie 2. [

Dwa obliczeniowe algorytmy, podane w [125] na bazie powyzszych twier-
dzen, pozwalaja w skonczonej liczbie krokéw stwierdzi¢ albo odporna L-sta-
bilno$¢ (K-stabilnos¢) macierzy przedziatowej [B, C], albo znajduja nalezacg do
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tej rodziny macierz, ktora nie jest L-stabilna (K-stabilna). W przypadku ogdlnym
liczba tych krokéw moze by¢ dosy¢ duza.

9.3. Uwagi koncowe

Problem badania odpornej stabilno$ci rodziny macierzy stanu o niepewnych
elementach byt rozpatrywany w wielu pracach. W punktach 9.1 i 9.2 podano tylko
wybrane rezultaty. Dlatego tez ponizej podamy krotki przeglad innych prac po-
$wigconych temu problemowi.

Warunki dostateczne podane w twierdzeniu 9.2 mozna ostabi¢ w sposéb
podany np. w pracach [93] i [106]. Nalezy w tym celu przyjmowa¢ w réwnaniu
Lapunowa (9.12) inna (r6zng od 2I') symetryczna dodatnio okre$lona macierz Q,
np. o postaci Q@ = Q05 , gdzie @) i @, sa to macierze pelnego rzgdu. Mozna tez
zamiast macierzy A(q) o postaci (9.2) rbwnowaznie rozpatrywa¢ macierz A(q)=
M _lA(q)M , gdzie M jest dowolng macierza nieosobliwa. Problem doboru ma-
cierzy QiM jest dyskutowany w wyzej wymienionych pracach. Opisane powyzej
postegpowanie pozwala na lepsze (niz na podstawie wzoréw (9.9)~(9.11)) okresle-
nie obszaru odpornej L-stabilnosci w przestrzeni niepewnych parametrow. Pro-
blemowi okreslenia obszaru odpornej L-stabilnosci rodziny macierzy stanu o nie-
pewnych elementach sa tez poswigcone prace [90, 101, 108, 113].

Problem odpornej L-stabilnosci rodziny macierzy (9.4) byl rozpatrywany
w pracy [100]. W podanej w niej metodzie wykorzystuje si¢ podejscie zastosowa-
ne w lemacie 4.6, sprowadzajace problem odpornej L-stabilnosci tej rodziny do
problemu odpornej nieosobliwo$ci rodziny (4.74). Podobna metoda, stuzaca do
badania odpornej stabilnosci macierzy o wielomianowej zaleznosci jej elementow
od niepewnych parametréw zostata podana w pracy [120].

Wiele prac poswieconych problemowi badania odpornej stabilnosci macierzy
przedzialowych bazuje na metodzie Gerszgorina (opisanej np. w [81]). Naleza do
nich prace [29, 69, 116, 129], w ktérych sformutowano szereg warunkow do-
statecznych, gtéwnie odpornej L-stabilnosci macierzy przedziatowej (9.29). Ogol-
niejszy problem rozpatruje si¢ w pracach [50] i [74]. Bada si¢ w nich polozenie
wartoséci whasnych macierzy przedzialowej (9.29) w polplaszczyznie Res < —h,
gdzie h>0. W pracy [74] rozpatruje si¢ ponadto polozenie wartosci wlasnych
macierzy (9.29) wewnatrz okregu o srodku w poczatku plaszczyzny zmiennej ze-
spolonej i o promieniu r =1-h, 0< A<l
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Metoda Gerszgorina wymaga, aby elementy na gléwnej przekatnej macierzy
(9.29) byly ujemne, co znacznie ogranicza obszar jej zastosowa. Aby pozby¢ sie
tego ograniczenia, stosuje si¢ przeksztalcenie tej macierzy przez podobienistwo,
aby uzyska¢ macierz o elementach ujemnych na gtéwnej przekatnej. W pracy [9],
stosujac takie przeksztalcenie, sformufowano kryterium odpornej L-stabilnosci
macierzy przedziatowej (9.29), ktére okazato sie jednak bledne (np. [129]). Zo-
stato ono poprawione w pracach [50] i [116].

W pracy [105] zostat podany algorytm obliczeniowy, ktéry w skoficzonej
liczbie krokéw pozwala stwierdzi¢ albo L-stabilno$é symetrycznej macierzy prze-
dziatowej (9.29), albo znajduje macierz symetryczna, ktora nie jest L-stabilna.
Mozna go tez stosowaé do badania odpornej K-stabilnosci takiej macierzy. Wyni-
ka to z faktu, ze symetryczna macierz przedziatowa (9.29) jest odpornie K-stabilna
wtedy i tylko wtedy, gdy sa odpornie L-stabilne dwie macierze symetryczne prze-
dziatowe [115]: [B—-I,C-1] i [-C-1I,-B-1I]. Wymieniony powyzej algo-
rytm moze by¢ tez stosowany do badania odpornej L-stabilnosci macierzy prze-
dzialowych niesymetrycznych, bowiem niesymetryczna macierz przedziatlowa
(9.29) jest odpornie L-stabilna, jezeli jest odpornie L-stabilna macierz przedziato-
wa symetryczna [(B+B1)/2, (c+chy/2.

Inne warunki dostateczne, a w niektérych przypadkach konieczne i dostatecz-
ne, odpornej L-stabilnosci i K-stabilnosci macierzy przedzialowej (9.29) zostaly
Podane w pracach [22, 107, 117]. W pracach [22, 107] wykorzystuje sie migdzy
innymi teori¢ M-macierzy oraz teorig tzw. macierzy Morishimy.

W pracy [117] podano warunki dostateczne odpornej L-stabilnosci i K-sta-
bilnosci macierzy przedziatowej (9.29), sformulowane miedzy innymi dla no-
wych macierzy, ktére powstaly w drodze transformacji macierzy przedziatowej
z wykorzystaniem operacji zwanej iloczynem dwuprzemiennym macierzy (patrz
punkt 4.5).
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10. UWAGI KONCOWE

Praca jest poswigcona problemowi badania odpornej stabilno$ci dynamicz-
nych uktadow liniowych stacjonarnych o niepewnych parametrach. Rozpatrzono
w niej ogdlniejszy rodzaj stabilnosci niz stabilno$¢ asymptotyczna ukfadow cia-
glych i dyskretnych, a mianowicie tzw. D-stabilnos¢. Uktad liniowy stacjonarny
jest D-stabilny, jezeli wszystkie jego bieguny leza w zadanym otwartym obszarze
D na plaszczyznie zmiennej zespolonej. Przypadkami szczeg6lnymi D-stabilnosci
jest stabilno$¢ asymptotyczna uktadoéw ciaglych (tzw. L-stabilnos¢) oraz stabilnosc¢
asymptotyczna uktadéw dyskretnych (tzw. K-stabilnos¢).

Poniewaz stabilno$¢ uktadu dynamicznego jest w pelni okreslona przez roz-
kiad jego biegunéw, w pracy rozpatrzono problem odpornej stabilnosci rodziny
wielomianow charakterystycznych oraz rodziny macierzy stanu.

Zasadnicza czg$¢ pracy jest poswigcona problemowi badania odpornej D-sta-
bilnosci rodziny wielomianow charakterystycznych.

Istotng role w teorii odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw odgrywa
pojecie zbioru wartosci lub unormowanego zbioru wartosci (definicje 4.1 1 4.2)
oraz tzw. warunek wykluczenia zera (twierdzenie 4.5 oraz lemat 4.1). Kryteria
odpornej D-stabilnosci, podane w twierdzeniu 4.5 i w lemacie 4.1, sa najbardziej
ogolne. Sa one prawdziwe dla rodziny wielomianow o wspotczynnikach bedacych
ciggtymi funkcjami (liniowymi lub nieliniowymi) niepewnych parametrow.
W przypadku ogélnym wystepuja jednakze istotne trudnosci zwiazane ze spraw-
dzeniem warunku wykluczenia zera, a przede wszystkim z wyznaczeniem zbioru
wartosci. Jest on zbiorem na plaszczyznie zmiennej zespolonej, ktdrego posta
istotnie zalezy od charakteru zaleznosci wspotczynnikéw wielomianu od nie-
pewnych parametréw. Im bardziej zlozona jest ta zaleznos¢, tym bardzie) zioi.ona
jest postaé zbioru warto$ci. W przypadku ogdlnym brzegi zbioru wartosci sz?
krzywoliniowe, moze tez on nie by¢ zbiorem jednospdjnym. Ztozono$¢ postaci
zbioru wartosci ma istotny wplyw na trudnosci, jakie wystgpujq tak przy bez-
posrednim sprawdzaniu warunku wykluczenia zera (za pomoca obliczen kompute-
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rowych z graficzng prezentacja wynikéw) jak i przy sprawdzaniu posrednim (za

pomoca odpowiednich metod). '

Rozpatrywany w niniejszej pracy problem odpornej D-stabilnoci rodziny
wielomian6w sprowadza si¢ (podobnie jak w literaturze) do sformufowania kryte-
riéw (analitycznych lub graficznych) spelnienia warunku wykluczenia zera. Sa one
bowiem jednocze$nie kryteriami odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw
charakterystycznych.

W pracy rozpatrzono problem odpornej D-stabilnosci nastepujacych rodzin
wielomianow charakterystycznych:

1) wypukla kombinacja dwoch wielomianéw (na plaszczyznie zmiennej zespolo-
nej zbior wartosci jest odcinkiem linii prostej),

2) rodzina wielomianéw zwana wielomianem przedzialowym (zbi6r wartosci jest
prostokatem o bokach réwnoleglych do osi ukiadu wspotrzednych na plasz-
czyznie zmiennej zespolone;j),

3) rodzina wielomianéw o wspélczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych
parametrow (zbiér wartosci jest wypuklym wielobokiem na plaszczyznie
zmiennej zespolonej), :

4) rodzina wielomianéw o wspétczynnikach zaleznych wieloliniowo od nie-
pewnych parametréw (na plaszczyznie zmiennej zespolonej wypukia powloka
zbioru wartosci jest wypukiym wielobokiem).

Warunki odpornej D-stabilnosci wyzej wymienionych rodzin wielomianow
zostaly podane w rozdziatach 5, 6, 7 i 8, odpowiednio. Sa to warunki konieczne
i wystarczajace odpornej D-stabilnosci rodzin wymienionych w punktach 1), 2)
i 3), natomiast sa to w og6lnosci warunki dostateczne odpornej D-stabilnosci ro-
dziny wymienionej w punkcie 4).

Rodzina wielomianéw o wspétczynnikach zaleznych wieloliniowo od nie-
pewnych parametréw jest szczegolnie interesujaca z punktu widzenia zastosowan
praktycznych. Na przyktad wielomian charakterystyczny wieloinercyjnego obiektu
o niepewnych statych czasowych ma wspétczynniki wieloliniowo zalezne od nie-
pewnych parametréw. Dlatego tez niezbedne sa dalsze badania naukowe, ktorych
celem jest sformulowanie warunkéw koniecznych i wystarczajacych odpornej
stabilnodci takiej rodziny wielomianow. _

Do sprawdzania warunku wykluczenia zera wszystkich wyzej wymienionych
rodzin wielomianéw w pracy zaproponowano stosowanie ogdinych obliczenio-
wych metod, zwanych metodami funkcji testujacych. Ulatwiaja one znacznie ba-
danie odpornej D-stabilnosci, szczegélnie przy duzej liczbie niepewnych para-
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metréw oraz w przypadku, gdy zbiér D jest suma kilku jednospdjnych roztacznych
podobszaréw na plaszczyznie zmiennej zespolone;.

Metody funkeji testujacych moga tez by¢ stosowane do badania odpornej
D-stabilnosci rodziny macierzy o elementach zaleznych liniowo od niepewnych
parametréw w pewnych przypadkach szczegolnych, podanych w rozdziale 8.

Ogolne kryterium odpornej D-stabilnosci rodziny wielomianéw, podane
w twierdzeniu 4.5 i lemacie 4.1, pozostaje tez prawdziwe w przypadku rodziny
quasi-wielomianéw, bedacej rodzing funkcji charakterystycznych dynamicznego
ukladu liniowego stacjonarnego o niepewnych parametrach, ale ze znanymi op6z-
nieniami. W szczego6lnosci, twierdzenie krawgdziowe 7.1 jest tez prawdziwe dla
rodziny quasi-wielomian6w o wspdiczynnikach liniowo zaleznych od niepewnych
parametrow [63, 64]. W teorii stabilno$ci uktadéw z opdznieniami rozpatruje sig
nie tylko stabilno$¢ przy ustalonych wielkosciach opéznien, ale takze stabilnos¢
niezaleznie od wielkosci op6znien czy tez przy niedokltadnie znanych opdznie-
niach. Dlatego tez, w dalszych badaniach naukowych nalezy dazy¢ do sformuto-
wania warunkéw odpornej stabilnosci okreslonych rodzin quasi-wielomianow
o niepewnych wspdlczynnikach i réwniez z niepewnymi op6znieniami.

Problem odpornej D-stabilno$ci rodziny macierzy mozna sprowadzi¢ do pro-
blemu odpornej D-stabilno$ci rodziny jej wielomianéw charakterystycznych. Jed-
nakze nie jest to dogodne w przypadku ogélnym, bowiem zalezno$¢ wspoiczynni-
kéw wielomianu charakterystycznego od niepewnych parametrow jest bardziej
zlozona niz zalezno$¢ elementéw macierzy od tych parametréw. Ponadto wymaga-
na jest znajomos¢ analitycznej postaci wielomianu charakterystycznego macierzy,
ktérej elementy sa funkcjami niepewnych parametrow.

Z tego powodu, w przypadku ogélnym, do badania odpornej stabilnosci ro-
dziny macierzy stanu (gldwnie L-stabilnosci i K-stabilnosci) stosuje si¢ inne meto-
dy, opisane w punktach 4.5 i 5.2 oraz w rozdziale 9. Zdecydowana ich wigkszos¢
bazuje na metodzie Lapunowa. Sg to jednak w przypadku ogélnym warunki typu
dostatecznego. Dlatego tez niezbedne sa dalsze badania naukowe majace na celu
sformutowanie warunkéw koniecznych i wystarczajacych odpornej stabilnosci
rodziny macierzy stanu o niepewnych elementach.

Praca zawiera zwarte opracowanie najwazniejszych rezultatéw przedstawio-
nych w literaturze (gléwnie zagranicznej) poswigconej problemowi badania od-
pornej stabilnosci ukladéw dynamicznych ze strukturalng niepewnoscia, w tym
wlasne rezultaty autora, szczegdlnie w zakresie wyznaczania dopuszczalnych
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przedzialow zmian wspétczynnikéw wielomianu przedziatowego oraz w zakresie
metod funkeji testujacych stuzacych do badania odpornej D-stabilnosci rodziny
wielomianéw o wspotczynnikach zaleznych liniowo od niepewnych parametrow
oraz wieloliniowo, a takze okreslonych rodzin macierzy o elementach zaleznych
liniowo od niepewnych parametrow.

Poszczegdlne metody, stuzace do badania odpornej D-stabilnosci, zostatly
zilustrowane przykiadami liczbowymi. Obliczen dokonano z wykorzystaniem pro-
graméw komputerowych opracowanych w §rodowisku systemu MATLAB.
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DODATEK

PARAMETRYCZNE OPISY BRZEGOW
WYBRANYCH (’)BSZAR(’)W
NA PLASZCZYZNIE ZMIENNEJ ZESPOLONEJ

1. Otwarta lewa poélplaszczyzna

Opis parametryczny brzegu:
s=jy, yelY=(-oo,00). (D.1)

2. Przesunigta otwarta lewa polplaszczyzna

Opis parametryczny brzegu:
S=‘7+jy> Y€ Y:(—oo,oo), (DZ)

gdzie v > 0.

3. Otwarty sektor

1 T 1 Y Y

Re 0

Rys. D.1. Otwarty sektor
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Opis parametryczny brzegu:

S:_ysgn(y)+1ytg99 Y€ Y:(—oo,oo),

(D.3)

gdzie 6 jest katem pomiedzy ujemna polosia rzeczywista a brzegiem obszaru
przy czym 6 € (0,7t / 2). ’

4. Otwarty sektor odcigty

Opis parametryczny brzegu:

S:{—yﬂ'ytg@, gdy |y<y,
—ysgn(y)+ g6, gdy |y>7,

gdzie oznaczenia s jak na rysunku D.2, za§ ye ¥ = (—o00,00).

Re 0

Rys. D.2. Otwarty sektor odciety

(D.4)
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5. Otwarty sektor hiperboliczny

Im

Rys. D.3. Otwarty sektor hiperboliczny

W ukladzie wspotrzednych (u,v) rownanie hiperboli pokazanej na rysunku

D.3 (brzeg obszaru) ma postaé

DR

gdzie b=y tan6. , },

(D.5)

Na plaszczyznie zmiennej zespolonej hiperbola (D.5) ma opis parametryczny:

2
S:yijb [f}) -1 > ye& Yz(‘°°,—7)a (D6)

przy czym znak plus odpowiada gatezi hiperboli pofozonej w p(.’)’fp{aszczyz'nie

Ims >0, a znak minus odpowiada galezi potozonej w pé{p%aszczyipl.e Im s S 0.
Hiperbola (D.6) przecina 0§ rzeczywista w punkcie —7 , a jej galezie p.rzy

y — e daza asymptotycznie do brzegéw sektora (D.4). Hiperbola (D.6) jest
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stosowana do aproksymacji brzegu odcigtego sektora (D.4), Zaznaczonego na ry-
sunku D.3 linig przerywana [1].
Opis parametryczny hiperboli (D.5) mozna tez przedstawié w postaci

s=—y(cosh y— jtan@sinh y), ye¥ =(—o0,00). (D.7
6. Otwarte kolo o srodku s, i promieniu r
Opis parametryczny brzegu:

s=s9+rexp(j2ny), yeY=[0,1], (D.8)
gdzie sy =uy + jvg jest $rodkiem kota.
7. Otwarte kolo jednostkowe
Opis parametryczny brzegu:

s=exp(j2ny), yeY=[0,1], (D.9)
lub

s=exp(jny), yeY=[0,2]. (D.10)

Uwaga D.1. Przy rozpatrywaniu D-stabilnosci wielomianéw o rzeczywistych
wspdlczynnikach mozna ograniczy¢ si¢ do fragmentéw brzegéw obszarow leza-
cych w pélptaszczyinie Ims>0. Wtedy ¥ = [0, ) przy opisie parametrycznym
brzegow (D.1)«(D.4) i (D.7) oraz ¥ =[0,1] dla opisu parametrycznego krzywej
(D.10).
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