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Wstep

- Powtorzenie wiadomosci o wlasnosciach rzutu réwno-
leglego, polaczone z przypomnieniem potrzebnych twier-
dzen ze stereometrii.

§ 1. Wiasnos¢ rzutu réwnoleglego.

1. W poprzednim kursie nauki geometrii nauczyliémy si¢ odwzoro-
3 wywaé na plaszczyznie utwory przestrzenne za pomoca rzutu réwno-
leglego.

Oto sa gléwne wlasnosci tego rzutu:

a) Wiasno$¢ L. Rzut réwnolegly linii prostej na dowolng plasz-
G czyzne jest linig prostq. -

Oznaczmy plaszczyzng, na ktéra rzutujemy przez m, dana prosta
~ przez ¢, kierunek rzutéw przez s. (Rys. 1).

: Aby otrzymac rzut pro-
; ' ‘stej ¢, nalezy poprowadzié
- przez poszezegolne jej pun-
Bt proste s, s, sy, ...
- réwnolegle do kierunku rzu-
tu s i wyznaczy¢ punkty,
ktérych te proste prze-
jaja rzutnie .
Proste rzutujaces,
S3, ... wypelniaja ptla-
czyzne rzutujacaR,;
a krawedzi ¢’ tej plasz-
yzny z rzutnia znajduja
zatem rzuty poszczeg6l-
ych punktéw danej pro-
g- A poniewaz wiemy,
ze krawedzia dwoch plasz-
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czyzn jest linia prosta, przeto przekonywamy si¢, ze istotnie rzut
rownolegly linii prostej jest linia prosta.

7 powyiszej wlasnodci korzystamy przy kredleniu rzutu réwnole-
glego linii prostej i odcinka:

Przyjmujemy na prostej dwa dowolne punkty, np. 4 i B, wyznaczymy ich rzuty
A’ i B’ i laczymy je linia prosta; odcinek A’ B’ jest rzutem odcinka A B, linia prosta
A’ B’ jest rzutem linii prostej 4 B.

Udowodnij przy pomocy rysunku 1 nastepujaca
Wiasnosé IL. Jezeli punkt M dzieli odcinek AB w stosunku n, to
jego rzut M’ dziele rzut
A" B w tym samym sto-
sunkw n.

b) Wiasnos¢ III. Jezeli
proste v, Ty, To, ... SG W Prze-
strzeni do siebie réwnolegle,
to ich rzuty réwnolegle sq
réwniez do siebie rownole-
gle; stosunki odcinkéw row-
nolegltych do ich rzutéw réw-
nolegltych sq réwne. (Rys. 2).

Jezeli wezmiemy pod u-
wage plaszczyzny rzutuja-
ce poszczegdélne dane pro-
ste, to zauwazymy, Ze sg
one do siebie réwnolegtle ;
ich przeto krawedzie ', 7/,
Tols i -ei- 4, TzUtNia MUSZE
by¢, jak wiemy ze stereo-
metrii, rowniez do siebie
rownolegle, a to sa wlasnie
rzuty danych prostych.

Na danych prostych réwnoleglych przyjeto odcinki a, b, ¢, ...,
ich za$ rzuty oznaczono a', b, ¢/, ... Z tréjkatéw podobnych, ktére
na rysunku zakreskowano podwdjnie, wynika:

gl b e e
& R Sl
Uwaga. Jezeli proste réwnolegle v, ry, 14, ... (Rys.2) sq prostopadle
do rzutni, to kat, ktéry tworzq ich rzuty v', 1y', 15/, ... z linig poziomq h,
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nazywamy, jak wiadomo, skreceniem rzutu réwnoleglego; kat ten
oznacza¢ bedziemy litera m°. Zazwyczaj przyjmujemy :

m0® = 300, 459 600,

Stosunek odcinkdw prostopadtych wzgledem rzutni do ich rzutéw na-
zywamy, jak wiadomo, skroceniem rzutu réwnoleglego; oznaczaé go
bedziemy litera ¢q. Zazwyczaj przyjmujemy : .

c) Wiasnos¢ IV. Jezeli figura plaska jest réwnolegla do rzutni, to
jej rzut réwnolegly jest figurq do mniej przystajacq.
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Rys. 3.

; 1) Wezmy pod uwage np. prostopadloscian o krawedziach 40, 50
1 60 mm i ustawmy go tak, aby jego tylna $ciana przylegata do plasz-
czyzny tablicy, krawedzie za$ boczne mialy polozenie pionowe. (Rys. 3).

Przyjawszy plaszczyzne tablicy za rzutnie wykredlmy rzut réwno-
leglty prostopadiodcianu.
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P’ i poprowadZmy na plaszczyznie n dowolna prosta g, przecho-
dzaca przez P’.

Zakladamy wiec, ze p | g i p|g,;

twierdzimy, ze p | g,.

Dowod. Przyjmijmy na prostej p dwa punkty P i P, réwno oddalone
od punktu P’, a nadto dwa punkty @ i R na prostych ¢ i g,.

Z zalozen wynika, ze proste ¢ i ¢, sa wysokoSciami tréjkatéw P QP,
1 PRP; i przechodza przez $rodek ich wspélnej podstawy PP;; tréj-
katy te sa wiec réwnoramienne, z czego wynika réwno$é odcinkdéw :

PRE=—CR 2
PQ:PI Q)

a w nastepstwie tego przystawanie tréjkatéw P QR i P; QR.

Oznaczmy punkt przecigcia si¢ wspélnej podstawy tych tréjkatéow
QR z prosta g, przez X ; jezeli X polaczymy z punktami P i Py, otrzy-
mamy dwa réowne odcinki PX i P X.

Tréjkat PXP, jest wigc réwnoramienny, a prosta g¢,, laczaca w nim
wierzchotek X ze Srodkiem podstawy P’, jest jego wysokoScia, z czego
wynika, ze: i)

Udowodniliémy zatem, ze prosta p jest prostopadla do wszystkich
prostych lezacych na plaszczyznie mw, a przechodzacych przez jej
punkt przebicia P’.

Jezeli jednak prosta p jest prosto-
padla do prostej ¢,, to jest prostopa-
dla do wszystkich prostych réwnole-
glych do g,.

Prosta p jest zatem prostopadia
do kazdej prostej na plaszczyznie m,
jest wiec prosta prostopadla do
plaszczyzny .

Nawzajem, plaszczyzne w nazy-
wamy plaszczyzna prostopa-
dta do prostej p.

Wniosek. Wspdlne ramie p dwéch
katéw prostych, ktérych dwa inne ra-

Rys. 6. miona lezqg na plaszezyinie m, jest pro-
stopadle do tej plaszezyzny.

Na tym polega budowanie prostopadtej do plaszczyzny przy pomocy
dwu wegielnic lub dwu ekierek, jak to widzimy na rys. 6.

Zbuduj w ten spos6b prostopadia do plaszczyzny zeszytu, $ciany itp. !

4. Udowodnij samodzielnie nastepujace twierdzenia :

Twierdzenie I1. Przez kazdy punkt na plaszczyinie lub zewngtrz plasz-
czyzny moina poprowadzié tylko jedng prostq prostopadly do tej plaszezyzny.

Twierdzenie III. Wszystkie proste prostopadle do tej samej plasz-
czyzny sq do siebie réwnolegle. (Rys. 6).

Twierdzenie IV. Przez kazdy punkt na prostej lub zewngtrz prostej
mozna poprowadzié tylko jedng plaszezyzne prostopadle do tej prostej.

Uwaga. Rzut réwnolegly nazywamy wkosnym, jezele kierunek rzutu
jest do rzutni uko$ny, prostokaqtnym (prostopadlym), jezeli kierunek
rzutw jest prostopadty do rzutna.
(Zob. tys. 61).

5. Twierdzenie V. Rzut pro-
stokatny kqta prostego na plasz-
czyzne g jest katem prostym, je-
zelv przynajmmniej jedno z jeqgo
ramion jest réwnolegle do tej
plaszezyzny. (Rys. 7).

Dow6d. Oznaczmy ramie
réownolegle do plaszezyzny @
przez ¢. Jego rzut prostokatny
g’ na te plaszczyzne wyznaczy-
my, jezeli wyznaczymy rzuty
prostokatne dwoéch jego punk-
tow, np. wierzchotka O i do-
wolnego punktu G'; a wiec je-
zeli poprowadzimy przez te
punkty dwie proste s i s, pro- N
stopadle do plaszczyzny @, a :
tym samym prostopadte do ra- Rvs. 7.
mienia g.

Rzut prostokatny I’ drugiego ramienia ! mozemy wyznaczyé jako
krawedz plaszczyzny R, poprowadzonej przez I prostopadle do plasz-
czyzny .

Plaszczyzna R przechodzi jednak przez prosta s; prostopadla do
ramienia ¢. Rami¢ ¢ jest wiec prostopadle do dwéch prostych 11 s;
lezacych  na plaszczyznie R, jest zatem — wedlug twierdzenia I,
art. 3. — prostopadle do wszystkich prostych lezacych na plaszczyznie
R, a wiec i do rzutu [’

Jezeli rami¢ ¢ jest prostopadle do rzutu ', to do tego rzutu jest
prostopadia kazda prosta réwnolegla do ¢, a wiec i rzut ¢’

Rzuty g" o I tworzq zatem ze sobq kqt prosty.
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Rozdzial L.

Rzuty prostokatne na jedng plaszczyzne.
[Rzuty cechowane]

§ 1. Rzut i cecha punktu
[Poziomnica, plan poziomnicowy, mapa topograficznal.

6. a) Szczegélny przypadek rzutu réwnolegltego zachodzi, jak to
poznaliSmy w art. 4, wtedy, gdy kierunek rzutu jest prostopadity do
rzutni. Rzut taki nazwaliémy rzutem prostokatnym.

4 Jezeli wiec plaszczyzna n
9f & jest rzutnig (rys. 8), P za$
P dowolnym punktem w prze-
° : strzeni, to chcac wyznaczyc

T rzut prostokatny punktu P

prowadzimy przez niego pro-
sta prostopadla do m.

BH) : Oznaczmy te prostopadla

: oP’ % przez p; nazywac ja bedziemy
/:’ ¢l prosta rzutujaca punkt P.

(o] Punfkt P’ (czytaj: P z kre-

ska), w ktérym rzutujgca p
przebija rzutnie g, jest rzutem

0 prostokgtnym punkiu P na te
. rzutnie.
@’; "Przyjmuj rézne punkty powyzej

B rzutni, ponizej, na rzutni, i wyznaczaj
Rys. 8. ich rzuty prostokatne ! (Por.rys. 6!).

Poniewaz przez dany punkt mozna poprowadzi¢ tylko jedna pro-
stopadla do danej plaszczyzny (zob. twierdzenie II, art. 4), przeto
przekonywamy sie:

Dia kazdego punktu znajdujgcego sie zewnqlrz plaszczyzny lub na
plaszczyinie da sie wyznaczyé jednoznacznie jego rzut prostokgtny na te
plaszezyzne.

Czyli:

Kazdemu punktowr zewngtrz plaszczyzny lub na plaszezyinie odpo-
wiada na tej plaszezyinie jeden tylko rzut prostokatny.

b) Przy pomocy rysunku 6 i 8 spostrzegamy, ze z prostokatnym
rzutem P’ schodza si¢ rzuty prostokatne wszystkich punktéw znajdu-
jacych si¢ na rzutujacej p.
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A zatem:

1) Kazdemu punktowr, np. F' rys. 6, przyjetemu na rzutni 7 za rzul
prostokatny jakiegos punktu w przestrzeni, odpowiada wiezliczona losé
punktéw, ktérych rzuty prostokgtne na rzutni¢ w schodzq si¢ z F'; punkty
te znajdujq sie na prostopadlej do rzutni, zbudowanej w F'.

2) Sam rzut prostokgtny punktu mnie okresla jeszcze polozenia tego
punktu w przestrzeni. »

Polozenie punktu w przestrzeni bedzie dokladnie okreslone, jesly oprécz
jego rzutu prostokginego bedzie dana jego odleglosé od rzutmi.

Liczbe wymiarowa odlegloéci punktu od rzutni nazywamy cecha

punktu.
Punkt ma ceche ,,+, jezeli znajduje si¢ po tej samej stronie
rzutni, co nasze oko; ma ceche ,,—*, jezeli znajduje si¢ po prze-

ciwnej stronie rzutni; ma ceche 0, jezeli lezy na rzutni.
Ceche punktu umieszczamy na ry-

sunku po prawej stronie jego rzutu g

prostokatnego, ujmujac ja w nawias °Bi70j E 00/’7/

i opuszczajac miano dilugosci (zob.

rys. 8 1 9), ktére zaznaczamy jednak |

zwykle na skali (podzialce) rysunku. on :

(Zob. rys. 9!). oD/Z” T o Efy)
Rzut prostokatny punktu, zaopa- Nt

trzony w powyzszy sposob w ceche, o~ i

nazywa sie rzutem cechowanym -

punktu. °F/:?/ | 05;3}
Na rys. 9 sa dane rzuty cechowane kilku

punktéw. Wyznacz ich polozenie w przestrzeni, Rye .

przyjmujac plaszczyzne rysunku za rzutnie!

Uwaga. Jesli rzutnia m ma polozenie poziome, nazywamy ja pla-
szezyzng pordwnawczq. Za plaszczyzne poréwnawcza w geografii
przyjmujemy poziom morza. Cechy dodatnie punktéw oznaczaja
wtedy ich wysokosci geograficzne, cechy ujemne ich gl¢bokosci geo-
graficzne.

7. Powierzchnie ziemi wraz z jej wklgstoSciami i wynioslosciami nazy-
wamy powierzchniq topograficzng.

Wezmy pod uwage powierzchnie topograficzna pewnej okolicy
i pomyélmy sobie, ze przecinamy ja plaszczyznami poziomymi, odle-
glymi od plaszczyzny poréwnawczej, np. o 100 m, 110 m, 120 m, 130 m
itd. Otrzymamy na powierzchni topograficznej linie pozioméw 100 m,
110 m, 120 m, 130 m, ... ktére lacza na niej punkty, majace wysokosci
100 m, 110 m, 120 m, 130 m.



Linie te nazywaja si¢ w geografii poziomnicami, takze war-
stwicami.

Rzut prostokatny poziomnic pewnej okolicy (kraju) na dowolna
plaszczyzne pozioma nosi nazwe planu poziomnicowego.

Plan poziomnicowy rysuje si¢ w pewnej skali, a poziomnice za-
znacza si¢ liczbami dodatnimi lub ujemnymi, stosownie do tego, czy
tacza punkty polozone powyzej, czy ponizej poziomu morza. (Zob.
rys. 121).

Plan poziomnicowy nazywa si¢ mapa topograficzna, jesh
jest zaopatrzony w rézne szczegély, jak drogi komunikacyjne, lasy,
faki, rzeki itp.

§ 2. Rzut prostej i odcinka. Slad prostej. Kat nachylenia prostej
do rzutni. Twierdzenie o dlugosci rzutu odcinka.

8. a) Rzut prostokatny dowolnej prostej [ na rzutni¢ w (Rys. 10)
mozemy wyznaczy¢ w dwojaki sposéb (Por. wlasno$¢ I w art. 11 uwage
w art. 4!):

l 4
B,Z/
|
UL
[ 2l
|
i
ﬁLI
! i
|
I
| |
: |
S ~ | |
&—2‘ Vo) ‘L I’
A g
T
Rys. 10.

1) prowadzimy przez prostg 1 plaszczyzne rzutujgeq Py prostopadle
do rzutni @ © wyznaczamy krawed? ', wzdluz ktdrej ta plaszezyzna prze-
cina rzutnie ;

albo:
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2) przyjmujemy na prostej L dowolne dwa punkty A i B, wyznaczamy
ich rzuty prostokatne A’ v B’ i lgczymy je linig prostq .

Prosta A" B' jest rzutem prostokainym prostej AB, odcinek A’ B’
jest rzutem prostokgtnym odcinka AB. -

b) Przy pomocy rysunku 10 przekonywamy sig:

1) Jest niezliczona ilosé prostych 1, tak samo niezliczona ilosé odein-
kéw AB, ktérych rzuty prostokgtne nakrywajq sie z prostq U, wzglgdw’ie
2z odcinkiem A’ B’, przyjetymi na rzutni q. Proste | v odeinki AB wypel-
niaja plaszezyzne rzutujgeq Pi.

2) Polozenie w przestrzent prostej 1, jak réwniez dowolnego odcinka
lezqceqo na miej, np. AB, bedzie dokladnie okreslone, jesli na jej rzucie
prostokatnym 1’ bedg dane rzuty cechowane dwdch jej dowolnych punktéw,
np. 4 1 B.

Prostokatny rzut prostej, zaopatrzony rzutami cechowanymi dwéch
jej punktéw, nazywamy rzutem cechowanym tej prostej. Jezeli cechy
punktéw A4 i B, lezacych na prostej I, oznaczymy ogdlnie z; i z,, to
rzut cechowany prostej 4B oznaczymy A’(z;)B’(z,).

¢) Udowodnij samodzielnie przy pomocy rysunku 10 nastepujace
twierdzenie :

Jezeli punkty 1, 2, 3, 4, ... dzielg w przestrzeni odcinek AB na n
réwnych czesci, to rzuty prostokatne tych punktéw 1', 2", 3', 4', ... dzielg
na tylez réwnych cze¢sci rzut prostokgtny odcinka A" B'.

9. a) Punkt S, w ktérym prosta [ przebija rzutni¢ & (Rys. 10),
nazywamy $ladem prostej [ na tej rzutni.

Przez $élad prostej przechodzi, jak widzimy, rzut tej prostej. Kat a,
ktéry tworzy prosta | ze swoim rzutem prostokatnym na plaszczyzne ,
nazywamy katem nachylenia prostej | do tej plaszezyzny.

Przy pomocy rysunku 10. przekonywamy si¢:

Kat nachylenia do rzutni w jakiegokolwiek odcinka na prostej 1 jest
réwny katowi nachylenia tej prostej do rzutni.

I odwrotnie :

Kaqt nachylenia prostej | do rzutni g jest réwnoczesnie katem mnachy-
lenia do tejze rzutni kazdego odcinka na prostej l.

b) Wezmy pod uwage na rysunku 10. tréjkat prostokatny ABI.
Kat « przy wierzchotku 4 jest réwny katowi nachylenia do rzutni
odcinka A B, przyprostokatna za$ AI réwna jest diugodci rzutu 4" B'.
Z trygonometrii wiadomo, ze:

Al
4B

= CO0S Q.



14

Wprowadzajac zas za AI odcinek 4’ B’, otrzymamy:

‘Q— s tad
1B = C0s ¢, stad zas:

IS ASBE AR co Tl 2) AB:AB
A zatem: G
1) Jezeli jest dana dbugosé odeinka AB, to mnoiqc jg przez cosinus
kata nachylenia odcinka do rzutni otrzymamy dlugosé jego rzutu A’ B'.
2) Jezelv zas jest dana dlugo$é rzutu A’ B', to dzielac jq przez cosi-
nus kata nachylenia odeinka do rzutni otrzymamy dlugosé tego odeinka AB.
Uwaga. Prostokq'ny rzut odcinka wie zmienia swej diugosci, jezeli
nie zmienia sie kqt nachylenia odeinka do rzutni.

A zatem dlugo$¢ rzutu odcinka pozostaje stala podczas ruchu od-
cinka :

1) postepowego po stalej prostej; *

2) obrotowego dokola prostej prostopadlej do rzutni; *

3) srubowego dokola prostej prostopadlej do rzutni.*

c) Stosunek réznicy cech punktow koricowych jakiegokolwiek odcinka,
lezqeego na prostej 1, do dlugosci rzutw prostokgtnego tego odcinka, nazy-
wamy spadkiem prostej | wzgledem rzutni.

Oznaczajac spadek linii prostej [ litera ¢ otrzymujemy z trojkata
prostokatnego 4 I B (rys. 10):

t= =tlga

colmal

To znaczy: 4

Spadek liniv prostej wzgledem rzutni réwna sie tangensowi kata na-
chylenia tej prostej do rzutni.

10. Zagadnienia.

Przyktad 1.

Dany jest rzut cechowany linii prostej | za pomocq rzutéw cechowanych
dwdch jej punktéw A’ (3,5) ¢ B" (9,2) (Rys. 11).

Mamy wyznaczyé

1) Slad prostej | i jej kqt nachylenia do rzutni;

2) prawdziwg wielko$é odeinka AB:;

3) rzuty takich punktéw tej prostej, ktérych cechy sq po sobie naste-
pujacymi liczbame calkowityma.

Rozwigzanie. 1) Przyjawszy za rzutni¢ plaszczyzne rysunku obr6émy
dokola rzutu I’ plaszczyzne rzutujaca prosta I tak, aby sie zjednoczyla
z rzutniq. (Plaszczyzna rzutujaca P; jest przedstawiona na rys. 10!). Po
takim zjednoczeniu odlegloéci punktéw 4 i B od rzutni beda odcinkami
prostopadlymi do rzutu 1.

* Zademonstrowa¢ taki ruch odcinka.

- e
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Jezeli wigc w rzutach 4’ 1 B’ wykreslimy prostopadle do I’ i na tych
prostopadlych odlozymy odcinki A4’ (4) i B’/ (B) réwne cechom 3,5 i 9,2
punktow 4 i B, to prosta (I) taczaca punkty (4) i (B) przetnie rzut I’ w punk-
cie S 1 utworzy z tym rzutem kat a.

Ryss 11,

Punkt S jest szukanym $ladem prostej 1, kat za$ a jest szukanym katem
nachylenia tej prostej do rzutni; odcinek (4) (B) jest réwny odcinkowi 4B
w przestrzeni.

2) Wykreélmy dowolna prosta p prostopadla do rzutu I’ i odlézmy
na niej od punktu przecigcia si¢ z I’ odcinki réwne jednej, dwom, trzem,
... przyjetym na podzialce (skali) jednostkom dlugosci.

Jedli przez konce tych odcinkéw poprowadzimy proste réownolegle do
rzutu I/, to przetna one prosta (I) w punktach, ktérych cechy wynosza
1, 2, 3, 4, ... przyjetych jednostek dlugosci.

)

Wykreél rzuty prostokatne tych punktéw !

Uwaga. Niechaj punkty A @ B, dane za pomocq swoich rzutéw cecho-
wanych na rys. 11, wyobrazaja punkty terenu.

Za $redwi spadek drogi miedzy tymi punktami przyjmujemy stosunek
réznicy poziomdw (cech) tych punktdw do diugosci rzutu drogi.

Przyklad 2.

Dany qjest na figurze a) rys. 12 plan poziomnicowy pewnej okolicy
w skalv 1 :1000.

Mamy obliczyé :

1) Kaqty ay @ ay, pod ktérymi widzimy punkt P ze stanowisk R i Ry,
znajdujgeych si¢ na tym samym poziomaie.
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2) Odleglosé punktuw P od stanowisk R i R,.

Wskazowki. 1) Mierzymy dokladnie na planie poziomnicowym dlugosei

rzutéw prostokatnych odcinkéw PR i PR, i znajdujemy np.:
PrRae—ihEmm ML RN E T

Rzeczywista dlugo$¢ tych rzutéw otrzymamy, jezeli ich dlugosci na
planie pomnozymy przez 1000; a wiec P’ R’ w naturze = 7,5 m, zas P’ R’ =
= 15,5 m. Punkt P ma ceche z, = 140 m, punkty za$§ R i R, maja réwna
ceche z; =130 m, a wiec 2z, — 2z; = 10 m.

Mamy zatem:

7,5
B (k= 1’0 = 0,75 l
Por. rys. 10!
15,5 3
ctg ay= o 1,55

Przy pomocy tablic trygonometrycznych znajdujemy :
a; = 5308,8"
ay = 32049,7".

2) Dlugoscei odcinkéw PR i PR, obliczymy przy pomocy réwnania 2)
ZEant RSt b

7,5 15,5 m
o ) o
COSay COSaLy
Przyklad 3.
Na plante poziommicowym — rtys. 12b) — prowadzq ze stanowiska
K do stanowiska By dwa goscitice — przez miejscowosé B i przez miejsco-

wosé K.

Rys. 12.
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Obliczyc¢ :
- 1) Spadki napotykane na obu gosciticach; [Por. uwage w przykla-
dzie 1!];

9) dlugosci obu gosciriciw.

Wskaz6éwki. 1) Z planu poznajemy, Ze godcince KK, i BB, sa poziome,
a wiec ich spadek wynosi 0; chodzi zatem tylko o spadki goscincow KB
i K{B;, a te obliczymy jak w ust. ¢) art. 9.

2) Dlugosci gosdcificow poziomych otrzymamy, jezeli ich dtugosci na
mapie pomnozymy przez 1000 (Skala!).
Dlugoéci goscincéw pochylych obliczymy jak w przykladzie 2).

Uwaga. W praktyce nie uwzgledniamy mniejszych pochyloser, zwlaszcza
na znacznych odleglosciach.

11. Cwiczenia.
1) Przyjmujac plaszczyzne zeszytu za rzutnie, wykre$l rzut odcinka a = 5cm,
ktérego kat nachylenia wynosi ¢ = 09, 30°, 45° 60°, 75° 80°,-90°!
Oblicz rachunkiem dlugo$¢ rzutu i poréwnaj go z wynikiem otrzymanym za po-
moca konstrukcji !
Oblicz spadek tego odcinka !
2) Dlugos¢ rzutu odcinka a” = 4 cm, cosinus jego kata nachylenia do rzutni wy-
nosi: cosa=1, 4 %, 4, %
Wyznaczy¢ dlugo$é odcinka: a) konstrukcyjnie, b) rachunkiem.
Obliczy¢ spadek odcinka.
3) a) Dany jest rzut cechowany odcinka A4’(3) B’(8) = 5.
Wyznaczy¢ konstrukcyjnie i rachunkiem dlugo$¢ odcinka. Obliczy¢ i wykresli¢
kat nachylenia.
b) Przeprowadzi¢ te same ¢wiczenia dla A’ (3) B’ (—8) = 5.
4) Rzut odcinka 4’ (1,2) B’(6.6) = 6,6.
a) Wyznaczy¢ konstrukcyjnie $lad prostej 4B i kat jej nachylenia do rzutni.
b) Obliczy¢ kat nachylenia i spadek prostej 4B.
¢) Wyznaczy¢ konstrukcyjnie i obliczyé rachunkiem dlugo$¢ odcinka A4 B.
5) Oblicz spadek Wisly miedzy jej Zrédlem a Krakowem i Krakowem a Warszawa !
Por. uwage w przykladzie 1 art. 10!

§ 3. Punkty i proste na plaszczyznie.

Slad plaszczyzny. Kat nachylenia plaszczyzny do rzutni.
Twierdzenie o polu rzutu figury plaskiej.

12 a.) Wiemy ze stereometrii, ze plaszczyzna jest wyznaczona przez
trzy punkty nie lezqce na jednej prostej.

Z pewnika tego i z artykulu 6 b) wynika, ze:

Polozenie plaszezyzny w przestrzeni jest dokladnie okreslone,  jesli

8¢ dane rzuty cechowane trzech jej punktéw, np. A'(4), B'(4) i C'(2).

(Rys. 13).

Chodowicki : Rzuty prostokatne B0

"~
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Rys. 13.

Przy pomocy bowiem danych rzutéw cechowanych trzech punktéw
mozemy wyznaczy¢ polozenia tych punktéw w. przestrzeni, a nastep-
nie poprowadzi¢ przez nie tylko jedna plaszczyzne P.

b) Wiemy réwniez ze stereometrii, ze jesli prosta ma dwa punlkty
wspdlne z plaszezyzng, to ma wtedy wszystkie punkty wspdlne z tq plasz-
czyang.

O takiej prostej méwimy, ze lezy na plaszczyZnie, o plaszczyznie,
ze przechodzi przez prosta.

Wezmy pod uwage na rysunku 13 proste m i n, laczace punkty
A, B z punktem C plaszczyzny P;, a wiec lezace na tej plaszezyznie.
Punkty S i S, przeciecia sie tych prostych z ich rzutami m' i »’ sa,
jak wiemy z ust. 9a), $ladami tych prostych, tj. ich punktami prze-
bicia sie z rzutnia P.

Prosta s laczaca punkty S i S, lezy zatem i na plaszczyZznie Py 1 na
rzutni P, jest wiec ich wspdlna krawedzia.

Prosta s, wzdtuz ktérej dowolna plaszczyzna P, przecina rzutnie P,
nazywamy $ladem plaszczyzny P;.

Przy pomocy rysunku 13. przekonywamy sig, ze:

1) Jezeli prosta lezy ma plaszczyénie, to jej Slad lezy na Sladzie tej
plaszczyzny.

il O
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I na odwr6t:

2) Jezeli plaszezyzna przechodzi przez prostq, to jej Slad przechodzi
przez Slad tej prostej.

3) Jezeli prosta lezaca na plaszezyinie jest réwnolegla do rzutni (jak
np. prosta g faczaca punkty 4 i B o réwnych cechach), to i prosta sama,
i jej rzut prostokatny sa réwnolegle do Sladu tej plaszezyzny.

Uwaga. Punkt lezy na plaszczyinie, jesli lezy na prostej, | etqce ;m
tej plaszezyznie.

Chcac wiec przyjaé na plaszczyznie P; (Rys. 13) dowolny punkt L,
przyjmujemy najpierw na niej dowolna prosta | za pomoca dwdich
dowolnych punktéw, np. punktu N na prostej ¢ i $ladu S; na $ladzie s.

Rys. 14.

: 13. a) Przyjmijmy, ze plaszczyzne P (rys. 14) wyznacza jej $lad s
1 dowolny jej punkt 4, dany za pomoca rzutu cechowanego A’(5).

Spomigdzy niezliczonej iloéci prostych na plaszezyznie P, ktére
przechodza przez jej punkt 4, dwie z nich zastuguja na szczegdlna
uwage: prosta g réwnolegla do sladu s i prosta p prostopadla do tegoz
Sladu. '

1\’Ia prostej ¢ leza wszystkie punkty plaszczyzny P, ktérych cechy
S3 rowne cesze 5 punktu 4. Mozna ja uwazaé za krawedz plaszczyzny
danej, z plaszczyzna przechodzaca przez A réwnolegle do rzutni.

2%
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Prosta ¢ nazywamy prosta poziomnicowa lub prosta pozioma
plaszczyzny P, gdy rzutnia ma polozenie poziome.

Druga prosta p tworzy ze swoim rzutem prostokatnym p’ kat «a,
ktéry jest miara kqta nachylenia plaszezyzny P do rzutni, czyli kata
dwuéciennego, utworzonego przez plaszczyzny P i m.

Prosta p nazywamy oprosta najwiekszego spadku plaszczyzny p;
po niej sptynelaby z punktu A woda, gdyby rzutnia byla pozioma
a plaszezyzna P plaszczyzna terenu.

Prosta p tworzy z prosta ¢ kat prosty, ktérego jedno ramie jest
réwnolegle do rzutni, z czego wynika, ze rzuty prostokgine prostych
poziomych 1 prostych najwiekszeqo spadku tej same) plaszczyzny prze-
cinajq sie pod katem prostym. (Zob. twierdz. V, art. 5!).

Uwaga. 1) Spadek prostej p przyjmujemy za spadek plaszezyzny.

2) Jesli p" = A' (z) B’ (z0) jest rzutem cechowanym prostej naj-
wiekszego spadku plaszczyzny P, to przez ten rzut jest plaszczyzna P do-
ktadnie wyznaczona.

Majac bowiem rzut cechowany prostej najwigkszego spadku p, wyznaczymy za
pomoca konstrukcji wskazane w przykladzie 1. art. 10 $lad tej prostej S. (Rys. 11).
Jezeli nastepnie poprowadzimy przez $lad S prosta prostopadla do rzutu p’, to otrzy-
mamy $lad s plaszczyzny P. Plaszczyzna P bedzie przeto wyznaczona przez swoj slad
s i jeden z punktéw prostej najwigckszego spadku.

Prosta najwiekszego spadku rysujemy zwykle linia podwdjna.

b) Przyjmijmy na plaszczyZnie P, ktéra jest nachylona do rzutni
@ pod katem a (rys. 15), dowolny tréjkat ABC o polu f.
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Wyznaczmy rzut prostokatny tego tréjkata A4’ B’ C’ i oznaczmy
jego pole przez [
Mamy udowodnic, ze miedzy polami f i ' zachodzi zwigzek :

= ensian . w0 R e B SR 1)

Dowod. Przez wierzcholek 4 poprowadZmy na plaszczyznie P
L prosta pozioma ¢ (réwnolegla do $ladu s) ; prosta ¢ przecina przeciwlegty
bok BC w punkcie (, trojkat za$ dzieli na dwa tréjkaty BAG i CAG
o wspoélnej podstawie AG.

Wysokoéci obu tych tréjkatéw leza na prostych najwigkszego
spadku, przechodzacych przez wierzcholki B i C, sa zatem nachylone
do rzutni pod katem « (Por. art. 9a i uwage 1) art. 13a)!). Oznaczmy
ich dtugosci przez w = BI i przez h = CII.

Pole tréjkata 4 BC mozemy przeto przedstawié¢ jako sume poél tréj-
katéw BAG i CAG:

2f = AG-w - AG-h
= MG B) S e s e 32

Rzut prostej poziomej ¢’ dzieli rzut tréjkata 4" B" ('’ réwniez na dwa
trojkaty B' A’G" 1 C" A" G' o wspdlnej podstawie A4’'G’, ktéra, jak
widzimy z rysunku, jest réwna podstawie AG.

Wysoko$é pierwszego z tych tréjkqtéw B'l"= BI-cosa = w-cos a

s duougiezo; © 5,0, 2 C'I1lI' =CII-cosa = h-cos a

(Zob. art. 9, ust. b)!)
Pole zatem rzutu tréjkata 4’ B' C’ jest réwne:

o= AL G B ARG O T
— AG -w-cos a - AG-h-cos a
= AG (w + h)-cos a=2f.cos a.
eI = 1= COs 0 e St i i L o s R 3)

¢) Na rys. 16 przyjeto na plaszczyznie P, nachylonej do rzutni &
pod katem «, dowolny wielokat ABCDE o polu F i wykreslono jego
rzut prostokatny A4’ B"C' D" E’, ktérego pole oznaczono przez F’!

Dzielac wielokat i jego rzut na tréjkaty udowodnij samodzielnie,
ze réwnanie 1) z ust. b) jest stluszne dla rzutu jakiegokolwiek wielo-
kata plaskiego, to jest, ze:

F' = F cos a.

Pole rzutu figury plaskiej jest réwne polu samej figury, pommozonemu
przez cosinus kqta nachylenia jej plaszezyzny do rzutni.
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14. Zagadnienia.

Przykiad 1. p’

Dany fjest rzut cechowany prostej naj-
wiekszego spadku p plaszezyzny P i rzut
prostokatny punktu C tej plaszczyzny. Ao-----------omom-m-m
Wyznaczyé ceche punktu C. (Rys. 17). X

Rozwigzanie. Przez punkt C prze- §"--@ -———————— T
chodzi na plaszczyznie P prosta pozioma N
g, prostopadla do prostej najwigkszego \
spadku p. Kazdy punkt prostej ¢ posia- \
da te sama ceche co punkt C, a wiec \
rowniez punkt I, w ktérym ¢ przecina N
prosta p. Jezeli zatem przez rzut O’ po- \ B’ 872)
prowadzimy prosta ¢’, prostopadla do rzutu t:j%
p’, to prosta ¢’ jest rzutem prostokatnym
prostej ¢ i przecina p’ w rzucie prostokat-
nym I’ punktu I. (Por. art. 13, ust. a)!).

Ceche punktu I znajdziemy przy pomocy trapezu rzutujacego odcinek
AB prostej p; rysujemy go na plaszczyznie rysunku jako trapez prosto-

Rys. 17.
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ny A’ B’ B A° obréciwszy jego plaszezyzne dokola p’ o kat 90° (Por.
sadnienie 1, art. 10, rys. 111!). .

Przykiad 2.

Wyznaczyé donosnosé strzatu AZ moidzierza piechoty na terewie spa-

dzistym, majgc do dyspozycji plan poziomnicowy oraz réwnanie, podlivg

ktdrego oblicza sig te donosnosé:

Vy2sin B cos (a + f3)
g cos®a

AZ =2 , w ktérym:

V, jest szybkoscia (predkoscia) poczatkowa pocisku; przyjmijmy
np. 200 m/sek.; f katem nachylenia pocisku w punkcie wyjsciowym
do plaszczyzny te-

;|- Skala 1:20000. el
a katem nachylenia - 700
plaszczyzny  terenu L 600
~do plaszczyzny po- .| &oo
ziomu ; | 20
g przyspieszenie ziem- | 200
skie. o0
00

A
Wskazéwka. Nie- 0] X
chaj 4 oznacza nasze

stanowisko w terenie, : %/ w/
B P cel strzalu. (Rys. W/ s
- 18). Rysujemy prze- 4

g =20

kréj terenu plaszczy-
zna pionowa, przecho-
BN dzaca przez linie AP,
~ czyli tzw. profil te-
~ renu. Linia AP utwo-
rzy na tym profilu z linia pozioma =z kat «, ktéry obliczymy, jak
w przyktadzie 2, art. 10.

Kat f przyjmujemy tak, aby wyjscie pocisku polowilo kat miedzy pio-

nem z a linia 4P, tj.:
1 (5w :
p _?(7_'1)’

 wtedy bowiem daleko$é rzutu AZ osiqga swoje maksimum.

Rys. 18.

Przyklad 3. Na podstawie podanego wykazu donosnosei strzatu z pie-
e roznych bromi osqdzié, ktdrej z mich nalezy uzyé i przy jakim kecie
podwiesienia (elewacji), aby strzal jej trafil ze stanowiska A w stanowisko
X na zboczu przeciwleglej gory.
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Skala 1700.000.

Do dyspozycji ma-

na w skali 1: 100 000.
(Rys. 18a).
Rozwigzanie. 1) Naj-
pierw wykreslamy pro-
fil przekroju terenu pla-
SzCzZyzna pionowa, prze-

i obliczamy rzut pro-
stokatny odcinka A4X,
jak w przykladzie 3 w
art. 10; a poniewaz
spadek tego odcinka
jest bardzo maly, prze-
to za jego dlugos¢ przyj-
Rys. 18a. mujemy wprost dlugosc¢

rzutu.

W ten sposéb obliczona dlugos¢ 4 X = 4900 m.

ode pem
Rodzaj broni pfczzy;k(:sa Kat podniesienia Dogosrj‘;;fetijal“

1) Karabin . . . 880 m/sek 41/,0 4000 m

2) Haubica . . . 340 m/sek 159 9800 m

3) Armata, . . - 300 m/sek 15° 12700 m

4) Armata . . . 550 m/sek 300 10 700 m

5) Armata . . . 430 m/sek 159 4880 m

Poznajemy, ze nalezy uzy¢ armaty ad 5) przy kacie podniesienia y = 15°.

2) Chodzi obecnie o to, czy pocisk nie zawadzi po drodze o szczyt dru-
giej géry. Ruch érodka pocisku w prozni, jak wiadomo, jest ruchem wy-
padkowym dwéch ruchéw: jednostajnego w kierunku poziomym, o szyb-
koéci Vq cosy, i jednostajnie opdénionego w kierunku pionowym, o szybkosci
Vosiny, jezeli opuszcza lufe z szybkosciq poczatkowq Vo, pod katem podnie-
stenia .

Gd;}/}by zatem pocisk lecial w prézni, znalaztby si¢ po ¢ sekundach w miej-
scu, okreslonym wspolrzednymi :

x= Vy-t-cos y
y= Vy-t-sin y — L g2,
gdzie g jest przy$pieszeniem ziemskim.
Rugujac zaé z tych réwnan ¢, otrzymamy rdwnanie toru, ktéry zakre-
¢litby $rodek pocisku w prézni:
1 g
i e o e R e e oD e
R i Vozcosz'yx )
Jest to, jak wiadomo, réwnanie paraboli, ktérej o§ ma polozenie pio-
nowe, wierzcholek za§ W jest w miejscu, gdzie powyzsza funkcja st. 2. ma
maksimum, a wigc w miejscu:

my mape topograficz-

chodzaca przez lini¢ AX .
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e
& b Vy?sin 2y
Ty =—— =——————2.

2a 2¢
e A _V02S.n2 2)
e T 2 LA

W powietrzu jednak érodek pocisku zakresla krzywa balistyczna,
ktéra przechodzi w bliskosci wierzcholka paraboli ad 1).
Przyjmujac wigc w réwnaniu 2): .
V, = 430 m/sek, y =15° ¢ = 10 m, otrzymamy wspohzedne wierz-
chotka W:
2, = 4 622,56 m

o } , z ktérych poznajemy, ze W
Yo = bal m

znajduje si¢ o 321 m wyzej od szczytu gory S, ponad ktéry ma przele-
cie¢ pocisk.

Przyjmujemy zatem, Ze pocisk nie zawadzi o ten szezyt © wybuchnie w bli-
skosci miejsca X.*

Cwiczenie.

Dane sq rzuty cechowane trzech punktéw plaszczyzny P, : A’(1), B’(4), C(8,3).

Mamy wyznaczy¢: a) $lad plaszczyzny Py; b) prostq najwiekszego spadkw; c) kat na-
chylenia plaszczyzny Py do rzutni; d) rzeczywista wielkosé tréjkata ABC.

Wskazéwki ad a). Nalezy wyznaczy¢ $lady prostych 4B i BC, jak
w art. 10. Prosta laczaca te $lady jest $ladem plaszczyzny P;.

Ad b)ic). Rzut prostej najwigkszego spadku otrzymamy, jezeli przez je-
den z rzutéw danych punktéw, np. przez B’ (4), poprowadzimy prostopadia
do wykreélonego $ladu plaszczyzny; kat nachylenia prostej najwigkszego
spadku, ktéry jest réwniez katem nachylenia plaszczyzny, znajdziemy jak
w art. 10.

Ad d). Rzeczywista wielko§¢ trojkata ABC otrzymamy, jezeli wyzna-
czymy rzeczywiste wielkosci jego bokéw ! (Por. art. 10, przykiad 1!)

§ 4. Klad plaszczyzny i jego zastosowanie.

15. a) Wezmy pod uwage tréjkat 4BC, opierajacy si¢ bokiem 4B
o rzutnie P, od ktérej wierzcholek € jest odlegly o 10 przyjetych jedno-
stek dlugosci. [Rys. 19 a)]. Kat nachylenia do rzutni plaszczyzny troj-
kata P, oznaczono przez a, jej $lad przez s, rzut cechowany wierzchotka

- C przez ('(10).

Poprowadzmy nastepnie przez wierzcholek C prosta najwigkszego
spadku plaszczyzny P, i oznaczmy jej punkt przeciecia si¢ ze $ladem
s przez M. Prosta & taczaca punkt M z rzutem C’ jest rzutem prosto-

~ katnym prostej O'M, jest przeto prostopadla do éladu s, tj.

C'M = h|s. [Zob. art. 13 ust. a)!].

* Blizsze objasnienia do przykladu 2. i 3. znajdzie uczen w artykulach 9—28
ksiazki: Dr Tadeusz Felsztyn, Balistyka. Ksiaznica-Atlas. 1939. Biblioteka
Przysposobienia Wojskowego. Z. 1. s
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:B(”)

'

RysHTYC

Jesli plaszczyzne P, obrécimy dokola $ladu s o kat (180—a) lub a,
to zjednoczy si¢ ona z rzutnia, a punkt C, zakreSlajac w przestrzeni
tuk kota k o promieniu r = C'M i érodku M, padnie na prosta h.

Te polozenia punktu C na rzutni oznaczaé bedziemy przy pierwszym
zjednoczeniu przez (C), przy drugim przez (C);.

Oba te polozenia punktu (C) i (Cy) majq réwng odleglosé od Sladu s,
a mianowicie réwng promieniowi r, ktéry jest przeciwprostokatng prosto-
katnego tréjkata CC' M.

Jedng przyprostokatng tréjkgta CC' M jest odleglosé rzutu C” od $ladu s,
tj. odeinek C'M, drugq za$ przyprostokatna jest odleglosé punkiu C w prze-
strzemi od rzutni, tj. odcinek CC', czyli cecha punktu C.

Podczas obrotu plaszczyzny Py wie zmieniajq swego polozenia punkty
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np. wierzchotki 4 1 B dlatego laczac wierzcholki 4 i B z punk-
(€) lub (C);, otrzymamy trojkat (C)4B, wzglednie (C), 4B, z kté-
sie nakrywa trojkat ABC, jezeli jego plaszczyzne P; obrécimy
kat (180—a), wzglednie o kat a.
~ Zjednoczenie w powyzszy sposob plaszczyzny P, z rzutnig nazywamy
 ktadem plaszczyzny P; na te rzutnie. _
~ Punkt (C), wzgl. (0); nazywamy kladem punktu C; s
prosta A(C), wzgl. A(C); nazywamy kladem prostej AC;
trojkat (0)AB, wzgl. (C); AB nazywamy kladem tréjkata ABC.
b) Majac wiec dany rzut cechowany powyzszego tréjkata A4(0)
B(0) C'(10) [Rys. 19 b)], wykreslimy jego klad na rzutni¢ w naste-
pujacy sposoéb:
1) Z rzutu C’ kre$limy prostopadta 4 do $ladu s plaszczyzny, ktéry
w danym przypadku jest prosta A4(0) B(0).
2) Budujemy tréjkat prostokatny MC’ (C° w ktérym jedna przy-
prostokatna jest odlegtos¢ rzutu C’ od s, druga za$ cecha punktu (.
3) Przeciwprostokatna tréjkata MC’(C° zakreSlamy z punktu M
luk kota k, ktory przecina prosta - w punktach (C) i (C);; punkty te
sa kladami punktu C.
4) Przez polaczenie kltadu (C), wzglednie (C),, z punktami A4(0)
i B(0), ktorych klady sa w nich samych, otrzymujemy klad (C) 4(0)
B(0), wzglednie (C), A4(0) B(0) tréjkata 4BC.
Uwaga. Kaqt ostry a przy wierzchotku M w tréjkacie MC" C° jest
katem nachylenia plaszczyzny danego tréjkgta ABC do rzutni.
3 c) Rysunek 19a) poucza réwnoczesnie, jak wykresla si¢ rzut C'
-~ pumktu O, jezelv jest dany klad (C) punktu C v kqt nachylenia plaszezyzny P,.
- Postepujemy wtedy nastepujaco: \
Przez (C) kre$limy prosta % prostopadla do $ladu s plaszczyzny
1 oznaczamy punkt przecigcia si¢ prostych % i s przez M. Przy prostej
- h budujemy kat a tak, aby jego wierzcholek schodzit si¢ z punktem M.
> Jezeli przetniemy drugie rami¢ kata o tukiem £k, zakreslonym
-z punktu M promieniem réwnym odcinkowi M(C), to otrzymamy
~ punkt C° Kreslac za$ z C° prostopadla do prostej & otrzymamy w prze-
. cieciu sie tych prostych rzut (.
Ceche punktu € otrzymamy, jezeli zmierzymy odcinek C°(C”.

16. Zadania.

Przyklad 1. Dany jest rzut prostokgtny tréjkata ABC (Rys. 20).
 lezqceqo na plaszezyinie Py, wyznaczonej przez jej Slad s i rzut cechowany
- A'(10) jednego jej punktu. Wyznaczyé rzeczywistq wielkosé 1 ksztalt tréj-
- kqta ABC.
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Rys. 20.

Rozwigzanie. Rzeczywista wielko$¢ tréjkata otrzymamy, jezeli wy-
kre$limy jego klad na rzutnie.

Kiad wierzchotka A, ktérego cecha jest dana, wykreslamy tak, jak
ktad punktu C' w art. 15, rys. 19. i

Kiad wierzcholka B moglibySmy wykresli¢ przy pomocy tréjkata
M, B® B’, podobnego do tréjkata M, 4° 4’; dokladniejsza jednak jest kon-
strukcja przy pomocy kladu boku A4B.

Kiad boku 4B otrzymamy, jezeli jego rzut A’ B’ przedluzymy do prze-
cigcia si¢ ze $ladem s, a nastepnie punkt przeciecia si¢ S; polaczymy z kla-
dem (4). Punkt S; jest bowiem $ladem prostej 4B (por. art. 12b)!), jego
wigc klad lezy w nim samym (por. art. 15a)!).

Klad (B) wierzcholtka B znajduje si¢ zatem na kladzie S; (4) boku 4B
i na prostopadlej do $ladu s, poprowadzonej przez B’, a wigc w punkcie
przeciecia sie tych prostych.

W podobny sposéb wykreslamy klad (C) wierzchotka C' przy pomocy
kladu boku BC.

q 1 Gdclri
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Uwaga. 1) Jezeli prosta lezqea na plaszezyinie Py jest réwnolegla
do Sladw s tej plaszczyzny [np. bok AC na rys. 20 a)], to réwniez rzut tej
prosteq i jej klad sq réwnolegle do Sladw s [np. rzut A4’ C" i klad (4)(0).
Por art. 13, rys. 14!].

- Przyklad 2. Dana jest plaszczyzna, wyznaczona przez swéj Slad s
i rzut cechowany A'(6) jednego jej punktu. Wykreslié rzut kwadratu le-
zqeeqo na tej plaszezyinie, jezeli odcinek A'(6)C" jest rzutem przekgtne)
tego kwadratu. (Rys. 21).

Rozwigzanie. Wyznaczmy klad (4) punktu 4 i polaczmy ten klad
z punktem S, w ktérym rzut 4’C’ przecina $lad s plaszezyzny kwadratu.
Prosta (4) S jest kltadem przekatnej kwadratu (Dlaczego?). Dlugo$¢ tej
przekatnej otrzymamy, jezeli wyznaczymy klad (C) punktu C. Na prze-
katnej (4) (C) kredlimy kwadrat, ktérego rzut wyznaczymy w nastepu-
jacy sposob:

S
i8
| )
+ 8

S sz

o B [ e I

Rys. 21. Rys. 22.

Przekatne kwadratu przecinaja si¢ w punkcie (0); rzut O’ tego punktu
znajduje si¢ na rzucie przekatnej 4’C” i na prostej, poprowadzonej przez
(0) prostopadle do $ladu s. Rzut przekatnej (B) (D) przechodzi przez swoj
slad i rzut O’; na tym rzucie i na prostopadlych do §ladu s, poprowadzonych
przez wierzcholki (B) i (D) znajduja si¢ rzuty B’ i D"

Przyktad 3. Dany jest Slad s plaszczyzny Py 1 rdwnoleglobok A’ B’
C' D'. Jaki kqt nachylenia musi mie¢ plaszczyzna Py, aby réwnolegtobok
A" B'C" D" byl rzutem prostokata leiqceqo na plaszczyinie Py? (Rys. 22).
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Rozwigzanie. Oznaczmy punkty, w ktérych boki przylegle 4'B’
1 A'D’ przecinaja $lad s, przez S; i S,. Na odcinku §; S, jako na $rednicy
zakre§lmy kolo K. Prosta, wykres§lona przez A’ prostopadle do $ladu s,
przecina to kolo w punkcie (4), ktéry mozemy przyjac¢ za klad wierzchotka
prostokata.

Oznaczmy przez M punkt, w ktérym prosta A’ (A4) przecina $lad s.
Jezeli zbudujemy tréjkat prostokatny M A’ A°, w ktérym jedna przypro-
stokatna jest odcinek A’ M, przeciwprostokatna zaé odcinek (4) M =7,
to kat ostry w tym trojkacie przy wierzchotku M jest szukanym katem na-
chylenia plaszczyzny prostokata do rzutni.

Rys. 23.

Przyklad 4. Wyznaczyé rzeczywistq wielkosé réwnolegloboku, ktdrego
rzut prostokatny A" B' C" D" jest rombem, jezeli sq podane cechy wierz-
chotkéw A i B © Srodka O. (Rys. 23).

- Wskazéwka. Wyznaczasz $lady S przekatnych rombu, jak w przykla-
dzie 'l “art. 10, rys. 11.

Prosta s Iaczaca te $lady jest éladem plaszczyzny, na ktérej lezy réwno-
leglobok ABCD.
Dalej jak w przykladzie 1 niniejszego artykutu.
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~ Zastosowanie kladu plaszczyzny
, zagadnienia konstrukcji kata trojSciennego.

Je (mniejsze od 180°), ktérych pola ograniczaja czes¢ przestrzeni,
na katem trdjsciennym, krétko tréjScianem. (Rys. 24).

Punkt K jest wierzcholkiem kata tréjsciennego K (kk, ky)
katy <t (kk;)) =a, <X (kky) = b, <X (ki k) = ¢ sa jego katami pla
skimi, plaszczyzny tych katéw jego $cianami.

Kazde dwie $ciany tworza katy dwuscienne, ktére oznaczamy:

Poréwn. art. 13
rys. 14!

przy krawedzi k,, przeciwleglej katowi a, przez a
2 ) kl) 2 3 bx ) ﬁ
bR » k} » » C) » y

Katy a, f, y nazywamy katami dwudciennymi kata tréj-
sciennego.
f b) Przyjmijmy wewnatrz kata tréjSciennego K (kk, ky) dowolny
~ punkt K, i z tego punktu poprowadzmy :

polprosta p prostopadla do Sciany (%, k),
0, p]_ 3 ¥ 3 (kkz) )
bE) Pz i¥) i) i (kkl) .

Pélproste te tworza drugi tréjécian K, (pp, p,), ktéry nazywamy
~ tréjsScianem biegunowym do danego tréjécianu K (kk, k).

Weimy pod uwage jedna ze $cian kata biegunowego, np. $ciane
(ppy). Krawedz jej p jako prostopadla do $ciany (k, k) jest réwnocze-
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$nie prostopadia do krawedzi k,, lezacej na tej $cianie ; réwniez krawedz
1 jest prostopadla do k,, gdyz jest prostopadla do 4ciany (kk,), na kto-
rej réwniez lezy k,.

Sciana (pp,) jest zatem — w my$l twierdzenia I w art. 3 — pro-
stopadla do krawedzi k, danego tréjécianu; przecina przeto te krawedz
w wierzchotku 4, Sciany za$ (kyk) i (ky k) wzdluz ramion kata a, beda-
cego miara kata dwusciennego, utworzonego przez te $ciany.

W podobny sposéb mozna wykazaé, ze:

1) Sciana (pp,) tréjécianu biegunowego jest prostopadla do kra-
wedzi k, tréjécianu danego i przecina Sciany (k, k) i (k; k,) podiug
kata B;

2) Sciana za$ (p, p,) jest prostopadla do krawedzi k i przecina
$ciany (kk;) i (kk,) podlug kata .

W ten sposéb powstaja w przestrzeni trzy czworokaty (na rysunku
zakreskowane) o wspélnym wierzchotku K, ktére maja po dwa katy
proste (wskaz je!).

Naprzeciw katow dwusciennych o, f 1 y tréjscianu K (kky ky) leza
w tych czworokatach katy plaskie o', b i ¢’ tréjscianu biegunowego
K, (ppy ps). Na czworokatach tych spostrzegamy zatem, ze:

a" + a = 180
DU RB BRI e L e T S R
¢ +y =180

To znabzy:
Kazdy kat plaski tréjscianu biegunowego dopelnia do 180° przeciw-
legly kat dwuscienny tréjécianu danego.

¢) Rozwazane w ust. b) czworokaty sa wyciete na $cianach tréj-
$cianu biegunowego przez $ciany danego tréjécianu.

Analogicznie — $ciany tréjscianu biegunowego wycinaja na $cia-
nach danego tréjscianu czworokaty o wspélnym wierzchotku K, ktére
maja réwniez po dwa katy proste (wskaz je!) Naprzeciw katéw plaskich
a, b i ¢ danego tréjscianu leza w tych czworokatach katy dwuscienne
o, B’ iy tréjscianu biegunowego. Mamy zatem :

a -+ a = 180
B B HBONT o F T | ey e
¢ +p' = 180

Uwaga. Jezeli tréjscian K, (ppyps) jest tréjscianem biegunowym do
tréjscianu K (kky ky), to nawzajem tréjscian K (kky ky) jest trdjscianem
biegunowym do tréjscianu K, (pp; p,). (Dlaczego?).
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8. Zagadnienie. Dane sq wszystkie trzy Loty plaskie a, b i ¢ tréj-
K (kky ky) (Rys. 25); mamy wyznaczyé wszystkie jego katy dwu-

1). konstrukcyjnie;
2) rachunkowo.

1. Rozwiazanie konstrukcyjne.

~ Przyjmijmy &ciane (kk,) za rzutnie i narysujmy na niej obok sie-
bie wszystkie trzy dane katy plaskie a, b, ¢; otrzymamy tzw. siatke
rojécianu. Ramie k,™ kata b mozemy uwazaé za ktad krawedzi ks,
jécianu, po wykonaniu przez Sciane (kky,) obrotu dokota krawedzi
kat 180 — y, podobnie rami¢ £,° kata ¢ mozemy uwazaé za ktad
ze krawedzi k,, po wykonaniu przez $ciane (% k) obrotu dokota
wedzi k; o kat 180 — B. (Por. art. 15a)!).

hodowicki : Rzuty prostokatne 3
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Jezeli wiec przyjmiemy w przestrzeni na krawedzi k, dowolny
punkt A4, np. o cesze 6, to przy pierwszym kladzie padnie on na pro-
sta ko jako punkt (4)T, przy drugim kladzie na prosta ky’ jako punkt
(4)°, tak ze odcinek K(4)T =odcinkowi K(4)°.

A zatem katy f 1 y wyznaczymy konstrukcyjnie w sposob naste-
pujacy:

Przyjmujemy na prostych % i k,©™ dwa réwne odcinki K(4)°
i K(A)T. Jezeli (4)° jest kladem punktu 4 dokola krawedzi &y, to jego
rzut znajduje sie na prostopadlej do k;, przechodzacej przez (4)°;
punkt przeciecia sie tej prostopadlej z krawedzia k; oznaczmy przez
M, (Por. art. 15b)!). Podobnie rzut tego punktu musi si¢ znajdowac
na prostopadlej do krawedzi k,, poprowadzonej przez (A)t, jesli (4)T
jest kladem tego samego punktu A dokota krawedzi k; oznaczmy punkt
przeciecia sie tej prostopadlej z k przez M,.

Prostopadla (4)° M, i (4)T M, przecinaja si¢ w punkcie 4’, ktéry
jest rzutem prostokatnym punktu 4 na rzutni¢ (k k).

Jedli zbudujemy za pomoca konstrukeji, o ktérej byta mowa w ust.
b) art. 15, tréjkaty prostokatne M, A" 4,° i M, A’ A° to katy ostre
iy tych tréjkatéw przy wierzcholkach M, i M, beda szukanymi ka-
tami dwudciennymi danego tréjécianu. :

Kat dwuécienny « przy krawedzi k, otrzymamy, jeéli przetniemy
Sciany (ko k) 1 (ks k), tworzace ten kat, za pomoca plaszczyzny pro-
stopadtej do k, i przechodzacej przez punkt A. Proste tego przeciecia
AS, i AS, sa w przestrzeni i w kladach prostopadle do k, Dokola
prostej -s, laczacej ¢lady tych prostych, wykonywamy klad tréjkata
AS; S,; otrzymujemy w kladzie tréjkat S; S, 4% w ktérym kat ostry
przy wierzchotku A4“ jest szukanym trzecim katem dwusciennym.

2) Rozwiazanie rachunkowe.

a) Wezmy pod uwage cztery tréjkaty prostokatne, ktére sa na rys. 25
zakreskowane. Jezeli je obrécimy dokola ich podstaw tak, aby si¢ zeszly
w przestrzeni ich wierzcholki (4)*, 4° 4,91 (4)° w jednym punkcie 4, to
ogranicza one ostrostup czworoécienny AKM, A" My K o podstawie
A" M, KM,, do ktérej dwie $ciany sa prostopadle, jedna nachylona pod ka-
tem f, a jedna pod katem y.

Zbudujmy na podstawie tego ostroslupa tréjkat prostokatny A4’ M, Ny
przez wykreélenie przez M, prostej M, N | k, przez A’ za$ prostej A’N, 1 M,N.
Zapamigtawszy, ze w trojkacie 4’ M, N, kat ostry 4’ M, N, =a (dla-
czego?), przedstawmy ostrostup w rzucie rownoleglym ukosnym na rys.
26, przyjmujac na jego krawedziach ky, k; i k odcinki K4 = KB = KC = 1.
Luki zatem BC —a, AC =b, AB = ¢ sa miarami tukowymi katow pla-
skich a, b, c.
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shupie tym mamy zatem (Rys. 26):
A'M,-sina = AM,-cos f-sin @ = AK-sin c-cos ff-sin a —
7 =Siny e Sinta-cost B St S R 1)
QBRSNS — COS €:COS@ . “v '« wow o o oot S 2)
niewaz KM; = KN + NM, = KN + A’N,

= KA-cos b = cos b,
po dodaniu réwnan 1) i 2), otrzymamy réwnanie :

cos b = cos c-cos @ + sin c-sin a-cos 3
W podobny sposéb wyprowadzimy réwnania :

cos ¢ = cos b-cos a + sin b-sin a-cos y
cos @ = cos b-cos ¢ + sin b-sin c-cos «a

Rys. 26.

sow katow plaskich tréjécianu i stuza do wyznaczenia rachunkiem ka-
dwusciennych tréjécianu, jezeli sa dane wszystkie jego katy plaskie.
- b) Przyjmijmy dla katéw plaskich danego tréjécianu wartosci:

X (kky) = a = 449;

:  (kky) = b — 380

gl =l k) —Tc" 2350

‘Natenczas z réwnania 3) mamy :

cos b — cosa - cos ¢
COSHI—

sin @ - sin ¢
cos 33% — cos 449 - cos H5H0

sin 449 . sin 55°

3*
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log cos 44° = 1,8569 |
log cos 55° = 17586 l
— 1,6155
n = cos 449.cos 550 = 0,413

cos 33°% = 0,839
cos 449 cos H5° = 0,413

log n

0,426
log 0,426 = . .1,6294
log sin 44° = 1,8418 | 152
log sin 55° — 1,9134 |
logcosfp= . . .1,8742
B = 41,50

W ten sam sposéb znajdziesz:
y = 94,4°; o = 57,8°

19. Gwiczenia. 1) Oblicz objetosé réwnolegloscianu (rys. 27), jezeli sqg dame wszy-
stkie trzy jego katy plaskie, schodzqce sie w jednym naroiu K, i diugoéci wszystkich trzech
krawedzi schodzacych sig w tym naroiu.

Np. Niechaj katy plaskie beda réwne katom plaskim z poprzedniego zadania, diu-
gosci za$ krawedzi niechaj wynosza: k = 5 dem, &, = 4 dem, k, = 7 dem.

Wskazéwka. Przyjmujac za pod-
stawe réwnoleglo$cianu réwnoleglobok
o bokach ¥ =5 dcmi %k, = 4 dem, o
kacie ostrym a = 449, otrzymamy na
obliczenie jego pola wzor:

_ P = kk, stn a

Wysokos¢ réwnoleglogcianu

AA’ = AM, sin B =k, sin c st nf.

A zatem objetosé

Rys. 27.

V = kky ky sin a sin ¢ sin p.

2) Tréjscian K (kky ko), ktdrego katy dwuscienne a, B iy i dlugosci kra-
wedzv k, ky 1 ky sq dane, jest maroiem réwnoleglodcianu.
a) Wyznaczyé konstrukeyjnie 4 rachunkiem jego katy plaskie; b) oblictyé
pole i objetodé, jezeli: :
a = 45%5’, & =256 m
(o= BINIE, 7 = 2T
¥y = 82023, ks = 3,2 m.

Wskazéwka. a) Chcac wyznaczy¢ katy plaskie a, b i ¢ konstrukeyjnie,
wyznaczymy przy pomocy réwnania 1) w art. 17 b) katy plaskie a’, b’ i ¢’
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vbiegunowego K, (pp;ps), a nastepnie katy jego dwusdcienne a’,

pelnienia katéw a’, "1y’ do 180° sa szukanymi — w my¢l rownan 2),
7c¢) — katami plaskimi a, b i ¢ danego tréjécianu.

Roéwnania 3) z art. 18 odnosza si¢ réwniez do tréjécianu bieguno-
o K, (pp, p2) (zob. rys. 24), a wigc:

cos a’ = cos b’-cos ¢’ + sin b’-sin ¢’ cos a’

cos b’ = cos a’-cos ¢’ + sinm a’-sin ¢’ cos f’ ..
cos ¢’ = cos a’-cos b’ + sin a’-sin b’ cos p’

Jezeli w powyzszych réwnaniach wstawimy za a’, b’ i ¢’ wartosci z réw-
fi ad 1) art. 17b), tj. wartodci:
@ =180 —a; b =180 —f; ¢ =180 —y,

- B’ =180 — b; y’ = 180 — ¢, otrzymamy réwnania:

cos @ = — cos f# cos y + sin f sin y cos @
€OS | — — ‘Cosli@ €os¥y - Sin'ia Sin iy cos e TR 11T
cos y = — cos a cos f# + sin a sin f cos ¢
Ak,
a) 7
Z |
& |
v / |
& Pt
/ |
K "6 \c /X—k Ly
N
M;(I‘r
Pl
Rys. 28.

Roéwnania te shuza do obliczenia katow plaskich troéjécianu, jezeli sa dane
ystkie jego katy dwuscienne — i nosza, jak wiadomo, nazwe twierdzenia
cosunuséw katéw dwusciennych tréjscianu.

~ Przy pomocy tego twierdzenia obliczony kat plaski

: a = 42039 37",
ltd.
~ 3) Duwie prostopadle do siebie plaszczyzny Py i Py o wspdlnej krawedzi k
conamy plaszezyzng trzecig P. Krawed: ky plaszezyzny Pz plaszezyzng Py
072y z krawedzig k kat a, krawed? za$ ky plaszczyzn P i Py tworzy z k kqt b.
ys. 28 a).
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Wyznaczyé konstrukeyjnie: a) kqty nachylenia a i p plaszezyzny P do pla-
szozyzn Py v Py 2) kat ¢, zawarty miedzy krawedziams ky © ks (Rys. 28 b)!).

4) Trojscian K (kkyky), o ktsrym byla mowa w poprzednim Cwiczeniu,
przecigto plaszezyzng poprowadzong przez punkt X na krawedzi k, prostopadle
do krawedzi ky; w ten sposéb otrzymano klin AKM, X. (Rys. 28 a).

Przyjmujac @ =81°1", b = 92045’, KX — 5,6 dcm obliczyé: 1) kaqty
dwuscienne klina; 2) jego objetosé i powierzchnie.

Wskazéwka. Kat plaski ¢ obliczymy z réwnania 3) art. 18, jezeli
wprowadzimy w mnim cos y =cos 90° = 0; otrzymamy: cos ¢ = cos
@-cos b.

Majac a, b i ¢ obliczamy katy dwuscienne jak w art. 18. — 2) Itd.
(xp =92043).

5) W foremnym ostrostupie n-$ciennym jest dany kat plaski a w wiers-
cholka K 1 wysokosé AK.

@) Wyznaczyé konstrukcyjnie i rachunkiem kqt dwuscienny przy krawedzi
bocznej. .

b) Obliczyé powierzchwie i objetosé ostrostupa, jezeli m =5, a = 300,
AK = 3,5 dem. (Rys. 29).

Objasnienie. Plaszczyzny dwusieczne katéw dwusciennych ostrostupa

przecinaja si¢ wzdluz jednej prostej O =k, i dziela przestrzen dokola tej
0

prostej na n réwnych dwudcianéw, ktérych wiec katy 2q = £t Jezelis
n

wigc poprowadzimy przez prosta O plaszczyzne prostopadla do $ciany
S, KP, to utworzy ona z ta $ciana i plaszczyzna dwusieczna AKS, tréj-

$cian K (kk; k,), w ktérym znamy kat plaski (kk,) = %, kat dwuscienny przy
. ; . 180° i

krawedzi & = 90° i kat dwuscienny a = % przy krawedzi k, = 0; szu-

kamy kata dwus’ciennego% przy krawedzi k.
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Jnstrukeyjnie kqtg wyznaczymy przy pomocy kladu. (Rys. 29 b).
~ Rachunkiem obliczymy % przy pomocy réwnania ITI z éwicz. 2):

. & a
cosa=—cos%cosy +sm%smycos§, cos y = cos 90 — 0
s 180
D cosaz_c0 n .
Sln—2—— = o =

a
Cos 2> COos 0}

Rozwiazanie to jest jednoznaczne, gdyz §< 909.

Rozdziat II.

Rzuty prostokatne na dwie rzutnie prostopadle

20. W poprzednim rozdziale dowiedzieliémy sie, ze sam rzut prosto-
4 katny utworu geometrycznego na jedna plaszczyzne nie wyznacza
. jeszcze tego utworu w przestrzeni.

& Do wyznaczenia utworu w przestrzeni musialy byé, précz rzutu,
- podawane cechy poszczegdlnych punktéw utworu. .
; Dowiemy si¢ obecnie, ze podawanie cech poszczegélnych punktow
. mozna zastapi¢ przez rzut prostokatny tego utworu na druga rzutnie,
“ktéra ma polozenie prostopadle do pierwszej rzutni.

§ 1. Rzuty punktu.

- 21. Zréb sobie nastgpujacy przyrzad: wytnij z czarnej tektury,
- na ktérej] mozna pisaé kreda, prostokat dlugi np. 3 dem, a szeroki
1,5 dem! Polacz $rodki dtuzszych bokéw prostokata prosta z i wzdhuz
tej prostej natnij tekture!

Zegnij nastepnie tekture wzdluz prostej = tak, aby kwadraty, na
ore prosta z podzielila prostokat, tworzyly ze soba kat prosty,
i utrwal je w tym polozeniu za pomoca dwéch drucikéw!

- W tym polozeniu bedziemy brali te kwadraty za plaszczyzny rzu-
. Plaszczyzne jednego kwadratu oznaczaé bedziemy litera a; i na-
ac bedziemy pierwsza rzutnia; plaszczyzne drugiego kwadratu
znacza¢ bedziemy litera m, i nazywaé bedziemy druga rzutnia.
~ Zwykle plaszczyzny te trzymamy tak, ze plaszczyzna m, ma po-
lozenie poziome, a plaszczyzna m, polozenie pionowe. Plaszczyzne my
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nazywamy wtedy rzutnia pozioma, plaszczyzne m, rzutnia
pionowa.

KrawedZ przecigcia si¢ plaszezyzn ;i m, bedziemy nazywali osig
z (réwniez osig rzutow).

22. a) Przyjmijmy w przestrzeni dowolny punkt 4. (Rys. 30).

PoprowadZzmy przez punkt A prosta prostopadla do pierwszej
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Rys. 30.

rzutni g;. Punkt, w ktérym ta prosta przebija rzutnie m;, oznaczamy
A’, (czytaj: A z kreska!), a nazywamy pierwszym (poziomym)
rzutem punktu 4.

PoprowadZzmy nastepnie przez punkt 4 druga prosta prostopadia
do drugiej rzutni s, Jej punkt przebicia z ta rzutnia oznaczamy A’
(czytaj: A z dwiema kreskami!), a nazywamy drugim (pionowym)
rzutem punktu 4.

b) WykreSlmy na plaszczyznie m, przez rzut A’ prostopadia do
osi z. Punkt przeciecia sie jej z ta osia oznaczmy A4,. Jezeli nastepnie
na plaszczyZnie m, przez rzut A'’ wykre$limy prostopadla do osi z,
to prosta ta przejdzie réwniez przez punkt 4,. (Dlaczego?).
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nkty 4 A" A, A’ tworza w przestrzeni prostokat, ktérego bok
jest odlegloscia punktu 4 do pierwszej rzutni, bok za$ 44" jest
egloscia tego punktu od drugiej rzutni; bok A4’ A4, jest odlegloscia
iego rzutu od osi z, bok za$§ A’ A4, jest odleglodcia pierwszego rzutu
d tejze osi. A poniewaz AA" = A" 4, AA" = A’ A,, przeto spostrze-
gamy nastepujace wlasnosci rzutéw prostokatnych tego samego punktu
dwie prostopadle do siebie rzutnie : .
1) Odleglosé pierwszego (poziomego) rzutu danego punkiu od osi
réwna si¢ odleglosci tego punkiu w przestrzeni od drugiej (pionowe;j)
rzutni.
- 2) Odlegloéé drugiego (pionowego) rzutu tego punkiu od osi x réwna
sig odleglosci tego punktu w przestrzent od pierwszej (poziomej) rzutni.
23. Uzyskawszy w ten sposéb pierwszy rzut 4’ i drugi rzut A4’
punktu 4, obr6¢ pierwsza rzutni¢ dokota osi @ o 90°, aby utworzyta
z druga rzutnia pierwotny prostokat. Powiadamy, ze sprowadzilismy
obie rzutnie do jednej plaszczyzny (rysunkowej).
Podczas tego obrotu plaszczyzny s, odcinki 4" 4,1 A" A4, sa ciagle
prostopadle do osi # w punkcie A4,. Pozostaja one réwniez prosto-
padle i wtedy, gdy rzutnia m; utworzy z rzutnia m, jedna plaszczyzne.
" Odcinki te utworza wtedy jedna prosta A’ A", prostopadla w punkcie
4, do osi z.
‘ Wynika z tego zatem nastepujaca wlasno$é dwoich rzutéw prosto-
“katnych tego samego punktu: 4
~ Jezeli sprowadzimy obie rzutnie do jednej plaszezyzny, to pierwszy
drugi rzut tego samego punktu znajdujq si¢ zawsze na jednej proste],
prostopadle; do osi rzutéw .
~ Sprowadzone na jedng plaszczyzne rzuty przenosimy w wymia-
-rach naturalnych lub w skali pomniejszonej na plaszezyzne zeszytu
lub na papier rysunkowy. (Rys. 30 b).
. 24. Odleglo$¢ punktu od pierwszej rzutni nazywamy ,wspoél-
rze¢dna 2 odlegloé¢ za$ od drugiej rzutni ,Wwspoélrzedna y“.

a) Przyjmij dowolny punkt H na plaszczyznie 7, !

Gdzie bedzie pierwszy rzut, a gdzie drugi rzut tego punktu?

Ile wynosi wspélrzedna z? Zmierz wspélrzedna y! Narysuj rzuty tego punktu po
Sprowadzeniu obu rzutni do jednej plaszczyzny rysunkowej! (Rys. 30 b)).

Zauwazasz zatem, ze:

Jezeli punkt lezy na pierwszej rzutni, to jeqo pierwszy rzut znajduje
‘ p Y p 7 jego p Y Ly
Ste w nam samym, a drugi rzut na o0si .

b) Przyjmij dowolny punkt V na drugiej rzutni !

2 Gdzie znajduje si¢ drugi rzut, a gdzie pierwszy? Ile wynosi wspélrzedna y? Zmierz
Wspélrzedng z |
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Zauwaz zatem, ze:
Jezeli punkt lezy na drugiej rzutni, to jego drugi rzut znajduje sie
w NIM SGMYm, @ plerwszy na osi .

Gdzie beda oba rzuty punktu, ktéry lezy na osi a?

25. Przyjmijmy na prostej prostopadlej do osi z (Rys. 31) dowolny
punkt B’ ponizej osi i dowolny punkt B'’ powyzej osi i uwazajmy te
punkty za pierwszy i drugi rzut pewnego
m, punktu B w przestrzeni.

Zachodzi pytanie, czy polozenie punk-
= tu B bedzie przez te rzuty dokladnie wy-
g__ znaczone?

Celem wyznaczenia punktu B musimy

postapi¢ odwrotnie niz przy wykresleniu
~ - rzutéw punktu, ktérego polozenie w prze-
strzeni jest dane. A mianowicie:
o Uwazajmy cze$¢ plaszezyzny rysunko-
we] ponizej osi x za pierwsza rzutnie m,,
druga czeé¢ plaszczyzny rysunkowej powy-
zej osi z za druga rzutnie m,.

Obré¢my plaszczyzne s, dokota osi «
tak, aby zajela polozenie prostopadte do m,.
W rzucie B’ zbudujmy prostopadla do m,,
w rzucie B'' prostopadla do m, Te proste
0 przetng si¢ w jednym punkcie B, ktéry
bedzie punktem szukanym. Rzuty tego
punktu na plaszczyzny m; 1 @, schodza
sie z B i B".
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Rys. 31. Zmierz odleglo$¢ z punktu B od plaszczyzny

i odlegto$¢ y od plaszczyzny a, !
Czy te odlegloéci wystepuja na rysunku? Jezeli tak, to zmierz je wprost na ry-
sunku !
Na rys. 31 sa dane rzuty punktéw €, D, H. Oznacz polozenie tych punktéw w prze-
strzeni i zmierz ich wspélrzedne !

A zatem przekonywamy sie, ze:

Polozenie punktu w przestrzeni jest dokladnie wyznaczone, gdy zmmj

jego prostokatne rzuty na dwie do siebie prostopadle plaszczyzny.

26. Cwiczenia.
1) Wspélrzedne punktu B sa: y = 5 cm, z = 7 cm. Wykre$lié rzuty tego punktu.

Wskazéwka. Narysujesz dowolna lini¢ prosta, ktéra przyjmiesz za o$ .
Na niej obierzesz dowolny punkt B, i wykreslisz przez ten punkt prosto-
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o osi z. Na tej prostopadlej odmierzysz powyzej punktu B, odcinek
_ 7 cm, ponizej BB, =5 cm. Ten rysunek jest rozwiazaniem

’

Podobnie jak w poprzednim c¢wiczeniu, wykredlié rzuty: a) punktu C (y =5

0); b) punktu D (y =0, z = 6); c) punktu E(y =0, 2 = 0); d) punktu F (y = 5

J=1 cm).

) Niech plaszezyzna podlogi przedstawia rzutnie pozioma, plaszczyzna Sciany
ie pionowa. \ =

yjmij punkt M, odlegly od rzutni poziomej 14 m, od rzutni pionowej 2 m!

rzut poziomy M’, rzut pionowy M’ tego punktu! Wykresl te rzuty w zeszycie,

v skali 1:100!

4) Odnie$ do tych samych rzutni: naroza klasy (pokoju), tawki, katedry, pieca;

ierz wspolrzedne z i y tych punktéw, oznacz ich rzuty poziome i pionowe, a na- .

epnie narysuj te rzuty w zeszycie w stosownej skali !

'5) Punkt N zmienia swoje poloZenie w przestrzeni w ten sposéb, ze rzut poziomy

pozostaje ten sam, zmienia si¢ natomiast rzut pionowy.

Jaka lini¢ w przestrzeni musi opisa¢ punkt N, a jaka na rzutni pionowej rzut pio-

wy NP

- 6) Punkt M zmienia swoje polozenie w przestrzeni w ten sposéb, ze rzut pionowy
M’ pozosta.je ten sam, zmienia si¢ tylko rzut poziomy.

Jaka lini¢ opisuje punkt M, a jaka rzut poziomy M’?

~ 7) Wyobraz sobie plaszczyzne réwnolegla do rzutni poziomej (podloga) w odstepie

m. Na tej plaszczyznie przyjmuj rézne punkty i oznaczaj ich rzuty poziome i pionowe

pl. éciany) ! Jakie beda wspélrzedne z wszystkich tych punktéw? Na jakiej linii znaj-

dowadé sie beda ich rzuty pionowe?

; Przedstaw rzutgl' tych punktéw w stosownej skali w zeszycie !

8) Narysowac rzuty punktéw lezacych na plaszczyznie réwnoleglej do rzutni pio-

‘nowej w odstepie 5 cm.

’

§ 2. Rzuty odcinka i linii prostej.

~ 27. a) Trzymajmy odcinek 4B w dowolnym polozeniu wzgledem
ostopadlych do siebie rzutni m; i m,. (Rys. 32 a).

Wyznaczmy sposobem wskazanym w ust. a) art. 22 pierwszy 1 drugi
ut prostokatny 4’1 4A’* punktu 4, pierwszy i drugi rzut prostokatny
i B punktu B, a nastepnie wykre$§lmy odcinek 4’ B’ laczacy pierw-

Odcinek A4’ B’ nazywamy pierwszym (poziomym) rzutem, od-
k za§ 4" B” drugim (pionowym) rzutem odcinka AB.

esli sprowadzimy obie rzutnie do jednej plaszczyzny rysunkowej,
lerwszy rzut 4’ B’ znajdowac si¢ bedzie pod osia z, drugi rzut 4"’ B’
osia z. (Rys. 32 b).

- Przedluzajac rzuty 4’ B'i A" B” poza ich punkty koncowe, otrzy-
amy pierwszy (poziomy) i drugi (pionowy) rzut linii prostej,
naczonej przez punkty 4 i B (Por. art. 8, ust. al). '
Przyjmijmy teraz, ze na rysunku 32b) sa wykredlone rzuty
ostokatne A4’ B’ i A" B'’ jakiego$ odcinka AB.
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Zachodzi pytanie, czy przy
pomocy tych rzutéw odnaj-
dziemy polozenie tego odcin-
ka w przestrzeni?

Odcinek AB jest doklad-
nie wyznaczony przez Sswe
punkty koncowe A4 i B. Punkty za§ 4 i B sa dokladnie wyzna-
czone przez swe rzuty A’ 1 A", B’ i B"”. (Por. art. 25!).

Obr6¢my zatem dolna cze$¢ m, plaszezyzny rysunkowej dokola osi
z o 90°; zbudujmy nastepnie w 4’ i B’ prostopadle do m;, za§ w 4"
1 B prostopadle do m, Prostopadte w 4’1 A’ przecinaja si¢ w szu-
kanym punkcie 4, prostopadle zasw B’ i B'’ przecinaja si¢ w szuka-
nym punkcie B. (Rys. 32a).

Odcinek 4B, laczacy punkty 4 i B w przestrzeni, jest odcinkiem
szukanym.

Rys. 32.

A Zatem :
Pierwszy @ drugi rzut odcinka wyznaczajg dokladnie polozenie odcinka
w przestrzent.

28. Zagadnienie. Dany jest pierwszy © drugi rzut odeinka AB (Rys.
32 b), wyznaczyé:

1) dlugoéé odcinka AB; 2) kat jego nachylenia do pierwszej v drugiej
rzutng ; 3) pierwszy  drugi Slad prostej, wyznaczonej przez punkty A v B.
(Por. przyktad 1, w art. 10!).
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zwigzanie. 1) Na rysunku 32a) spostrzegamy, ze trapez 4’ A BB’
cy odcinek 4B na rzutni¢ 77y, ma podstawy 44’ i BB’ prostopadle
réwne odlegltosciom drugich rzutéw 42 i B od osi . Jezeli zatem
sunku 32 b) wykreslimy w rzutach 4 i B’ prostopadle do prostej 4’ B’,
tych prostopadiych odlozymy odcinki 4” 4° =z, i B’ B® = 2, réwne
dleglosciom drugich rzutéw 4”1 B od osi #, to otrzymamy trapez
© 40 BY B’, ktoéry jest kladem na rzutnie sr; trapezu 4’4 BB’

- Odcinek A° B® jest réwny odcinkowi 4B w przestrzeni; kat m przy
rzcholku B® w tréjkacie prostokatnym 4° B° I jest katem nachylenia
inka 4B do rzutni s,.

Prosta A° B® jest kladem na pierwsza rzutni¢ prostej 4B; punkt prze-
cia si¢ kladu A4° B® z rzutem A’ B’ jest punktem przebicia si¢ prostej
B z pierwsza rzutnia; nazywamy go pierwszym $ladem prostej 4B
znaczamy litera H. Kat m, ktéry tworzy ktad 4° B z rzutem A4’ B’ jest
ukanym katem nachylenia prostej 4B do pierwszej rzutni.

= 2) W podobny sposéb wyznaczono na rysunku 32 b) za pomoca kladu
1a druga rzutni¢ trapezu rzutujacego 4 ABB’’ (zob. rys. 32a)l):

1) prawdziwa dilugo$¢ A+ B+ odcinka A4B;

2) kat nachylenia » do drugiej rzutni odcinka AB i prostej 4B;

3) punkt przebicia si¢ prostej 4B z druga rzutnia, czyli drugi $lad

- Uwaga. 1) Jezelv drugi rzut danej prostej przecina o§ x w punkecie
H,, to na prostej prostopadlej w tymze punkeie do osi x znajduje sie pierw-
szy Slad H danej prostej. [Zob. rys. 32 a) i b)! Poréw. rzuty punktu H

‘Slad V damnej prostej. [Zob.rys. 32a) i b)! Poréw. rzuty punktu V na
ryc. 30b!].

. Z tych whasnoéci wynika konstrukcja $ladéw prostej, jezeli sa dane
jej rzuty.

~ Opisz te konstrukeje stowami !

29. a) Niechaj prosty drucik wyobraza odcinek; ustawiajac go
szczegllnych polozeniach wzgledem prostopadlych do siebie rzutni,
wykreslaj jego rzuty prostokatne i udowodnij twierdzenia :

1) Jezelu odcinek jest prostopadly do pierwszej (drugiej) rzutwi, to
0 pierwszy (drugi) rzut jest pumktem, rzut zas drugi (pierwszy) jest
odeinkiem réwnym danemu odcinkowi. (Rys. 33a) i b).

- 2) Jezeli odcinek jest réwnolegly do pierwszej (drugieq) rzutni, to jego
ugi (pierwszy) rzut jest réwnolegly do osi x, rzut zas prerwszy (drugr)
rzy z osiq x kgt n (kgt m) réwny kgtowi nachylenia danego odeinka do
ugie] (pierwszej) rzutni. (Rys. 33¢) i d). '

1 Co do dtugosci jest wtedy pierwszy(drugs) rzut réwny danemu odeinkows.



46
i
/4 7 L‘}
ﬂ} v@c” E' 4
o
b | ) : :
Mo | |
X :6' : . Ll
5 ¢’ é i
1 | |
: E' E
| e—
|cl
é/
8 g
”/I
T
g §
)
W
e C)

Rys. 33.

3) Jezeli odcinek lezy na pierwszej ( drugiej) rzutni, to jego pierwszy
(drugi) rzut znajduje si¢ w nim samym, drugi (pierwszy) zas rzut schodzi
ste z osiq x. (Rys. 33e), f). :

4) Jezelv odcinek jest réwnolegly do osi z, to oba jego rzuty sq réwnies
réwnolegle do osi x i sq réwne temu odcinkows. (Rys. 33g).

5) Jesli w kovicu odcinek jest prostopadly do osi z, to réwnies sq pro-
stopadle do tej osi oba jego rzuty. [Rys. 34c) i d)].

b) Majac wyznaczy¢ rzuty prostokatne dowolnej linii prostej nie-
ograniczonej | [Rys. 34a)], prowadzimy przez nia dwie plaszczyzny :
plaszezyzne Py | gy, zwana pierwszq plaszezyzng rzutujgeq, 1 plaszezy-
zng Py | wy, zwana drugq plaszezyzng rzutujgeq.

Krawedz I’ plaszczyzny P; z rzutnia o, jest pierwszym rzutem,
krawedz za$ I”” plaszezyzny P, z rzutnia 7y jest drugim rzutem prostej I.
[Pot. art. 58a)!].

Po sprowadzeniu obu rzutni do jednej plaszczyzny rysunkowej
rzuty te tworzq pare prostych, z ktérych:

6) i d)
b ‘<£ f\g' L
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Rys. 34. :

1) obie bedg nachylone do osi rzutéw w», jesli prosta | w przestrzeni
da nachylona do obw rzutni. [Rys. 34b)];

2) obie bedg réwnolegle do osi x, jesli prosta | w przestrzeni byla réw-
2gla do obu rzutni, tj. jesli l//z. [Por. rys. 33 g)!];
23) puerwszy rzut U'/[x, jesls 1/[m,. [Por. rys. 33d)!];
&) drugi rzut 1 |[x, jesli 1]|m,. [Por. tys. 33¢)!];
5) obie proste I i 1" utworzq jedng prostq prostopadly do osi © w przy-
dku, gdy prosta 1 byla prostopadla do osi z, tj. gdy 1| z. [Rys. 34c)

Wtedy bowiem obie plaszezyzny rzutujace tworza jedna plaszczy-
prostopadla do osi x; krawedzie zatem I’ i I'’ tej plaszczyzny z rzut-
1, 1 @, sa W przestrzeni prostopadte do osi z w tym samym punk-
na plaszezyznie rysunkowej musza wiec tworzyé jedna prosta
rostopadla do tej osi.

- Udowodnij, zc:

topadlych do siebie rzutni, aby jej rzuty prostokatne tworzyly pare
stych, z ktérych tylko jedna bylaby prostopadla do osi rzutéw.

/. powyzszego wynika, ze:

aidg pare prostych na plaszezyinie rysunku mozna przyjaé za pierw-
i drugi rzut prostej w przestrzent, = wyjatkiem takiej pary prostych,
ych tylko jedna jest prostopadla do osi rzutéw .

Jesli mamy na plaszczyZnie rysunkowej dane rzuty i 1" prostej [
34 b)] i chcemy odbudowac te prosta w przestrzeni, postepujem
tnie jak przy wyznaczaniu jej rzutéw: :
rowadzamy rzutnie do pierwotnego ich polozenia przez obrét
@, dokola osi z o kat 90° a nastepnie prowadzimy przez

ya'
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rzat ' plaszezyzne rzutujaca P, | a,, przez rzut zas 1"’ plaszezyzne
rzutujaca Py | m,.

Plaszezyzny Py 7 Py przetng sie wzdiuz jedynej prostej 1, gdy rzuty
I”i 1" sa nachylone lub réwnolegle wzgledem osi #, nakryja sie zas, gdy
rzuty U " tworzq jedng prostg prostopadly do osi @ ; w tym ostatwim przy-
padku prosta 1 jest wiec nieoznaczona.

A zatem:

Prerwszy i drugi rzut prostej wyznaczajq dokladnie polozenie prostej
w przestrzens tylko wtedy, gdy bads saden z rzutéw nie jest prostopadly

do osi rzutéw, bads tez gdy jeden z mich jest prostopadly do osi, a drugi
jest punktem.

30. Cwiczenia.

1) Narysowaé rzuty odcinka 4B prostopadlego do 7, jezeli wspélrzedne punktéw
koficowych sa: A(z, = 0, y, = 3), B(z, =6, gy, =3). (J =1 cm).

2) Narysowaé rzuty odcinka GH = 6 cm, prostopadlego do ,, jezeli odleglo$é dru-
giego jego rzutu od osi = wynosi 4 cm.

3) Narysuj rzuty i wyznacz katy nachylenia do plaszczyzn rzutéw odcinka O —
= 5 cm, jezeli wspélrzedne punktéw koncowych sa:

a) Oz =4, y, = 6), D(z, = 4, Y2 = 3);

b) C(z2, =6, y,=4), D(z, = 3, y, = 41PN CE—N1Scin)

4) Dany jest pierwszy i drugi rzut dowolnej prostej I. Wyznaczyé rzuty takiego

punktu na niej lezacego, ktérego a) wspbirzedna z— 0, 2, 3, ...; b) wspélrzedna y = 0,
S5 b, 080

Przyjmij rzuty prostej » réwnoleglej do pierwszej rzutni i wyznacz rzuty punktu,
lezacego na tej prostej, ktérego wspélrzedna Y =<0,215 2,43 .
6) Przyjmij rzuty prostej ¢ réwnolegtej do drugiej rzutni, a nastepnie wyznacz

rzuty takiego punktu, lezacego na tej prostej, ktérego by wspélrzedna z = 0, 2, 3,
H A

7) Wyznacz katy nachylenia do pierwszej i drugiej rzutni prostej; a) dowolnej,

b) réwnoleglej do pierwszej rzutni, c) réwnoleglej do drugiej rzutni, jezeli dane sa oba
rzuty tej prostej !

§ 3. Rzuty figury lezacej na plaszczyinie, wyznaczonej za
pomoca Sladow.

31. a) Najczedciej przedstawiamy dowolna plaszczyzne P w rzu-
tach za pomoca dwéch jej prostych 4 i v, wzdhuz ktérych przecina sie
ona z rzutniami s, i m,. (Rys. 34A).

Prosta % nazywamy pierwszym ¢ladem, prosta » drugim
sladem plaszczyzny P.

Pierwszy i drugi slad tej samej plaszezyzny przecinaje sie w punkeie
na 0st w.

b) Biorac pod uwage na plaszczyznie P dowolna prosta I, spo-
strzegamy :
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Jezeli prosta | lezy na plaszezyinie :_
> natenczas pierwszy Slad H tej pro- i =
j lezy na pierwszym Sladzie b tej . i

szezyzny, drugi zas Slad V tej prostej
2y na drugim Sladzie v tej plaszezyzny.
na odwrot: '
ezeli plaszczyzna P przechodzi przez prostg 1, nate?wzas puerwszy
I tej plaszezyzny przechodzi przez pierwszy Slad H te) .prosteg, drugn
lad v plaszczyzny przechodzi przez drugi Slad V prostej.

@iasact. 12. b)!). : : :
waga. Punkt A lezy na plaszczyénie P, jezeli lezy na prostej | te)
czyany. ¥
ro?.:tq Zas’ | przyjmiemy na plaszezyinie P, jezeli przyjmiemy jej Slady
V na odpowiednich Sladach h 1 v tejée plaszczyzny. (Rys. 34.A).

li wiec mamy wykre$lony pierwszy i drugi rzut prostej I, le-
na plaszczyznie P [Rys. 34 A — b)], to dowolna prgsta ’prostopadl'a:
0si # przecina pierwszy rzut I’ w pierwszym rzucie A’, drugi za$
t 1" w drugim rzucie 4"’ punktu 4, ktéry sie znajduje na plaszczy-
P.

Rys. 34 A.

Wykreslié pierwszy i drugi rzut dowolnego tréjkata 4 BC lezacego na plaszezyznie
nej za pomoca $ladéw ki ». (Rys. 35).
Udowodnij przy pomocy rys. 36 a):

‘" tego punktu A. Stad wynika ze: I
‘osta, laczaca punkt przeciecia sie pierwszych rzutéw dwdch prostych.przecmmchgl/i(;a
estrzeni — z punktem przeciecia sie drugich rzutéw tych prostych, jest prostopa

4
ki: Rzuty prostokatne
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Rys. 36.
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imij rzuty dwéch dowolnych prostych przecinajacych sie k i I i wykreél
zczyzny, wyznaczonej przez te proste. (Rys. 36 b). .

pomocy art. 1 ust. b) i rys. 2 udowodnij:

sq w przestrzeni do siebie réwnolegle, to ich tak pierwsze rzuty,

 proste @, b, ¢, ...
’g' rzuty sq # osobna do siebie réwnolegle.
zyjawszy pierwsze i drugie rzuty dwéch prostych réwnoleglych a i b, wykresl

r‘{'fczyzny wyznaczonej przez te proste.

'_TNiech sztywny karton papieru przedstawia plaszczyzne P

]QC plaszezyzne P w szczegolnych polozeniach wzgledem rzutni

¢l jej $lady i rzuty figury 4ABC. .. na niej lezacej!

ywodnij twierdzenia:

Jesli plaszczyzna P jest prostopadla do pierwszej rzutni m, (Rys. 37),

“drugi Slad v jest prostopadty do ost x, pierwszy zas Slad h tworzy
~;- 2 kat a. ktdry iest miarq kqta nachylenia tej plaszezyzny do rzutni m,.

e~

EX

BO

Rys. 37.

erwszy rzut figury lezqcej na plaszczyénie prostopadlej do pierwszej
o pada w pierwszy Slad tej plaszezyzny.

szczyzne prostopadla do rzutni m; nazywamy, jak wiadomo,
aca; jej szczegélnym przypadkiem jest plaszczyzna réwnolegla
ugiej rzutni mw, (Rys. 38).



52
\b N
N
‘\\\?«} NN\ AN M
RN
X
h %
" i K' ”'
Plaszczyzna taka ma tylko pierwszy ri -h
slad h, w ktory pada pierwszy rzut jakie)- L m
kolwiek figury na niej lezqcej ; drugn rzut !
takiej figury fjest do miej przystajgcy.
Rys. 38.

Udowodnij to przy pomocy rys. 38aj!

b) Jesli plaszczyzna P jest prostopadla do drugiej rzutwi g,
(Rys 39), to jej pierwszy Slad jest prostopadly do ost z, drugi zas
tworzy z osiq x kat B, ktory jest maiarq nachylemia tej plaszczyzny do
prerwszej rautni .

Drugi rzut fiqury lezqce] na plaszczyinie prostopadlej do drugve) rzutni
pada w drugi Slad tej plaszczyzny.

Plaszczyzne prostopadla do rzutni @, nazywamy, jak wiadomo,
druga plaszczyzna rzutujaca. Jej szczegélnym przypadkiem jest pla-
szezyzna réwnolegla do prerwszej rzutni. (Rys. 40).

Plaszezyzna taka ma tylko drugi $lad v, w ktory pada drugs rzut jakiej-
kolwiek figury na niej leiqeej; pierwszy rzut takiej fiqury jest do miej
przystajgcy.

Udowodnij to przy pomocy rys. 40a) !

33. Uwaga 1). Przy konstrukcjach rzeczywistych wielkosci figur
plaskich, danych za pomoca dwéch rzutéw prostokatnych — lub przy
wykreslaniu dwdch rzutéw prostokatnych tych figur, gdy sa dane praw-
dziwe ich wielko$ci — postugujemy si¢ kladem plaszczyzny:

1) Badz to na pierwsza rzutnie przez obrét danej plaszczyzny
dokota jej pierwszego $ladu h;
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'2) badZz to na druga rzutnie¢ przez obrét danej plaszczyzny
kota drugiego jej Sladu .

Klady te wykonywamy przy pomocy konstrukeji poznanych w § 4
zialu I; nalezy tylko zastapi¢ ceche punktu, ktéry obracamy
punkt C na rys. 19!):

i rzy kladzie ad 1) — przez wspélrzedng z, tj. przez odleglo$é dru-
) rzutu od osi z;

zy kladzie ad 2) — przez wspélrzedna ¥, tj. przez odleglo$é pierw-
rzutu od osi z.

Uwaga 2). Bardzo wuproszczong jest konstrukcja kladu pierwszej
wgiej plaszezyzny rzutujgeej. [Rys. 37 i 39]:

Hady na pierwszq (druga) rzutnie punktéw znajdujgcych sie
rwszej (drugiej) plaszezyinie rzutujgee] wyznaczymy, jezels
reslimy w pierwszych (drugich) rzutach tych punktéw prostopa-
do pierwszego Sladu h (do drugiego Sladu v) tej plaszezyzny i na
. prostopadtych odlozymy wspdlrzedne z (wspdlrzedne y). (Zob.
ys. 37 klad A° B°(C° tréjkata ABC i na rys. 39 klad EtF+G+
ita EFG ). :



2

G”

Rys. 40.

§ 4. Zastosowanie nabytych wiadomosci do wykreslania rzu-

tow prostokatnych bryl na dwie rzutnie prostopadie i do roz-

wigzywania latwych zadan konstrukcyjnych i rachunkowych,
odnoszacych sie do tych bryt i ich przekrojow.

34. Pierwszy i drugi rzut prostokatny bryly lub przedmiotu na dwie
prostopadle rzutnie wykreslimy, jezeli wyznaczymy pierwsze i drugie
rzuty poszczegélnych ich punktéw, krawedzi i Scian.

Zarys tak pierwszego rzutu bryly, jak zarys drugiego rzutu wyzna-
czamy w podobny sposéb, jak w art. 1 ust. d), z ta tylko réznica, ze
przy wyznaczaniu zarysu pierwszego rzutu patrzymy na bryle w kie-
runku prostopadlym do pierwszej rzutni, przy wyznaczaniu za$ zarysu
drugiego rzutu patrzymy na te bryle w kierunku prostopadlym do
drugiej rzutni.

I. Rzuty graniastostupa i walca i ich przekrojow.

35. a) Ustawmy model prostopadloécianu o podstawie prostokat-
nej, a o krawedziach ¢ = 2 cm, b =3 cm, ¢ =5 cm tak, aby jego
podstawa ABCD lezala na rzutni poziomej m;, a dwie éciany boczne
ABEF i CDGH byly réwnolegle do rzutni pionowej am,. [Rys. 41 — aj,
i rzutujmy go raz w kierunku prostopadlym do rzutni g, drugi raz
w kierunku prostopadlym do rzutni ,.

Pierwsze rzuty krawedzi bocznych prostopadio$cianu nakrywaja sie
z wierzcholkami, pierwsze za$ rzuty $cian bocznych z bokami podstawy
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ABCD; z prostokatem tym nakrywa sie réwniez pierwszy rzut
wy gornej K’ F' G’ H'. [Por. art. 29a) —1) 1 2); art. 32 a) i b)!].
ostokqt ABCD stanowv zatem zarys prerwszego rzutu bryly. Z zary-
tym schodzi si¢ obraz bryly, jezeli patrzymy na wig ze znacznej odle-
ei w kierunku prostopadlym do pierwszej rzutni Ty
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do rzutni s, sa wierzcholkami, A i I 4

e zas$ rzuty $cian prostopadlych
) Wy — bokami prostokata A’" B” Rys. 41.

‘B, ktérego jedna para bokéw jest ;

ostopadla, druga za$ para réwnoleglta do osi z. Prostokat ten jest
0(':zeénie drugim rzutem $cian ABEF i CDGH réwnoleglych do
€] rzutni, a zatem do nich przystajacym. (Zob. art. 29a) — 3)
art. 32 b)!).

Prostokgt A" B"' F'' E"' stanowi zatem zarys drugiego rzutu bryty.
arysem tym schodzi sig obraz bryly, jezeli patrzymy na nig ze znacznej
glosei w kierunku prostopadlym do drugiej rzutni s,.

Rys. 41 — b) przedstawia pierwszy i drugi rzut prostopadloscianu -
Sprowadzeniu obu rzutni do jednej plaszczyzny rysunkowej. Na
tach tych wystepujg w rzeczywistych  dlugosciach rozmiary prosto-
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éfoé(': kwadratowegB prostopadloscianu = V, krawedz przypodstawna = a.

padloScianu: na rzucie pierwszym dbugodé @ szerokosé, ma rzucie zag csokodé w! Wykredlic jego rzuty!

gim wysokosé. 8 1) ¥ — 46,875 dem? 2) V = 3,38 m?
b) Ustawmy prostopadtoécian na pierwszej rzutni tak, aby jego ; 4 — 25 cm e=13m.
Sciana tylna byta nachylona do drugiej rzutni pod katem 30°. (Rys. 42). :
Pierwszy rzut prostopadloécianu nakryje sie znowu z podstaWa‘
dolng, zarys za$ drugiego rzutu bedzie prostokatem A’ E" g g
ktéry jest rzutem linii lamanej’ ’
AEFGCBA, stanowiacej zarys wie
dzialny dla oka, patrzacego na pro-
stopadloécian w kierunku prosto-.
padlym do drugiej rzutni. Dla tgq.
kiego polozenia oka dwie éciany
boczne BCGF i ABFE sa widzialne,
a wiec sa widzialne réwniez ich
drugie rzuty, dwie za$ $ciany bocz-
ne CDHG i ADHE sa niewidzialne, -
przeto niewidzialne sg réwniez dru-
gie ich rzuty. Sciany niewidzialne
przecinaja sie¢ podiug niewidzialnej
krawedzi DH, ktérej drugi rzut jest
rowniez niewidzialny. ;
“Reuty  krawedzi  niewidzialnych

3

dry-~

osty réwnoleglogcian ma za podstawe romb o boku a == 6 cm i. ostlr’ym ka,c%e
0/ Wykreél jego rzuty i oblicz: a) ]:ego powierzc‘hmq, 2) objeto$é, 3) obie
‘przekactne, jezeli wysokosé réwnolegloscianu wynosi 20 cm ! L
. Zagadnienie 1. Rdwnolegloscian pochylg{, ktorego podstfawa jest
atem ABCD, lezqcym na pierwszej rzutni, ma krawedzie boczne

qle do drugiej rzut-

 Wykreslic rzuty te-
pnolegloscianu, jezeli
na jeqo wysokosé w
nachylenia o krawe-

Wykreslic rzuty 1
ezyy rzeczywistq wiel-
przekroju tego row-
gloscianu  plaszczyzng
opadlq do krawedzu

rysuj linia nyych.

ysujemy lLvnig przerywang.

Wskazowka. 1) Ponie-
. podstawa rownolegto-
u lezy na pierwsze]j
ni, przeto pierwszy jej
znajduje si¢ w niej
ej, za$ drugi w osi z.
ty krawedzi bocznych
eslisz na podstawie art.
Tys. 33d).

Podstawa gorna lezy na
iszczyZnie rownoleglej do ‘ 2
i z};j rzutni Jvl;gjej] drugi $lad v, jest réwnolegly — w odstepie wysokosci
wnolegtoscianu — do osi z [zob. art. 32 b), rys. 40] i przecina drugie rzuty

Cwiczenia.

1) Powierzchnia szeécianu=1274,49 cm2.
Obliezy¢ dlugo$é: 1) jego krawedzi ; 2) prze-
katnej; 3) wykre$lié oba rzuty szeécianu, gdy
przekatna jego ma polozenie prostopadie do
pierwszej rzutni.

2) Naroze szeScianu o krawedzi @ od-
cigto plaszczyznami, przechodzacymi przez
$rodki krawedzi. Przedstawic pozostala bryle
za pomoca dwéch rzutéw prostokatnych !
J Obliczy¢ jej powierzchnie i objetoéé !

1T, T 3) Najwigkszy tréjkat réwnoboczny, po-

J dlug ktérego mozemy przeciaé szeician,
wynosi 1,3102 m? Obliczyé powierzchnie

Rys. 43.

. ’ ’r ’ . 4 1mi tami
e i objetos¢ szeScianu ! Wykredli¢ rzuty sze- ¢dzi bocznych w punktach E”, F”, G”, H”, ktore sa dru}??}?’ Vrvzuzna_-
Scianu ! cholkéw podstawy goérnej; pierwsze rzuty tych wierzc ohc;{ d]'
= . 3 1 1 rawedzi
4) Przez krawedZ podstawy szescianu prowadzimy plaszczyzne nachylona do pod- _ sie na prostopadlych do osi @ i na pierwszych rzutac ¢
stawy pod katem @ = 36°50". Pole przekroju wynosi 30 cm?. Obliczy¢ objetosé sze- znych.

Scianu. Wykreélié jego rzuty !
5) Obliczy¢ powierzchnie i objetosé kwadratowego prostopadlogcianu i wykreslié
jego rzuty, jezeli jest dana dhigoéé krawedzi przypodstawnej o i wysoko$é w :
D...a=25m 2)ia.— 5,3 m
w= 3,8 m W =17 1.

Jezeli krawedzie boczne réwnolegloscianu sa réwnolegte do drugiej
1 g, a plaszczyzna tngca jest do nich pro‘st.opadla't, ’to plas;czyzna tta
. prostopadta réwniez do drugiej rzutni a,; jej drugi $lad o jest pros 'o-
do drugich rzutéw krawedzi bocznych. (Por. twierdzenie V art. 5!).
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Rzuty i rzeczywista wielko$é przekroi : :
uwaga 9), rys. 39, p roju wyznaczysz jak w artykule 33,

37. Zagadnienie 2. Podstawq graniastostupa pochylego jest czuopg.

kat ABCD, lezqcy na pierwsze] rzutni. Wykreslié rzuty tego graniastostupg 4
jezeli jest dany prerwszy rzut DF: 4
T, jednej krawedzi bocznej DF ; kgt 4

nachylenia o tej krawedzi do pler-
wsze] rzutni. (Rys. 44)

stawy 4 BOD schodzi si¢ z nig samg
plerwsze wigc rzuty krawedzi bocz:

pierwszego rzutu DF’ krawedzi DF.
(Por. art. 1 wlasnoé¢ ITI).
: Pierwszy rzut podstawy gornej
jest rownolegtym przesunieciem pod-
stawy dolnej; rysujemy go zatem
jako czworobok, ktérego boki sa
rownolegle do bokéw podstawy dol-
nej, wierzcholtki za$ leza na rzutach
krawedzi bocznych.
Patrzac na graniastostup w kie-
runku prostopadlym do pierwszej
; rzutni widzimy przede wszystkim
, podstawe gorna, a nastepnie sciany
boczne wychodzace z krawedzi pray
p podstawnych 4D i DC'; nie widzi-
my za$ podstawy dolnej, cian bocz-
nych ABHE i BOGH i krawedzi
4B, BC i BH; dlatego te krawe-
v : dzie wykreslono linia przerywana.
Aby wykresli¢ drugi rzut graniastoslupa, zauwazymy najpierw, ze gérna
qustawa EFQH lezy na plaszczyznie réwnoleglej do pierwszej rzutni;
jej zatfem drugi rzut E” F"* G H” lezy na drugim $ladzie tej plaszczyzny,
l‘<tory jest prosta rownolegla do osi z. Odleglo$¢ tej prostej od osi x réwna
]est,\fvysokoéci graniastostupa w, ktéra znajdujemy w nastepujacy sposob :
Kreslimy tréjkat prostokatny DF’ Fo, ktorego jedna przyprostokatna jest
dal'ly rzut DF’ krawedzi bocznej DF, katem za$ ostrym przy wierzcholku
D jest kat nachylenia a tej krawedzi do pierwszej rzutni. Druga przyprosto-
katna tego trojkata F’ F° jest réwna szukanej wysokodcl graniastostupa.
Drug% rzut podstawy dolnej 4" B (" D’ znajduje si¢ na osi .
Drugie rzuty krawedzi bocznych sa réwnoleglymi do siebie odcinkami,
Iafczgcyml dr_ugle rzuty A", B, 0", D'’ wierzchotkéw podstawy dolnej z dru-
gimi rzutami £, H"', G", F’" wierzcholkéw podstawy gérnej. Trzy z krawe-
dzi bocznych sa w drugim rzucie widzialne, jedna za$ C@ jest niewidzialna.

Rys. 44."

Rozwigzanie. Pierwszy rzut pod- 1

nych wychodza z wierzchotkéw 4,
B, C'i D i sa réwnolegle do danego

| 4 59

iczenia. 1) Oblicz powierzchnie i objetosé réwnolegloscianu, o ktérym mowa
, jezeli sq dane dlugoici krawedzi schodzacych sie w wierzcholkw D i katy pla-
tym wierzchollkw, a mianowicie :
2,5 dem, DC = 3.2 dem, DH = 6 dem;
DH — 30°, < HDC = 45°!
bl éw. 1), art. 19)!
) Zy krawedzie, schodzace si¢ w jednym narozu réwnolegloscianu, maja dlugosci
98 cm; dwie pierwsze z nich tworza kat 58° 45’; kat nachylenia trzeciej krawedzi
zczyzny dwoéch pierwszych wynosi 82°15. Wykredli¢ rzuty réwnoleglocianu ;¥
¢ jego objetos¢! _
awedzie réwnolegloscianu, schodzace sie w jednym narozu, wynosza: k = 90 cm,
‘om, ky = 51,5 cm, katy plaskie: < (kky) = 72087477, < (kk,) = 84° 44777,
— 642 11/18".
Wylkreslic rzuty i siatke.
liczyé katy dwuscienne, objetosé, pole.
— 293,551 cm?).
) Krawedzie podstawowe graniastostupa tréjéciennego, b =17 m. & =
m, tworza kat = 91° 334", krawedz za$ boczna, wychodzaca z wierzchotka tego
jest nachylona do k pod katem = 62° 8745, do k, pod katem = 75° 1722".
Wykreslié rzuty i siatke w skali 1:100.
) Obliczyé katy dwucienne, pole i objetosé.
= 14,742 m3).

39, Zagadnienie 3. Kierownica walca obrotowego o promieniu r spo-
a na pierwszej rzutni ; wysokosé walea réwna si¢ danemu odcinkowi w.

45).

Wykreslic: 1) rzuty prostokgtne walca; 2) rzuty przekroju walca -
czyzng (hv) prostopadle do drugiej rzutni; 3) wyznaczyé rzeczywistq
08¢ przekroju; 4) wyprowadzié wzér na obliczente pola elipsy.

skazéwka. 1) Tworzace walca sa prostopadle do pierwszej rzutni;
pierwsze rzuty sa przeto punktami lezacymi na obwodzie kola pod-
wego, drugie za$ rzuty odcinkami prostopadiymi do osi x. Pierwszy
kola gérnego schodzi si¢ z kolem dolnym, drugi za$ rzut jest odcin-
| réwnym érednicy 2 7. Odcinek ten jest réwnolegly do osi @ i odlegly
niej o wysoko$¢ walca w.

‘Kolo podstawowe stanowi zatem zarys pierwszego rzutu walca; zarys
o0 rzutu jest prostokatem, ktérego jeden bok rowny jest srednicy kola
tawowego, drugi bok wysokosci walca.

Przekr6j walca plaszczyzna (hv) jest miejscem geometrycznym
nktow 1, 2, 3, ..., w ktorych plaszczyzna ta przecina poszczegélne two-
€ ty, s, t5, ... walca. Miejsce to jest linia krzywa zamknieta, ktora na-
amy elipsa. Punkt, w ktorym plaszczyzna (hv) przecina o$ walca,
t Srodkiem elipsy.

lipsa. ta ma dwie osie symetrii: o§ wielka AB, wzdluz ktorej
aszezyzna (hv) przecina plaszezyzne, poprowadzona przez o$ walca rOWNO-
le do drugiej rzutni, i 0§ mata CD, wzdluz ktérej plaszczyzna (hv) prze-
plaszczyzne, poprowadzona przez o$ walca prostopadle do drugiej
1 utni.
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Powyiszq elipse moiemy wwazaé za rzut réwnolegly ukosny jednego z kdl
podstawowych walca na plaszczyzne (hv), w kierunku osi walca.

Pierwszy rzut elipsy schodzi si¢ z kolem podstawowym, drugi jest od-
cinkiem A4’ B”, réwnym wielkiej osi A4B.

3) Rzeczywista wielko$¢ elipsy otrzymamy, jezeli wykonamy klad pla-
szczyzny (hv) na pierwsza rzutnie wraz z osiami i poszezegélnymi punktami
elipsy.

Konstrukcja tych kladéw jest uwidoczniona na rysunku.

Klady punktéw faczymy linia krzywa, baczac na to, aby byla syme-
tryczna wzgledem wielkiej i matej osi 49 B® i C° DO.

4) Mala oS elipsy CD oznaczamy przez 2 b; jest ona na rys. 45 réwnolegla
do rzutni g, przeto jej dlugo$¢ réwna jest dugoéci $rednicy kola kierowni-
czego walca, tj. CD =2b = 27, czyli: mala pdlos b = r.

Wielka 0§ 4B oznaczamy przez 2 a; lezy ona na prostej najwigkszego
spadku plaszczyzny (hv), przeto miedzy jej dlugoécia a dlugodcia jej rzutu
zachodzi zwigzek :

A’ B’ = AB cos a; stad
4B 2«

coslol— ——— — k=
AB 2a

r
—
a
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i @ oznacza kat nachylenia plaszczyzny (hv) do rzutni sm,. (Por. art. 9,
; art. 13, ust. b!).

aczmy pole elipsy e przez F, pole za$ jej prostokatnego rzutu na
éry sie schodzi z kierownica walca, przez F'.

[iedzy tymi polami zachodzi zwiazek, wyrazony réwnaniem z art. 13

= Fcosa,
otrzymamy :
7 r
= =925 —
cosa a
a
= r247 .
=arm

" A poniewaz r = b, przeto mamy

haib:

wzdr na obliczenie pola elipsy e, o pol-

F = ab .

- Wyrazi¢ ten wzér slowami.
" Poréwnaj wzor ten z wzorem na obliczenie pola kola !

) Podstawa graniastoslupa prostego o objetosci V = 56,8 cm?® jest tréjkat o bo-
L @ — 80 cm, b = 150 cm i kacie # = 85° 16”. Na graniastostupie opisano walec
towy.

zedstawi¢ graniastostup i walec w rzutach prostokatnych. Obliczy¢: a) réznice
oSci; b) réznice powierzchni tych bryt; 3) réznice pél przekrojéw graniastostupa
lca plaszczyzna nachylona do podstawy pod katem a = 45°.

) W prosty graniastostup tréjécienny o wysokosci 20 cm, ktérego podstawa zawiera
a = 52018/, f = 68°, da si¢ wpisa¢ walec obrotowy o promieniu ¢ = 3 cm. Przed-
i¢ w rzutach prostokatnych obie bryly. Obliczy¢ powierzchnie pobocznicy walca !
zy¢ pola przekrojéw graniastostupa i walca plaszczyzna tworzaca z podstawa kat
30°.

edZ boczna k = 14 cm jest nachylona do podstawy pod katem 0 = 67°12’. Jak
ka jest objeto$¢ walca opisanego na tym graniastostupie?
ykresli¢ rzuty prostokatne obu bryt
4) Sclhron przeciwgazowy ma ksztalt walca obrotowego, ktéry przecina plaszczyzna po-
gi réwnolegle do jego osi. (Rys. 46).
Wy&okcéé schronu w = 2,20 m, szeroko$é 2b = 3 m, dlugosé d = 16 m.

-4 ‘1) Przyjmujac plaszezyzne podlogi za pierwsza rzutnie, plaszczyzne za$ réwnolegla

walca i prostopadla do podlogi za druga rzutnie, przedstaw ten walec w dwdéch
ach prostokatnych !

2) Ile 0s6b moina w nim zmiecié na 2 godziny, jezeli dla jednej osoby przyjmujemy
® powietrza na 1 godzine?

Wskazéwka. Pojemno$é schronu V =V, —V,, gdzie ¥, jest pojem-
a pelnego walca o nieznanym promieniu r i danej dlugosci d, V, za$
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Rys. 46.

jest pojemmnodcia czeéci walca, odcigtej plaszezyzna podlogi
walca. i

Pojemnoéé V, obliczymy, mnozac pole p kolowego odcinka ADE przez
dlugos¢ walca d.

1) Promiefi » obliczymy z tréjkata prostokatnego 4CD:

BD: AB = AB: BC, czyli

od pelnego

; b + w?
(2r—w):b=">b:w, stad » = G
Kat za$ érodkowy ASB — obliczymy przy pomocy funkecji
. b > 2 bw
sina = e

2) Pole odcinka ADE réwne jest roznicy pola p, wycinka kolowego
ADES i pola p, trojkata AES, ktorego wysokos¢

b? — w?

b (b2 — w?)

BS - VP =% — des

; a wiec py =

Pole p, obliczymy z proporcji:
P2 = 2a:360° stad

(6+w?)?
4 w?

Ju a
1800

% ==
3) Na obliczenie pojemnosci schronu ¥V otrzymamy wzor:

(82 + w2)2d [ (180° — @) 2 w-b(w? — b?)

it 180° (02 + w?)?
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Ve

~ 1I. Rzuty ostroslupa, stozka, wielo$cian6w foremnych,
~ przedmiotéw technicznych, powierzchni topograficznych
i ich przekrojow.

41. Nadzwyczaj prosta jest konstrukcja rzutéw ostroslupa 4 stoika,
eli ich podstawy przyjmiemy na pierwszej rzutni.

a) Rys. 47 przedstawia pierwszy i drugi rzut ostrostupa prostego®;
dstawa jego jest kwadrat o boku a, lezacy na pierwszej rzutni, wyso-
koécia jest odcinek w = OW.
rysem pierwszego rzutu ostro-
pa jest kwadrat podstawy;
pierwsze rzuty krawedzi bocz-
ych schodza sie z przekatnymi,
pierwszy rzut wierzcholka ze srod-
kiem tego kwadratu. Patrzac na
~ostrostup w kierunku prostopad-
tym do pierwszej rzutni, widzi-
“my wszystkie jego krawedzie;
‘dlatego pierwsze rzuty wszyst-
‘kich krawedzi ostrostupa naryso-
~wano linia pelna.
~ Zarys drugiego rzutu ostro- X
‘slupa przedstawia si¢ jako tréj-
‘kat réwnoramienny A" W' C”
-0 wysokos$ci w. Patrzac na ostro-
shap w kierunku prostopadlym do
drugiej rzutni, widzimy trzy kra-
wedzie boczne 1 dwie krawedzie
przypodstawne, nie widzimy na-
tomiast jednej krawedzi bocznej
WD i dwéch krawedzi przypod-
stawnych AD i DC. Niewidzial-
ng krawedz boczna narysowano
w drugim rzucie linig przerywa-
na, drugie za$ rzuty niewidzial-
nych krawedzi przypodstawnych
schodza sie na osi z z rzutami
krawedzi widzialnych.
Poniewaz wysoko$¢ ostrostupa WO jest odcinkiem prostopadtym do
"erwszej rzutni, przeto pierwszy jej rzut jest punktem, drugi za$ od-
c¢inkiem prostopadltym do osi z i réwnym danej dhugosci w.

Rys. 47.
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Plaszczyzna réwnolegla do pierwszej rzutni przecina ostrostup
podlug kwadratu PQRS; drugi rzut tego kwadratu lezy na drugim
sladzie v plaszczyzny tnacej, rzut zag pierwszy jest kwadratem P’ Q' R’ g
przystajacym do kwadratu PQRS. [Por. art, 32, ust. b)!].
Kwadraty ABOD i PQRS sa podstawami ostrostupa $cietego,
0 wysokosci 00, réwnej odlegloéci tych kwadratéw:
b) Rys. 48 przedstawia rzu-
W . ty' s.tozka obrot(')vs.fego 0 pro-
/ mieniu 7, wysokosci w, spoczy-
wajacego podstawa na pierwszej
rzutni. Zarysem pierwszego rzu-
tu jest kolo o promieniu 7, za-
rysem za$ drugiego rzutu jest
trojkat réwnoramienny o pod-
stawie 27, wysoko$ci w.
Objasnij na rysunku: 1) kon-
strukcje rzutéw kola k;, po-
dlug ktérego stozek przecina
x Plaszczyzna réwnolegta do pier-
wsze] rzutni; 2) konstrukcje
drugiego rzutu punktu M, znaj-
dujacego sie na pobocznicy stoz-
ka, jezeli jest dany pierwszy
rzut tego punktu; 3) konstruk-
cje¢ pierwszego rzutu punktu N,
lezacego na pobocznicy, jezeli
Jestdany drugi rzut tego punktu !
Zauwaz: punkt lezy na po-
boczmicy stozka, jezeli lesy na
jeqo tworzqcej.
42. Zagadnienie 1. Ostrostup
prosty o podstawie kwadratowej
A opiera sie jednym wierzcholkiem
podstawy o rzutnie m,, plaszczy-
zna zas podstawy jest prostopa-
dla do tej rzutni. (Rys. 49).
1) Wykreslic¢ rzuty ostrostupa ; 2) Obliczyé jego objetosé i powierzehnie,
jesli bok podstawy a = 4,5 dem, wysokosé w = 9 dem.

Rys. 48.

Rozwigzanie ad 1). Oznaczmy pierwszy $lad plaszczyzny podstawy
przez b (Zob. art. 32, ust. al).

Pierwszy i drugi rzut kwadratu podstawowego ABCD wykredlimy przy
pomocy jego kladu 4° B° (" DO na pierwsza rzutni¢ (Zob. art. 33, uwaga 21).
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1 ’r P Ee '3 e ¥ . hOlkéW
ie rzuty 4”7 i C, B” i D" przeciwleglych wierzcholkéy

E o(z;;}%rlﬁa;fy grugie rzuty jego przekatnych. Ich punkt przecigcia
- - t drugim rzutem $rodka kwadratu. Pierwszy rzut O tego srodka
jdujg:essig na przecigciu sie ze $ladem /4 prostopadlej do osi z, poprowa-
o hodzi wysokos$¢ ostrostupa OW = w
[ k kwadratu O przechodzi wy ostrc
i tzzoszgg:dla do plaszczyzny podstawy. A poniewaz plaszczyzna ta

L

Rys. 49.

jest prostopadla do pierwézej rzutni, przeto wysoko$¢ (,)Wv,jest rl(?gs'i(i)l%gll;;
“do tej rzutni. Z tego wynika znowu, ze pierwszy rzut 'O W wirs% o
.est prostopadty do $ladu % i réwny dlugosci w, drugi za$ rzu

Sci jest réwnolegly do osi . X, y
Wys;elz(é(iis C;Jl?cz;riv; drugg%, rzut W'’ wierzcholka‘ os:croslupa z druglmcl1 erile
tami wierzcholkéw podstawy za pomoca odcinkow, otrzymamy drugie
k. k dzi bocznych. i i
-rzugatrrzz‘(;:vena ostrostup w kierunku pro‘stopa}dlym. do dr{{lg}e]_rg?zn;,rxt
- dzimy wszystkie jego krawedzie z wyjatkiem jednej WD, ktore] g
rwykreélono dlatego liniag przerywana.

- Chodowicki : Rzuty prostokatne

5
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Pierwsze rzuty krawedzi bocznych sa odcinkami 1
rzut W’ wierzcholka ostrostupa z pierwszymi rzutami
stawy. Tylko jedna krawed# boczna WA

dla oka, patrzacego na ostrostup w k
rzutni.

Wskazéwka ad 2

). Objetosé ostrostupa V obliczamy,
mnozac pole podstawy

jak Wiadom(),
P przez trzecia czed¢ wysokosei w, tj.

podiug wzory :

w

=i

ian
Powierzchnia ostrostupa sklada si¢ z pola kwadratu podstawowego o boku
@ 1 pél czterech trojkatow rownoramiennych o réwnej podstawie ¢ i réwnej
wysokodci, ktéra obliczymy przy pomocy twierdzenia Pitagorasa z
sokodci ostrostupa w i podstawy a.

43. a) O$miodcian foremny jest ograniczony o$mioma réwnobocy.

nymi tréjkatami. Figura a) rys. 50 przedstawia rzut réwnolegly ukoény
oSmioscianu foremnego, figury b) i ¢) jego siatke.

Rys. 50.

Na modelu oémioécianu spostrzegamy,

chodzaca przez jego przekatne dzieli g0 na
podstawie kwadratowej.

ze kazda plaszczyzna prze-

dwa ostrostupy o wspdlnej
Kazde dwie przeciwlegle sciany tych ostro-
stupéw sa do siebie réwnolegle, np. $ciany WDC i 285

aczacymi pierwszy
. wierzcholkéw poq.
jest w pierwszym rzucie niewidzialna ;
ierunku prostopadlym do pierwszej f

wy- &
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Zagadnienie 2. Przekatna WW, oSmioScianu foremmego o kra-
, dotyka pierwszej rzulni 1 jest do niej prostog.)adla. (Rys. 51) i
aW kredli¢ rzuty o$mioscianu, nadto rzuty @ pmw'dzzwq wielkodé
'fzelycroju plaszezyzng, prostopadle do pierwszej rzutni.

- Przyjawszy o = 4 em
’yé: a) objetosé osmioscia-
7+ b) promiei kuli wpisa-
¢) promiei kuli opisa-

Rozwiazanie ad 1). .
) Pierwszy rzut przekatnej
YW, jest punktem, rzut drug%
dcinkiem, prostopadlym do osi
bw i rownym tej przekatnej.
ob. art. 29, ust. a)]. cr

_ Plaszczyzna przekatna osmio-
anu prostopadla do ,pljze’:k_zgt-
nej WWy przecina osmiosclan
, diug kwadratu ABCD, ktor'y
pierwszym rzucie pr'zedst’ayvlaf
sie w prawdziwej wielkosci 1
ksztalcie, w drugim rzucie jako
‘odeinek, rownolegly do osi .
3 Wykreéliwszy zatem pod osia
'z kwadrat 4’ B’C’ D" o boku ;
mozemy g0 przyjaé za plerwsz
B ABCD. Srodek
‘tego kwadratu jest pierwszym
rzutem przekatnej WW,, kazda
przekatna kwadratu laczy
w sobie pierwsze rzuty czterech
krawedzi o$miodcianu, znajduja-
cych si¢ na plaszczyznach prze-
tnych prostopadtych do pier-
wszej rzutni.

lsz%%’ykreélmy ze $rodka kwa-
dratu A’ B’ C" D’ prostopadia do
‘osi #, a na tej prostopadlej od-
"erzmy powyzej osi @ przelﬁqtr}%
tego kwadratu AC = W, "W
'0trzymamy rzut pionowy prze-
katnej WW, oémioéganu, pro- .
@Pgdlei ggdre)lfi)vésczii]kgzuwtglwl” poprowadzmy prosta r(’)wn}cl)legljce;ioA?mBaE.’
tl;:zjei)rsostej i na prostopadlych do osi Iaf poII)’rOCvsfz/idzl())’I}yvcv iel};rc ho}ké\;’ i
D, znajdowa¢ si¢ beda drugie rzuty A SR G ‘
Ci D.

Rys. 51.

B*
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Jezeli rzuty 47, B”, ¢, D polaczymy z rzutami W i W 16 otrzy.

mamy drugie rzuty krawedzi osmioscianu, wychodzacych z wierzchotkgy
sl i
Krawedzie widzialne i niewidzialne w

w zagadnieniach poprzednich.
b) Oznaczmy pierwszy ¢lad plaszczyzny tnacej przez .

drugim rzucie oznaczamy, ja]; A

Na prosta 4 pada pierwszy rzut figury przekroju. Rzuty pierwsze wierz-

chotkéw tej figury sa w punktach przecigcia sie prostej 4 z
rzutami krawedzi oémioécianu ; 0znaezmy je 1/, 2/, 8/, 47 57,

Rzuty drugie tych wierzcholkéw beda punktami przeciecia si¢ prosto-
padtych do osi z, wykreslonych przez= L4E7 = 3¢ 1Mt e 67 0 drugimi rzy-
tami odpowiednich krawedzi oémiodcianuy.

Laczac wierzcholki figury przekroju otrzymamy jej boki, Prawdziwa
wielkosé figury otrzymamy, jezeli wykonamy klad plaszezyzny tnacej na
pierwsza rzutnie i narysujemy w znany sposéb wielokat 19 20 30 40 50 60,
(Zob. art. 33, uw. 21).

pierwszymj

Wskazowki ad 2).
Na rys. 50 spostrzegamy, ze:

SwW _ 942 (;V; R, a3?}/2.

b) Objetosé o$mioscianu sktada si¢ z objetosci 8 ostrostupéw, ktérych

‘a) v = 2. ABCD.

podstawami sa $ciany osSmioscianu, a wysokoéciami promieri 7 kuli wpi-
. T : Sl ; : L a? =
Sanej w osmioscian. Pole jednej $ciany réwne jest, jak wiadomo, T]/3.
A zatem:
a? ]/5 a? \/5 2 @ =
2l SRR «—; stad r = — V6.
3 TR ;|
T
c) R=—1Y2.
=y
44. Cwiczenia.
1) Jezeli na rys. 50a) poprowadzimy przez przekatna o$miogcianu WW, pla-

SzCzyzng prostopadla do krawedzi np. DC, to przetnie ona tréjkaty WDC i W,DC podiug
ich wysokodci, ktére z przekatng W W, utworza tréjkat réwnoramienny. Kat wierzchol-
kowy tego tréjkata jest miara kata dwusciennego ¢ w oémiodcianie.

Oblicz ten kat ! :
[ sin 2.2 \/QJ 2

2) Na rysunku 52 widzimy rzut réwnoleglty uko$ny czworodcianu foremnego, ktéry
przecigto plaszezyzna BDO prostopadia do krawedzi AC. Plaszczyzna ta przeciela
kule opisana na czworoécianie podiug wielkiego kola Kp, kule za$ wpisana podlug kola
wielkiego K,.

Przyjmujac krawedz czworoécianu ¢ — 2,5 dem wykredlié pierwszy i drugi jego rzut,
jezeli jego éciana A4 BC jest réwnolegla do pierwszej rzutni, przekréj BDO do drugiej
rzutni.
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¢ objeto$é czworoscianu ¥V, powierzchni¢ P, promien kuli opisanej R, pro-
?ywpisanej 7, kat dwuécienny 0.

T=%V_6’ R=%V—6, )

: 3 -
3 VRS
3 12

Rys. 52.

- jezeli jego kra-
iczvé obietodé i pole ostrostupa tréjéciennego, jeze A
¢ rzuty, obliczy¢ Ob]QtOb';;lCIr)n tworza kat @ = 85° 14/, za$ krawedz o

3) Wykresli
jest nachylona do krawedzi k pod ka-

wedzie podstawowe k — 85 cm i k
(}f)l: (Izjm wychodzaca z wierzchotka tego kqta‘:, je
tom 889 407, za$ do krawedzi k; pod katem 64° 15.
(V = 107,673 dcm?).
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R : : E bliczy¢ objetos¢ czworoscianu V, powierzchni¢ P, promien kuli opisanej R, pro-

Jezeli rzuty 4, B, ¢, D" polaczymy z rzutami W’ i Wy, to otrzy- okuli wpisanej 7, kat dwuscienny 0.

mamy drugie rzuty krawedzi oémiodcianu, wychodzacych z wierzcholkgy :

Wi Ww,. .
Krawedzie widzialne i niewidzialne w drugim rzucie oznaczamy, jak

w zagadnieniach poprzednich.

b) Oznaczmy pierwszy ¢lad plaszczyzny tnacej przez h.

Na prosta 4 pada pierwszy rzut figury przekroju. Rzuty pierwsze wiers.
cholkéw tej figury sa w punktach przecigcia si¢ prostej 4 z pierwszymi
rzutami krawedzi osmios$cianu ; oznaczmy je 1’, 2, 8/, 4, 5/, 6. 1

Rzuty drugie tych wierzcholkéw beda punktami przeciecia si¢ prosto-
padlych do osi @, wykreslonych przez 1, 2, 3, 4, 5, 6, z drugimi rzu-
tami odpowiednich krawedzi oémiodcianu.

Laczac wierzcholki figury przekroju otrzymamy jej boki, Prawdziwg
wielko$¢ figury otrzymamy, jezeli wykonamy klad plaszczyzny tnacej na
pierwsza rzutnie i narysujemy w znany sposéb wielokat 19 20 30 40 50 60,
(Zob. art. 33, uw. 21).

Wskazéwki ad 2).
Na rys. 50 spostrzegamy, ze:

S 9 3/"
- a) v=2-ABCD-%V=2az a¥e e

Rys. 52.

jetos¢ i 6jsci jezeli jego kra-

§lic iczyé objetosé i pole ostroslupa trojsciennego, ’] 4 #
. Og}’lcczrz;ciok]q: 74 c}:r’n tworza kat @ = 85° 14, zas kre.qudz =
- i jest nachylona do krawedzi k& pod ka-

3)

ie podstawowe k =
‘Z@iiﬂ fm, wychodzaca z wierzcholka tego ka;ca;, je
;rn 880 40/, zaé do krawedzi &, pod katem 64° 15%.
(V = 107,673 dcm?).

3-2 3

b) Objetos¢ oémioscianu sktada si¢ z objetosci 8 ostrostupow, ktérych
podstawami sa Sciany o$miodcianu, a wysokosciami promien r kuli Wpi-

b 2
sanej w osmioscian. Pole jednej $ciany réwne jest, jak wiadomo, TV&

A zatem:

a3l/§ “2\/5 r (7
I e it e e
5 8 - 3,stad7 6\6.

o) B = V3.

44. Cwiczenia.

1) Jezeli na rys. 50a) poprowadzimy przez przekatna o$mioécianu WW, pla-
Szezyzng prostopadly do krawedzi np. DC, to przetnie ona tréjkaty WDC i W,DC podiug
ich wysokodci, ktére z przekatna W W, utworza tréjkat réwnoramienny. Kat wierzchol-
kowy tego tréjkata jest miara kata dwusciennego ¢ w o$mioscianie.

Oblicz ten kat ! :
[sin %‘= v_gJ :

2) Na rysunku 52 widzimy rzut réwnolegly uko$ny czworoécianu foremnego, ktéry
przecigto plaszezyzna BDO prostopadla do krawedzi AC. Plaszczyzna ta przeciela
kule opisana na czworoécianie podtug wielkiego kola Kp, kule za$ wpisang podlug kota
wielkiego K,.

Przyjmujac krawedz czworoécianu ¢ — 2,5 dem wykredli¢ pierwszy i drugi jego rzut,
jezeli jego $ciana ABC jest réwnolegla do pierwszej rzutni, przekr6éj BDO do drugiej
rzutni.

Rys. 53.




4) Cztery przystajace tréjkaty o bokach 3.5; 4; 4,5 dem ograniczajg Ostrosiyp,
tréjécienny. Przedstawi¢ ostrostup ten w dwéch rzutach prostokatnych ; Wyznae
konstrukcyjm'e i rachunkiem katy plaskie i dwuscienne jednego jego narozg. s
Przedstawia rzut réwnol. ukos$ny bryty, ktorg otrzymane , Sze.
1. poprowadzonyech, Przey
) tego rysunky wykreélond?'
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- dnie wykreslonym tréjkacie CE’ E przyprostokatnej E’ E lub przez
iczenie przy pomocy twierdzenia Pitagorasa.

i g g ] tajacych i dwoch
= i kiada si¢ z pol dwoch trapezéw przys 3| ;
]E"ole I:;mslf;jl;la(c;ci 0 r(")?wn}I/)ch wysokodciach ; wysokos$¢ te obliczymy
'm(j):rfz}gm; przy pomocy trojkata prostokatnego EE’G.
) Z

ia Sci iotu do poziomu obliczymy
) Roéwniez kat o nachylenia $cian namiotu EPEI
erzymy przy pomocy tréjkata EE’G. {tga = i

¢dzie w stosunku 1] : 3.
siatke tej bryly.

a) Wykredli¢ pierwszy i drugi rzut tej bryly; b) obliczy¢ jej powierzchnig i ob..
jetosé. 2
Uwaga. W kszalcie takiey bryly krystalizuje fluoryt.
6) Na rys. 54 figura a) przedstawia rzut réwnolegly wko$ny namiotu (dachu)
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a) Wykreslié raut
krawed? O'D ; b)
do poziomu.
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obliczyé pojemnosé i powierzchnie

Y namiotu na plaszezyzne pionowg przechodzacq  przez
namiotu.; c) obliczyé kat nachylenia $cian

i / dwnoleglym rzucie ukosnym
W ' dstawiamy stozek w rownoleglyr e
k ?'k?z'oggka.iga)bfrze nastepnie wykre§lamy rozwinigcie na plaszczyzni
w skali 1: b))
Wskazéwka. | Pojemno$¢ namioty sklada si¢ z pojemnosci graniasto-
stupa prostego EGMLFEK i pojemnosei dwéch ostrostupdw ADLKF i GBOME
ktére zsuniete do siebije tworza jeden

i ia j fig. a).
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rysl‘;:)1 \lif psokoéé stozka $cigtego obliczamy z rownlama V_St Szka-ozd = t?ego,
gdzie V jé’st objetoscia stozka Scigtego, V; stozka pelnego, V, _

Y D) OWn. UKOS URA Przeamioow ych -
) a rysunku zobrazowano w rzucie row ke nym k ea echnicznych
8) N ? 56 b & 1 1 t tech h

0 1 Vi klad trz 2CRY72 rzect . h sie odlug trzech
dniesi ch do p?’OStO 'ahzego wktadu trzech plas CRYZN  Przecina)icyc S1¢ P!

NLESLONY ¢ ! i

pr ostopa(llych do siebie osi x, Y, = A mianowicie



72

Rys. 56.
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Figura a) przedstawia podpore¢ drewniana, b) gotycki slup podporowy, ¢) gotycka

~ podpor¢ murowana; d), e) i f) plyty zaopatrzone w czopy o przekrojach kwadratowych ;
g) stup o przekroju kwadratowym, h) schody.

1) Przedstawié przedmioty te w dwéch rzutach prostokatnych, na rzutnie (xy) i na rzut-
- nig (22)-
2) Przyjowszy stosowne wymiary tych przedmiotéw obliczyé ich objetosé.

45. Zagadnienie 3. Zobrazowac tere'n, ktérego mamy plan pozfo-
mnicowy (warstwicowy), wzglednie mape topograficzng [Rys. 57 1)!]

Rys. 57.

1) rzutu prostokatnego na plaszczyzne pionowq;

2) rzutu réwnoleglego ukosnego na plaszezyzne pronowq ;

! 3) rzutu réwnoleglego ukosnego na plaszczyzne poziomq — czyli tzw.
- perspektywy wojskowe;.

Wskazéwka. Przyjmujemy prostokatny uklad osi O (z, y, 2) i pokry-
. wamy plan szeregiem prostych réwnolegltych do osi « i y, przy pomocy kto-
rych wykredlamy rzuty poszczegdlnych punktéw terenu. Wysokodei tych
punktéw (cechy) wyznaczamy przy pomocy poziomnic; w rzucie réwnole-
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glym prostokatnym i uko$nym na plaszczyzng pionowa wystapia one w praw-
dziwej wielkosci (Fig. 2 i 3), w perspektywie wojskowej skroca si¢ w sto-
sunku z = 1 (Fig. 4).

Poziomnice wystapia w rzucie prostokatnym jako proste // z, w perspek-
tywie wojskowej jako krzywe, przystajace do poziomnic na planie, w rzucie
réwnoleglym ukosnym ,skreca Siteits

46. Cwiczenia.
1) Do jakiej wysokoéci musimy wyjs¢, abySmy mogli przegladnac
spadajacy teren? (Rys. 58).

’

Objasnienie. Kredlimy profil przekroju terenu, jak na rys. 18
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Rys. 58.

Na profilu spostrzezemy, ze musimy wyj$¢ do punktu Z, leza-
cego na warstwicy 60.
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2) Czy ze stanow.- 60
ska A4 mozna zobaczyc

szezyt géry W (Rys. = 80 \70
59)? , /9‘0
z A

NG

Rys. 59.

B
3) Czy ze stanowiska A mozna wy-
. sta¢ sygnal $wietlny do stanowiska B?
(Rys. 60).
30

/

30

gpe il
Rys. 60.
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1

Rys. 61.

Rys. 62.

" e o e/
mOZI)IaZ n;le]scow%d .A do miejscowosci B prowadzi gosciniec; cz

: Zz?b aczyé {1& nim ze szezytu géry X transport? (Rys. 6i) %
Ry razo}wac w rzucie réwnolegtym ukoénym i w rzucie pro'sto
i na plaszczyzne pionowa to i i jrej ;
ziomnicowy posiadamy. (Rys. 63) i

Objasnienie. Plan poziomnicowy jest dany na fig. 1). Na pod-
stawie tego planu wykreslamy na plaszczyznie pionowe], podobnie jak
w art. 45, rzut prostokatny terenu [fig. 2)] i rzut ukoény [fig. 3)].

7 rzutéw tych poznajemy dopiero charakter tego terenu.
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SPIS TRESCI.

WSTEP

pomnieniem potrzebnych twierdzen ze stereometrii.
Wilasno$é rzutu réwnoleglego .

Przypomnienie niektérych twierdzen ze stereometm

ROZDZIAL 1
Rzuty prostokatne na jedna plaszczyzne. (Rzuty cec howane)

. Rzut i cecha punktu. (Poziomnica, plan poziomnicowy, mapa topogra-

ficzna)

. Rzut prostej i odcmka Slad prostej. Kat nachylenia prostej do rzutni.

Twierdzenie o dlugo$ci rzutu odcinka . .

. Punkty i proste na plaszczyznie. Slad plaszczyzny th nachylema pla-

szczyzny do rzutni. Twierdzenie o polu rzutu figury plaskiej
Klad plaszezyzny i jego zastosowanie, w szczegblnosci do zagadmema
konstrukeji kata tréjéciennego

ROZDZIAL I1

Rzuty prostokatne na dwie rzutnie prostopadie.

Rzuty punktu . :
Rzuty odcinka i linii proste] :

. Rzuty figury lezacej na plaszczyZnie, “yznaczone] za pomocad sladow 5
. Zastosowanie nabytych wiadomoéci do wykreélania rzutéw prostokatnych

bryt na dwie rzutnie prostopadie i do rozwiazywania latwych zadan kon-
strukcyjnych i rachunkowych, odnoszqcych sie do tych bryl i ich prze-
krojow . . -
I. Rzuty graniastostupa i walca i ich przekr()]ow B
II. Rzuty ostrostupa, stozka, wieloScianéw foremnych, przedmiotéw
technicznych, powierzchni topograficznych i ich przekrojow .

Powtérzeme wiadomosci o wlasnosciach rzutu réwnolegtego, polaczone z przy-
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=10
10—11
12—16
17—24
25—38
39—42
43 —47
48—53
54—54
54—62
63—17




