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Rozdzial 1

Elementy teorii strumienia
wejsciowego, procesy
Markowa, proces narodzin i
Smierci

1.1 Wiadomosci wstepne

Modelowanie analityczne (matematyczne), tak czesto stosowane do ana
lizy wydajnosci istniejacych, czesto ztozonych, systeméw komputerowych,
czy systemow do transmisji danych, oraz innych systeméw, jak i do
badania wydajnosci réznorodnych projektowanych systeméw, szeroko
wykorzystuje teori¢ kolejek (masowej obstugi). Teoria kolejek z kolei,
wywodzi sig¢ z teorii proceséw stochastycznych, bedacych jednym z
dzialéw teorii prawdopodobieristwa.

1.1.1 Wybrane pojecia z teorii prawdopodobienstwa

W teorii kolejek, jak i w przedmiocie modelowania analitycznego klu-
czowym pojeciem jest pojecie zmiennej losowej. Zmienne losowe dzie-
limy na : dyskretne (jak np. liczba zdarzen (zglosze) w kolejce, sys-
temie itp.) i ciagle (np. losowy czas obslugi zgloszeri w kolejce, czas
pobytu zgloszenia w systemie itp.).
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Rozklad P = P, ,dlak =0, 1,2 , - - nieujemnej dyskretne]
zmiennej losowej v opisany jest, przez prawdopodobienistwo przyjecia
przez nia wartosci k, w sposéb nastepujacy:

. yoraz » Po=1 (L.1)

k=0

Plv=k)= P, ,gdziek=0,1,2,-

Wartoéé oczekiwana (Srednia) nieujemnej dyskretnej zmiennej losowej
v jest definiowana jako:

E,=7= kak (1.2)
k=0
a wariancja:
V,=0*=E(v—E,)* = Z(k — E)* P (1.3)
’ k=0

gdzie o - odchylenie standardowe.

Jednym z najczgsciej stosowanych rozkladow zmiennych losowych
dyskretnych w teorii masowej obslugi jest rozklad Poissona. Moéwimy,
e zmienna losowa v ma rozklad Poissona z parametrem A > 0 , jezeli:

k

P(v=k) A

= Tye dlak=0,1,2, - - (1.4)

Wartoéé oczekiwana i wariancja w rozkladzie Poissona wynosza A.
Rozklad dowolnej zmiennej losowej, oznaczmy ja przez &, charak-
teryzowany jest przez dystrybuante F; te] zmiennej losowej:

Fe(t) = P({ <) (1.5)

Zmienna losowa ¢ nazywana jest ciagla, jezeli istnieje taka funkcja
nieujemna f(z), dla dowolnych a i b, ze

b
Pla<¢<h) = [f(o)de (1.6)
zaé wartosé oczekiwana i wariancja zmiennej losowej £ réwne sa:
Ee = / 2dFy(z) = mp, (1.7)

o<

Ve= [(z- Ee)'dRy(z) = o}, (1.8)

—0

Dla nieujemnych zmiennych losowych (szeroko stosowanych w mo-
delowaniu analitycznym) warto$¢ oczekiwana oblicza sie wedlug nastepujacego
wzoru:

B = /[1 — Fe(e)] de (1.9)
0
Dla ciaglych zmiennych losowych posiadajacych jednostajnie ciagla
dystrybuante Fe, dystrybuante te mozna przedstawi¢ w postaci:

t

()= [ fele)de (1.10)

—0o0

gdzie gestos¢ fe(z) jest nieujemna oraz:

/ fe(z)dz = 1 (1.11)

-0

Wzory na warto$¢ oczekiwana i wariancje przyjma w tym przypadku
nastepujaca postac:

o0

Ee = / z fe(z)dz = mp, (1.12)
Ve= [(e= B fele)da = of, (1.13)

i tam, gdzie nie bedzie to powodowalo dwuznacznosci, F¢i f;
oznaczmy przez F 1 f.

Rozklad wykladniczy: ciagla zmienna losowa £ ma rozklad wykladniczy
z parametrem A > 0, gdy jej dystrybuanta F' ma postac:

0 dla t<0
P(l<t)=F() = (1.14)
1—e?t dla t>0



a odpowiadajaca jej gestos¢ dana jest wzorem:
ft) =xe?? dlat>0 (1.15)

wiec wartoé¢ oczekiwana i1 wariancja zmiennej losowej ¢ odpowiednio
WYnosza:

Ee = 271 oraz V; = \7? (1.16)

Rozklad ten charakteryzuje sig tzw. brakiem pamieci. Pewnym rozkladem,
blisko powiazanym z rozkladem wykladniczym, jest rozklad Erlanga.
Zmienna losowa ¢ o rozkladzie Erlanga stopnia k, z parametrem A,
mozna przedstawié jako sume wzajemnie niezaleznych zmiennych losowych
&,dlai=1,2,- .-, k, ojednakowych rozkladach wykladniczych, z
paramertem A:

E=L+&6E+ - - -+ & (1.17)

1.2 Procesy stochastyczne

Proces stochastyczny traktowany jest jako abstrakcja matematyczna
pewnych empirycznych ukladéw, zmieniajacych si¢ losowo w czasie.
Z punktu widzenia teorii prawdopodobienstwa, proces stochastyczny
definiowany jest jako przeliczalny lub nieprzeliczalny zbiér zmiennych
losowych X, gdzie t jest parametrem rzeczywistym indeksujacym te
zmienne.

Gdy t przbiega zbidr liczb naturalnych, to proces oznaczamy przez
{X, , n € Ny}, gdzie N; - zbiér liczb naturalnych, i wtedy proces stochasty-
czny nazywany jest ciagiem losowym. Jezeli ¢ jest liczba rzeczywista
ze zbioru T' = {t > 0} i gdy parametr ¢ interpretowany jest jako czas,
to zbiér zmiennych losowych X; tworzy wlasciwy proces stochastyczny,
oznaczany {X; ,t € T'}.

Zbiér S mozliwych wartoéci zmiennych losowych X;, tworzacych
proces stochastyczny {X, , t € T'}, gdzie T oznacza dowolny zbiér liczb
rzeczywistych, moze by¢ skoriczony, przeliczalny lub nieprzeliczalny.
Zbiér S nazywany jest przestrzenia fazowa procesu stochastycznego.

Dla dowolnego procesu stochastycznego-zdarzenie polegajace na tym,
ze zmienna losowa X; przyjela wartosé¢ k, oznaczane jest jako X; = k,
znaczy to, ze proces stochastyczny w momencie ¢t € T jest w stanie

R

E € S. Jezeli zmienne losowe X; procesu {X;,t € T} przyjmuja
wartodci 1, 2, -+ -, r, to przestrzenia fazowa tego procesu jest S =
{1,2, - - - ,r}, przy czym.liczby 1, 2, - - - | r nazywane sg dyskret-
nymi stanami fazowymi procesu (pojecie to szeroko stosowane jest w
modelowaniu analitycznym).

1.3 Teoria strumienia wejsciowego

Teoria strumienia wejSciowego, obejmuje miedzy innymi, pojecie stru-
mienia zdarzen, sposoby jego okreslania, klasyfikacje strumieni oraz
pojecie réwnowaznosci strumieni.
Strumieniem zdarzen nazywamy taki proces stochastyczny, w ktérym:
a) jezeli v(t) jest liczba zdarzeri do momemtu ¢ i w momencie ¢t = 0
nie nastapilo zadne zdarzenie, to:

v(0) = 0 (1.18)

b) v(t) dla kazdego ¢t >0 przyjmuje tylko wartosci catkowite nieu-
jemne,

c) trajektorie procesu v(t) nie maleja.

Niech t4, t3, - - - beda kolejnymi momentami pojawienia si¢ zdarzen,
oraz tr.1 <tp,dlak>11dla {, =0, to:

ZE = ik - tk—l ; dla & 2 1 (1.19)

Przyjmuje sig, ze strumien zdarzen jednego typu jest okreslony,
jezeli dla kazdej liczby calkowitej n > 1 jest okreslony rozklad wek-
tora losowego

( Zl’ . 22 y . . . R Zn )
jezeli zy, z, - - - sa niezaleznymi zmiennymi losowymi, to strumien
zdarzen jest strumieniem o ograniczonych nastepstwach. Dla okreélenia
takiego strumienia wystarczy podaé dystrybuanty

Fk(t) = P{Zk < t} dla & > 1 (120)

Strumien zdarzen o ograniczonych nastepstwach, dla ktérego Fy(t)
= F5(t) = - - - = F(t) nazywamy op6Znionym strumieniem rekuren-
cyjnym (ogélny strumier odnowy), okreslonym przez dystrybuanty F(t)
1 F(t).



Jezeli Fi(t) = F(t) ,dla k > 1, to méwimy o strumieniu rekuren-
cyjuym (odnowy) okreslonym przez dystrybuante F(t).

Strumien rekurencyjny, dla ktérego F'(t) = 1 — e~ ¢ (dystrybuanta
rozkladu wykladniczego), dla t > 0, gdy A jest stala dodatnia, nazy-
wamy strumieniem Poissona, z kolei A nazywamy parametrem (inten-
sywnoscig) strumienia Poissona.

Strumien v(¢) nazywamy strumieniem bez nastepstw, jezeli proces
stochastyczny v(t) jest procesem o przyrostach niezaleznych, tzn.
zmienne losowe, przyrosty procesu, sa niezalezne.

Strumien v(t) nazywamy stacjonarnym, jezeli dla kazdej liczby
calkowite] n > 1 i dowolnego ciagu liczb nieujemnych 71, 75, - - -,
T, rozklad wektora losowego

{v(c+ 1) - v(c) k=1,2,- - -, n} (1.21)

nie zalezy od wyboru liczby ¢ > 0. Idea stacjonarnosci, zwiazana jest
blisko z koncepcja ergodycznosci, odnoszaca sie do problemu ”pomia-
ru” procesu stochastycznego X(t) w pojedynczej realizacji. O proce-
sie stochastycznym X(t) mozna powiedziel, ze jest ergodyczny, gdy
jego parametry moga by¢ aproksymowane przez wartosci otrzymane z
pojedynczej realizacji Xo(t) tego procesu. Proces stochastyczy X(¢)
jest zatem ergodyczny, gdy jego usrednione parametry na dos¢ diugim
(dokladniej — oo) przedziale czasowym sg réwne srednim warto$ciom
tych parametréw, otrzymanym z wielu realizacji (dokladniej, jezeli liczba
realizacji — oo) tego procesu (rys. 1).

Strumien nazywamy pojedynczym, jezeli wykluczona jest mozliwosc
pojawienia si¢ w jednym momencie wiecej niz jednego zdarzenia.

Stacjonarny, pojedynczy, strumien bez nastepstw nazywamy stru-
mieniem Poissona (strumieniem najprostszym).

Podana zostala tutaj podstawowa klasyfikacja strumieni, ktéra uzywana

jest tak 1 w teorii masowej obstugi, jak i w przedmiocie modelowania
analitycznego.

Dwa strumienie vy(t) i v2(f) nazywane sa réwnowaznymi, jezeli dla
dowolnej liczby catkowitej n > 1 i dowolnego ciagu liczb nieujemnych
Ty , T2 4« -+, T, rozklady dwdch wektoréw losowych

{oi(re) ,dlak=1,2, ---,n} i {va(m), k=1,2,---,0} (1.22)

10

sg identyczne.

A i

X
) J'Xo(t)dt - Srednia z przedziatu czasowego

| et

Xo(t)

T t
E[X(t)] - $rednia z wielu realizacji

X! |

>
=N
realizacje

Rys. 1 Ergodycznosé

Czylh:

a) Stacjonarny i bez nastepstw strumien v(¢) , scharakteryzowany
jest w pelni, gdy podane jest prawdopodobienistwo k zdarzen w czasie

od 0 do ¢

P.(t) = P{v(t) = k} , dla wszystkich k =0,1, - - -.orazt > 0
(1.23)
ktére réwne jest:
k
P(t) = (A1) et dla 8 > 0,t >0 (1.24)

k!
b) Strumien najprostszy mozna w pelni okresli¢ podajac tylko jedna
liczbe A - intensywnos¢ strumienia.
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1.3.1 Rozrzedzanie strumienia wejSciowego

Operacja rozrzedzania strumieni wejsciowych sprowadza sig¢ do tworzenia
z zadanego strumienia innych strumieni. Operacja ta przypomina stru-
miei wyrobéw wplywajacych do pewnego urzadzenia, ktére z kolei
rozdziela te wyroby na rézne stanowiska obslugi.

Przedstawmy, bez dokladnej analizy, kilka rezultatéw i twierdzen
zwiazanych z ta problematyka.

1) Strumien otrzymany ze strumienia rekurencyjnego za pomoca
rekurencyjnej operacji rozrzedzania jest strumieniem rekurencyjnym.

2) Jezeli wejsciowy strumien jest strumieniem Poissona z inten-

sywnoscia A, to operacja rozrzedzania okreslona jest nastepujaco: dowolne

zdarzenie ze strumienia wejsciowego jest, z prawdopodobienstwem p,
odrzucane i z prawdopodobienistwem g = 1 —p zatrzymywane, niezaleznie
od pozostalych zdarzen. Czyli po takie] operacji rozrzedzony strumien
jest takze strumieniem Poissona ( z intensywnoscia gA ).

3) Jezeli operacja rozrzedzania okreslona jest nastgpujaco: wyrzu-
camy v; pierwszych zdarzen a jedno nast¢pne zostawiamy, potem wyrzu-
camy nastepne vy zdarzen, a jedno nastepne zostawiamy, itd. to ope-
racja rozrzedzania okreslona jest przez laczne rozklady ciaggu zmien-
nych losowych vy, vg, - - - 1 aby okresli¢ strumienl rozrzedzony wystar-
czy podaé strumien wejéciowy i operacje rozrzedzania. Podany nizej
przyklad ilustruje taka operacje rozrzedzania, w ktorej pierwsze k zdarzen
odrzuca sie, a zdarzenie z numerm (k + 1) zostaje, potem nastgpne k
zdarzen odrzuca sie, a zdarzenie z numerem 2(k + 1) zostaje, itd.:

rekurencyjna operacja
str. Poissona z A { rozrzedzania okreslona ; str. Erlanga rz. k
funkcja F(z) = 2* ’

Nalezy tutaj okresli¢ warunki przy ktérych funkcja F(z) przyj-
muje warto$é z¥. Jezeli rekurencyjna operacja rozrzedzania zadana, jest
przez ciag vy, v , - - - niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkladzie ( v; = vy = - - +), to oznaczmy:

ar= P{vy =k},dlak=0,1, - - - z warunkiem Zak =1 (1.25)

k>0

12

F(z) = dezk gdzie: |z] < 1,F(1)=1 (1.26)

k>0
w ten sposéb zostala okreslona rekurencyjna operacja rozrzedzania za

pomocy funkcji F(z). Interesujaca jest interpretacja probabilistyczna
ostatniego réwnania. Nalezy tutaj dodaé, ze w rozwiazywaniu prob-
lemoéw z teorii masowe] obstugi, postlugujemy sie funkcjami tworzacymi

w postaci:
k

Z D" lub E pk% (1.27)

%20 k>0

i rozpatrzmy strumien zdarzen przybywajacych do pewnego systemu

obstlugi. Niech z bedzie taka wielkoscia, ze 0 < z < 1 oraz kazde
zdarzenie przybywajace do systemu jest albo czerwone albo niebieskie.
Dowolne zdarzenie jest czerwone z prawdopodobienistwem z, niezaleznie
od tego jakiego koloru sa pozostale zdarzenia. Jezeli p; jest praw-
dopodobieristwem przybycia k (czerwonych i niebieskich) zdarzen w

pewnym przedziale czasu, to 3 prz* jest prawdopodobienstwem tego,
k>0

ze w tym przedziale czasu nie bedzie niebieskich zdarzen. Wracajac

do operacji rozrzedzania, gdzie k zdarzen odrzuca sig, a tylko jedno

nastepne zostaje, to dla zadanego k wyrazenie Y. axz* przyjmuje postaé
k>0

z* (prawdopodobienistwo aj = pi przybycia dokladnie & zdarzen, w tym
przypadku réwne jest 1; patrz wzér (1.25)).

1.3.2 Sumowanie strumieni (superpozycja, nakladanie)

1) Superpozycja strumieni Poissona:

strumien Poissona z par. Ay

strumien Poissona z par. Az

str. Poissona z par. A

strumien Poissona z par. A,

gdzie, parametr A, réwny jest sumie parametréw charakteryzujacych

13



poszczegdlne strumienie:
A = D N (1.28)
=1

2) Superpozycja dowolnych, nierekurentnych strumieni z ograni-
czonym Srednim czasem miedzy zdarzeniami, réwnym 7T; ,dlaz =1,

2.,

str. dowolny z par. T}

str. dowolny z par. T5

str. Poissona z par. A

str. dowolny z par. 7;

gdy ¢ — oo daje to strumien Poissona, z intensywnoscia réwna

A, = f: — (1.29)

=1 d

1.3.3 Strumien Bernoulliego

W teorii kolejek, jak i w modelowaniu, dosc czesto wystepuja tzw. stru-
mienie Bernoulliego. Jest to ograniczony strumieni zdarzen (zgloszen)
definiowany nastepujaco : niech 7, 7, - - -, 7, beda niezaleznymi
zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie, jednostajnym w przedziale
[0,T], gdzie T' > 0. Oznaczmy:

1 gdy 7>t
v(t) = dla #=1,2, - - -,n (1.30)
0 gdy 7 <t
oraz .
v(t) = n(t) +w(t)+ - - -+ w(t) (1.31)

to strumied v(t) , dla £ > 0 nazywamy strumieniem Bernoulliego.
Strumien taki mozna przedstawic¢ w nastepujacy sposob: niech kazde

z n niezaleznych Zrédel, wysyla z prawdopodobienstwemn réwnym 1, w

przedziale czasowym [0, 7], dla T > 0, tylko jedno zdarzenie, przy czym

14

prawdopodobieistwo tego, ze od pewnego ustalonego Zrédta nadejdzie
zdarzenie w przedziale A € [0, 7] réwne jest

A

T

to taki sumaryczny strumien jest strumieniem Bernoulliego.

Whiosek: jezeli o strumieniu Poissona wiadomo, ze w przedziale
[0,T], dla T > 0 przybylo dokladnie N zdarzen, to strumied w tym
przedziale jest strumieniem Bernoulliego.

1.4 Procesy Markowa

W przedmiocie modelowania analitycznego jak i w teorii masowej obstugi,

szczegdlne miejsce zajmuje pewna klasa proceséw stochastycznych, zwanych

procesami Markowa (w 1908 roku A. A. Markow opublikowal pracg, w
ktérej zbadal i okreslil procesy, znane teraz jako procesy markowskie).
Aby zdefiniowaé procesy Markowa, wréémy jeszcze raz do okreslenia
procesow stochastycznych.

Rozpatrzmy proces stochastyczny {X, ,t € T'}, w ktérym zbér T
parametru czasowego ¢ jest zbiorem liczb rzeczywistych nieujemnych T
= {t > 0}. Proces stochastyczny {X; ,t € T} jest w pelni okreslony,
jezeli dla kazdego ukladu to, ty, - - - , tm znamy wszystkie (m + 1) -
wymiarowe rozklady:

P{Xto = io, th = ilv : T Xtm = Zm} (132)

dlam=0,1,2,--oraz g1, -, ¢, € S. Wyrazenie to interpretowane
jest w nastepujacy sposéb, jako laczne prawdopodobienstwo tego, ze w
momencie to proces jest w dyskretnym stanie fazowym ¢g, a w momencie
t; w stanie 7;,- - -, w momencie t,, w stanie t,,.

Dla okreslenia takiego procesu stochastycznego potrzebna jest zwykle
bardzo duza liczba informacji i dlatego zazwyczaj nalezy ograniczyc sig
do badania jedynie jednowymiarowych rozkladéw procesu, tj.

P{X; =k} dlateT, oraz k€S

w praktyce warunek ten sprowadzany jest do jeszcze bardziej prostego
przypadku, tzw. proceséw Markowa, tj. proceséw stochastycznych
spelniajacych warunek Markowa.




Proces stochastyczny {X; , ¢ € T'} spelia warunek Markowa, jezeli
dlan =1, 2, oraz dla dowolnych wartosci parametru czasowego
tm € T,gdziem =0, 1, -, norazty <t; <::-<t,1dla dowolnych
stanéw fazowych (przyjmujacych wartosci rzeczywiste): & , y , xo , 3
,++, Tn_g nalezacych do zbioru § mamy:

P{Xt,< y| Xty = 3, Xoyoy = @na v+, Ky = 20} =

= P{X’tn <yl X _, = :l"} (1.33)

tzn. dystrybuanta warunkowa zmiennej losowej X, w punkcie y, pod
warunkiem, ze zmienne losowe X; _ |, X , , . , Xy, pPrzyjely
odpowiednio wartosci z , .2 , + - -, Tg, jest réwna dystrybuancie
warunkowe]j zmiennej losowej X;, w punkcie y , pod jednym warunkiem,
ze zmienna losowa X, _, przyjela wartos¢ x. Proces majacy wlasnosé
Markowa nazywany jest procesem Markowa.

Procesy Markowa o parametrze czasowym dyskretnym (7 jest zbiorem

przeliczalnym) nazywane sg laricuchami Markowa.

Zdefiniowana przez wyrazenie (1.33) wlasnos¢ proceséw Markowa
oznacza, ze przy ustalonym stanie z w momencie ¢ dalsze zachowanie
sie procesu niezalezne jest od tego, w jaki sposdb znalazl si¢ on w stanie
z, tzn. jakie stany przyjmowal przed momemtem f.

Niech bedzie okre$lony proces stochastyczny {X,, , n € N}, ktdrego
zbiér wartoéci parametru czasowego jest zbiorem Ng— liczby naturalne
1 zero. Zapis

P{X, =k} = du gdzien € No , ke § (1.34)
okresla prawdopodobienstwo d,; z jakim proces w momencie n znajdzie
sie¢ w dyskretnym stanie fazowym k. Przy tym wielkosci d,, spelniaja
nastepujace warunki:

0<dyu<1 dlanchNo,keS (1.35)
ddu =1 dlan € Ny - (1.36)
keS

WprowadzZmy oznaczenia na prawdopodobienstwo warunkowe znalezienia

si¢ procesu w stanie fazowym k w momencie n, pod warunkiem, ze w
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momencie n — 1 proces ten znajdowal sie w stanie fazowym j:

P{Xn:k Xn1 :]} :ij(")v dlajakesvn:172> :

(1.37)
Czyli dla okreslenia laricucha Markowa nalezy znaé:

a) wszystkie mozliwe wartosci p;x(n) dla g,k € S, orazn =1,2, - - -,

b) wszystkie mozliwe wartosci dp; dla ¢ € S, czyli wektor rozkladu
poczatkowego procesu (rozklad zmiennej losowej Xp), taricuch Markowa
{X, , n € No} o przestrzeni fazowej S nazywamy jednorodnym, jezeli
prawdopodobienistwo warunkowe p;r(n) przejscia ze stanu fazowego j
do stanu k£ od monentu n — 1 do momentu n nie zalezy od n, tj.

pik(n) = pjk dan=1,2, - oraz j,ke€ S  (1.38)

Jednorodny proces Poissona jest najprostszym przykladem procesu Markowa.

Niech {X; ,t € T}, gdzie T' = {t > 0}, bedzie procesem stochasty-
cznym o dyskretnej przestrzeni fazowej S = {0 ,1, - - -}. Niech zmien
na losowa X; oznacza liczbe okreslonych zdarzen, ktore wystapily w
przedziale czasowym od 0 do t¢; realizaja takiego procesu przedsta-
wiona jest na rys. 2.

Kazda realizacja takiego procesu stochastycznego jest niemalejaca
funkcja czasu t, przedzialami stala, o skokach jednostkowych.

stany fazowe

tg t [czeg]

—
—_
—
nNo
—+
w
—~
-y
—
o
—
(2]
-
~J

Rys 2. Realizacja procesu stochastycznego
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1.5 Proces narodzin i Smierci

Specjalna klasa jednorodnych proceséw Markowa {X; , ¢ > 0} o przestrzeni

fazowej S jest tzw. proces narodzin i $mierci. Proces ten zajmuje
szczegblne miejsce w modelowaniu analitycznym opartym na teorii kole-
jek, jak réwniez ma i wiele innych zastosowar, jak np. w demografii,
teorii niezawodnosci itp. Ogdlnie rzecz ujmujac jest to proces z przy-
bywaniem zdarzen, jak i ich znikaniem, wedlug pewnego probabilisty-
cznego mechanizmu. Kazde przybycie (pojawienie si¢) zdarzenia trak-
towane jest tutaj jako "narodziny”, a z drugiej strony znikanie trak-
towane jest jako “$mieré”. Inaczej rzecz ujmujac, w procesie tym
przejécie ze stanu oznaczonego jako 7 do stanu ¢+1 traktowane jest jako
"narodziny”, a przejécie do stanu oznaczonego jako ¢ — 1, to "Smierc”.
Jezeli przez A oznaczymy intensywnos¢ przybywania zdarzen, a przez
1 intensywno$é ich znikania, to proces narodzin i $mierci powinien
spelniaé nastepujace warunki :

1) Prawdopodobieristwo, ze w malym przedziale czasowym miedzy
t1t+ At pojawi si¢ nowe zdarzenie réwne jest AAt + o(At). Warunek
ten mozemy zapisal réwniez w nastepujacy sposob:

P {nowe zdarzenie migdzy ¢ i t + At} = AAt + o(At) (1.39)

gdzie X jest stala, a At jest malym przedzialem czasowym i o(At) jest
wielkoécia nieskoniczenie mala, taky ze:

I o (At)

Ai—»O At =0

2) Prawdopodobieristwo pojawienia sie, w przedziale At , wigcej niz
jednego zdarzenia réwne jest o(At):

P {wiecej niz jedno zdarzenie miedzy ¢t i At} = o(At) (1.40)

3) Liczby nowych zdarzedt w réznych, nie zachodzacych na siebie,
przedzialach czasowych, sa statystycznie niezalezne, czyli jest to proces

o przyrostach niezaleznych.
4) Prawdopodobieristwo znikniecia zdarzenia w przedziale At , jezeli

wczesniej byly pojawienia sig, jest roéwne:

P {znikniecie miedzy t i ¢ + At} = pAt + of(At) (1.41)

4
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5) Prawdopodobieristwo znikniecia w przedziale At , wiecej niz jed-
nego zdarzenia, jezeli wczesniej one pojawily sig, réwne jest:

P {wigcej niz jedno znikniecie migdzy ¢ it + At} = o(At) (1.42)

Reasumujac: proces narodzin i $mierci, jest procesem Markowa,
w ktérym zmiany stanu systemu, w malych przedzialach czasowych,
zachodza wylacznie do stanéw sasiednich tzn., ze kazdy przyrost (na-
rodziny) i kazde zniknigcie (Smieré¢) powoduja zmiang stanu systemu o
jeden.

Przedstawmy graf stanéw systemu wg nastepujacego schematu (dla
ograniczonej liczby mozliwych stanéw = n + 1):
He—H > -+ e H_ e H —— Hy4y—— - «— H,

czyli jezeli system jest w stanie H; (potraktujmy stany systemu jako

liczbg zdarzen aktualnie znajdujacych sie w systemie, i tak H; oz-
nacza, ze W systemie jest ¢ zdarzen), to kazde pojawienie si¢ nowego
zdarzenia powoduje zmiang stanu (do przodu) do H,;; (narodziny), a
kazde zniknigcie ($mieré) przesuwa stan systemu do tylu, czyli do H;_;.

Zalézmy, ze w danym momencie ¢ proces narodzin i $mierci znajduje
si¢ w stanie H; i zobaczmy w jaki sposéb , w momencie ¢t + At , proces
znowu okaze sie w tym samym stanie H;. Aby trafi¢ do stanu H; w
momencie t + At, w procesie bedacym w momencie ¢ w stanie H;
powinno, w malym przedziale czasu At, pojawié sie j nowych zdarzen
i tyle samo zdarzen powinno zniknaé lub w procesie bedacym w stanie
H;,; , w momencie ¢, przybylo, w czasie At, k nowych zdarzer, oraz
zniknglo j + k. Réwniez, w momencie ¢, proces méglby byé w stanie
H;_; i w malym przedziale At , k zdarzen znikneloby i j + k przybylo.
Jednak wiemy o tym, ze prawdopodobieristwo przybycia lub znikniecia
wigcej niz jednego zdarzenia, w czasie At , réwne jest o(At) , wiec
skoncentrujmy sie na przypadku pojedynczego pojawienia sie zdarzenia
lub znikniecia, na tym malym przedziale czasowym. Czyli proces, w
momencie ¢ , moze by¢ w stanie H; 1 w przedziale czasowym At, zadne
zdarzenie nie pojawilo sig, oraz nie zniknglo lub byé w stanie H;_; i w
czasie At jedno zdarzenie pojawilo sie i zadne nie zniknelo, i w koncu,
byé w stanie H;; , w momencie ¢ , i w przedziale At zadne zdarzenie
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nie pojawilo sie, a jedno zniknelo. Zakladamy oczywiscie, ze ¢ > 1,
wiec zapiszmy:
P {system jest w stanie H; w momencie t + At} =
P {syst. w H; w ¢iw At zadne zd. nie przybywa i nie znika} +
P{syst. w H; w tiw At jedno zd. przybywa i jedno znika} +
P {syst. w H;y; w t1iw At zadne zd. nie przybywa a jedno znika} +
P {syst. w H;_;y w t iw At jedno zd. przybywa i zadne nie znika} +
+ o(At) (1.43)

Biorac pod uwage ten fakt, ze procesy pojawiania si¢ (przybywania)
zdarzen jak i ich znikania sa niezalezne, dla momentu i ¢ > 1 mozemy
zapisal:

pi(t + At) = p;(t) - P {brak przybywan w At} - P {brak znikan w At}

+pi(t) - P {jedno przybycie w At} - P {jedno zniknigcie w At}

+pip1(t) - P {jedno zniknigcie w At} - P {brak przybywan w At}
+pi—1(t) - P {jedno przybycie w At} - P {brak znikaii w At} + o(At)
gdzie p;(t) - jest prawdopodobiefistwem, ze w momencie ¢ proces znaj
dzie sie w stanie H;. Zgodnie z warunkami podanymi dla dowolnego
procesu narodzin i $mierci, jezeli w momencie t proces znajduje si¢ w
stanie H; , w malym przedziale At z prawdopodobienstwem A; - At +
o(At) przejdzie do stanu Hi4, oraz z prawdopodobienstwem gu; - At +
o(At) wréci do stanu H;_; 1z prawdopodobienstwem 1 —(X; 4 p;)- At +
o(At) pozostanie w stanie H; , gdzie A; i p; - intensywnosci procesu
narodzin i $mierci. Czyli réwnanie dla p;(t + At) mozna zapisa¢ w
postaci:

pi(t + At) = p;(t) [1 — MiAt — o(At)] [1 — At — o(At)] +

+pi(t) MDAt + o At)] [i At + o(At)]
+pit1(t) [pi1 At + o(AL)] [1 — Aiy1 At + o(At)] +
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Pic1(t) [hic1 At + o( AD)] [1 — pi1 At + o( At)] + o At) (1.44)

Po odpowiednich przeksztalceniach otrzymujemy :
pi(t+AL) = pi(¢) [1 — MAt — i At+piga (t) [ip1 At]4pisa (¢) [Mi1 AL] +
+ o( At) dlaz >1 (1.45)

Dla zobrazowania wszystkich intensywnosci procesu przedstawmy
teraz pelny graf stanoéw systemu:

Hy H1 Ao H, K2 At i /\i—~1) H;, Hin A Hiy Hig2 Ait1

gdzie p; 1 A; - intensywnosci procesu, dla 7 = 0, 1, 2, - - -. Jezeli

wszystkie p; réwne sa zero, to mamy czysty proces narodzin, gdy zas
wszystkie A; réwne sa zero, jest to czysty proces §mierci.

Rozpatrzmy réwnanie (1.45) dla ¢ = 0, kiedy p;_; nie istnieje, a
system moze by¢ w stanie Hg, w momencie ¢t + At, jezeli w momencie
t byl w stanie Hy lub H; 1 wtedy:

Po(t + At) = po(t) [1 — AoAt] + p1(2) [u1 At] + o(At) (1.46)

gdyz dla ¢ = 0 oraz ¢ = n (gdy liczba stanéw jest réwna n + 1) inten-
sywnosci:

o =A_1 =X, =0 gdy 0 <i<n (1.47)

Réwnania (1.45) oraz (1.46) mozna przeksztalcié do nastepujacej
postaci:

~

pilt+AL) = pi(t) = — (Ai+ pi) Atpi(t) + pip1Atpiga (1) + Nioa Atpi (8)+
+o(At) dlaz>1
Po(t + At) — po(t) = — XoAtpo(t) + 1 Atpa(t) + o)

a po podzieleniu przez At i przy At — 0 otrzymamy:

B = (N p)pit) + pisapia () + Mcapiea () dlai> 1
'd}%ﬂ = —Aopo(t) + papr(t) dlaz=0

(1.48)
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jest to podstawowy uklad réwnan rézniczkowych dla procesu narodzin
i $mierci.

W modelowaniu analitycznym, jak réwniez w teorii masowej obslugi,
czesto operujemy pojeciem stacjonarnosci lub stanu ustalonego, kiedy
okreslane sa parametry charakteryzujace dowolny proces lub system
przy zalozeniu, ze parametry te nie zaleza od t. Czyli dla procesu
narodzin i $émierci, zamiast prawdopodobienstw

pi(t) = P {i zdarzeni w systemie w momencie ¢}

(jest to dos¢ zlozone zadanie), czgéciej szukamy rozwiazania dla stanu
ustalonego, gdy prawdopodobienstwa

pi=lim pi(t), dlai =0, 1,2, - -

czyli gdy zalezne od czasu bezwzgledne prawdopodobienstwa pi(t) daza
przy t — oo do stacjonarnych prawdopodobienistw granicznych charak-

terystycznych dla danego procesu. W takim przypadku prawdopodobienstwa |

te niezalezne sa od poczatkowego stanu systemu i sa wielkosciami stalymi.

Wprowadzajac tutaj pojecia bezwzglednych prawdopodobienstw
(stacjonarnych prawdopodobienistw stanu) dla procesu narodzin i $mierci
korzystamy z dwéch twierdzeri Markowa okreslajacych:

a) proces bez nastepstw (proces o przyrostach niezaleznych),

b) ergodycznosé procesu (warto$¢ srednia parametru charakteryzujacego
proces, od nieskoriczenie wielu realizacji, réwna jest wartosci $redniej
od pojedyriczej, nieskoriczenie dlugiej realizacji).

Zakladajac, ze rozwiazania dla stanu ustalonego istnieja, wtedy
wartosci dla p;(t) sa niezalezne od czasu wiec:

dp;(t .
t]im pi(t) = pi, to tlim pi(t) = 0, —%2 =0 dlaz = 0,1, - -
oraz uklad réwnan rézniczkowych(1.48) przyjmuje postac nastgpujacego
ukladu réwnan algebraicznych:

0 = —(N+mw)pi+pinpin +Aapcr dlai>2 1
(1.49)
0 = —Xopo + (Pt
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oraz:

dopi=1

i>0

(1.50)

Rozwigzanie powyzszego ukladu réwnan mozna podzieli¢ na dwie
czegscl, w zaleznosci od tego, czy liczba mozliwych stanéw systemu jest
skonczona, czy nie.

1.5.1 Skoiniczona przestrzen stanéw systemu

Jeie.li liczba stanéw systemu réwna jest n, to réwnania (1.49) i (1.50)
powinny by¢ uzupelnione o dodatkowy warunek w postaci:

/\_1 = HUg = /\n =0
i wtedy z réwnania (1.49) otrzymamy:

fibi = AiciPict = piniPist — Aips
T Cig1

(1.51)

generalizujac, otrzymaliémy nastepujace rekurencyjne (iteracyjne) wyrazenie:

Fip=Ti=Ti,a= ... =0I4

z tego z kolei réwnania (1.49) mamy:

F1=M1Pl—/\opo=0

czyli wszystkie:
fipi — Aim1picy = 0 (1.52)

Teraz z kolei mozna zapisaé rekurencyjne réwnanie dla obliczenia

pi:
Aio1 Aic1 [ Aicg Aic1 Ai
=ity A ( p,-_2> RS R
Hi i Hi—a Mi Hi—1
_ A1 dig Ao
Hi fli—1 H1 Po (1-53)



oznaczmy dla pewnego s =1, 2, - - -:

Ao A1 - - As N Vil
Qs = == Lo I (1.54)
[ L A i1 M
zakladamy réwniez, ze:
Qo=1 bopo=1-po
czyli:
P = Qi - Po (155)

Korzystajac ze wzoru na sume prawdopodobienstw mozna obliczy¢
stacjonarne prawdopodobieristwa dla kazdego ze standéw systemu, wigc:

T n ) 1
op=1= > Qi po czyli po = -+—— (1.56)
=0
oraz
Qi .
pi = & dla0<i<n (1.57)
£ o

w ten oto sposéb mozna obliczy¢ wszystkie stacjonarne prawdopodobienistw

stanéw procesu, jako funkcje odpowiednich intensywnosci A; , oraz p;
, gdzie 0 < i < n. Wyrazenia dla obliczania prawdopodobienstw stanu
upraszczaja sig, jezeli przyjmiemy, ze intensywnosci:

=XM== =X, oraz fig =1 =pz = + * = [
co jest zalozeniem najczesciej spotykanym w zastosowaniach teorii kole-
jek.

Powréémy jeszcze raz do wzoru dla Qs , to:

) (3) — C(159)

=1 © 4
gdzie p - wspélczynnik obcigzenia (wykorzystania) systemu.
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1.5.2 Przestrzen stanéw systemu n — oo

W przypadku gdy wymiar przestrzeni stanéw systemu dazy de nieskoniczonosci
oraz dla parametréw intensywnosci réwnych A i g wyrazenia dla praw-
dopodobiernistw stanéw upraszczaja si¢ jeszcze bardziej. Wtedy

Q=34 (1.59)
=0 =0

jest to wzér na ciag geometryczny: 1+ p' + p* + p® + - - - ktéry
jest zbiezny, jezeli |p| < 1. W teorii kolejek warunek ten pelni funkcje
warunku podstawowego dla stacjonarnych proceséw. Intuicyjnie mozna
stwierdzié, ze dla procesu narodzin i smierci, przypadek gdy A > p
(|p|> 1) oznacza, ze dana populacja bedzie rozrastac sig do nieskonczonosci.

Korzystajac ze wzoru na sume ciaggu geometrycznego wyrazenie
(1.59) mozna przeksztalci¢ do postaci:

p=— dla p <1 1.60
;} - p (1.60)
wiec
1 A
po_—_—l—:]_——-p dia p:—<1 (161)
- H
oraz )
o .
pi= 1" =79 (1-p) (1.62)
1-p

Reasumujac: prawdopodobieristwa stanéw w procesie narodzin i
$mierci zaleza li tylko od wartoéci parametréw A i p (intensywnosci
procesu). l

1.6 Zadania

Zadanie 1. Charakterystyka strumienia Poissona. Podstawowym
parametrem charakteryzujacym strumieri Poissona jest prawdopodobienstwo
wystapienia k zdarzenn w przedziale od 0 do t:

Pk(t) — (/\ t)k e—A t

o dlak>0t>0
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druga charakterystyka jest dystrybuanta pewnej zmiennej losowej, czyli
czasu miedzy kolejnymi zdarzeniami, ktéra zadana jest wzorem:

Ft)=1—¢?"

Zakladajac, ze klienci pewnego banku tworza strumien Poissona, z
parametrem:

A = 2 (pierwszy wariant)
A = 4  (drugi wariant)
A = 6  (trzeci wariant)
A = 8 (czwarty wariant)

oznacza to, ze w ciagu minuty do banku, przychodzi srednio dwéch,
czterech, szesciu lub o$miu klientéw. Obliczyé i przedstawi¢ w formie

graficznej (wykresy, histogramy) prawdopodobieristwa przybycia do banku

w ciagu minuty k =0, 1, 2,- - - 16 klientéw (dla A = 2, 4, 6, 8) oraz
wszystkie dystrybuanty, czyli prawdopodobienstwa tego, ze odstepy ¢
miedzy kolejnymi klientami sa mniejsze lub réwne 0.0, 0.1, 0.2, -

, 0.9, 1.0 (dla A =2, 4, 6, 8).
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Wyniki 1 wykresy dla zadanego problemu podane sa ponizej.
Prawdopodobiefistwa przybycia zadanej liczby klientéw Py (t):

k A=2 A=4 A=6 A=38
0 0.1353 0.0183 0.0025 0.0003
1 0.2707 0.0733 0.0149 0.0027 |
2 0.2707 0.1465 0.0446 0.0107
3 0.1804 0.1954 0.0892 0.0286
4 0.0902 0.1954 0.1339 0.0573
5 0.0361 0.1563 0.1606 0.0916
6 0.0120 0.1042 0.1606 0.1221
7 0.0034 0.0595 0.1377 0.1396
8 0.0009 0.0298 0.1033 0.1396
9 0.0002 0.0132 0.0688 0.1241
10 0.0000 0.0053 0.0413 0.0993
11 0.0000 0.0019 0.0225 0.0722
12 0.0000 0.0006 0.0113 0.0481
13 0.0000 0.0002 0.0052 0.0296
14 0.0000 0.0001 0.0022 0.0169
15 0.0000 - 0.0000 0.0009 0.0090
16 0.0000 0.0000 0.0003 0.0045

analiza prawdopodobienstw przybycia zadanej liczby klientow pokazuje,

ze bezposrednio zaleza one od wartosci parametru A. Dla A = 2 maksy-
malne wartosci przyjmuja prawdopodobienstwa przybycia jednego lub
dwéch klientéw: Py(t) = Py(t) = 0.2707, dla A = 4 - trzech lub czterech:
Ps3(t) = Py(t) = 0.1954, dla A = 6 - pieciu lub szesciu: Ps(t) = Fs(t) =
0.1606, za$ dla A = 8 - siedmiu lub o$miu: Pr(t) = Ps(t) = 0.1396.
Z kolei dla A = 2 prawdopodobienstwa przybycia dziesieciu lub wiecej
klientéw w jednostce czasu, sa juz bardzo male, mniejsze niz 107%.
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Prawdopodobiernistwa przybycia do banku zadanej liczby klientow

Dystrybuanty F(t):
w jednostce czasu Pi(t) i dystrybuanty F(t):

t A=2 A= A=6 A=38
0.0 0.0000 0.0000 0.0000 (.0000 .
0.1 0.1813 0.3297 0.4512 0.5507 Probabilities that k events arrive during O to t
0.2 0.3297 0.5507 0.6988 0.7981
0.3 0.4512 0.6988 0.8347 0.9093
0.4 0.5507 0.7981 0.9093 0.9592
0.5 0.6321 0.8647 0.9502 0.9817
0.6 0.6988 0.9093 0.9727 0.9918
0.7 0.7534 0.9392 0.9850 0.9963
0.8 0.7981 0.9592 0.9918 0.9983
0.9 0.8347 0.9727 0.9955 0.9993
1.0 0.8647 0.9817 0.9975 0.9997

The Cumulative Distribution Functions
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Zadanie 2. Pewne urzadzenie moze obstuzy¢ maksymalnie 10 zgloszen
w ciggu jednej minuty. Zaklada sig, ze strumien zgloszen jest strumie-
niem Poissona z nastepujacymi parametrami:

(wariant pierwszy)
(wariant drugi)
(wariant trzeci)

(wariant czwarty)
(warlant piaty)

8  (wariant szdsty)
= 9 (wariant siédmy)

I
N B - NS RO

S = S
Il

oznacza to, ze do urzadzenia przybywa srednio 3, 4, 5, - - - zgloszen w
ciggu minuty.

Prawdopodobienstwo P przybycia dziesigciu lub mniej zgloszen
(czgstotliwos¢ przybywania zgloszenn < 10) okreslona jest wzorem:

10 () ¢)*
P{k <10} = Z —————( k')—e_A ¢

k=0
i jest to prawdopodobienistwo tego, ze urzadzenie nie bedzie przeciazone,

tzn. ze P -100% zgloszer bedzie obstuzone od razu, a (1 — P) - 100%

musi czekaé w kolejce.
Obciazenie (wykorzystanie) urzadzenia mozna okresli¢ jako:

srednia liczba zgloszen na minute

maksymalna liczba obstuzonych zgloszen

Dla ¢ = 1 obliczy¢ i przedstawi¢ w formie wykreséw wartosci praw-
dopodobienstw P oraz parametru p, dla kazdego z parametréw A stru-
mienia Poissona.
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Rozdziat 2

Markowowskie modele
masowej obstugi
(markowowskie modele
kolejkowe)

2.1 Wiadomosci wstepne

Teoria masowej obslugi, zwana réwniez teorig kolejek (angielska nazwa
queueing theory), rozwinela si¢ na bazie poszukiwari modeli matematy-
cznych (analitycznych), okreslajacych zachowanie sie pewnych syteméw
obstugujacych losowo naplywajace zadania (zgloszenia, zdarzenia).
Pionierskie prace w tej dziedzinie prowadzil duniski matematyk A. K.
Erlang badajac obciazenia central (sieci) telefonicznych oraz publikujac
piewsza prace z tej dziedziny w 1909 roku. W swoich pracach Erlang
zauwazyl, ze sieci (systemy) telefoniczne, generalnie mozna scharak-
teryzowacC w nastepujacy sposéb :

a) jako systemy ze strumieniem Poissona na wejsciu, z wykladniczym
czasem obslugi oraz wieloma stanowiskami obstugi,

b) jako systemy ze strumieniem Poissona na wejéciu, stalym czasem
obslugi i pojedynczym stanowiskiem obstugi.

Inne wazne prace z teorii kolejek zwiazane sa z nazwiskiem D.
G. Kendalla, ktéry, miedzy innymi usystematyzowal systemy masowej
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obstugi (tzw. notacja Kendalla) i uwazany jest za twoérce nauki o ma-
sowej obstudze.

. zgk;}szenia
- | wychodzace
kolejka 'z systemu
C - ———

Zrédto (Zrodta) stanowisko astanowiska)
zgtoszeri (zdarzen, obstugi
zadan, klientéw)

Rys 3. Schemat typowego systemu masowe] obslugi

Systemy kolejkowe klasyfikuje si¢ w zaleznosci od :

1) Algorytmu (sposobu) naptywu zgloszen, czyli charakterystyki
strumienia wejsciowego. Strumieri na wejsciu do systemu kolejkowego

czesto charakteryzowany jest przez érednia liczbe zadan (klientow, zg}osze
w pewnej jednostce czasu lub przez wartoé¢ $rednia czasu miedzy Wejéciem

do systemu dwéch kolejnych zgloszen. Te dwie wielkosci sa scisle ze soba
powiazane i do opisu strumienia wejSciowego wystarczy tylko jedna. Al-
gorytm ten moze by¢ deterministyczny, gdy zgloszenia naplywaja w re-
gularnych odstepach czasu, lub probabilistyczny (stochastyczny), kiedy
dredni czas miedzy zgloszeniami charakteryzuje tylko ogdlna tendencje
dla strumienia wejsciowego i jest tylko wartoscia oczekiwana (moment
pierwszego rzedu) zmiennej losowej - czasu miedzy kolejnymi zadania-
mi. Wtedy proces napltywu zgloszeri scharakteryzowany jest przez dys-
trybuanty réznorodnych stochastycznych proceséw.

Inna wazna charakterystyka procesu wejsciowego jest mozliwos¢
grupowego naplywu zgloszen zamiast naplywu pojedynczych zgloszen.
Wazna jest réwniez reakcja kazdego klienta (zgloszenia) na konieczno$é

czekania w kolejce przed stanowiskiem obstugi. W systemach ze strata ,

(bez oczekiwania), jezeli zgloszenie przychodzace do systemu zastaje
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wszystkie stanowiska obslugi zajete, opuszcza system nie obstuzone.
Przykladem moze by¢ tutaj automatyczna centrala telefoniczna, gdzie,
jezeli numer jest zajety, nalezy powtérzy¢ prébe jeszcze raz. W sys-
temach z oczekiwaniem, zgloszenie, w przypadku zajetosci wszystkich
stanowisk obslugi, ustawia si¢ w kolejce i tutaj liczba miejsc moze by¢
ograniczona (tez moze wystapié strata zgloszenia) i nieograniczona.

Inna charakterystyka, wplywajaca w znacznym stopniu na algo-
rytm naplywu zadad, jest mozliwo$¢ zmiany tego algorytmu w cza-
sie. Algorytm, w ktérym wartosci parametréw, jak i rozklady praw-
dopodobieristw nie ulegaja zmianie, jest algorytmem stacjonarnym, w
przypadku zmienno$ci w czasie mamy do czynienia z algorytmem nies-
tacjonarnym.

2) Sposobu obslugi zgloszen na stanowiskach obstugi. Oma-
wiajac proces obslugi zgloszen nalezy zwrdci¢ uwagg na to, ze stanowisko
obslugi moze by¢ zajete i wtedy mozemy méwi¢ np. o $rednim czasie
potrzebnym na obsluge pojedynczego zgloszenia lub o liczbie obstuzonych
zgloszern w jednostce czasu, albo o braku jakichkolwiek zgloszen na
stanowisku (stanowiskach) obslugi. Algorytm obslugi maze by¢ tez tak
deterministyczny (czas na obsluge zgloszenia jest staly), jak i proba-
bilistyczny (tutaj mamy do czynienia z réznym rozkladem czasu obstugi).
Obsluga zgloszen moze byé tez grupowa i pojedyricza, a intensywnosé
obslugi moze zaleze¢ od liczby zgloszen czekajacych w kolejce. Parame-
try charakteryzujace proces obslugi moga by¢ stacjonarne lub zmienne
w czasie.

3) Algorytmu szeregowania zadari (dyscypliny obstugi). Algorytmy
te okreslaja reguly wyboru zgloszeri z kolejki do obslugi na stanowisku
obstugi :

a) FIFO (first in, first out) - kolejnos¢ wg przybycia, regulamin
naturalny,

b) LIFO (last in, first out) - ostatnie zgloszenie jest obslugiwane
najpierw (stos) - jak np. w magazynach, gdy bierzemy "z wierzchu”,

¢) SIRO (service in random order) - wybér "na chybil trafit”, czyli
niezaleznie od czasu przybycia zgloszenia,

d) priorytetowe szeregowanie, kiedy zgloszenia wyzszych priorytetow
wybierane sa do obstugi w pierwszej kolejnosci, niezaleznie od liczby
zadan nizszych priorytetow :

- priorytet absolutny - z rugowaniem zadan nizszego priorytetu,
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obslugiwane w danej chwili zadanie jest wyrzucane ze stanowiska obslugi,

- priorytet wzgledny - zadanie wyzszego priorytetu czeka na zakoriczenie |

obstugi, jezeli na stanowisku jest zgloszenie nizszego priorytetu,

- priorytet dynamiczny - zalezny od stanu kolejek lub algorytmu
pracy stanowisk obslugi.

4) Pojemmosci poczekalni {liczby miejsc w kolejce). W systemach z
oczekiwaniem i ograniczona pojemnoscia kolejki, gdy wszystkie miejsca
w poczekalni sa zajete, przychodzace zgloszenie opuszcza system nie
otrzymawszy obslugi, a nastgpne zgloszenie bedzie przyjete do sys-
temu, tylko wtedy, gdy obslugiwane w danej chwili zgloszenie zakonczy
obsluge. v

5) Liczby réwnoleglych stanowisk (kanaléw) obslugi. Jest to liczba
identycznych stanowisk, w ktérych zgloszenia obslugiwane sa réwnolegle.
Stanowiska te moga mie¢ wspélna kolejke zgloszen, jak réwniez kazde
stanowisko - oddzielna (np. supermarket i kolejka do kas).

6) Liczby dowolnie powigzanych stanowisk obstugi (sieci kolejkowe).
W tym przypadku zgloszenia obslugiwane sa przez szereg niezaleznych
stanowisk. Przypomina to komisje lekarska, gdzie pacjent badany jest
przez specjalistéw z réznych dziedzin medycyny. W przypadku sieci
kolejkowych zgloszenie moze by¢ wielokrotnie obstugiwane na tym samym
stanowisku lub przejsé¢ tylko przez cze$¢ stanowisk.

Dla oznaczenia réznych typéw systeméw kolejkowych powszech-
nie uzywa sie notacji zaproponowanej przez Kendalla, gdzie system
masowej obstugi opisywany jest przez szereg symboli przedzielonych
kreskami ukoénymi, jak:

A/B/c/L/N

gdzie:

A - rozklad zmiennej losowej 1, czyli czasu migdzy kolejnymi zgloszenia '

(algorytm naplywu zgloszen),

B - algorytm obstugi zgloszeri (rozklad czasu obstugi T2),

¢ - liczba identycznych, réwnoleglych stanowisk obstugi,

L - pojemnosé¢ poczekalni,

N - wymiar Zrédla zgloszeri.

Jezeli Li N'w notacji zostana pominiente, to znaczy, ze s3 nieskonczenie
wielkie.
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Czyli, dla pelnego opisu systemu kolejkowego nalezy podac:

a) rozklady prawdopodobiefistwa zmiennych losowych 7 oraz 73 ,

b) okresli¢ wielkosci ¢, N, L (czy sa ograniczone, czy nie),

¢) dyscypling obslugi,

d) czy zmienne 7y , T, sa zalezne, czy niezalezne.

W notacji Kendalla literom A i B odopowiadaja nastepujace rozklady:
D - rozklad regularny (deterministyczny) o stalych odstgpach czasu,
M - rozklad wykladniczy o gestosci:

Ae?t dla t2>0
fit)y= gdzie A > 0 (2.1)
0 dla t<0

Ex - rozklad Erlanga rzedu & , z funkcja gestosci:

(k—/\l) 1(A t)k-le=*t dla t>0

fe(t) = (2.2)
0 dla t<0

gdzie: A>0,ak=0,1,...

G - rozklad dowolny (general),

GI - rozklad dowolny ze zmiennymi losowymi niezaleznymi od siebie
(general independent). Czyli np. system typu M / E; [ 3 oznacza
rozklad wejscia wykladniczy, czas obstugi oznacza rozklad Erlanga rzedu
drugiego, 3 réwnolegle stanowiska obstugi.

Badajac modele kolejkowe staramy sig okresli¢ wlasciwosci procesu
stochastycznego {N(t) , t> 0} , gdzie N(t) dla zadanego ¢ , jest
zmienna losowa oznaczajaca liczbe zgloszeri (klientéw) znajdujacych
sie w systemie w momencie t. Przestrzen fazowa tego procesu S =
{0,1,2, ..., ¢c + L}, zawiera ¢+ L 4 1 stanéw fazowych (stany
systemu), a przy nieograniczone;j liczbie miejsc w kolejce przestrzen fa-
zowa S jest zbiorem przeliczalnym nieskoriczonym. Proces tego typu,
w przypadku gdy zmienne losowe 7y i 7, (odstep czasowy migdzy kole-
jnymi zgloszeniami i czas obstugi) maja rozklad wykladniczy, z parame-
trami A 1 g, jest procesem Markowa, a tego typu modele nazywane sa
markowowskimi. Ogélnie zaklada sig, ze zgloszenia nadchodza poje-
dynczo, niezaleznie od siebie i wg regulaminu naturalnego FIFO.
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Odwrotnos$é parametréw X i g, czyli + i 1 interpretowana jest
’ A "

jako éredni czas miedzy zgloszeniami oraz jako sredni czas obstugi po-
jedynczego zgloszenia, zas A nazywane jest intensywnoscia naplywu
zgloszen, a y intensywnoscig ich obstugi. Pamigtajac o tym, ze intere-
suja nas parametry takiego systemu, po bardzo dlugim czasie dzialania
(stan ustalony), wprowadzamy nowe oznaczenia parametrow systemu,
ktére beda jakby przypisane do tego stacjonarnego stanu:

n - liczba zgloszen znajdujacych si¢ w systemie,

v - liczba zgloszen oczekujacych w kolejce,

[ - liczba zgloszen na stanowiskach (kanalach) obstugi,

w - czas oczekiwania w kolejce,

s - czas obstugi zgloszenia,

q - czas pobytu zgloszenia w systemie,

p - obciazenie (wykerzystanie) stanowiska obslugi.

2.2 Model systemu obstugi typu M/M/1
ze strata (blokada)

Systemy tego typu, opisywane markowskim procesem narodzin i $mierci,
posiadaja tylko dwa stany: Hp - zero zglosze w systemie i H; - jedno
zgloszenie na stanowisku obslugi (jedno zgloszenie w systemie). Mamy
wiec system z jednym stanowiskiem obslugi, z blokada (zero miejsc w
poczekalni), wiec stan H; okresla max. liczbg zgloszeri w systemie i
jezeli w tym czasie przyjdzie nastgpne - to jest ono stracone (system ze
strata):

Hy M1 o H,
—
jezeli przyjaé, ze Ao = A 1 g1 = p, to w sytemie tym:

- éredni czas miedzy kolejnymi zgloszeniami,
i sredni czas obslugi.
Jezeli oznaczymy:

1
A
1

Ft)=1—¢""
jako dystrybuante czasu miedzy kolejnymi zgloszeniami, a przez:
Gt)=1—e*"?
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dystrybuante czasu obslugi, to proces przybywania zgloszen, jak i ich
obstuge mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

czas do przyb. do kolejn.

pierwszego zgl. G(t) zgloszenia G(t)
-~ N,
[ T o T

;

F(t) obsluga pierw. i ew. F(t) obsluga
strata nastepnych zgl. 1 strata

Dla zadanego systemu kolejkowego (stan ustalony), w ktérym moga

wystapi¢ tylko stany Hy i Hy, opierajac si¢ na wzorach dla procesu
narodzin i §mierci, mozna od razu napisac:

Qo =1, Q1=‘/\‘9‘:i=l’ (2.3)
23 B
oraz
_ 1 _ 1 2.4)
PO= 0o+ @i T4y (2

pl_QO‘i—Ql 1+p

W systemie M/M/1 ze strata, oprécz prawdopodobienstw stanéw,
uzywa sie 1 nastepujacych dodatkowych charakterystyk:
a) prawdopodobienistwo obslugi zgloszenia (stan systemu Hp):

. (2.6)
pobs—p0—1+p .0

b) prawdopodobienstwo straty zgloszenia (stan systemu H,):

Dot =Pp1 = (2.7)

1+4+p

oznacza to, ze w systemie (tj. na stanowisku obslugi) jest tylko jedno
zgloszenie.
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2.3 Wielostanowiskowy M/M/c system obs\

ze strata

System taki charakteryzuje sie tym , ze mamy tutaj ¢ identycznych
stanowisk(kanaléw) obstugi. Oznacza to, ze w tym samym czasie, nawet
c zgloszen moze by¢ obslugiwane.

Stany systemu:

He )\c—l Hc
——

Hy 1 Ao Hy B2 A1 Hy Hs A
— — —

gdzie:

H, - oznacza brak zgloszeri w systemie (w tym konkretnym przy-
padku na stanowiskach obstugi),

H,~ jedno zgloszenie (zdarzenie, zadanie, klient) obstugiwane (obojetnie

na jakim stanowisku obslugi),

H, - dwa zgloszenia obstugiwane, itd.,

H, - wszystkie stanowiska obstugi zajete, blokada systemu.

W analizie tego i podobnych systeméw zakladamy, ze zgloszenia
przychodza z zewnatrz 1 srédlo zgloszen jest bardzo duze (w teorii
nieskoriczenie wielkie), a oznacza to, ze fakt przyjecia zgloszen do obslugi

nie zmienia nic w charakterystyce (intensywnosci) strumienia wejsciowego. §

Niech
=M= - = demp = A

a —1/\— - to éredni czas miedzy kolejnymi zgloszeniami; ¢ - intensywnos¢
obslugi w systemie, gdy naplynelo tylko jedno zgloszenie i

H1 =K

a 1 - $redni czas obslugi, nastepnie yi2 reprezentuje intensywnosc obstugi
w systemie, gdy dwa zgloszenia s3 na stanowiskach obstugi i jest to in-
tensywno$¢ przejécia ze stanu H, do H,, oznacza to, ze jedno albo
drugie zgloszenie zakorczy obstuge i system przejdzie do stanu Hi.
Wigc:

po =20
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i tak dalej
P =3, o o =, C oy e = cl (2.8)
wiec wyrazenie na @); (dla:=1, 2, - - -, ¢) przyjmuje postac:
o Ao Al e /\-i—l N Ai pi
; P Al oraz Qo = 1 (2.9)

nalezy tutaj przypomnuiec, ze dla stanéw granicznych (ustalonych) sys-
temu, przyjmuje si¢ p < 1, ale p moze by¢ > 1.

Stacjonarne prawdopodobienstwa standéw systemu oblicza sie wiec
ze WZOTu:

Q; &
pi= = (2.10)
Y@ rh
J= 1=0

przy
[
dopi=1
=0
Podstawowe parametry (charakterystyki) wielostanowiskowego sys-
temu z blokada:
a) prawdopodobienistwo blokady systemu (wszystkie stanowiska zajete):

P = Ppe = = (2.11)

wyrazenie to interpretowane jest w nastepujacy sposob: jezeli do sys-
temu przyjdzie nowe zgloszenie, a system jest w stanie H,, to kazde
nowe zgloszenie bedzie stracone (odrzucone), péki system bedzie w tym
stanie,

b) prawdopodobienstwo obslugi zgloszenia:

Pobs = 1- Dy = 1 - De (212)

czyl% zgloszenie bedzie obsluzone, jezeli system nie bedzie w stanie H,,
czyli w stanach od Hy do H._;, bo

c—1

Zpi-i-pc:l

=0
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¢) érednia liczba zgloszen na stanowiskach obslugi (zajetych stanowisk)}

ol

¢ c 2
- . . y 1

=0 i=0 £
7!

(2.13)

Tl

J

wzdr ten mozna wyprowadzié¢ i w troche inny sposob, mianowicie wprowads

pojecie absolutnej przepustowosci 1 obliczajac $rednia liczbe zgloszen
obstuzonych w jednostce czasu, czyli niech

A=A Dobs

oznacza $rednia liczbe zgloszen przybylych 1 przyjetych na obstuge w
jednostce czasu, a pojedyncze stanowisko jest w stanie obsluzy¢, w
tej jednostce czasu, p zgloszed, czyli érednia liczba zajetych stanowisk
rowna jest % , wiec

T _ é _ /\ DPobs

p p

= P Pobs = P(1 -“Pc) (2-14)

Przyklad: W wielostanowiskowym systemie masowe]j obstugi ze strata ‘;
parametr c=3 ,a X =11ip=2. Obliczy¢ érednia liczbe zgloszer na |

stanowiskach obslugi korzystajac ze wzoréw (2.13) i (2.14).
Na poczatek narysujmy graf stanow systemu:

Ho 1 Mo My p2 M Hy 2 A2 H

gdzie:

H, - brak zgloszen w systemie ,

H, - jedno zgloszenie jest obstugiwane,

H, - dwa zgloszenia na stanowiskach obslugi,

Hs - trzy zgloszenia na stanowiskach (wszystkie stanowiska zajgte:
blokada nastepnych zgloszeri)

M=A=A=A=1- intensywnos$é strumienia wejsciowego,

pr=p=2; py =2p; pa =3 - intensywnos$¢ obstugi..

Obliczmy wartoéé parametru p (obciazenie stanowiska obstugi):

= | >
BN |-

p:

oraz wszystkie stacjonarne prawdopodobienstwa stanow:

o = 1 . 1 1 48
TR T 1,1, 1 T~ 79
%—{—‘;—!-}-’;—!-{-% 1+§+§+@ o 79
1 1
S R
9 < Py T
2 1
Pzzé_i“i
9 — %5
L
g3 1
o 1
_ 3 18
P3 =79 = %9 = =3
5 s 19

wiec

_ 2 6 1 39
T =0po+1pr+2pa+3pa=0+1-F2 —+3 ===
0 ! Pz ps=0+1-75+275+3 35 = 75

poréwnajmy teraz ten rezultat z wynikiem otrzymanym z wyrazenia
(2.14):
1, 1 78 39

_ 1
T =p(l-p)=-(lo —)=m o=
pl=p) =5 —z5) =573 =17

2.4 System obstugi typu M/M/1/L z oczeki-

waniem (kolejka)

Jest to system z pojedynczym stanowiskiem obslugi i maksymalna po-
jemnoscia poczekalni (liczba miejsc w kolejce) réwna m (L = m). Za-
cznijmy, jak zwykle, od analizy grafu stanéw systemu:

Ho M1 Hy B2\ Hy, p3 fmt1 Am Hooog

gdzie:

Hy - brak zgloszen w systemie,
H; - jedno zgloszenie (na stanowisku obstugi), kolejka pusta,

H, - dwa zgloszenia w systemie: jedno na stanowisku obslugi i jedno
w kolejce,

41



Hpnyy - m + 1 zgloszei w systemie: jedno na stanowisku obslugi
i m w poczekalni; gdy system znajduje si¢ w tym stanie, to kazde
nowe zgloszenie jest tracone (blokada systemu), az do czasu zakonczenia
obstugi zgloszenia, ktére aktualnie jest na stanowisku obslugi.

Jezeli zalozymy, ze:

A():)q:/\zz :Amz/\
oraz
H1 = f2 = H3 = = Hmr =
to
Py ; :
QRQi=—=/yp da:i=1,2, - - - ,m+1 oraz Qo =1 (2.15)
#‘l
pi= 2 dla i=0,1, -, m+1 (2.16)
2P
7=0
oczywiscie
m+1

dop=1
=0

Pamietajac o tym, ze w stanie ustalonym p < 1,1 korzystajac ze wzoru
na sume czastkowa postgpu geometrycznego (m+2 wyrazOw) powyzsze
wyrazenie dla p; mozna uproscic:

m+1 _ am+2
i1z

0=

7=0 1=p
wiec :
p= 21 =p) (2.17)
1 _ pm+2
dla z = 0 otrzymamy: )
—p
po = Tt e (2.18)
oraz : '
pi=po-p (2.19)
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Podstawowe charakterystyki systemu:
a) prawdopodobienstwo blokady systemu (stan systemu H,,4; ):

p" 1 — p)

Pyl = Pm4+1 = 1— pm+2

(2.20)
czyli blokada nastepuje wtedy, gdy w poczekalni wszystkie miejsca sa
zajete 1 przychodzace zgloszenie zostaje odrzucone,

b) prawdopodobieristwo obstugi zgloszenia (brak zgloszen na stanowisku
obstugi lub wolne miejsca w poczekalni - stany systemu od Hp do H,,):

Pobs = 1—ppi = 1__pm+1(1 - P) _ 1-— pm+2 — pm+1 4+ pm+2 B 1— pm+1
obs 1——pm+2 1_pm+2 “l—pm+2
(2.21)

c) srednia liczba zgloszeri w kolejce (kolejka zaczyna sig¢ od stanu
HQ)Z

T=1p 2 petc o M pu =

m m v+1 2 m
_ _ pP(1—p) (L—pp -1
- 1}2=21va+1 - Zv 1 _pm+2 —1 _pm+2 v p

v=1 v=1

dla uproszczenia tego wyrazenia rozpatrzmy oddzielnie nastepujaca sume:
m m m 4
v—1 v v
dovp =Z(p)'=(zp)
v=1

v=] v=1

rozwijajac dalej sume zawarta w nawiasach otrzyr;lamy:

PI‘FP2++Pm=

— 1_pm — am+1
o l)zp(l—p>=plfp

obliczajac nastepnie pochodna tego wyrazenia mamy:

(p - p’"‘“)' _A=(m+1)pm(1-p) = (p— ™) (-1)

=p(l+p+p' +

1—p (1—p)?
_l=p—(m+ )"+ (m+ )™ +p— pm
(1~ p)? -

43



1—mp™ +mp™1 —pm 14" [mp—(m+1)] (2.22)
(1—p)? (1-p)?
wiec wyrazenie na srednia liczbg zgloszen w kolejce przyjmie nastgpujaca

postac:

(1—p)p? [L+p"Imp—(m+D]] _ p*lL+p"(mp—(m+1))]

(1—pm2)(1—p)
(2.23)

d) érednia liczba zgloszeri na stanowisku obstugi (stany systemu

Hy, Hay o Hig):

1 pmi? (1—p)?

+1- Pm41 =
m+1)

I =1-pp+1-p2+- -

1—p _p(l—p

1 — pmt? T1 — pmt2 (2:24)

=1-(1-p)=1-
e) $rednia liczba zgloszen znajdujacych si¢ w systemie (stany od Hi
do Hm+1 )I

nm=1-p+2-pp+- - +(m+1)'pm+1:

m+1 m+1 ) m+1 -
: . o
=S ipi=Y ipp=pp) ip =
i=1 =1 i=1

m+1 d

; d (32 ) = d(.ﬂ_—ﬂi)_
=POP;%(P)—POPdp(;ﬂ)—POPdp 1—p

[1—(m+2)p™"(1-p)—(p—p")(=1) _

mht (1—p)?
1—p—(m+2)(pm+ —p™) +p—p™"" _
= pO p (1 _ p)2 -
1= (m42pm + (m+ 1) (1 —plp _
= (1 _ P)2 1 — pm+2
_pll—(m+2)pm* + (m +1)p™*] (2.25)

(1=p)(1 —pm+?)

érednia liczbe zgloszen w systemie, mozna réwniez otrzymac 1 z nastgpujacej

wyrazenia: _
n=10+I
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f) $redni czas oczekiwania w kolejce:

__ 1 2 m
W =p-—+p-—+ + Pm - — + Pmy1 0 (2.26)
H H H
poszczegdlne wyrazy tej sumy interpretowane sa nastepujaco:
j2 % - w systemie i na stanowisku obstugi jest tylko jedno zgloszenie,

wiec przychodzace zgloszenie czeka % ,

P2 - % - w systemie sa dwa zgloszenia, wiec przychodzace zgloszenie

czeka 2 - %, itd.,
Pyt - 0 - w systemie jest jedno zgloszenie na stanowisku obslugi i
m zgloszen w kolejce (poczekalni), wiec zgloszenie opuszcza system nie
obstuzone, wiec:
& "1 . p=p)_ p(-p) &, i
w = —pi = -t m = m tep
;u ,;# 1—pmt2  p(l—p “)Z

i korzystajac ze wzoru (2.22), otrzymamy:

o p(=p) 14p"[mp—(m+ ] _pl+p(mp—(m+1))]
p(1—=pmt?) (1-p)? p(1=p)(1—pmt?)
(2.27)
$redni czas oczekiwania w kolejce mozna réwniez obliczy¢ z tzw. formuly
Little’a, wiazacej $redni czas oczekiwania w kolejce i $rednia liczbe
zgloszen w kolejce lub Sredni czas pobytu zgloszenia w systemie i §rednia
liczbe zgloszen w systemie:

=1

T =AW (2.28)
n=\A7 (2.29)
g) sredni czas pobytu zgloszenia w systemie:
1 2 m 1
-‘1—=pl'_+p2"—+"’+pm'_+pobs'— (230)
17 Iz 3 17

gdzie: W~ $redni czas oczekiwania w kolejce, a poss - i interpretowane
jest jako $redni czas na obsluge zgloszenia na stanowisku obstugi (czesé
zgloszeni jest tracona), wiec:

_p [t (mp—(m+1)] 1—pm" 1

Cu | (=) (1 - p) 1—pmt2
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_ 1 [p[1+p’"(mp—(m+1))] L =p0 —p’”“)} _
p(l — pmt?) 1—-p l—p
_ 1 p+mpm+2_(m+1)pm+1+1_pm+1__p+pm+2
_u(l—p"‘“){ 1—p ]
1 [1 — (m+2)p™ " + (m + 1)0’"“’}
p (1=pm*2)(1 - p)

éredni czas pobytu zgloszenia w systemie, mozna réwniez obliczy¢ ze

(2.31)

wzoru Little’e: -
=
770
h) éredni czas obslugi zgloszenia na stanowisku obslugi (czes$¢ zgloszen
odchodzi nie obstuzona, czyli jest tracona):
1 1—-pmtt 1
T = Pohs— = 73" 2.32
S =P =TT e (2.32)
Analiza systemu kolejkowego typu M/ M/1/L znaczaco upraszcza
sie, przy zalozeniu, ze liczba miejsc w poczekalni (w kolejce) — 001 gdy
analize przeprowadza si¢ dla stanu ustalonego (zakladamy, ze p < 1).
Witedy:

1) prawdopodobienstwa standéw systemu:

pp=1—p (ze wzoru (2.18)) (2.33)

dlai=1, 2, - (ze wzoru (2.17)) (2.34)

pi=p'(1-p)
2) prawdopodobieristwo blokady systemu (ze wzoru (2.20)):

pu =0 (2.35)
3) prawdopodobieristwo obstugi zgloszenia (ze wzoru (2.21)):
pobs = 1 (2.36)

4) érednia liczba zgloszen w kolejce (ze wzoru (2.23)):

2
IL—p
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5) srednia liczba zgloszeni na stanowisku obstugi (ze wzora (2.24)):

L =p (2.38)

6) srednia liczba zgloszen w systemie (ze wzoru (2.25)):

no=-— (2.39)
lub

2
=4l = 4 _Pte=p_ »

1-p P l—p  1—p
7) sredni czas oczekiwania w kolejce (ze wzoru (2.27)):

— P
T = ——
Wi—7) (2.40)
lub z formuly Little’a :
TP wP s
A A =p) M1=-p)  p(l-p)
8) sredni czas obslugi (ze wzoru (2.32)):
1
I =- (2.41)
7

9) sredni czas pobytu zgloszenia w systemie (ze wzoru (2.31)):

_ 1
9 = 77—~
(1 —p) (242)
lub z formuty Little’e:
— A
N " 1
q A - - =

M1=p) Mi=p) u(l-p)

Prz.yl.dad: Zadany jest system kolejkowy typu M/M/1/L z tylko jed-
nym miejscem w poczekalni. Obliczyé stacjonarne prawdopodobienistwa
stanow systemu oraz $rednia liczbe zgloszen w kolejce dla A = 1ipu =2

Zacznijmy od analizy grafu stanéw systemu: -
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Ho 1 Xo Hy 2 M H,

kolejne stany sytemu nalezy interpretowac nastepujaco:

Hy—brak zgloszen w systemie,
H;—jedno zgloszenie na stanowisku obstugi, kolejka pusta,
H,—jedno zgloszenie na stanowisku obslugi i jedno w kolejce.

Zakladajac, ze:

oraz
1= 2 = p

mozna od razu obliczyé wspélezynnik obciazenia stanowiska obstugi,

oraz wszystkie prawdopodobienistwa stanéw systemu:

A1
a i
f=§(_—1p%f—2 dlai=0,1,2- -
1 (1-—%) 4
SO
AL 1-1
pl:(2)1—§ 2):$
1)?, 1-1
p2:(2)1—é 2)2_;
oczywiscie 0 1
P0+P1+P2=$+‘7-+:{‘:1

Srednia liczbe zgloszeri znajdujacych sie w kolejce obliczmy korzys- 1

tajac ze wzoru (2.23):

@) [+ 03-a+n) %;-[15-(—;)]

v = =

Jub ze wzoru ogolnego:

1 1
=0- 1- =1].=— ==
v p+1l-ps 7 7

2.5 Wielostanowiskowy system typu M /M/c/L

z oczekiwaniem (kolejka)

System takiego typu sklada sig z c identycznych stanowisk obslugi oraz
poczekalni (kolejki) posiadajacej m miejsc(L = m). Jezeli ¢ zgloszen
mnajduje sie na stanowiskach obslugi i w tym samym czasie w kolejce
jest m innych zgloszen (poczekalnia pelna), to kazde nastgpne przy-
chodzace zgloszenie jest tracone. Oznacza to, ze system zachowuje sig
jak system ze strata, gdy w systemie znajduje si¢ dokladnie m + ¢
zgloszen. Przeanalizujmy graf stanéw takiego systemu:

HO Hi /\O ]{1 <ﬂ2 )\1 e ftc /\c—l Hc ,ﬁlc+1 /\f o v Bmgc /\m+c—1 Hm+c

gdzie:

Hy—brak zgloszen w systemie,

H,—jedno zgloszenia na dowolnym stanowisku obstugi, kolejka pusta,

H;—dwa zgloszenia na dowolnych stanowiskach obslugi, kolejka pusta,

H_.—c zgloszen na stanowiskach obstlugi (wszystkie stanowiska zajete),
kolejka pusta,

H.,1 — c zgloszen na stanowiskach obstugi i jedno w kolejce,

H,.yc — ¢ zgloszen na stanowiskach obslugi i m zgloszen w kolejce
(poczekalnia pelna).

Zal6ézmy, ze:

- /\m+c—1 =A

oraz

K1 =4
jest to intensywno$é obstugi, gdy na dowolnym stanowisku obslugi (w
systemie) znajduje sie tylko jedno zgloszenie,

p2 =2 p
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intensywnos$¢ obslugi, gdy na stanowiskach obslugi (dowolnych) sa dwa
zgloszenia, itd.

fre=c- p
intensywnos¢ obslugi, gdy wszystkie stanowiska sa zajgte, a kolejka jest
pusta,

Pet1 = C- [y oy Hmye = CC M

intensywnos¢ obstugi, gdy zgloszenia znajduja sig i w poczekalni, oczywiscie ]

przy zajetych wszystkich stanowiskach obstugi.

Nastepnym etapem powinno by¢ obliczenie stacjonarnych prawdopodobig

stanéw i tak, jezeli liczba zgloszen zawarta jest w nastegpujacym przedziale
0<21<¢ to ' .

/\0 Ay - /\,’-1 Al pl

Qi="2 =—=5 (2.43)

pr pl o AT 7!
7 kolei, jezeli liczba zgloszen znajdujacych si¢ w systemie nalezy do
przedzialu c+1 <2< c+m, to

)\i )\i
Qi = . = | ¢ pi—C yi—cC =
1 fz e o Mt fleprc c s i cpedTop

c! uc (c w)i-c

B )\i _ )\i _CC <p>i
—-c!/ﬁci‘c—-c!/ﬁ'%——c! c

Znajac wartoéé wspélczynnika Q;, mozna od razu napisaé wyrazenie
dla stacjonarnego prawdopodobienstwa stanu p;:

gdzie £ (2.44)
c

pi = po- Qi (2.45)
pamietajac o tym, ze:
m+c m--c ) 1
dYom=1= > poQr czyli po = 7 (2.46)
k=0 k=0 k
k=0
wiec podstawowe wyrazenie dla p; réwne jest:
-9 ' Qo = 2.47
Pi = o przy Qo =1 (2.47)
Qrk
k=0
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Podstawowe charakterystyki systemu:
a) prawdopodobieristwo blokady systemu i straty przychodzacego
zgloszenia (stan H,,4.):
Pvi = Pm+e (24:8)

dokladniej, jest to prawdopodobienstwo obslugi zgloszenia znajdujacego
sie na ostatnim miejscu w poczekalni (w kolejce) i jezeli to zgloszenie
zajmuje ostatnie miejsce w poczekalni, to kazde nastepne przychodzace
zgloszenie jest odrzucane (blokada),

b) prawdopodobieristwo obstugi zgloszenia (stany systemu od Hy do

Hm+c—1):

m+c—~-1

Pobs — 1 - Dol = 1~ Pmiec = Z DPi (249)

oznacza to, ze przychodzace zgloszenie zostanie przyjete na obsluge,
jezeli przynajmniej jest wolne jedno miejsce w poczekalni,

c) srednia liczba zgloszer na stanowiskach obslugi (zajetych stanowisk),
czyli stany systemu od H; do H,4.:

I=1p1+2-pp+- - +cpotcpyrtcpaat- - +C popm =
c+m
_Zk Pk + E ¢ Pk
k=c+1

pierwsza czgS¢ powyzszego wyrazenia odnosi sie do przypadku, gdy
kolejka jest pusta, a zgloszenia znajduja sie tylko na stanowiskach
obstugi, druga zas czes¢, to zgloszenia znajduja sie i w kolejce (poczekalni),
wiec wszystkie stanowiska obslugi sa permanentnie zajete, wigc:

c+m k c k c+1 c+m k
Z—Zk PO+ZC—<—> Po = Po P -I-C (E)
oor1 € k2=:1 (k—1)! c! k=§-1 c
(2.50)
d) srednia liczba zgloszen znajdujacych si¢ w kolejce (stany systemu

od Heyq do Hep):

—ﬁ—zl'pc+1 +2'pc+2+' :

m
= Z’U-pc+u =
v=1

.+m.pc+m



do tego wyrazenia mozna zastosowaé, tak jak i dla systemu M/M/1/L,

wz4r na sume szeregu geometrycznego:

oo (o) - et

gdzie

a:£<1
c

teraz podstawiajac to wyrazenie do wzoru na 7 otrzymamy:

_ ¢ i1 1+ a™[ma—(m+1)]
“:”"E“{ (i —ap }

(2.51)

e) $rednia liczba zgloszen znajdujacych sie w systemie (stany sys-
temu od H; do Hepm):

m=1-pl4+2-pat- - Fepetletl) Pt - (e +m)petm =

c+m ct+m cc p k
_zk et > k- pk_pozk oip Y k5 (2) =

k=c+1 k=c+1
c k ¢ ctm k
p c p
=p + — k- (-) (252)
° LZ} (k=1 gﬂ c

przeanalizujmy oddzielnie druga czes¢ tego wyrazenia
¢ c+m & c c+m k—c
_Zk<>=_‘.£’;2k.<£) =
k=c+1 c € et ¢

dlai=k—c,orazk=1+c¢

nastepnie, pf)st(;pujz}c podobnie jak w punkcie d) oraz stosujac wzér na
sume wyrazow postepu geometrycznego, otrzymamy:

5

wiec, wyrazenie dla sredniej liczby zgloszen w systemie przyjmuje nastepujaca

:p_c[a 1+ a™[ma—(m+1)]
c! (1—a)?

postac:
c k
—_ p p° l1+a™[ma—(m+1 —a™
" po{z_:(k—nn*_;a L
= ! (1 - a)? (1-a)
, - , i 2.53
srednia liczbe zgloszen mozna réwniez otrzymac z wyrazenia: (259
_ c k ¢ ct+m
— _ — p c k c m ctk
rerrroalEe et 5 0250 -
k=1 “k=ct1 NC Cr=1 €
c k
_ p < e\t etm o+l
=p L P
O{k=1 (k—1)! * c! [C(C) * +c<c> +1(§) +

= Po [i(kikl)!+g ?_r‘j k.(ﬁ)k}

k=1

f) sredni czas oczekiwani colej j i
o Fn nia w kolejce (kolejka zaczyna si¢ gdy od

1 5
w _pC'“‘+Pc+1'a+- .

cp +'pc-i-m 1° _,U: + Petm * 0

gdzie, poszczegdlne wyrazy sumy, oznaczaja:

53



Pe - i—na stanowiskach obslugi, znajduje si¢ doktadnie ¢ zgloszen
{ kazde nastepne zgloszenie czeka na zwolnienie pojedynczego (dowol-
nego) stanowiska 21;,

pc+1-%—w kolejce jest jedno zgloszenie, wigc przychodzace zgloszenie
czeka na zwolnienie dwéch, dowolnych stanowisk obslugi, jednego dla
zgloszenia juz znajdujacego si¢ W kolejce, drugiego dla siebie, itd.,

Petm—1"gn—W kolejce jest m—1 zgloszedi, wigc praychodzace zgloszenie
czeka 7%,

Petm - 0—na stanowiskach obstugi znajduje sie ¢ zgloszeri, a w kolej-
ce jest m, czyli przychodzace zgloszenie opuszcza system nie obsluzone
(blokada systemu), i teraz wyrazenie na éredni czas oczekiwania w

kolejce, po przeksztalceniach, przyjmie nastepujaca postac:

m ' 1 1 m ) c ct1—1
E‘:Zz-;}:-pcw—lzpo——zz ‘ <£> =

C/.L =1 C!

=1 ¢
_ 1 p>c mo <p>i—1
—poc-c!,u<c ;l c
i, postepujac podobnie jak przy obliczaniu parametru 7, otrzymamy:
c—1 ¢ 1 m _ 1
T = po—— +o” e~ (m + 1) (2.54)
c p (1-a)
gdzie
o= £ <1
c

éredni czas oczekiwania w kolejce, mozna réwniez obliczy¢ bezposrednio
korzystajac z formuly Little’a:

=

3 ot [14+a™ [ma—(m+ 1]
=pog x[ (1 —ay ]'

> <

(¢
i

ac

C

> oo

C

{1 + o™ [ma — (m+ 1)]]
(1 —a)?

]
l

14 a™[ma—(m+ 1)]}
cA

(1 —a)*

CC
C.
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_ pocc-1 o [1 + o™ [ma — (m + 1)]]

c p (1—a)?

g). $redni czas pobytu zgloszenia w systemie: parametr ten naj-
pro$ciej mozna obliczy¢ korzystajac ze wzoru Little’a:

- 7 1 ¢ k € c+m k
q:X:XPO[g('kil)!‘L_Zk(ﬁ)} (2:55)

|
[ k—ct1 C

h) sredni czas obstugi zgloszenia na stanowisku obslugi (czesé zgloszen
jest tracona):

1=0 =0 t i1=c+1 ¢
c i c ct+m-—1
_ 1 p . c A%
=~ po [Z SR EDY <~>} (2.56)
=0 7 c. 1=c+1
lub prosciej
1 1 ¢t etm
= (1 - — i = (P
T O-ran =1 1-w5 (O] e

lub z formuly Little’a:

o T 1 c i € c+m :
SZX:XPO[Z(if1)1+ (8)] (2:58)

, o
1=1 c 1=c+1 ¢

. Analiza systemu tego typu upraszcza sig, przy zalozeniu, ze liczba
miejsc w poczekalni — oo (i oczywiscie £ < 1). Wtedy:
1) prawdopodobieristwa stanéw systemu (wzory (2.43), (2.44), (2.45),

(2.46), (2.47)):
1

c pt c¢ % ¢
£ 2 P
ié:() 1! + ¢! i:zc;-l <c)
przeksztalcajac, te druga sume otrzymamy

CEO-5LE0"

. | c
t=c+1 ¢ C 1=c+1 ¢

Po =



jezeli k =1 —c, to
c 0 k c 00
—E - =—E a ziea =~-<1
c!kzl(c c 8 c

i po zastosowaniu wzoru na sumeg wyrazow postepu geometrycznego,
otrzymamy:

p a
d 1—-a
ostatecznie .
Po = —% o - (259)
=)+ aits
kz=:0 (z) c(1-a)
oraz 1
pi=po- Qi (2.60)
2) prawdopodobieristwo blokady systemu (ze wzoru (2.48)):
Pol = 0 (2.61) i

3) prawdopodobiefistwo obslugi zgloszenia (ze wzoru (2.49)):

Pobs = 1 (2.62) |

4) érednia liczba zgloszeri na stanowiskach obslugi (ze wzoru (2.50)): ';,

— c pz' cc+l.£i o0 (£>i—c
l_po{z(i—l)!_{_ e 2\

=1 i=c+1
postepujac dalej podobnie jak w punkcie 1) otrzymamy:

i—1

) )

i1=1
S (2) 4.«
12::0 (i!) + ] ~ (1-a)
0 1 2 c—1 c—1 o
CplmH St tER S wal
- 1 2 pc—1

- [T A -
+ (c=1)! + c! + ¢ (1-a)
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oyt 2, Pt e pt 1
_ p [0! +otat + (c=1)! + 2 (c=1)! (l—a)} — o (2.63)
0 et R o=t op¢ (l-ota )
agta+Et +&mt ( (1—a)>

c!

5) érednia liczba zgloszeni w kolejce (ze wzoru (2.51)):

c c c+1
. o 1 c o
vV = Do —" 81

C.

6) $rednia liczba zgloszeri znajdujacych si¢ w systemie (ze wzoru

(2.53)):

& (7)) e

7) éredni czas oczekiwania w kolejce (ze wzoru (2.54)):

et o

c p(l—a)?

Cc

(2.66)

w_:po

8) éredni czas pobytu zgloszenia w systemie (ze wzoru Little’a):

f=§=%{i&£b)+§hf®ﬁﬁf;” (2.67)

=1

9) éredni czas obslugi (ze wzoru (2.57)):

J 1
= (2.68)
n

Przyklad: Zadany jest systém kolejkowy typu M/M/c/L, w ktérym:
c=2,L=2 XA=1, pu=2 Obliczyé sredni czas obslugi zgloszenia,
éredni czas pobytu zgloszenia w kolejce oraz Sredni czas pobytu w sys-
temie.

Analiza grafu stanow systemu:

Ho i Mo Hy k2 M Hyps  de Hypa s H,

gdzie:
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zajste),

Hs- jedno zgloszenie w poczekalni (wszystkie stanowiska zajete),
H,- dwa zgloszenia w poczekalni, blokada systemu.
Obliczmy wielkosci Q; dla 0 <7 < 2 (ze wzoru (2.43)):

Hy- brak zgloszen w systemie,

128 1 4

H;- jedno zgloszenie na stanowisku obstugi (dowolnym), P3= 513739 7 913

H,- dwa zgloszenia na stanowiskach obslugi (wszystkie stanowiska 198 1 1
Y21

T 213 128 213
Sprawdzmy teraz sume prawdopodobieristw:

ct+m
. 128 64 16 4 1 213
. pi = 1, wiec B T S S b
s Z—E “o3 23 o3 a3 a3 a3 )
1 — H . ,
Obliczmy teraz $redni czas obslugi (ze wzoru (2.56)):
Qo =1 0 1 2
e [0, e ]
TN T LT 2 2 213 | 1 1 21-22J_
2 1)?
QFP_:(z):l 64 11 1 106
207 2 8 T 213 1+§+§+3_2):§1_3
oraz dla 3 < i < 4 (ze wzoru (2.44)): lub ze wzoru (2.57):
_ ey !
Qz_c!(c) S—:_(l_i‘>:@
2 213 213
0 2 -;; 3 _5. (l):’ _ 1 lub ze wzoru (2.58):
ST \2) T \4) T 32
0! 2
2 () e om0, 2y )
+=51\7) T 236~ 18 1213 1 1 " 1-2\2 2 B
stad
po = 1 : 11 : : :%:}—QE =12_8(l+1+i+_4_)_};‘2_8~(64+32+8+2 _ 106
T Itititntos w2 213\2 " 4 ' 64 ' 256/ 213 128 )‘ﬁ’??
i=0 jeszcze inny sposob obliczenia sredniego czasu wymaga najpierw obliczenia
oraz, gdy [ (patrz punkt c):
pi = po- Qi 64 39
198 1 64 T =1 pi4+2-pr42 pst2 pam= ot 8 .2 _16
P=ge 5= ! 2P M= o3 T o3 T o3 Y 313 T 213
128 1 16

128 1 16 106 106
P2= 951378~ 213 =

T
A 1-213° 213
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$redni czas w kolejce (ze wzoru (2.54)):

L 2 () 1@ i)l
=355 s (1_%)2 =
128 1 [144(=3))_ 4 3_ 6
"'2_13'35[ 2 ]“51—3’5“51—3

$redni czas pobytu zgloszenia w systemie (ze wzoru (2.55)):

re b OB (e (O]

213 1 2 4

128 [64—}—32—{- 12-}-4] _ 128 112 112

- 213 128 T 213 128 213
czas ten mozna réwniez obliczyé z wyrazenia:
. _ 6 106 112
g =U +35 =5751T53~

213 T 213 ~ 213

2.6 Jednostanowiskowy system kolejkowy
ze skonczonym wymiarowo zZrédlem

zgloszen (typu M/M/1/N)

W tego typu systemach intensywno$¢ naplywu zgloszen zalezy od stanu
systemu, tj. od liczby zgloszen znajdujacych si¢ w kolejce i na stanowisku ,
obstugi. Klasycznym przykladem takiego systemu jest tzw. problem ]
konserwatora, gdzie jeden konserwator naprawia (obstuguje) N obra-

biarek. Innym przykladem, blizej zwiazanym z modelowaniem sys-
teméw komputerowych, jest wielodostgpny system komputerowy, w |
ktérym z jednoprocesorowym komputerem polaczonych jest N niezaleznyd
terminali: “

Hy #1 Ao H, P2 A1 H, Hs Ao ... [N-1 AN=2 Hy_q BN AN_1 Hy
— — — —> —> 2

gdzie:
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H, - zero niesprawnych (zepsutych) obrabiarek,
H, - jedna niesprawna obrabiarka,

H, - dwie niesprawne obrabiarki, itd.,

Hy - wszystkie obrabiarki zepsute.

Zrédto
zgtoszen
= 1 -
stanowisko
-~ 2 - obstugi
kolejka
: —{ 1 11111 >
s N >

A

Rys. 4. Przyklad jednostanowiskowego systemu obslugi ze skoficzonym
zrédlem

Graf stanéw systemu (na przykladzie problemu konserwatora):

Przeanalizujmy intensywnosé naplywu zgloszen (sygnaléw o niesprawnoscia

obrabiarek) w takim systemie:
A=N A (2.69)

cl)znacza to, ze od N obrabiarek, moze przyjs¢ sygnal o awarii, gdzie
1 - wartos¢ srednia przedzialu czasu, w ktérym pojedyncza obrabiarka
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pracuje bez naprawy ($redni czas miedzy dwiema kolejnymi naprawami).
Kolejne intensywnosci mozna obliczyé w nastepujacy sposéb:

A= (N —1) A CL N = (N =), CL Anoi= A (2.70)

Przy pojedynczym stanowisku obslugi:
fr=pa = 0 = pN=p (2.711)

gdzie p—intensywnos¢ obslugi.
Znajac intensywnosci strumienia wejsciowego, oraz intensywnosc
obslugi, mozemy obliczyé wartoéé parametru Q; (dla 0 < ¢ < N):

Q~—)\O/\1' © - X  NA(N=-DA- - - (N—ai+ DA N!
Yo i (N —i
(2.72)
potem
1
Po = (2.73)
et
oraz
pi=po @ dla0<i<N (2.74)

Podstawowe charakterystyki systemu:
a) prawdopodobieristwo zajgtosci stanowiska obslugi (konserwatora),
tj. stany systemu od H; do Hy , gdy konserwator zajety jest naprawa:
po=pr+p+- - +pv=1-po (275)

b) $rednia liczba obrabiarek wymagajacych naprawy (lacznie z
naprawiana):

N
=1
N! : N :
=i ——— p po=po MY e 2.76

c) érednia liczba naprawianych obrabiarek:
T=0-po+1-p1+1:po+-- - +1-py=1-p,=1—py (2.77)
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d) srednia liczba obrabiarek oczekujacych naprawy w kolejce (ko-
lejka zaczyna sig od stanu Hy):

N-1

+(N=1)py =2 i p =

=1

N-1 N1 » Nl i
=S i g IS P 2
;Z PPtv—icpf T Z(N—i—l)! (2.78)

=1

v=1-p2+2:-p3s+- -

wielko$¢ te mozna tez obliczy¢ troche inaczej:

—_ N 3 l
T =7 —1 =pg N!

Dla obliczenia parametréw czasowych systemu konieczne jest oblicze-
nie $redniej intensywnosci naplywu zgloszen. Jezeli w danej chwili w
systemie jest ¢ jednostek, to od (N — 1), znajdujacych sie poza syste-
mem, moga naplywac nastepne zgloszenia, z intensywnoscia A kazde,
czyli laczna intensywno$é doplywu nowych zgloszen réwna jest w tym
przypadku (N — 1)A. Sumujac to ostatnie wyrazenie po wszystkich
wartosciach ¢ oraz wprowadzajac czynnik wag, rowny p;, otrzymamy:

N
N=Y(N=-i)Ip=
=0
N N
=A1’VZpi—/\Eip,'—_—/\(N—n_) (279)
=0 1=0
e) sredni czas oczekiwania w kolejce do naprawy (ze wzoru Little’a):
v v
W =—=——" 2.80
AOAN =) (2:80)

f) $redni czas awarii obrabiarki (naprawa plus oczekiwanie w
kolejce):

—_ " _ n
lub jako
1
¢ =w +—
7!
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Przyklad: Dany jest system kolejkowy typu M/M/1 /N, w ktorym
N=4=1p=2 Obliczyé podstawowe charakterystyki systeTnu.
Pierwszym etapem rowzigzania jest obliczenie prawdopodobienstw

stanow systemu:

N g dlad<i:<N dzie'pz-{:}'
Qi=mp al>t> gazie: w2
Qo=1
4 1 _
Q1=7P—4'§—2
41, 1
- — = -—=3
N
Qsz-ﬂ'p—24'g—3
4, 13
oraz 1 1 __2_
Po="a T 1424+3+3+5 21
Z,
wiec
Pi=PoQi
2 4
=91 21
2 6
2 6
P3=§T'3—’2—1
_23_3
Pr=591 27 21

1 9o 4 6 6 3 2
2 4 6 6 9% 2y
Y=gttty Ty T

=0
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Srednia liczba obrabiarek wymagajacych naprawy (ze wzoru (2.76)):

2 " 1 (1)1+ 2 <1>2+ 3 (1)3+ 4 (1)4
n — — 4! —_ — —_ - —_ — — — e
21 3! 2 2! 2 1! 2 0! 2
_48(1 1 §_+4> 48(4+12+18+12)_46
8

"2 T o 18 )
sprawdzenie ‘
4 6 6 3_4+12+18+12_46

=12 3 st = o =57

16

Srednia liczba obrabiarek bedacych w naprawie (ze wzoru (2.77)):

_ 2 19
l:]_— = _—— = ——
po=1-57=5

Srednia liczba obrabiarek oczekujacych w kolejce do naprawy (ze

wzoru (2.78)):

S RIERORSHORT SGNE

48 (1 2 3) 48 9 27

21 16 21

sprawdzenie
6 3 27

_ 6
T —1-p2+2'p3+3'p4—1'5'1'-!-2'5-!-3'2—1—'2—1

réwniez
e T 46 19 27
v o= - = —— — — = —
" 21 21 21
Srednia intensywno$é naplywu zgloszen (ze wzoru (2.79)):
)\':1.(4_§):3_8_
21 21

Sredni czas oczekiwania w kolejce (ze wzoru (2.80)):

27
5 38
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$redni czas naprawy i oczekiwania na naprawe (ze wzoru (2.81)):

8 46
q_:: 55 = §§

lub jako 27 1 46

1 45
TET A SRt

2.7 Wielostanowiskowy system kolejkowy
ze skoriczonym wymiarowo Zrdédlem

zgloszen (typu M/M/c/N)

#rodto
zgtoszen
S | >
stanowiska
obstugi

kolejka

N
; S
N

Rys. 5. Wielostanowiskowy system kolejkowy typu M/M/c/N
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Przykladem tego typu systemu moze by¢, jak dla systemu M/M/1/N,
problem obslugi technicznej hali obrabiarek, gdzie ¢ konserwatoréw
obsluguje N obrabiarek, a przy tym, w danym momencie, pojedynczy
konserwator moze naprawia¢ tylko jedna obrabiarke. Zadany system
kolejkowy mozna przedstawi¢ w taki sposéb jak na rys. 5.

Graf stanéw systemu:

Ho 1 Ao H; B2 A He )‘c—l‘ H, Bt Ae . HN AN-1 Hy
— —> € —

gdzie:

Hy - zero obrabiarek do naprawy,

H, - jedna obrabiarka w naprawie,

H. - c obrabiarek w naprawie (wszyscy konserwatorzy zajeci),

H_.yq - ¢ obrabiarek w naprawie, jedna czeka w kolejce,

Hy - ¢ obrabiarek w naprawie, N — ¢ w kolejce, czyli wszystkie
obrabiarki zepsute.

Intensywnosci naplywu zgloszen:

AO - pV' A

czyli od kazdej z NV obrabiarek moze przyjs¢ sygnat o awarii, a 5 - sredni
czas pracy bez awarii. Podobnie:

A=(N=DA- -5 A=(N=0A- - - Ay = A
oraz

P = fy flg =2 o fle = Oy flepl = Cfhyc 0 IN = Ol

Dla obliczenia stacjonarnych prawdopodobienistw stanu systemu konieczne
jest obliczenie parametru @, ktéry dla 0 < i < ¢ réwny jest:

oMo A NA(N—DA- - (N =it 1))
pac g po2pe - cap

N N
N (N—ipal?

Q

: (2.82)
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adlact+1<i:<N

N' i
Ao Are - s Aia _ W?i)_!’\ _ N! i
= T e e m dpae e (N-d)ld o’
~ o . - .
cl uc (C u)t—c
c 1 1 c | .
(N-ld & (N —14)c \c (N=2!d
gdzie
a= P <1
c
stad
1 1
PEE L, NS e N % ok (2.84)
kgoQk =0 ety VR
oraz
pi = po Qs (2.85)

Podstawowe charakterystyki systemu:
a) prawdopodobieristwo zajetosci wszystkich stanowisk obstugi (kon-
serwatoréw) - stany systemu od H. do Hy:

1

c—1 c—1
p

1=0 =0
b) érednia liczba obrabiarek wymaga] acych naprawy (naprawianych
i czekajacych w kolejce) - stany systemu od H, do Hy:

¢ N
m=1-pr+2-po+-- +N-py=2 i-pi+ oiopi=

1=1 1=c+1
—p N[ la L i io 287
= po V! “(N=) -1 o 5F (N —1)!

c) érednia liczba obrabiarek oczekujacych w kolejce do naprawy
(stany systemu od H.1 do Hy - gdy wszyscy konserwatorzy zajgci
sa naprawa):

N

T=1pep1+2 Peazt - H(N—=¢)-pv= 3 (i-¢)pi=
i=c+1
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N N! ¢ ; Ne X (i-0) o
_iéi_;l(l_c) (N—Z)' ! @ Ppo = Po c! i:_;_l (N—Z)! (2-88)

d) érednia liczba naprawianych obrabiarek (konserwatoréw zajetych
naprawa):

T:l'p1+2-p2+. . -+C-pc+c.pc+l+c.pc+2+. . '+C'pN:
¢ N
:ZZ'pz"i" ZC-pi:
i=1 i=c+1
< * c+1 N i
p C o
= po N! 9
SRl 3 T A PR ]

lub prosciej

Nastepnym etapem powinno by¢ obliczenie parametréw czasowych
dla zadanego systemu i tutaj, postgpujac podobnie jak przy analizie sys-
temu M/M/1/N, nalezy obliczy¢ Srednia intensywnos¢ naplywu sygnaléw
o awarii do systemu, tj. $rednia intensywnos¢ zgloszen:

N

N=3(N-i)Ap=
1=0
N N
=NAY. pi—AY i-pi=A(N-m) (2.90)
=0 =0

e) éredni czas oczekiwanija w kolejce do naprawy:

S _ v
S vt (2.91)
f) éredni czas awarii (oczekiwania na naprawe i naprawy):
n n
T —— 2.92
T=Y "YW -m) (2:92)
lub
1
g =w +—
®



2.8 Cykliczne systemy kolejkowe (model
Palma)

System tego typu daje sie réwniez opisal tzw. procesem narodzin 1
$mierci, chociaz graf stanéw systemu wyglada trochg inaczej:

— % H, Ao H, A An—1 H, —5

) - 7

Podstawowy uklad réwnan, z niewiadomymi prawdopodobieristwami
p;, dla takiego systemu wyglada nastgpujaco: :

An Pn = Ao Do
Yoo = A | (2.93)
)\n—l pn—l - An pn
skad

itd., czyli
pi = Po (2.94)

Dalej, wychodzac ze wzoru na sumeg prawdopodobiefistw, mozna

obliczy¢ po: : \ \
n n n 0
;pi =1 =;A—?P0=P0§)‘—i

czyli

Po= —=Fm
Ao

s|

2w

1=0
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i dalej \ \ . X
pi e —/\—0 pO = -/—\9- . P - = p ) (296)
TR TN ER

Wprowadzajac nowy parametr ¢; (dla 0 < 7 < n) czyli wartosé
érednia przedzialu czasu miedzy przejSciem systemu ze stanu H; do
stanu H;iq, inaczej jest to Sredni czas pobytu systemu w stanie H,
ktéry rowny jest:

mozna zapisa¢ nowe wyrazenie dla prawdopodobieristwa p;:

t;

n v
>tk
k=0

pi = dlad0<i<n (2.97)

Jest to system z kumulacja awarii. Zalézmy, ze mamy N urzadzen,
ktére po pewnym czasie ulegaja awariom i kiedy liczba awarii réwna
jest np. n, wtedy rozpoczyna sie remont (np. sie¢ kabli telekomunika-
cyjnych, jakis ciag technologiczny itp.). Wtedy, przy zalozeniu ze % -
jest to wartos¢ srednia przedzialu czasu, miedzy awariami pojedyriczego

urzadzenia otrzymamy:

do=N A
A =(N-=1) A

Aici=(N—=-n-—1) A

Ao = [(N = 1) A+ pta) (2.98)

gdzie, p, - intensywnosé¢ naprawy n awarii. Problem ten, jest czesto
zaliczany do teorii niezawodnosci.

2.9 Metoda faz Erlanga

Innymi systemami, ktére mozna opisywaé procesem narodzin i émierci,
sa systemy, w ktérych obok rozkladéw wykladniczych, wystepuja tzw.
rozklady Erlanga lub wylacznie rozklady Erlanga. Jako przyklad moze
tu stuzy¢ system obslugi fazowej, w ktérym kazde zgloszenie przechodzi
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: gdzie:
wykladniczy z parametrem p (system typu M/Ex/1). Przy obstudze fa-
zowej, miedzy kolejnymi fazami, kolejki nie wystepuja i we wszystkich ~:
k fazach znajdowaé sig moze, co najwyze] jedno zgloszenie. Taka adap- [
tacja systemu oparta jest na twierdzeniu, ze suma k niezaleznych |
zmiennych losowych, o jednakowym rozkladzie wykladniczym z para-
metrem g, ma rozklad Erlanga stopnia k. 1
Przypomnijmy, ze zmienna losowa ma rozklad Erlanga stopnia k z
parametrem A> 0, gdy jej funkcja gestoéci f ma postac: ]
/\k tk—l e

f(t) = T

k faz, przy czym czas obslugi w kazdej z tych faz ma jednakowy rozklad- §

Hy - brak zgloszeni na stanowisku obslugi,
H, - stanowisko obslugi zajete, pierwsza faza obslugi,
H, - stanowisko obslugi zajete, druga faza obgslugi.

‘ Jest to inna wersja nastepujacego grafu:

Ho M1 Ao H
—
w ktérym stan H, zamieniony zostal przez obsluge w dwéch fazach.

Nastepnym etapem powinno by¢ obliczenie intensywnosci:

dlat >0 (2.99) &
jezeli k = 1, to otrzymamy gestos¢ rozkladu wykladniczego. Ao=N-A
Metode faz, dla obstugi pojedynczego zgloszenia, mozna zilustrowaé

o sty apocdh poniewaz zgloszenia przychodza od N niezaleznych Zrédet,

1= H2 = [
) ) faza faza faza ,
zgloszenia 1 9 Coe L | P}odstawowy uklad réwnari dla stacjonarnych prawdopodobienstw
— _ stanéw p; przyjmuje nastepujaca postac:
k faz

NAp = pp
NAp = pp (2.100)
“Hpr = Kp2

7.astosowanie tej metody sprowadza sig do aproksymowania prak- |
tycznie spotykanych rozkladow, kombinacja (§rednie wazone) rozkladéw 2
Erlanga. Pozwala to na badanie systeméw o praktycznie dowolnie 3§
skomplikowanych rozkladach czasu obslugi i odstepéw czasu miedzy §
zgloszeniami.

Przyklad: Dany jest system obshugi skladajacy si¢ z pojedynczego
stanowiska z blokada, do ktdérego doplywa strumieri zgloszen od Zrédta o

plus réwnanie sumy prawdopodobienstw

po+pr+p2=1

i w tym przypadku rozwiazaniami sa parametry:

pojemnosci N. Zgloszenia przychodza do systemu w sposéb niezalezny ¢ N AT .
od siebie, wg rozkladu wykladniczego z parametrem A. Czas obslugi ; po = {1 +2 ____] = Dobs (2.101)

zgloszen na stanowisku obslugi ma rozklad Erlanga stopnia 2 (system § K

typu M/Ez/1/N). N X
Graf stanow systemu: P =p2 = T Po (2.102)
_ 2N 1 2N

T——B H, Ao H, B H, ______,'ui P =p1+p2= L EIA = TN (2.103)

. 4 > “
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2.10 Zadania

Zadanie 1. W laboratorium, otwartym przez 8 godzin, zainstalowano
dwa pelne zestawy komputerowe, przypadajace na grupg 5 studentow.
Przecietnie do laboratorium przychodzi 2 dziennie studentéw, ktoérzy
pracuja $rednio po 4 godziny. Wybraé¢ odpowiedni model obstugi,
narysowac graf stanow systemu, oraz obliczy¢:

a) intensywnosci przej$¢ migdzy stanami,

b) stacjonarne prawdopodobienstwa stanow,

¢) $rednig dtugoéé kolejki do laboratorium.

Rozwiazanie:

1) Model: wielostanowiskowy system ze skoniczonym Zrédlem, typu
A

M/M/c/N, gdzie N =5,c=2,A =2, ;Lz%:Z,pz;:%zl.
2) Graf stanéw systemu:
Hy #1Xo Hy #2M Hy #3he [y fa Az H, #s M Hy
— — — — >

3) Intensywnosci przejsc:

Ao = N A = 5 A H1 = 1 H
A4 = ([V —-4) A =1 A Hs = 2 H

4) Stacjonarne prawdopodobienistwa stanéw. Tutaj pierwszym etapem

powinno byé obliczenie wspélczynnika Q;:

Qi:AoM- < A
B2 i
ktory

Qo =1
A 5 A

O=—"=""=5p=5
pro M
Ao A 5A -4

p= 2 = —10 p® =10

p1opz o e 2p

do A Ay BA-4X-3) .
Ba f2 g3 p- 2p - 3p
oA Az s BA-4N-3h-2)

Q3

i= = =15p* =
f1 f2 B3 fa - 2p- 2 2p Pr=l
S oA Az A BA-4A-3XN-2X0 0 ] 1
QS_ = = —p5:7—
Ba B2 pa fa ps e 2p 2020 2p 2 2
wiec
1 1 2
P N T 1 5 +10+15415475
SEe +7.5 107
k=0
2 10
= pg - = . 5= —
p1=po- G 107 107
B 2 20
P2 = Po Qz—m?'lo—m
B 2 30
P3 = Po Q3—107'15—m
3 2 30
P4 = Po Q4—107 15—“1'67
B 2 15
A T
oraz

2410420+30+30+15 107

Potpr+pr+ps+pstps=
2 3 T P4 T Ps 107 107

=1

4) Srednia dlugosé kolejki do laboratorium:

N
v= 3 (i—c)pi=1-ps+2-ps+3-ps=
i=c+1
30 30
_,.30 5030 15 30460445 135 _ %8
107 107 107 107 107 107

Zam.danie 2. W gabinecie dentystycznym pracuje trzech specjalistéw,
a miejsca w poczekalni sa tylko 2. W ciagu godziny przychodzi srednio
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4 pacjentéw i na kazdego z nich potrzeba srednio pél godziny. Wybraé 5) Prawdopodobienistwa stanéw:

odpbwiedni model obslugi, narysowac graf stanéw systemu oraz obliczyé¢: ' i 1 1 9216 97
a) intensywnosci przej$¢ miedzy stanami systemu, Do = — = R =
b) stacjonarne prawdopodobieristwa stanéw systemu, 5 Qk 1+2+2+5+5+35 1688 211
c) prawdopodobierstwo blokady systemu (odmowy przyjecia k=0
pacjenta), 3 _2r 5
d) $rednia liczbe zajetych foteli. pr=po-Gh= 211 °T o1
Rozwiazanie: . B 27 o 54
1) Model: system z ograniczong kolejka, typu M/M/c/L, gdzie: ' p2=po- Q2= TR
C:3,L—_—2,A=4,ﬂ=2. 27 8 36
2) Graf stanow systemu: p3s=po- Qs = ST 5 = 311
£ 27 32 24
A A s A2 H. M4 A3 H Ps A4 H, = pn . 2 2e 22
27 128 16

3) Intensywnosci: — — 2t =2 2E
) Y Ps =P~ Gs = 517 975 = 517

/\0‘-—‘/\1=A2:/\3:/\4:)\ oraz
27+54+54+36+24+16 211
=y pa = 2p; ps =34 pa =35 ps =34 pot+p1+p2t+ps+pstps= 511 =211=1
4) Obliczanie wspdlczynnikéw Q;: 1: o _ -
» | 6) Prawdopodobienistwo odmowy przyjecia pacjenta:
Ao )\1 L /\i_l .
Qi = G o - - _1_6__0076
i =P =on ="
wiec | ’ . .
Q=1 7) Srednia liczba zajetych foteli:
Ao 4 9 3 5 .
@ = w2 I =Yk pe+Y 3-pr=1p+2-p2+3-p3+3-pa+3-ps=
g, = oM _ it _, =t k=
2= ~ 2.4 54 54 36 24 1
ke 204 . =1 +2- +3- +3- +3-—-—§—=
doM A 4-4-4 8 1 211 211 211 211 211
Cs= s 246 6 1 _54+108+108+72+48 390 179 . .
Q_A0A1A2A3_4.4.4.4_32— 211 211 211
4—#1/1,2/1,3!L4 2'466 36 ]
MM A2As Ay 4-4-4-4-4 128 : Zadanie 3. Wielostanowiskowy system obslugi z ograniczona dlugoscia
5= =5.4.6-6-6 216 kolejki typu M/M/c/L.

B M1 2 13 pa Bs
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Dane: ¢ =5, L = m = 20. ;
Dla zadanego obciazenia systemu kolejkowego p = 0.25,0.5,- - . _‘
,4.75 obliczy¢ 1 przedstawi¢ wykresy nastepuj acych parametréow sys- &

temu:

a) prawdopodobieristw mozliwych stanéw systemu (tylko dla p =

1.0, oraz p = 4.0), _
b) éredniej liczby zgloszen na stanowiskach obslugi -
c) sredniej liczby zgloszeri w kolejce - T,

d) sredniego czasu pobytu zgloszenia w systemie (dla A =1.0) - g.

lejce znajduje si¢ dokladnie 20 zgloszen, jest bliskie zero, tzn. pys =
3.2140 e — 17, a z najwigkszym prawdopodobienstwem wyst apia stany,
gdy w systemie jest zero lub jedno zgloszenie py = p; = 0.36782,

b) dla p = 4.00 (o = 0.8) ’

H; pi H; pi

0 1.3054 e — 02 13 1.8688 ¢ — 02
1 5.2215 ¢ — 02 14 1.4951 ¢ — 02
2 1.0443 e — 01 15 1.1961 e — 02
3 1.3924 ¢ — 01 16 9.5685 e — 03
4 1.3924 ¢ — 01 17 7.6548 e — 03
5 1.1139 e — 01 18 6.1238 e — 03
6 80113 e —-02 19 4.8991 ¢ — 03
7 7.1291 e — 02 20 3.9192 e — 03
8 5.7033 e — 02 21 3.1354 e — 03
9 4.5626 ¢ — 02 22 2.5083 ¢ — 03
10 3.6501 ¢ — 02 23 2.0067 ¢ — 03
11 2.9201 e — 02 24 1.6053 e — 03
12 2.3361 e — 02 25 1.2843 ¢ — 03

analiza systemu, przy obciazeniu bliskim optymalnemu (o = 0.8)
pokazuje, ze z najwyzszym prawdopodobienstwem, wystapi taki stan
systemu, w ktorym beda trzy lub cztery zgloszenia na stanowiskach
obstugi, tzn. p3 = ps = 0.13924, zas blokada systemu, gdy wszys-
tkie stanowiska obslugi sa zajete i kolejka jest pelna, wystapi z praw-
dopodobieristwem pys = 1.2843 e — 03.

Wyniki.

Prawdopodobieristwa wszystkich mozliwych stanéw systemu:

a)dlap=1.0
H; i H; pi
0 3.6782 e — 01 13 7.8467 e — 09
1 3.6782 e — 01 14 1.5694 ¢ — 09
2 1.8391 e — 01 15 3.1387 e — 10
3 6.1303 e — 02 16 6.2774 e — 11
4 1.5326 e — 02 17 1.2555 e — 11
5 3.0651 e — 03 18 2.5110 e — 12
6 6.1303 e — 04 19 5.0219 ¢ — 13
7 1.2260 e — 04 20 1.0044 e — 13
8 2.4521 e — 05 21 2.0088 e — 14
9 4.9042 e — 06 22 4.0175 e —15
10 9.8084 ¢ — 07 23 8.0351 e — 16
11 1.9617 e — 07 24 1.6070 e — 16
12 3.9234 e — 08 25 3.2140 e — 17

analizujac prawdopodobienstwa stanow systemu dla malej wartosci
parametru obciazenie systemu, czyli dla @« = 0.2 (p = 1.0), nalezy
zauwazy¢, ze prawdopodobienstwo pojawienia sie zgloszenia w kolejce,
gdy wszystkie stanowiska obslugi sa zajete, jest znikomo male i rowne
pe = 6.1303 e — 04, a prawdopodobienstwo tego, ze w kolejce znajdzie
sie wieksza liczba zgloszen jest jeszcze mniejsze. Prawdopodobienstwo
blokady systemu, gdy wszystkie stanowiska obslugi sa zajete, a w ko-
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Srednie liczby zgloszen na stanowiskach obslugi i w kolejce oraz
éredni czas pobytu zgloszenia w systemie:

p r g q p T v q

0.00 0.000  0.000  0.000 2.50 2,500 0.130 2.630
0.25 0.250  0.000  0.250 2.75 2.750  0.218 2.968
0.50 0.500  0.000 0.500  3.00 3.000 0.354 3.354
0.75 0.750  0.000  0.750 3.25 3.250  0.561 3.811
1.00 1.000  0.001 1.001 3.50 3.500  0.877 4.377
1.25 1.250  0.003  1.253 3.75 3.749  1.361 5.110
1.50 1.500 0.009 1.509  4.00 3.995  2.099 6.094
1.75 1.750  0.020 1.770  4.25  4.233  3.203 7.436
2.00 2.000 0.040  2.040 450 4.454  4.756 9.210
2.25 2.250 0.074 2324 475 4.643 6.733  11.376

analiza podstawowych parametréw systemu pozwala stwierdzi¢, ze érednia
liczba zgloszeri w kolejce, czy $redni czas reakeji systemu (pobytu zgloszenia
w systemie), zaczyna szybko wzrastac, gdy obciazenie systemu p przekracza
3.50, czyli dla o > 0.75, a dla o < 0.45 kolejka praktycznie nie istnieje
(patrz wykresy na nastepnych stronach).

Zadanie 4. Koncentracja zasobéw w systemie komputerowym:

a) b) c)

i
[=]
1
L > 1 >
!
=
i
L >l >

!
=]
{
1l >
1
=]
1
Ll >
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gdzie instalacja sklada sie z n identycznych jednostek, ktére mozna
traktowac jako:

a) n identycznych systeméw typu M/M/1,

b) jako system typu M/M/n, gdzie n niezaleznych strumieni laczy
sie w jeden z intensywnosciag nA i n réwnoleglymi stanowiskami obslugi,

c) tak jak w b) lecz n réwnoleglych stanowisk laczy sie w jedno,
obslugujace zgloszenia n razy szybciej.

Dane: A = 0.95, w=1.0, 1.2, 1.5, 2.0, 3.5, 5.0, n = 4.

Obliczy¢ i przedstawi¢ w graficznej formie sredni czas pobytu zgloszenia
w systemie - § i Srednia liczbe zgloszen w systemie - 7@, dla kazdej z tych
strategii rozdzialu zasobow.

Rezultaty i wykresy: dwie strony dalej.
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Wykresy prawdopodobiefistw stanéw systemu dla réznych wartosci

wspblczynnika obciazenia systemu, czyli dla p = 1.0 ip=4.0:

Pk
0.4

0,35
03 %
0,25

0.2
0,15 %
0,1
0.05 §

Pk
0,14 1

0.12 4
0,1 ~
0,08 -
0,06 4
0,04 -
0.02 1

4.0:

Poréwnawczy wykres prawdopodobienstw stanéw dla p =1.01 p =

Pk
0.4

0,35

0.3

0,25

0,2

0,15

0,1

0.05

Probabilities of all states

LA
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Wykresy sredniej liczby zgloszen na stanowiskach obstugi - [, $redniej § Srednia czas pobytu zgloszenia w systemie g

dlugosci kolejki - , $éredniego czasu pobytu zgloszenia w systemie - 7, " » a) b) ¢)
w zaleznosci od wartosci parametru obciazenia systemu - p: o - - o
1.0 0.9500 20.0000 5.4571 5.0000
1.2 0.7917 4.0000 1.4148 1.0000
=4
/r\\\\\\ .1.0 0.6333 1.8182 0.81;72 0.4545
19 ﬂ/ | — 2.0 0.4750 0.9524 0.5358 0.2381
| TTe— 3.5 0.2714 0.3922 0.2883 0.0980
10- R 5.0 0.1900 0.2469 0.2005 0.0617
. K
8- 1
v

N E
SN N H S N

[Te) — SR e e S et :
N Lo S i
S LA N - i T— T !
©C o N n IO w T e
- - ™ N P e
RN T e
N cL?:f ~ 8 4 o
P REIE A
<3 ~

50 35 2,0 1,5 1,2 1,0
p

tak jak mozna bylo oczekiwaé podstawowy parametr czasowy: ¢ >

% > g dla dowolnej wartodci parametru p i jest to podstawowy zysk
otrzymany dzieki koncentracji zasobéw systemu komputerowego. Przy
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intuicyjnej interpretacji otrzymamy, ze w przypadku a) pewne stanowiska i
obslugi moga by¢ wolne, gdy w tym samym czasle inne sa zajgte obsluga,

jak réwniez moga mie¢ dodatkowo i zgloszenia w kolejkach, w przy- ﬁ _i_ _fll_ o b) 2
padku b) taka sytuacja jest nie mozliwa (wspélna kolejka), ale pray 1.0 0.9500 19.0000 20.7370 19.0000
br'aku zgloszenn w kolejce, ‘Jedne stanox.ms‘ka mogg by¢ ?ajgt-e .obslugg, 19 0.7917 3.8000 5.3764 3.8000
a inne w tyr.n samyin czasie sa wolpe i nie wykorzystul}@ swojej mocy @ L5 0.6333 17973 31054 17973
obl_lczen.u?wej. Przypadek c) wolr'ly Jest.od tych niedostatkow 1 w 5.0 0.4750 0.9048 92,0360 0.9048
najp,elnleqszy spos6b Wyk(?rzystuje SXiVOJiZELSOby. 15 0.2714 0.3725 1.0957 0.3795
Srednia liczba zgloszen w systemie 7 : 5.0 0.1900 0.2346 0.7619 0.9346

Zadanie 5. Systemy obslugi ze strata:

1) System typu M/M/1 z blokada. Dla zadanego parametru obciazenia
stanowiska obslugi: p = 0.0, 0.1, 0.2, - - -, 1.0 obliczyé i przedstawié
graficznie prawdopodobienstwa obslugi oraz straty zgloszenia.

2) System typu M/M/c z blokada. Dla ¢ = 3, oraz p = 0.0, 0.25, 0.50, - -
-, 3.0 obliczy¢ i przedstawi¢ graficznie prawdopodobienstwa blokady i
obslugi zgloszenia oraz srednia liczbe zgloszen na stanowiskach obslugi.

Zadanie 6. System obslugi typu M/M/1/L z kolejka.

DlaL=m=25idlap=0.0, 0.1, - - -, 0.9 obliczyé i przedstawi¢
w formie wykresow:

a) prawdopodobienistwa stanéw systemu (wykres dla p = 0.7),

b) prawdopodobieristwo blokady systemu,

¢) prawdopodobienstwo obslugi zgloszenia,

d) Srednia liczbe zgloszen na stanowisku obslugi,

e) $rednia liczbe zgloszen w kolejce,

f) sredni czas oczekiwania w kolejce,
g) Sredni czas pobytu zgloszenia w systemie (dla u = 2).

Zadanie 7. Jednostanowiskowy system kolejkowy typu M/M/1/N
ze skonczenie wymiarowym zrodlem.

Dlayg =2, N =10,0raz p = 0.0, 0.1, - - -, 1.0 obliczy¢ i przedstawié
graficznie:

a) prawdopodobienstwa stanéw systemu (wykres dla p = 0.8),
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rawdopodobienstwo zajetosci konserwatora,
E)) s'iednig\?l)iczbg obrabiarek wymage?jz;.cych naprawy (zepsutych),
d) $rednia liczbg obrabiarek napra\‘«'lanych,
e) sredna liczbe obrabiarek oczek}lmcych naprawy,
f) $redni czas oczekiwania W kolejce do naprawy.

Zadanie 8. Wiclostanowiskowy system obstugl ze skoriczenie wy-
miarowym #rédlem zgloszen typu M/M/c /N.

Dla N = 15, ¢ = 3, oraz p = 0.0, 0.3, 0.6, -
przedstawi¢ graficznie: ’ ' ~

a) prawdopodobiefistwa stanow systemu (grafika dla. p=2.7),

b) prawdopodobiedstwo zajetodci wszystkich stanowisk, '
¢) érednia liczbg obrabiarek oczekujacych naprawy (w kolejce),
d) $rednia liczbg naprawianych obrablfxrek, e
e) srednia liczbg obrabiarek wymagajacych naprawy (w kolejce 1

., 3.0 obliczy¢ i

naprawianych).
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Rozdziat 3

Niemarkowowskie modele
systemow kolejkowych

3.1 System obstugi typu M/G/1

z nieograniczona kolejka

System typu M/G/1 nie jest systemem typu markowowskiego (nie jest
procesem Markowa), a poprzednie metody badania systeméw kolej-
kowych korzystaly z tej wlasnosci jednorodnego laficucha Markowa,
ktora polegala na tym, ze wybierajac dowolny ciag momentéw cza-
sowych {t;}, z przestrzeni parametru czasowego 1', to odpowiadajacy
mu cigg zmiennych losowych {X,, ¢ € T'} stanowil jednorodny asicuch
Markowa, wlozony do procesu {X;,t € T} i sa to, tzw. punkty rege-
neracyjne procesu.

Inaczej rzecz ujmujac, kazdy punkt przestrzeni parametru CZasoOWego
T jest punktem regeneracyjnym procesu, wiec gdyby, dla systemu M /G/1
udalo si¢ znalezé ciag punktéw regeneracyjnych, to badanie takiego
procesu (systemu) mozna zastapi¢ badaniem laricucha wlozonego do
procesu. Nalezy tylko znalez¢ dla niemarkowowskich systeméw takiego
rodzaju punkty. '

Okazalo sig, ze losowe momenty opuszczania systemu przez obshizone
zgloszenia s3 wlasnie takimi punktami regeneracyjnymi procesu. Tworza
one przeliczalny ciag {tx} dla k € N, gdzie N; - liczby naturalne 1,2, -
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Jezeli badanym procesem jest proces {N(t), t > 0}, ktorego przestrzeni L |
. -}, to mozna oznaczy¢ przez Ni = N(tk + 0)
systemie, natychmiast po opuszczeniu systemu przez
czywiste jest, iz N4y zalezy tylko od N, a
momentach poprzedzajacych ti. Zatem

fazowa jest S = {0, 1,

liczbe zgloszen w

zgloszenie z numerem k. O
nie zalezy od stanu systemu W

ciag zmiennych losowych {Ni} stanowi

stanéw fazowych S10 wartodciach parametru czasowego tk, wlozony w

proces {N(t), t 2 0}.

W systemie masowej O

zgloszeniami ma

bstugi typu M/G/1 czas miedzy kolejnymi
rozklad wykladniczy o parametrze ), a czas obstugl,

tanicuch Markowa o przestrzeni

niezalezny od odstgpow czasu miedzy kolejnymi zgloszeniami (od pro-
cesu naplywu zgloszenl), jest zmienna

7akladamy, ze zmienna ta ma skoriczona warto$é srednia, rowna % i

wariancjg 0.

Oznaczmy przez: ng - liczbg z
odstugi (i opuszczenia systemu) przez k-te - zgloszenie, a Przez Tk41 -
liczbe zgloszeri, ktore przybyly do systemu w trakcie obslugi zgloszenia z
numerem (k+1). Jest rzecza oczywista,
7nos¢ miedzy wielkosciami ng i nj41, bezposrednio po
zgloszenie, mozna zilustrowal w

miezalezne, a zale

opuszczeniu systemu, przez (k+1)

nastepujacy sposob:

a) dlang =0

b) dla nx > 0

stanowisko
— obslugi

gloszer w systemie w chwili zakoriczenia

losowa o dystrybuancie B(t).

ze liczby 71, T2, * - - 53 od siebie

zgloszenie k
——

stanowisko

— obslugi

zgloszenie (k +1)

@ @ stanowisko zgloszenie k

obstugi
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2][1][d tanow
N @ SZEZK:;(O zgloszenie (k + 1)

Tk41 ng—1 >

czyh

Nkl = Nk + Thgr — 146 (31)

gdzie, 6 funkcja logiczna:

0 jezeli ny #0
6 =

1 jezeh nk_—_()

Pogrupujmy wyrazy i podnies : _
Swnania: y i podniesmy do kwadratu obie strony powyzszego

2
ngy = (nk+ 82 +2(nk + &) (res1 = 1) + (repr — 1) =

2 _1)2
ni4 (repr — 1)+ 8 +2ne(regr — 1) + 2 ng 64 2(rep1 — 1)6 (3.2)

Rownz‘nl.le t<‘) rozpatrzmy w tzw. stanie statystycznej réwnowagi
granicznej i obliczmy wartos¢ srednig obu stron, gdy:

Engl = Engn] =7 (3.3)
z powyzszego réwnania oraz z definicji funkcji logicznej mamy
nk6 =0

En(r-1)]=a(—1)
E6(r-1)]=5(~1)
to otrzymamy:

=24 —2F+14+824+2a(F —1)+276+268 (F—1) (3.4)
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Teraz, kolejno, nalezy okresli¢ wielkosci wystepujace w tym réwnaniu,

gdzie 7 jest wartoscia srednia liczby zgloszen, naplywajacych do sys-
temu, w $rednim czasie na obsluge:

F=A—=p (3.5)

Pamietajac o tym, ze wejSciowym strumieniem jest strumien Poissona,
wiec prawdopodobienistwo, ze w okreslonym przedziale czasowym (w
" naszym przypadku jest to czas obstugi zgloszenia 7;) nadejdzie dokladnie
r zgloszen, okreslone jest nastgpujacym wzorem:

)\ T
( Tz) e—/\ T2

!

Uwzgledniajac to wyrazenie mozna okresli¢ warto$¢ sredniag kwadratu
liczby zgloszen przychodzacych do systemu w okreslonym czasie obstugi
T, jako:

_/\ T, ()\ 7_2)

o0
S () = 3ot -
=0

2
r=0 r

'Z/\T2(1+/\T2)

oraz, pamietajac o tym, ze 7 jest zmienng losowa o rozkladzie B(t)

otrzymamy:
E(r?) /
0

= )\77'2 dB(r5) + )\ /(72)2613(72)

0

]. -+ A 7'2) dB(Tz)

gdzie pierwsza czg$é, to wzér na moment pierwszego rzgdu (m;), druga
za$, to moment drugiego rzedu (m;), czyli

=T+ AN}

z kolei

2
mg—m3=0'

to
7‘_2=p+/\2 (0'2+('73)2) :p+p2+)\20'2
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Nastepnie, jesli korzystamy z okreslenia funkcji logicznej 8, to mozna
zapisac:

52=E(%)=E®6) =6

i dalej, jesli rozwazy¢ wartosci srednie obu stron réwnania dla Nk41
(patrz wzdr (3.1)):

§=1-7T=1-p (3.7)

Ostatecznie wyrazenie dla obliczenia wartosci $redniej 7~ wyglada
nastepujaco (ze wzoru (3.4)):

0=r2—27 +14+86 420727 +258 (1)
2W -2 T =12 27 148 +287 —28

2 (1-T)=r2 =27 414267 -6 =r2427(¢ —-1)—(§ —1) =
§—DRT -1 =p+pP+ 02+ (1-p=-1)2p-1) =
=p2+/\202-—2,02+2p

stad
—_ PNt +2p(1—p) 2p(1-p)  p*+ )07
2(1-p) o 21=p)  2(1-)p)
1 ostatecznie:
2 2.2
_ pe+ Ao
=p+ o 3.8
2(1-p) (3.8)

Wyrazenie to w literaturze nazywane jest wzorem Chinczyna-Pollaczka.
Sprawdzamy to wyrazenie na $rednig liczbe zgloszeri w systemie dla
przypadku wykladniczego rozkladu czasu obslugi (system M/M/1), w
ktérym:
1
g 2 = —2
7
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wiec '
2 2 2 2 2
+ —p*+
i T _p=pttr_p
2(1—p) (1-p) 1—p 1-p

Inne parametry (charakterystyki) systemu mozna obliczy¢ w opar-

ciu miedzy innymi, o wzory Little’a:

a) érednia liczba zgloszeri na stanowisku obstugi (tak jak i dla sys-

temu M/M/1): _
[ =p (3.9)
b) $érednia liczba zgloszen w kolejce:
T pt+ Ao? p? o2)\?
e -1 =pt+ ——————p=57— |\t = | T
A TR BT Y
2 2 2
P 2 2 p o
=——I(1l+0 =————1+<:>] 3.10
i ) il G (310
gdzie, 73 - $redni czas obslugi,
c) éredni czas oczekiwania zgloszeni w kolejce:
= wm-1l p §+)\a2 p %-{—/\02
W= — = 24 =t a1
T=r =T T ai-p) A 20-p) (3:11)
d) éredni czas pobytu zgloszenia w systemie:
o1
g =0 +—
p
(3.10):

Przeanalizujmy oddzielnie nastepujaca skladowa ze wzoru

%. {1 N (%)2] (3.12)

éwniez i w innych parametrach opisujacych

Wyrazenie to wystepuje
ki systemow kolejkowych. Mozna wigc tutaj

podstawowe charakterysty
wydzieli¢ dwa podstawowe przypadki:
1) rozklad deterministyczny (stale czasy obstugi): sy

w ktorym:
oc=0
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stem typuM/D/lf}

czyli wyrazenie (3.12) ma warto$é réwna 2 zeni
: ) : a =, anp. wyrazenie dla s iej
liczby zgloszenn w kolejce jest réwne: ’ ¢ & srednie]

P
2(1 - p)

Iub

2

— p
n = [
T A=)

/

min. kolejka
dlaM/D/1.

1

AN

max. kolejka
T
dlaM/M/1

- inne, dowoine
/ rozktady

T

I i i 1 i 1 I
01 02 03 04 05 016 07 08 09 10 p

Rys. 6. Dlugos¢ kolejki w systemie z réznymi rozkladmi czasu

obstugi (typ M/G/1)

2) rozklad wykladniczy, w ktérym:

==



i wyrazenie (3.12) réwne jest 1, bo

wiec

oraz

-

N
I

—
!
©

Te dwa graniczne przypadki wyznaczaja przedzialy, w ktoérym za-
warte sa wartoéci podstawowych parametrow sys’t?mo'w z .dowolnym,
innym rozkladem, ale identycznymi inten'S)fwnoscm’gn A1 op. Jako
przyklad niech stuzy wykres rozmiaréw kolejki, przy IOZI.lbe rozkladach
czasu obstugi, w zaleznosci od wartosci parametru obcazenia p (rys. 6).

3.2 System obstugi typu G/M/1
z nieograniczong kolejka

System kolejkowy takiego typu charakteryzuje. si(;. tym., ze:

a) odstepy czasu migdzy kolejnymi zgloszefnam% maj3 rozl:la.,d dowo.ln"
z jednakowa dystrybuanta A(t) i wartoscia sred'r'u@ réwna y 1 fun'kcij(
gestosci a(t). Przeksztalcenie Laplace'z’a funkcji (f(t) oznaczmy jako
Z(t) Przypomnijmy, ze przeksgtalce.nlem- Laplacefi nfxzywamy”pjzy
porzadkowanie danej funkcji a(t) zmiennej {zeczyw1stej t funkcji A(s
zmiennej zespolonej s wg nastepujacej relacji:

A(s) = 7a(t) e *tdt (3.13

przy zalozeniu istnienia powyzszej catki w pewnej polplaszczyznie Re
s > ag, gdzie ap € R (zbioru liczb rzeczywistych), o .
b) czas obstugi zgloszen ma rozklad wykladniczy z wartoscia $redni

. 1
rowna ..
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Podstawowe rekurencyjne wyrazenie, podobnie jak dla systemu M/G/1,
ma nastepujaca postac:

Mgt = 1 +1 =iy (3.14)

gdzie:

ny -liczba zgloszen w systemie, w chwili przybycia do systemu,
zgloszenia z numerem k,

Tit1 - liczba zgloszen obsluzonych w czasie, miedzy przybyciem do
systemu zgloszenia z numerem k i z numerem k + 1.

Zatem ciag {n} } stanowi, jak i w przypadku systemu M/G/1, laficuch
Markowa. Punkty regeneracyjne (momenty pojawienia sie nowych zgloszen)

wlozonego laficucha Markowa, dla systemu G/M/1 moga by¢ zilus-
trowane w nastepujacy sposéb:

obsluga T;C+l zgl.

——— P —e|
T 1
stan. obslugi
Tt I
kolejka o o s czas
™ 7} ™. n;c+1

przybycie zgloszenia k przybycie (k + 1) zgloszenia

Stosujac metode wlozonych laricuchéw Markowa nalezy pamiegtaé
o tym, ze to wybrane punkty regeneracyjne zawieraja informacje o cza-
sie, jaki uplynal od przybycia ostatniego ze zgloszen (podobnie jak dla
systemu M/G/1).

Prawdopodobieristwa przej$¢ miedzy stanami fazowymi systemu,
ktére w tym przypadku zwiazane sa z globalna liczba zgloszen w sys-
temie, dla wlozonego laricucha Markowa, mozna obliczy¢ tak:

pis = P [nfyq = j | nf = i] (3.15)
Jasne jest, ze p;; réwne jest prawdopodobieristwu tego, ze w przedziale
migdzy przybyciem zgloszeri obsluzono

(1 + 1 —j) zgloszen
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i dlatego, ze interesuja nas tylko rezultaty otrzymane dla stanéw ustalony
to szukamy stacjonarnych rozkladéw prawdopodobienistw, opisujacych
liczbe zgloszeri znajdujacych si¢ w systemie, w momentach przybywania
zgloszen. Wiec nalezy tez okreslic:

= lim P[n} =]
k—o0
Dalsza, drobiazgowa analiza systemu G/M/1 jest dos¢ zawila, wiec
ograniczmy si¢ tylko do podania podstawowych rezultatéw. Wprowadzmy
pewna wielkosé, ktéra oznaczmy przez ;. Niech v, bedzie liczba przejsé -
(dla wlozonego laricucha Markowa) do stanu fazowego [ + 1 miedzy .
dwoma kolejnymi przejéciami do stanu [. Okazuje sig, ze v nie zalezy
od [ i moze by¢ okreslona w sposéb nastepujacy:

Nita(t)
vy = tl_}oo i) (3.16)
gdzie, Ny(t)- jest liczba takich zdarzer, w czasie od 0 do ¢, kiedy przy-
bywajace do systemu zgloszenie zastaje ten system w stanie fazowym -
I, przy zalozeniu, ze w momencie t = 0, w systemie bylo 0 zgloszen.
Jeszcze inaczej rzecz ujmujac, wyrazenie (3.16) jest granica ilorazu
stacjonarnego prawdopodobieristwa przebywania systemu w stanie fa-
zowym (I + 1) i stacjonarnego prawdopodobienistwa przebywania sys-
temu w stanie fazowym .
Podajmy, bez dowodu, ze podstawowe charakterystyki systemu wyrazas
sa przez pierwiastek v, ktéry (w obszarze 0 < v < 1) jest jedynym pier- :
wiastkiem réwnania:

y=Alp—pn~) (3.17)

bo

'y:‘/e‘w’“”tdAa)

0
Jest to transformata (przeksztalcenie) Laplace’a gegstosci rozkladu praw-
dopodobieristwa dla odstgpéw miedzy przybywaniem kolejnych zgloszen
obliczona w okreslonym punkcie. Z powyzszego wzoru wynika tez, ze w
systemie G/M/1, w momentach przybywania nowych zgloszen, liczba
zgloszen w systemie, ma rozklad geometryczny.
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Znajac v mozemy obliczy¢, np. W, czyli sredni czas oczekiwania w
kolejce:
T=—
p(1—7)
Analiza pokazuje, ze czas oczekiwania zgloszen w kolejce ma rozklad
wykladniczy i nie zalezy od rozkladu odstepéw migdzy przybyciem kole-
jnych zgloszen (tak jak dla systemu M/M/1).

Przyklad 1: Zilustrujmy to dla systemu M/M/1, w ktérym:

(3.18)

Alty=1—¢e? dlat>0

ﬁ(s)zs—{—/\

bezposrednio z wyrazenia (3.17) otrzymamy, ze 4 powinna spelniaé
réwnanie w postaci (za s wstawiamy p — g v):

A
y=—
p—py+A
lub
py? =+ Ay + A
czyli
(y=Dpy=2)=0
z tych dwéch rozwiazan, rozwiazanie ¥ = 1 odrzucamy, bo mamy
warunek stabilnosci (0 < v < 1), wiec jedynym rozwiazaniem jest:
A
y===p
©
czyli, ze wzoru (3.18) mamy:
_ p
u(1—p)
dalej mozemy obliczyc 7, potem
1
g =uw + -
U
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nastepnie 7, itd.

Przyklad 2: Dany jest system typu G/M/1, w ktérym gestosc rozkladu
prawdopodobieristwa dla odstepéw miedzy zgloszeniami ma transfor-
mate Laplace’a rowna:

~ B 2 'uz
A= G+ 2

co odpowiada stystemowi E,/M/1, w ktérym dwie fazy w erlangowskim
modelu przybywania zgloszen maja rézne intensywnosci, wybrane jako
wielokrotnos¢ parametru intensywnosci obslugi .

7 wyrazenia (3.17), wstawiajac za § : g — gy otrzymamy:

2
")/:
(p—pry+p)p—ny+2p)

a po odpowiednich przeksztalceniach mamy:
=547 +6y-2=0

Wiadomo, ze v = 1 zawsze bgdzie rozwiazaniem tego réwnania i to
pozwala rozlozy¢ rownanie trzeciego stopnia na:

(y— 13— 2= V(7 =2+ V2 =0

z powyzszych pierwiastkéw, tylko jeden pierwiastek 2 — V2 spelnia
warunek 0 < v < 1, wigc np. czas oczekiwania w kolejce réwny jest:

o 2=VT 2o V2
T (-4 p(1-2+4v2) w(v2-1)

znajac za$ W IMOZNa obliczy¢ i inne charakterystyki.

3.3 System typuG/G /1 z nieograniczona
dlugoscia kolejki

Systemy takiego typu, jak i bardziej zlozone, jak np. G/G/m, anali-
zowane sa w dziale tzw. ogélnej teorii kolejek. Wiadomo jest, ze wplyw |
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na obs 7 i j j
Zmienizgli,sszviowolnym systemie kolejkowym, maja nastepujace dwie
a) 7i- odstepy czasu miegdzy przybyciem kolejnych zgloszert
b) 75- czasy obslugi naplywajacych do systemu zgloszen. ’
VY przypadku systemu G/G/1 oba ciagi zmiennych losowych, czyli
{1} i {72}, sa o dowolnych rozkladach i sa niezalezne od siebie o
Diagramy czasowe dla systemu G/G/1: .

a) zgloszenie z numerem (% + 1) zastaje system zajetym:

wyjscie zgl. (k—1) wyjscie zgh. k
(%)
e g A i

stan. obslugi

I obst. k T Tobsh. (k+1)

— CZas

kolejka

(k+1)
T Tl T Wk I

przybycie zgl. k przybycie zgl. (k + 1)

b) (k + 1) zgloszenie zastaje system wolnym:

wyjscie zgl. (k—1) wyjscie zgl. k
(k)
PR A

«—
<

stanowisko obsl.

| obsk. & 1 T obsk. (k+1)

— Czas

kolejka

1 A T
przybycie zgl. k przybycie zgi. (k+1)

Iw ’tym l\:onkretnym przypadku, w celu uproszczenia roz