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O PEWNYCH MODYFIKACJACH TEORII SKIEROWANYCH
LICZB ROZMYTYCH

Streszczenie

Skierowane liczby rozmyte zostaly zdefiniowane w doskonaly i intuicyjny sposéb przez Witolda Ko-
sifiskiego. Z tej przyczyny skierowane liczby rozmyte coraz czesciej okresla si¢ mianem liczb Kosifiskie-
go. W pierwszej czesci tej pracy zaproponowano w pelni sformalizowana definicje liczby Kosifiskiego.
Definicje t¢ nastgpnie uogdlniono do przypadku skierowanej liczby rozmytej z nieciagla funkcja przyna-
leznosci. Istotng wada arytmetyki zaproponowanej przez Kosifiskiego byt brak zamknigcia przestrzeni
skierowanych liczb rozmytych ze wzgledu na podstawowe dzialania arytmetyczne, takie jak: dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie. Gléwnym celem prezentowanej pracy jest taka modyfikacja dziatan
arytmetycznych, aby przestrzen liczb Kosifiskiego byla zamknieta z racji zmodyfikowanych dzialan aryt-
metycznych.

Stowa kluczowe: skierowane liczby rozmyte, arytmetyka

ON CERTAIN MODIFICATIONS OF ORDERED FUZZY NUMBERS THEORY
Summary

Otrdered fuzzy numbers have been defined in an excellent, intuitive way by Witold Kosifiski. For this
reason, they are increasingly refetred to as Kosifiski’s numbers. A fully formalized definition of
a Kosinski’s number is proposed in the first part of this work. This definition is generalized so as to fit
an ordered fuzzy number with an upper semi-continuous membership function. A significant drawback
of Kosifiski’s arithmetic is that the space of ordered fuzzy numbers is not closed under addition,
subtraction, multiplication, or division. The main aim of this paper is to modify the arithmetic in such
a way that the space of ordered fuzzy numbers is closed under the modified arithmetic operations.

Key words: ordered fuzzy number, arithmetic
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1. Wstep

Nieprecyzyjne okreslenia 1 oceny przestanek podejmowania decyzji sg istotnym czyn-
nikiem, ktéry ma wplyw na proces decyzyjny. W obrebie badan operacyjnych niepre-
cyzyjnosc te najczesciej modeluje si¢ za pomoca teotii zbioréw rozmytych, zainicjowa-
nej przez Zadeha [1965]. Z racji rosnacych potrzeb, teoria ta jest intensywnie rozwijana
do tej pory. Jednym z podstawowych narzedzi jest tutaj liczba rozmyta (w skrocie FN).
Szczegdlny rodzaj FN, tj. skierowane liczby rozmyte (w skrécie OFN), zostal w intu-
icyjny sposob wprowadzony przez Kosinskiego 1 wspotautoréw [Kosinski, Prokopowicz,
Slezak, 2002 a, b; 2003; Kosifiski, 20006]. Skierowane liczby rozmyte zaczely znajdowaé
swoje zastosowanie w badaniach operacyjnych. Przyklady takich zastosowan mozna juz
znalez¢ w pracach: [Kacprzak, 2012; Roszkowska, Kacprzak, 2016; Yyczkowska-Hancko-
wiak, 2017; Piasecki, 20106].

Jednak zdefiniowane w intuicyjny sposéb OFN wykazywaly pewne wady. Szcze-
golnie istotnym mankamentem arytmetyki zaproponowanej przez Kosifiskiego byt tutaj
brak zamknigcia przestrzeni OFN ze wzgledu na podstawowe dziatania arytmetyczne,
takie jak: dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie [Kosifski, 2006]. Powodowalo
to znaczne trudno$ci w praktycznych zastosowaniach OFN, m.in. w badaniach operacyj-
nych.

Stad gltéwnym celem prezentowanej pracy jest taka modyfikacja dziatan arytmetycz-
nych, aby przestrzen liczb Kosinskiego byla zamknieta z uwagi na te dziatania. Realizacji
tego celu bedzie stuzy¢ dyskusja nad intuicyjng definicja OFN zaproponowang przez Ko-
sifiskiego. Dyskusja ta bedzie zmierzaé¢ do zaproponowania takiej formalnej definicji
OFN, ktéra bedzie w pelni odzwierciedla¢ intuicyjne podejscie Kosifiskiego. Zaktada
si¢ przy tym uzyskanie takiego stopnia ogdlnosci, aby byto mozliwe zastosowanie teorii
skierowanych liczb rozmytych do modelu Behawioralnej Wartosci Biezacej (w skrocie
BPV) [Piasecki, 2011a; b, 2014], [Piasecki, Siwek, 2015]. Postawienie takiego celu wyni-
ka z faktu, ze Lyczkowska-Hanckowiak [2017] uzasadnita nadanie BPV orientacji.

2. Okreslenia liczby rozmytej

Teoria zbioréw rozmytych [Zadeh, 1965] odnosi si¢ do opisu nieprecyzyjnych pojeé,
przez ktore rozumie si¢ nieprecyzyjnie wyrézniony obiekt w przestrzeni elementéw
X. Kazdy podzbiér rozmyty A € X jest jednoznacznie opisany za pomoca swej funkcji
przynaleznosci py € [0; 1]%. W ujeciu logik wielowartosciowych, wartosé py (x) jest
interpretowana jako warto$¢ logiczna zdania X € A. Za pomoca symbolu F (X) ozna-
czamy rodzing wszystkich podzbioréw rozmytych w przestrzeni X.

W tym artykule do analizy dowolnego zbioru rozmytego zastosowano nastgpujace
pojecia:
—  a —cigcie [A], zbioru A € F(X) okreslone dla kazdego a € ]0; 1] za pomo-
ca zaleznoSci:

[Aly = {x € Xi ps(x) = a}, ©)
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— domkniecie no$nika [A]y+ zbioru A € F(X) okreslone za pomoca zalezno-
$ci:
[Alg+ = lim [4],. ®
W tym artykule przedmiotem zainteresowania beda wartosci przyblizone. Stad przes-
trzent X ograniczamy do przypadku przestrzeni liczb rzeczywistych R. Przyblizeniem
dowolnej wartosci jest rozmyta liczba rzeczywista S € F(R), zdefiniowana ponizej w naj-
bardziej ogélny sposob.

Definicja 1. Liczba rozmyta (w skrocie FN) jest to podzbior rozmyty S € F(R) o og-
raniczonym domknieciu nos$nika [S]y+ i reprezentowany przez swa polciagla z gory
funkcje przynaleznosci g € [0; 1R spelniajaca warunki [Dubois, Prade, 1979]:

Jpert Us(x) =1, 3)
Vieyzerd: X <Y <z = ps(y) = min{ug(x), us(2)} . “)

Przykladem FN S € F(R) jest Behawioralna Warto$¢ Biezaca [Piasecki, 2011a; b,
2014; Piasecki, Siwek, 2015] reprezentowana przez funkcje swa funkcje przynalezno-
$ci przedstawiona na rysunku 1.

Wzorujac sie na pracy [Dubois, Prade, 1982], dla kazdej czwérki (ag, bs, cs, ds) € R*
spelniajacej warunek ag < bg < ¢g < dg definiujemy szczegdlny rodzaj FN
S(as, bs, ¢s, ds) typu LR (w skrocie LR-FN). Kazda z LR-FN S(ag, bs, cs, ds) jest re-
prezentowana przez swe funkcje przynaleznosci pg € [0; 1]Rokreslona nastepujaco:

x < ag
Ls(x) as < x < bg
us(x) =<1 bs < x <cg, (5)
Rs(x) s <x<dg
0 ds < x

gdzie lewa funkcja odniesienia Lg € [0,1] lasbs] jest prawostronnie ciagla funkcja rosnaca
i prawa funkcja odniesienia Rg € [0,1] [es ds] jest lewostronnie ciagla funkcja malejaca.
Dowolng pare funkeji (Lg, Rs) nazywamy para funkcji odniesienia.

W pracy [Dubois, Prade, 1982] LR-FN zdefiniowano jedynie do przypadku czwérki
(as, bs, c5,dg) € R* spetniajacej warunek ag < bg < ¢g < dg oraz ciaglych funkcji
odniesienia bedacych suriekcjami. Dalsze uogélnienia wynikaly z potrzeb narzucanych
przez wymogi poszczegélnych zastosowan. Dzigki tym uogdlnieniom mozna m.in. stwiet-
dzi¢, ze BPV opisana na rysunku 1. jest LR-FN S(Cmin, C,C, Cmax). Na tym rysunku
mozna rowniez dostrzec, ze prawa funkcja odniesienia Rg nie jest sutiekcja. Zapro-

ponowane uogélnienie okreslenia LR-FN jest zatem niezbedne do przedstawienia
BPV jako LR-FN.
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RYSUNEK 1.
Behawioralna wartos$¢ biezaca (BPV)
A
R
1 4 Lg
1+ 6C RS
0 (":V::zz C ( na

Zrédlo: [Lyczkowska-Hanckowiak, 2017].

Goetschel i Voxman [1986] pokazali, ze definicj¢ 1. mozna zastapi¢ réwnowazna
ponizsza definicjq FN.

Definicja 2. FN jest to podzbiér rozmyty S € F(R) o ograniczonym domknieciu
nosnika [S]y+ spelniajacy dodatkowo warunek [Goetschel, Voxman, 1986]:
Y ael0113 (15(a)rs (@) eR?is(@srs(a)’ [Sla = [ls(@), 7s(a)] . (6)

Nastepnie Goetschel i Voxman [1986] dowiedli prawdziwos$ci ponizszych twierdzen.

Twietdzenie 1. Dla dowolnej FN S € F(R) mamy:

— I jest ograniczong funkcja niemalejaca na [0; 1], 7
— T jest ograniczong funkcja nierosnaca na [0; 1], (8)
(1) = 7s(1), )

—  funkcje lg i 75 sa lewostronnie ciagle na ]0; 1] i prawostronnie ciagle w 0. (10)
Dowolna pare funkcji (Ig, 75) spelniajaca warunki: (7), (8), (9) i (10), nazywamy para
funkcji Goetschela-Voxmana.

Twierdzenie 2. Dla dowolnej pary (Is, 75) funkeji Goetschela-Voxmana istnieje
dokladnie jedna FN S € F(R) taka, ze spelniony jest warunek (6).
W tej sytuacji pare funkcji Goetschela-Voxmana, reprezentujaca FN S € F(R),

zawsze bedziemy oznaczaé za pomoca symbolu (Ig,75). W szczegblnym przypadku
mozna stwierdzié, ze:
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Twietdzenie 3. Dla dowolnej LR-FN S € F(R) dodatkowo mamy:
—  funkgcje ls i 15 sq ciagle na ]0,1[ . (11)

Twierdzenie 4. Dla dowolnej pary (Is, 75) funkcji Goetschela-Voxmana, spelnia-
jacej dodatkowo warunek (11), istnieje dokladnie jedna LR-FN S € F(R) taka, ze spel-
niony jest warunek (6).

Jesli FN' S € F(R) jest typu LR, to wtedy mamy:

S = $(15(0), 15(1), 75(1), 75(0)). (12)

Ponadto, dla dowolnej LR-FN S € F(R) miedzy reprezentujacymi ja para (Lg, Rs)
funkcji odniesienia a para (Is, 7'5) funkeji Goetschela-Voxmana zachodza nastepujace
tozsamosci:

Yaepoa): Is(@) = Ls(a) = min{x € [as, bs]: Ls(x) = a}, (13)
Vaeqo:1]: Ts(a) = Rg(a) = max{x € [cs, ds]: Rs(x) = a}, (14)
Velis0),1s(0)]: Ls(x) = I§'(x) = max{a € [0; 1]: [s(a) = x}, (15)
Y xelrs(1),rs(0)] Rs(x) = rg (x) = min{a € [0; 1]: r5(a) = x}. (16)

RYSUNEK 2.
Funkcje Goetschela-Voxmana

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Reasumujac, w rozdziale tym uogdélnilismy pojecie LR-FN do przypadku jedno-
stronnie cigglych funkcji odniesienia. Uogdlnienie takie byto konieczne do tego, aby
méc BPV zaliczy¢ do klasy LR-FN. Na rysunku 2. przedstawiono pare (Ig, 75) funkcji
Goetschela-Voxmana, reprezentujaca BPV przedstawiona na rysunku 1.
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Ponadto, warto zauwazy¢, ze jesli funkcje Goetschela-Voxmana sg réznowartoscio-
we, to mamy wtedy:

Y elis(0),is (1)) Ls () = 1§ (x) = 151 (x), (17)

Vxelrs(1),rs(0)] Rs(x) =15 (x) = rs_l(x), (18)

3. Istota i okreslenie skierowanych liczb rozmytych

Pojecie skierowanych liczb rozmytych (w skrécie OFN) zostalo wprowadzone przez
Kosifiskiego i wspotautoréw w serii artykutéw [Kosiiski, Prokopowicz, Slezak, 2002a;
2002b; 2003; Kosinski, 2000] jako rozszerzenie pojecia FN. Stad dowolna OFN powin-
na by¢ okreslona jako taki podzbidr rozmyty przestrzeni liczb rzeczywistych R, ktorego
funkcja przynaleznosci spetnia warunki definicji 1. lub definicji 2. Z drugiej strony Ko-
sifiski zdefiniowal OFN jako uporzadkowana pare funkeji przeksztatcajacych przedziat
jednostkowy [0,1] w R. Taka para nie jest podzbiorem rozmytym w R. Oznacza to,
ze nie mozna zaakceptowac oryginalnej terminologii Kosifiskiego. Niemniej intuicyjne
podejscie Kosifiskiego do pojecia OFN jest bardzo uzyteczne. Z tych powodow ponizej
zaprezentowano zmodyfikowang definicje OFN. Zmodyfikowana definicja w petni be-
dzie odpowiada¢ intuicyjnemu okresleniu OFN sformulowanemu przez Kosifskiego. Po-
jecie OFN jest $ciSle powigzane z nastgpujaca para uporzadkowana.

Definicja 3. Para Kosidskiego jest to uporzadkowana para(fs, gs) ciagtych bijekeji
lub funkciji statych f5:[0,1] = UPs i gs: [0,1] = DOW N spelniajacych warunki:

(1) = £:(0)) - (gs(1) — gs(0)) < 0, (19)
I£:(1) — gs(D] < 1£:(0) — g5(0)], (20)
UP; n DOWNs = {f;(1)} n {gs(D}. @1)

Dla dowolnej pary Kosiaskiego (fs, gs) funkcja fs: [0,1] = UPs jest nazywana fun-
kcja wznoszaca. Wtedy funkcja gs: [0,1] = DOW Ng jest nazywana funkcja opadaja-
ca. Obie te funkcje maja swojg wspolng nazwe — funkcje Kosinskiego.

Uwaga: W oryginalnej wersji definicji Kosifiskiego [2006] OFN sg zdefiniowane jako
uporzadkowana para (fs, gs) ciaglych funkcii fs, gs € R Pozostate warunki defi-
nicji 3. Kosifiski zaznaczyt jedynie na wykresach. Zdefiniowane w ten sposéb OFN nie
byly podzbiorem rozmytym. Z tego powodu zaproponowane w definicji 3. przez Ko-
sifiskiego OFN zostaly zastapione przez termin para Kosinskiego.

Warunki: (19), (20) i (21) implikuja, ze kazda para Kosidskiego spetnia dokltadnie
jeden z nastepujacych warunkdw:

fs(0) = fs(1) < gs(1) < g5(0), (22)
fs(0) = f5(1) = g5(1) = g5(0). (23)
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W przypadku spelnienia warunku (22) funkcje fs nazywamy poczatkows funkcja
Kosiniskiego, za$ funkcje gs koficows funkcja Kosifiskiego. Jesli jest spetniony warunek
(23), to funkcje fs nazywamy koricows funkcjg Kosifiskiego, natomiast funkcje gg po-
czatkowa funkcja Kosiniskiego.

Korzystajac z tych okreslen faktu, OFN definiuje si¢ w ponizszy sposob.

Definicja 4. Dla ustalonej patry Kosinskiego (fs, gs), OFN s jest to para (S, U)
ztozona z S € F(R) i orientacji U, gdzie:

— S5 € F(R) jest LR-FN jednoznacznie wyznaczona przez pare (Ig, 75) funkciji

Goetschela-Voxmana okreslonych w ten sposob, Ze:

o lewa funkcja Goetschela-Voxmana [ jest rtéwna poczatkowej funkcji Ko-
sifiskiego;

o  prawa funkcja Goetschela-Voxmana 75 jest réwna koficowej funkciji Ko-
siiskiego;

—  orientacja U jest okreslona jako wspolny zwrot wszystkich wektoréw prowadza-
cych z przeciwdziedziny UPg funkcji wznoszacej do przeciwdziedziny DOW Ng
funkcji opadajacej.

Powyzsza definicja jest zgodna ze stosowanym przez Kosifiskiego intuicyjnym po-
dejsciem do pojecia OFN. Stad autor tego artykutu zgadza si¢ z opinia, ze OFN po-
winny by¢ nazwane liczbami Kosifskiego [Prokopowicz, 2015a,b]. Przestrzen wszyst-
kich OFN oznaczamy za pomoca symbolu K. Dla dowolnych OFN SeRich funkcja
Wznoszaca jest oznaczona za pomocs symbolu fs i ich funkcja opadajaca jest oznaczana
za pomocy symbolu gg. Ciaglosé funkeji Kosifiskiego powoduje, ze UPs i DOW N sa
przedziatami domknietymi. Liczby fs(0) i fg(1) sa granicami przedziatuUPs. Liczby
9s(0) i gs(1) sa granicami przedziatu DOW N. Z tego powodu dowolng OFN Sz da
nymi UPs i DOW Ng oznaczamy za pomoca symbolu ?(fS(O), fs(1), gs(1), gS(O)).

Kiedy f5(0) < g5(0), to wtedy warunek (22) opisuje dodatnia orientacje OFN. W tym
przypadku funkcja wznoszaca fs jest rosnaca lub stala i funkcja opadajaca g jest malejaca
lub stala. Wykresy takich funkcji Kosifskiego zostaly przedstawione na rysunku 3a.

Ponadto, z zaleznosci (5), (17) 1 (18) wynika, ze dodatnio zotientowane OFN

?(fS(O),fS(l),gS(l), gS(O)) jednoznacznie wyznaczaja FNS(fs(0), f5(1), gs(1)
gS(O)) opisane przez swa funkcje przynaleznosci fig: R = [0; 1] dana nastepujaco:

0 x < f5(0)
fs () fs(0) < x < fs(1)
ps(x) =41 fs(1) < x < gs(1), (24)
gs'(x)  gs(1) <x < gs(0)
0 gs(0) < x

Wykres powyzszej funkcji przynaleznosci jest przedstawiony na rysunku 3b. Wykres
funkeji przynaleznosci OFN jest pokazany na rysunku 3c. Ostatni wykres ma dodat-
kowsq strzalke oznaczajaca orientacje, co stanowi informacje uzupelniajaca.
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RYSUNEK 3.
Konstrukcja dodatnio zorientowanej OFN

a) b)
A X Ay
| 9s 1 4=
DOWNS, \
| UPg DOWNg X
ADDED
INTERVAL

c)
UPs

S B

1 y
Zr6dto: [Kosiski, 2006].

Kiedy f5(0) > g5(0), to wtedy warunek (23) opisuje ujemna otientacj¢ OFN. W tym
przypadku funkcja wznoszaca fg jest malejaca lub stata i funkcja opadajaca gs jest
rosnaca lub stata. Z zaleznosci: (5), (17) 1 (18) wynika, ze ujemnie zorientowana OFN

§)(f5(0)1 fS(l)' gS(l)l gS(O)) jednoznacznie determjnuje FNS(gS (0)' gS(l)' fS (1):
fS(O)) opisang przez swa funkcje przynaleznosci fig: R = [0; 1] dana nastepujaco:

( 0 x < gs(0)

g5t (@)  gs(0) < x < gs(1)

ps(x) =11 gs(1) <x < f5(1), (25)
| 1) fs(1) <x < £5(0)
Lo £:(0) < x

W(si)czegélnym przypadku OFN .(S_")(fs (0), f5(1), gs(1), gs(0)) jest trapezoidalna
OFN Tr(fS(O), fs(1), gs(1), gs(O)), okreslona przez nastepujaca pare Kosiriskiego:
fs) = (fs(1) — £5(0)) -y + £5(0), (26)

g5 = (gs(1) — g5(0) -y + g5(0). @7)

Funkcja przynalezno$ci przykladowej dodatnio zotientowane; (T—r)( £5(0), fs(1)
gs(1), gs(0)) jest przedstawiona na rysunku 4a. Z kolei, na rysunku 4b znajduje sie

wykres funkcji przynaleznosci przykladowej ujemnie zotientowanej Tr(£s(0), fs (1),
9s(1), gs(0)).

xY
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RYSUNEK 4.
Funkcja przynaleznosci trapezoidalnej OFN

a) b)

3
T >

gs1) fA1) fs(0) X

fs(1)  gs(1) g40)

Zrédlo: [Kosiiski, 2006].

L 4

| fs(IO) | gs(rO)

Na koniec warto zauwazy¢, ze w przypadku fs(0) = g5(0) orientacja OFN jest nie-
zdefiniowana. Wtedy jednak rozpatruje si¢ liczbe ?(fS(O), £5(0), £5(0), £5(0)), jako ze

swej natury niezorientowang liczbe rzeczywista fs(0) € R.
4. Uogolnienie pojecia skierowanej liczby rozmytej

Na rysunku 2. uwidoczniono prawg funkcje Goetschela-Voxmana g, reprezentu-

jaca przyktadowa BPV, ktéra jest malejaca na przedziale [0 ; ﬁ] istala na przedziale

[1+15C , 1]. Poréwnujac to spostrzezenie z definicjg 3., mozna stwierdzié, ze nie istnieje
para Kosinskiego mogaca nadac orientacj¢ przykladowej BPV. Z drugiej strony Lycz-
kowska-Hanc¢kowiak [2017] uzasadnita nadanie BPV orientacji poprzez potrzebe oz-
naczenia subiektywnej prognozy zwrotu trendu przysztych ocen BPV. Wywoluje to
konieczno$¢ rozszerzenia definicji 3. pary Kosiaskiego. W dalszych rozwazaniach

autor artykulu postuzyl si¢ ponizsza, uogélniona definicjq pary Kosinskiego.

Definicja 5. Para Kosiriskiego jest to uporzadkowana para (fs, gs) ciaglych stabo
monotonicznych suriekcji fs: [0,1] = UPs i gg: [0,1] = DOW Ng, spelniajacych wa-
runki: (19), (20) i (21).

Wtedy definicja 4. OFN pozostaje bez zmian. Przestrzen wszystkich OFN ozna-
czono za pomocy symbolu K.

Kiedy f5(0) < g5(0), to wtedy warunek (22) opisuje dodatnia orientacje OFN. W tym
przypadku funkcja wznoszaca fs jest niemalejaca i funkcja opadajaca gg jest nieros-
naca. Ponadto, z zaleznosci: (5), (15) 1 (16) wynika, ze dodatnio zorientowana OFN

S(£5(0), f5(1), g5(1), g5(0)) jednoznacznie wyznacza FN S(£5(0), f5(1), g5 (1),
Js (0)) opisang przez swa funkcje przynaleznosci fig: R = [0; 1] dana nastepujaco:
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(0 x < fs(0)
) fs(0) =x < fs(1)
ps(x) =41 fs(1) < x < gs(1), (28)
gs(x)  gs(1) <x < g5(0)
0 gs(0) < x

Dzigki tym uogdlnieniom mozna m.in. stwierdzi¢, ze jesli przewiduje si¢ wzrost
oceny przyktadowej BPV , to wtedy mozna ja przedstawic jako dodatnio zorientowang
OFN § (Cmin' C,C, émax). Na rysunku 5a przedstawiono wykresy pary Kosifskiego,
wyznaczajacej dodatnio zorientowana przyktadowa BPV. Na rysunku 5b zobrazowa-
no wykres funkcji przynaleznoéci tej dodatnio zorientowanej BPV.

RYSUNEK 5.
Dodatnio zorientowana BPV

A A
E“.‘Hl’!.{ ]
gs
E. —_—

fs

Couin

T + >
0 1 1
1+6C

Zrédlo: [Fyczkowska-Hanckowiak, 2017).

Kiedy f5(0) > g5(0), to wtedy warunek (23) opisuje ujemna otientacje OFN. Wow-
czas funkcja wznoszaca fs jest nierosnaca i funkcja opadajaca gy jest niemalejaca. Dzigki
zaleznosciom: (5), (15) i (16) ujemnie zorientowana OFN S(£5(0), fs(1), gs(1), gs(0))
jednoznacznie determinuje FN S(gS(O), gs(1), fs(1), fs(O)), opisang przez swa fun-
kcje przynaleznosci ps: R = [0; 1] dana nastepujaco:

(0O x < gs(0)
gsx)  gs(0) <x < gs(D)
pus(x) =41 gs(1) < x < f,(1), (29)

fs ) fs(1) <x < f5(0)
0 fs(0) <x
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Dzigki tym uogdlnieniom mozna m.in. stwierdzié, ze jesli przewiduje si¢ spadek
oceny przykladowej BPV, to wtedy mozna ja przedstawi¢ jako ujemnie zorientowana
OFN .?(Cvmax, c,C, Cmin)- Na rysunku 6a przedstawiono wykresy pary Kosinskiego,
wyznaczajacej ujemnie zorientowang przyktadowa BPV. Na rysunku 6b zobrazowano
wykres funkcji przynalezno$ci ujemnie zorientowanej przykladowej BPV.

RYSUNEK 6.
Ujemnie zorientowana BPV
A A
E‘.‘HGI
s
¢ -+ A B
y fs
Cm;’ B
I 1 Y ¥ }
T T Cl = -
0 1 - C
1+6C
a) b)

Zrédto: [Fyczkowska-Hanckowiak, 2017).

Relacje pomiedzy OFN (S_')(fS(O),fS(l), 9s(1), gs(0)) a zerem 0 € R sq zdefinio-

wane w nastgpujacy sposob:
5(£5(0), £5(1), gs(1), gs(0)) > 0 = min{f;(0), gs(0)} >0,  (30)
5(£500), £5(1), g5(1), gs(0)) # 0 & £5(0) - g5(0) > 0. (31)

5. Arytmetyka skierowanych liczb rozmytych

W tym rozdziale wszystkie symbole +, —,X,/podstawowych dziatan arytmetycznych
na liczbach rzeczywistych zaprezentowano za pomoca symbolu .

Dubois i Prade [1978] pierwsi wprowadzili operacje arytmetyczne na FN w sposéb
zgodny z zasada rozszerzenia Zadeha [1975 a, b, c].

Niech 4, B, C € F(R) sa FN. Dowolne dzialanie arytmetyczne © mozna rozszerzyé
do dziatania (© na FN za pomoca tozsamosci:
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C=A@®B, (32)
gdzie:
tc(z) = sup{min{u, (x), up M}z = x oy, (x,y) € R*}. (33)
Goetschel i Voxman [1986] dowiedli, ze mamy tutaj:
le=lolgAN1e =140T153. (34)

Formalna prostota tych zaleznosci jest istotng zaleta definiowania za ich pomoca
dzialan arytmetycznych na FN.

Kosinski wraz ze wspélautorami [Kosinski, Prokopowicz, Slezak, 2002 a, b; 2003]
zaproponowal ponizsze rozszerzenie dziatad arytmetycznych do przypadku dziatan na
OFN.

Niech 4, B, C € &. Dowolne dzialtanie arytmetyczne © mozna rozszerzy¢ do dzia-
tania (® na OFN dzieki tozsamosci:

C=A®B, (35)
gdzie:

fc=faofeNgc =9a° Is. (36)

W obu powyzszych rozszerzeniach dzielnik musi by¢ niezerowy, to jest spetniajacy
relacje (31). Jednoczesnie tatwo mozna sprawdzié, ze dla zotientowanych licz trapezoidal-
nych mamy:

Tr(ace,bof,cog,doh)=Tr(ab,cd)oTr(ef,g,h). 37)

Bez trudu mozna stwierdzi¢l, ze jesli OFN maja identyczne orientacje, to rezultaty
uzyskane za pomocs arytmetyki Kosifiskiego sa identyczne z wynikami uzyskanymi za
pomocg arytmetyki wprowadzonej przez Dubois i Prade. Oznacza to, ze dla dowolnej
pary OFN (Z, B ) o identycznej otientacji warunek (35) implikuje warunek (32). Oczywiscie
nalezy tutaj pamigtac, ze zgodnie z definicja 5., OFN AB,C zostaly utworzone poprzez
nadanie otientacji FN 4, B, C € F(R).

Ponadto, Kosiniski [2006] pokazal, Ze jesli OFN majq rézne orientacje, to rezultaty
uzyskane za pomoca jego arytmetyki moga by¢ rézne od wynikéw uzyskanych dzigki aryt-
metyce wprowadzonej przez Dubois 1 Prade.

Oznacza to, ze dla dowolnej pary OFN (Z, B ) o réznej orientacji warunek (35) nie
jest warunkiem dostatecznym dla (32).

Kontrprzyktad: Rozwazmy sume¢ Kosinskiego A trapezoidalnych OFN C=
(T—r)(l; 3;7;8)i D= W(S; 4;4;2) to jest:

! Wystarczy zestawi¢ razem zaleznosci: (34), (35), (37) i (38) z definicja 5. i warunkami: (22) i (23).
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A= W(l; 3; 7;8) @W(S;ll; 4;2).

Stosujac zaleznosci (36), otrzymujemy:
6=1+5=fc(0)+fp(0) =f4(0) <fu(D) = fec(D+fp(1) =3+4=7

10=8+2=g:(0)+9g5(0) = g,(0) < g,(1) = gc(1) + gg(1) =7 +4
=11.

To oznacza, ze funkcje fy i gp sa réwnoczesnie rosnace. Jest to sprzecznosc! To
oznacza, ze w tym przypadku zaleznosci (36) nie wyznaczyly pary Kosinskiego. Wy-
kres uporzadkowanej pary, okreslonej przez te zaleznosci, jest przedstawiony na rysun-
ku 7a.

Whiosek: Istnieja takie pary Kosifskiego, ze ich suma Kosifiskiego nie istnieje.

Z tego powodu powinno si¢ zmodyfikowac dzialania arytmetyczne na OFN w ten
sposob, aby wynik dziatania zawsze istniat. W tym artykule poddaje si¢ mysl zwiazana
z akceptacjg nastepujacej modyfikacji dziatan arytmetycznych zaproponowanych przez
Kosifiskiego.

Niech Z’, § ) (C_> € K. Dowolne dzialanie arytmetyczne o rozszerzamy do zmodyfi-
kowanego dziatania [°] na OFN za pomoca tozsamosci:

C = A[9]B, 38)

gdzie C jest reprezentowane przez pare Kosiniskiego(f¢, g¢) dana przez tozsamosci:

) = {min{fA(y) o fs (), fo (D} (fe(1) < ge ) V (fe(D) = gc() A a < B) (39)
¢ max{f,(y) o fe(¥), fc (1)} (fc(l) > gc(l)) V(D) =gc(A a>p),
dey) = {max{gA(y) o g5, g (D} (fe() < gcM) V (fz(1) = ge (D A a < B) “0)
¢ min{g,(y) ¢ g5 ), gc (D} (fz (1) > gc M) vV (fe D) = gc (W) A a > p),
gdzie
fc(1) = f4(1) o fp(1)
9gc(1) = ga(1) o gp(1) 1)

a = f4(0) o fz(0)
B = ga(0) o gg(0).

Dla dowolnej pary OFN rezultat zmodyfikowanego dziatania [o] jest téwny OFN
reprezentowanej przez te pare Kosinskiego, ktora jest najblizsza uporzadkowanej pary
okreslonej za pomoca tozsamosci (36). To powoduije, ze jesli dla danej pary OFN istnieje
wynik arytmetycznego dziatania Kosiniskiego (9, to wtedy jest on réwny wynikowi zmo-
dyfikowanego dzialania [o]. Jesli sa dwie rézne OFN najblizsze wynikowi dziatania Ko-
sifiskiego (@, to wtedy wybieramy spostdd nich zawsze jednoznacznie okreslona, dodat-
nio zorientowang OFN.
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RYSUNEK 7.
Dodawanie trapezoidalnych OFN
a) b) c)
XA Iy
X
1" 11 4
104 ga 101 g
7= 7
E_Kﬁ 5'( fa T
: ¥
‘~7 Ha
1 71— : [ ——
> —t— > i .

{ ;

1 T -~
1 1 y ! 67 1 x
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Przyktad: Przedstawiono tutaj pewne przypadki zmodyfikowanych sum H trape-
zoidalnych OFN. Warto zauwazy¢, ze w zadnym z tych przypadkéw suma Kosia-
skiego @ nie istnieje.

Tr(1; 2; 4,6) BTr(5;3;2;1) = Tr(5; 5;6;7)
Tr(6; 4; 2;1) B Tr(1;2;3;5) = Tr(7;6;5; 5)
Tr(1; 2; 4,4) BTr(53;2;1) = Tr(5; 5; 6; 6)
Tr(4; 4 2, 1) B Tr(1;2;3;5) = Tr(6;6;5;5)
Tr(1; 2; 3;4) B Tr(6;3;2;2) = Tr(7;5;5;5)
B=Tr(1; 3; 7;8) A Tr(5;4;4;2) = Tr(6;7;11; 11)

Ostatnia, zmodyfikowana suma jest reprezentowana przez pare¢ Kosifskiego, przed-
stawiona na rysunku 7b. Funkcja przynaleznosci tej sumy jest dana na rysunku 7c.

6. Podsumowanie

W pracy, dzigki wykorzystaniu twierdzed Goetschela i Voxmana [1986], udato si¢
przedstawic teorig skierowanych liczb rozmytych Kosiniskiego jako ciagla kontynuacje
ewolugji teorii liczb rozmytych. W sposéb niezbity dowiedziono, ze zgodnie z przypusz-
czeniami Kosifiskiego [2000], jesli w jego arytmetyce ograniczy¢ si¢ do liczb o identycznej
orientacji, to uzyska si¢ wprowadzong przez Dubois i Prade [1978] arytmetyke liczb
rozmytych. Wobec przywolanych juz twierdzed Goetschela i Voxmana, podobnych efek-
tow rozszerzenia mozna oczekiwac takze na gruncie calej teorii liczb rozmytych. Zatem
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teoria KosiAskiego moze by¢ brana pod uwagg jako rozszerzenie teorii liczb rozmy-
tych. Wniosek ten otwiera szerokie, nowe pole badawcze.

Za sprawsa, uogoélnienia pojecia pary Kosinskiego udalo si¢ teorie skierowanych liczb
rozmytych uogoélni¢ do przypadku liczb rozmytych z polciaglymi z géry funkcjami od-
niesienia.

W przeciwienstwie do arytmetyki Kosifiskiego, wszystkie zaproponowane w pracy
rozszerzenia dziatan arytmetycznych sa zamkniete w przestrzeni skierowanych liczb roz-
mytych.

Wszystkie te wyniki dobrze osadzajq teorie skierowanych liczb rozmytych na gruncie
matematyki systemow rozmytych. Zwigksza to mozliwosci zastosowania tej teotii w wielu
dziedzinach teorii i praktyki.
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WYBOR MOMENTU ROZPOCZECIA PROJEKTU
Z WYKORZYSTANIEM INTERAKTYWNEGO PODE]JSCIA
WIELOKRYTERIALNEGO'

Streszczenie

W wielu projektach pojawia si¢ problem wyboru momentu ich rozpoczecia. Jest to istotne, np. gdy koficowe
rezultaty sa uzaleznione od kurséw wymiany walut. Mozna oczekiwaé korzystniejszej sytuacji, lecz wiaze si¢ to
z ryzykiem opdznienia projektu poza dopuszczalne granice. W pracy oparto si¢ na metodzie Coxa-Rossa-Ru-
binsteina (CRR), wykorzystujac drzewa dwumianowe do modelowania scenariuszy rozwoju sytuacji na rynku
walutowym. Problem potraktowano dwukryterialnie, przyjmujac za kryteria koszt realizacji przedsiewzigcia
oraz prawdopodobiefistwo, ze projekt si¢ op6zni. Przyjeto réwniez, ze parametry rozkladu prawdopodobien-
stwa sa okreslane przez ekspertow.

Problem przedstawiono jako proces dynamiczny. Do jego rozwiazania zaproponowano technike interak-
tywna. Procedura wykorzystuje wspotezynniki wymiany do wyznaczenia proponowanego wariantu, ktory jest
nastepnie oceniany przez decydenta.

Stowa kluczowe: zarzadzanie projektem, wielokryterialne metody interaktywne, drzewa dwumianowe, mo-
delowanie ryzyka
SCHEDULING OF PROJECT START TIME USING INTERACTIVE MULTICRITERIA
APPROACH

Summary

Selection of project start time is a problem that decision makers often face. This is important when, e.g,,
the final results depend on currency exchange rates. Sometimes more favourable rates can be expected in the

1 Praca zostala sfinansowana ze srodkéw Narodowego Centrum Nauki (NCN) jako projekt badaw-
czy nt DEC 2013/11/B/HS4/01471.
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future, but postponing the project start date involves the risk of delay beyond acceptable limits. In the paper,
the Cox-Ross-Rubinstein method (CRR), based on binominal trees, is applied. Two criteria are taken into
account: project cost and the probability of project delay. It is assumed that the parameters of probability
distribution ate specified by experts.

The problem is presented as a dynamic process. An interactive technique of multi-criteria decision-making
about problems under risk is proposed. The procedure uses trade-offs to select a proposal, which is next
evaluated by the decision maker.

Key words: project management, interactive multi-criteria approach, binomial trees, risk modelling

JEL: C61

1. Wstep

Wiele projektéw ma narzucone ramy czasowe, w ktorych projekt musi by¢ zrealizo-
wany. Najczesciej wynika to z rocznych okreséw budzetowych. W tym okresie §rodki
budzetowe musza by¢ wykorzystane. Jesli dtugo$¢ trwania projektu nie wypelnia ca-
tego okresu budzetowego, istnieje mozliwosé wyboru (w pewnych granicach) momentu
rozpoczecia projektu. Jest to szczegdlnie istotne w sytuacii, gdy wyniki projektu sg uzalez-
nione od pewnego zmiennego czynnika zewnetrznego. Przyktadem moze by¢ kurs wy-
miany waluty. Jego zmienno$¢ powoduje, ze w zaleznosci od momentu rozpoczecia,
realizacja projektu moze by¢ bardziej lub mniej korzystna. Moze to stanowi¢ przestanke
sklaniajaca decydenta do odlozenia w czasie rozpoczecia projektu w oczekiwaniu na
korzystniejszy kurs. Jednak wiaze si¢ to jednoczesnie ze wzrostem ryzyka opdznienia
zakonczenia projektu poza wyznaczone wczesniej granice.

Problem modelowania zmienno$ci instrumentéw finansowych szeroko oméwiono
w literaturze finansowej. Dobrze znanym rozwiazaniem jest metoda Coxa-Rossa-Rubin-
steina (CRR) [Cox iin. 1979, s. 229-263], wykorzystujaca drzewa dwumianowe.

Sformutowane wyzej zagadnienie mozna rozwazac jako problem dwukryterialny.
Z jednej strony dazymy do zminimalizowania kosztéw, ktére w przypadku spadku kur-
su wymiany walut moga obnizy¢ si¢. Z drugiej strony wraz z uplywem czasu takze
roénie prawdopodobiefistwo ryzyka opdznienia, ktére mozna potraktowac jako drugie
kryterium.

Rozwiazanie problemu wielokryterialnego nie jest mozliwe bez pozyskania informa-
¢ji o preferencjach decydenta. W tym celu sg wykorzystywane dwa gléwne podejscia [Roy,
1971, s. 240]. W pierwszym faza pozyskiwania informacji preferencyjnej jest wyraznie
oddzielona od fazy obliczeniowej. Najpierw decydent jest proszony o jak najbardzie;
precyzyjne wyspecyfikowanie swoich preferencji, a dopiero potem informacja ta jest wy-
korzystywana do wyznaczenia rozwiazania problemu. Podejscie to czgsto jest krytyko-
wane, m.in. ze wzgledu na duze wymagania, jakie stawia przed decydentem [Spronk,
1981]. Alternatywnym podejsciem jest podejscie interaktywne. W tej sytuacji informacja
o preferencjach jest pozyskiwana stopniowo. Decydent jest $cislej amgazowany w proces
poszukiwania rozwigzania, co z jednej strony, poglebia jego wiedz¢ o strukturze pro-
blemu, z drugiej, skutkuje wigkszym zaufaniem, jakim darzy wyznaczone rozwiazanie.

Projektujac procedure interaktywna, nalezy zdecydowac nie tylko o tym, ktore z wy-
mienionych wyzej podej$é bedzie wykorzystywane, ale rowniez o tym, w jaki sposob
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decydent bedzie artykutowal swoje preferencje. W tym kontekscie wspomina si¢ o pozy-
skiwaniu informacji w sposob bezposéredni i posredni [Kaliszewski i in. 2012, s. 188-199).
W pierwszym przypadku decydent powinien okresli¢ swoje preferencje przez ustosun-
kowanie si¢ do wartosci kryteriow uzyskiwanych dla poszczegdlnych wariantow decyzyj-
nych. Tego typu podejécie byto wykorzystanie m.in. w metodzie STEM [Benayoun i in.
1971, s. 366-375]. Czasami oba powyzsze sposoby sg stosowane rownolegle [Kaliszewski,
Michatowski, 1999, s. 549-562]. Jak dowiedziono w pracy [Nowak, 2010, s. 103-115],
podejscie opatte na analizie wspdlczynnikéw wymiany mozna takze wykorzysta¢ w dys-
kretnych, wielokryterialnych problemach podejmowania decyzji w warunkach ryzyka, gdy
oceny wariantow ze wzgledu na kryteria maja charakter losowy.

W pracach [Nowak, Trzaskalik, 2013, s. 315-330; Nowak, 2016, s. 301-314| pokaza-
no, w jaki sposéb podejscie interaktywne moze by¢ zastosowane w dynamicznych prob-
lemach decyzyjnych. W obu przypadkach przyjeto, ze informacja o preferencjach ma
charakter bezposredni. W niniejszej pracy przedstawiono procedure interaktywna de-
dykowang dla dwukryterialnych dynamicznych probleméw decyzyjnych, ktéra w celu
wyznaczenia nowej propozycji decydentowi, wykorzystuje informacje o wspolczynni-
kach wymiany. Zmienno$¢ czynnikow zewngetrznych jest modelowana za pomoca drzew
dwumianowych.

Praca sklada si¢ z trzech zasadniczych czgsci. W pierwszej sformutowano problem
wyboru momentu rozpoczecia projektu jako proces dynamiczny. W kolejnej czesci pod-
dano analizie dwukryterialna procedure wyboru momentu rozpoczecia projektu, najpierw
opisujac sposob modelowania ryzyka za pomoca drzew dwumianowych. Nastgpnie w tej
samej czesci przedstawiono metode interaktywna wyboru preferowanego wariantu oparta,
na wspotezynnikach wymiany. Calo$é konczy ilustracja numeryczna tej metody.

2. Sformutowanie problemu

Rozwaza si¢ problem wyboru momentu rozpoczecia projektu, dla ktérego okres-
lono nieprzekraczalny termin zakonczenia. Koszty projektu sa rozliczane w walucie kra-
jowej (PLN), lecz pewne wydatki sa wyrazone w walucie obcej (euro). W tej sytuacji
koszt projektu zalezy od kursu wymiany, ktory niezmiennie fluktuuje. O rezultacie
finansowym przedsigwzigcia w duzej mierze decyduje moment poniesienia wydatkdw,
a tym samym moment rozpoczecia projektu.

Przyjeto ponizsze zalozenia.

1. Wydatki sq wyrazone w euro.

2. Ustalono okno czasowe, w ktérym projekt ma by¢ zrealizowany.

3. Okreslono, ze projekt moze rozpoczac si¢ tylko z poczatkiem miesiaca.

4. Rzeczywisty koszt wyrazony w ztotowkach jest uzalezniony od kursu wymia-

ny w ostatnim dniu miesiaca, w ktérym rozpoczeto projekt.

5. Znane s3 oszacowania prawdopodobiefistwa zakonczenia projektu w kazdym

z miesigcy.
6. Nalezy okresli¢ miesigc rozpoczecia projektu, biorac pod uwage dwa kryteria:
i — koszt projektu oraz f; — prawdopodobiefistwo opdznienia.
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Powyzszy problem moze zostac opisany jako proces dynamiczny, analizowany dla od-
cinka czasu skladajacego si¢ z N etapéw, ktérymi w tym przypadku sq miesiace (rysunek
1.). Na poczatku pierwszego etapu proces moze znajdowac si¢ tyko w stanie (1), ozna-
czajacym, ze projekt nie zostal jeszcze rozpoczety. W tym stanie mogg by¢ podjete dwie
decyzje, tj.: S lub W. Decyzja S (Start) skutkuje przejsciem do stanu (2), ktéry $wiadczy
o tym, ze projekt zostal juz wczesniej rozpoczety. Z kolei, decyzja W (Wait) unaocz-
nia, ze proces nadal pozostanie w stanie (1). Zaklada si¢, Ze projekt musi by¢ zrealizowany,
dlatego w przypadku, gdy na poczatku ostatniego etapu proces nadal pozostaje w sta-
nie (1), musi by¢ podjeta decyzja S. Niezaleznie od etapu, w stanie (2) jest podejmowana
juz tylko jedna decyzja o pozostaniu w tym samym stanie.

RYSUNEK 1.

Proces dynamiczny

W
1
n=1
Zrédlo: opracowanie wlasne.

W powyzszym problemie wystepuje N wariantow decyzyjnych, odpowiadajacych
etapowi, w ktérym nalezy rozpoczaé projekt.

3. Dwukryterialna procedura wyboru momentu rozpoczecia projektu
3.1. Modelowanie scenariuszy przyszfosci za pomocg drzew dwumianowych

Przyszle warto$ci kursu wymiany moga by¢ modelowane za pomoca stochastycznych
réwnan rézniczkowych. Oznaczajac przez X(7) warto$¢ kursu wymiany w momencie 7
do opisu zmian tego kursu wykorzystano geometryczny proces Wienera w postaci:

dX (t) = uX ()dt + o X (1)dW (1), (1)

gdzie:

- W(?) — proces Wienera;

—  X() — wartos¢ parametru X w momencie 7

— M — parametr dryfu;

— O —zmienno$¢ procesu.

Przykladowe trzy realizacje takiego procesu przedstawiono na rysunku 2. Rozpo-
czynaja si¢ one od momentu 0. Na rysunku przedstawiono réwniez rzeczywiste warto$ci
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parametru X w okresie wczesniejszym, na podstawie ktorych mozna oszacowac wat-
tosci parametréw g i O . Taki ciagly proces moze zosta¢ aproksymowany za pomoca
dyskretnej struktury grafu, jakim jest drzewo dwumianowe. To podejécie byto przedmio-
tem dyskusji w pracach [Targiel, 2013, s. 131-142; 2015, s. 389-397]. Na rysunku 2. zilus-
trowano takie drzewo, pokrywajace przyszte zmiany parametru X.

RYSUNEK 2.
Drzewo dwumianowe pokrywajace proces stochastyczny

=]
—
[
s
=
-

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wezly drzewa dwumianowego moga by¢ obliczone z zaleznoéci:

_ (n—2i)-6 Az,
X, =Xo0¢ 5 2)
gdzie:

x;,— warto$¢ parametru X po 7 okresach oraz 7 spadkach;

At — czgs¢ roku, ktéra reprezentuje jeden oktres w drzewie dwumianowym;

0 — oszacowanie warto$ci zmiennosci X.

Zmienno$¢ procesu mozna oszacowaé na podstawie danych historycznych przez
przeskalowanie odchylenia standardowego:

o,
5 3
A ©)

d

&:

gdzie:
At, — cz¢$¢ roku, ktéra reprezentuje okres, w ktérym rejestrowano jedno notowanie;

0, — odchylenie standardowe w danych historycznych.
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Znajac oszacowanie zmiennosci procesu stochastycznego & , mozna obliczy¢ wspol-
czynnik najbardziej prawdopodobnego wzrostu (#) i spadku (¢ = 1/u):

G\ A,
u=ce . ©)

Prawdopodobienstwo wzrostu o taka warto$¢ (¢) moze zostac obliczone ze wzoru:
1 HyJAT,

g==+

2 26 ©

Jednoczeénie mozna za Guthrie [2009, s. 56] oszacowaé prawdopodobienstwo osiag-
nigcia przez proces X(#) kazdego wezta (7, #) w drzewie:

P{xat (i,n)} = 9" (1=q) - ©)

7
An—1)!
To bezposrednio prowadzi do wartosci oczekiwanej procesu na kazdym etapie

N

E[X(n)] Zl

i=0

qmﬂ—wﬁy- V)

Korzystajac z formuly (7), mozna obliczy¢ oczekiwany koszt projektu w zlotéw-
kach:

f@"y=KE[X(n)], (8)

gdzie K oznacza ustalony koszt w euro, a parametr X jest warto$cig kursu wymiany
EUR/PLN.

3.2. Modelowanie ryzyka

Drugim kryterium jest ryzyko, mierzone prawdopodobiefistwem op6znienia. Zo-
stalo ono okreslone przez ekspertéw na podstawie ich do§wiadczenia i intuicji.

W przykladzie, ktéry dalej przedstawiono, zaktada sig, ze projekt trwajacy trzy mie-
siace moze rozpoczaé sie najwczesniej w styczniu (wariant «), a najpézniej w pazdzierniku
(wariant #19). Tym samym istnieje swoboda w wyborze momentu rozpoczecia projektu,
przy czym przyjmuje sig, ze jest to zawsze poczatek miesiaca. W zaleznosci od terminu
realizacji projektu inaczej okreslono prawdopodobiefistwa opdznienia.

3.3. Metoda interaktywna

Niech A bedzie zbiorem wariantéw reprezentujacych moment rozpoczecia projektu.
W kazdej iteracji decydentowi proponuje si¢ pewien wariant roboczy #*. Decydent jest
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pytany, czy oczekiwany koszt i prawdopodobiefistwo opdznienia sg satysfakcjonujace. Je-
§li oczekiwany koszt projektu jest zbyt wysoki, nowy wariant roboczy jest wyznaczany
w ten sposob, by maksymalizowaé zysk z wymiany:

TZ(M*)ZW*)—JQ(@
P fa)- fiold)]

gdzie: fi(a*) 1 fi(a) reprezentuja oczekiwany koszt obecnej i nowej propozycji, nato-
miast /(") 1 o(a) obrazuja dla tych samych wariantéw prawdopodobiefistwo op6znie-
nia. W takim przypadku wspétczynnik wymiany (#rade-off) mierzy spadek w kosztach wraz
z jednostkowym wzrostem prawdopodobiefistwa opdznienia.

Z drugiej strony, jesli decydent uzna prawdopodobienstwo opdznienia za niesatys-
fakcjonujace, nowy wariant maksymalizujacy nastgpujacy wspolczynnik jest wyznacza-
ny:

©)

o Sa@) = f(a)
T, (a,a )= — . 10
e =) a

W poczatkowej fazie procedury sa identyfikowane warianty niezdominowane. Wa-
riant &’ jest niezdominowany, jezeli nie ma takiego wariantu 4, dla ktérego zachodzi:

f @)z 4(a) i f(a)> fola) b f(a')> fi(a) i ,(a)2 fa(a).
W kazdej iteracji decydentowi sa przedstawiane rezultaty czastkowe, a mianowicie:
ocena proponowanego wariantu oraz macierz mozliwosci. Zawiera ona dwa wiersze:
pierwszy grupuje warto$ci optymistyczne obydwu kryteriéw — f, i f,, natomiast

drugi wiersz grupuje wartosci pesymistyczne — f , 1f S Sa one obliczane nastepujaco:

S =min{ f(a)} Jy=min{ fy()}

f,=max{fi(a)} f,=max{ fy(a)]

Procedurg przedstawiono ponizej.

Laza poczatkona
1. Dlakazdego a € A obliczamy wartosci kryteriow.
2. Identyfikujemy zbiér wariantéw niezdominowanych A*.
3. Wybieramy pierwszy wariant prébny a*:

a = arggg{ﬁ(g)} .

4. Ustalamy /:= 1.

Iteraga /
1. Prezentujemy nastgpujace wyniki decydentowi:

—  oceny wariantu probnego a*: f,(a), fy(a’),
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—  macierz mozliwosci.

2. Pytamy decydenta, czy jest usatysfakcjonowany przedstawiona propozycja.
Jesli tak, przechodzimy do punktu (11).

3. Pytamy decydenta, czy jest usatysfakcjonowany warto$cia kryterium f. Jesli
tak, przechodzimy do punktu (7).

4. Wyznaczamy zbiér A jako:
A= {a:ae A, fi(a)< f(a)}.

5. Jesli A=0 , informujemy decydenta, iz poprawa wartosci fi jest niemozliwa
i pytamy, czy chece kontynuowac¢ procedure. Jesli nie, przechodzimy do pun-
ktu (11), w przeciwnym razie do punktu (1).

6. Dlakazdego a € A obliczamy wspolczynniki wymiany, korzystajac z formuly
(9). Wyznaczamy wariant, dla ktérego uzyskujemy najwyzsza warto$¢ wspot-
czynnika wymiany, oraz ustalamy ten wariant jako nowy wariant probny a*.
Przechodzimy do punktu (10).

7. Wyznaczamy zbi6r A :
A= {a:ael, [ (a)< f,(a)}.

8. Jesli A=0 , informujemy decydenta, iz poprawa wartosci f jest niemozliwa
i pytamy, czy chce kontynuowac procedure. Jesli nie, przechodzimy do pun-
ktu (11), w przeciwnym razie do punktu (2).

9. Dlakazdego a € A obliczamy wspotczynniki wymiany, korzystajac z formuly
(10). Wyznaczamy wariant, dla ktérego uzyskujemy najwyzsza warto$¢ wspot-
czynnika wymiany, a takze ustalamy ten wariant jako nowy watiant prébny a*.

10. Przyjmujemy A’ :=A, /:= [+ 11 przechodzimy do punktu (1).
11.  Koniec procedury.

4. Przyktad numeryczny

Rozwaza si¢ projekt, ktoéry musi skonczy¢ sie¢ w danym roku kalendarzowym. Koszty
projektu wynosza 50 mln euro i nie zaleza od momentu ich poniesienia. Ksiegi rachun-
kowe sa prowadzone w ztotych, stad powyzszy koszt zostanie zaksiggowany po przem-
nozeniu przez aktualny kurs wymiany PLN do EUR. Na poczatku badanego roku kalen-
darzowego kurs ten wynosit 4,1472. Na podstawie danych historycznych oszacowano
prawdopodobiefistwo wzrostu tego kursu na 0,4, zgodnie ze wzorem (5). Czas reali-
zacji projektu jest szacowany na trzy miesiace, jednak moze znaczaco wydluzy¢ sie,
co moze spowodowac przekroczenie terminu granicznego, jakim jest koniec roku. Praw-
dopodobiefistwo opdznienia oszacowane przez ekspertéw przedstawia tabela 1. W tej
samej tabeli zaprezentowano takze oczekiwane koszty projektu, gdy projekt zostanie
rozpoczety w danym miesiacu, obliczone za pomoca wzoru (8).
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TABELA 1.
Zbior wariantow decyzyjnych
. Moment rozpo- Oczekiwany koszt Prawdopodobien-
Wariant . . f
cze¢cia projektu (w min PLN) stwo opoéznienia
ah Styczen 206,635 0,01
a? Luty 205,913 0,02
a® Marzec 205,194 0,04
a® Kwiecien 204,476 0,05
a Maj 203,762 0,05
a© Czerwiec 203,050 0,05
am Lipiec 202,340 0,08
a®) Sierpien 201,633 0,25
a©) Wrzesien 200,928 0,30
a9 Pazdziernik 200,226 0,50

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Prawdopodobiefistwo wzrostu kursu wymiany przyjeto na poziomie 0,4, w wyniku
czego z uplywem czasu maleje oczekiwany koszt projektu. Stanowiloby to zatem argu-
ment przemawiajacy za jak najpdzniejszym rozpoczeciem projektu. Wraz z uptywem
czasu rosnie jednak prawdopodobiefistwo jego opdznienia. Warto przy tym zauwazy¢,
ze dla miesi¢cy: kwiecie, maj i czerwiec zostalo ono oszacowane na tym samym pozio-
mie 0,05. Wynika stad, Ze warianty «® 1 &® sa zdominowane przez wariant &9. Korzystniej
wigc rozpoczaé projekt w czerweu niz w kwietniu lub maju, gdyz oczekiwane koszty
sa nizsze, a prawdopodobiefistwo opdznienia identyczne. Warianty zdominowane zostaja
usunigte z dalszych rozwazan. Zbior A* przedstawia si¢ nastepujaco:

A =D 4D O O D E 0 a0y
Ze wzgledu na najnizszy koszt jako wariant prébny wybieramy o” . Ustalamy /= 1,
realizujemy kolejne kroki /~tej iteracji.

Iteragia 1.
1. Przedstawiamy decydentowi macierz mozliwosci (tabela 2.) oraz oceny wa-
riantu prébnego: fi(a19) = 200,226; £(a19) = 0,50.

TABELA 2.
Macierz mozliwoséci w iteracji 1.

Oczekiwany koszt | Prawdopodobienistwo opéznienia

Warto$¢ optymistyczna 200,226 0,01
Wartos¢ pesymistyczna 206,635 0,50

Zrédlo: opracowanie wlasne.



28 Krzysztof S. Targiel, Maciej Nowak, Tadeusz Trzaskalik
2. Decydent nie jest usatysfakcjonowany przedstawionym wariantem prébnym.
3. Decydent jest usatysfakcjonowany oczekiwanym kosztem. Przechodzimy do
punktu (7).
7. Wyznaczamy zbiér A wariantéw, dla ktérych prawdopodobiefistwo opéz-
nienia jest nizsze niz dla wariantu prébnego. Jest on nastegpujacy:
A={00,0?,4® 40 4D 4O O,
8. Zbi6r A nie jest pusty, stad przechodzimy do nastepnego kroku procedury.
9. Obliczamy wspétezynniki wymiany dla kazdego wariantu e A (tabela 3.). Jako
nowy wariant probny przyjmujemy 0.
TABELA 3.
Wspoétczynniki wymiany obliczone w iteracji 1.
Wariant a® a® a® a® a” a® a®
Wspdlezynnik 0,076 0,084 0,093 0,159 0,213 0,178 0,285
wymiany

Zrédlo: opracowanie wlasne.

10. Przyjmujemy A’ :=A, /:= 2 i przechodzimy do kolejnej iteracji.

Iteragja 2.

1.

Przedstawiamy decydentowi macierz mozliwosci (tabela 4.) oraz oceny wa-
riantu prébnego: fi(a®) = 200,928; £(a”) = 0,30.

TABELA 4.

Macierz mozliwosci w iteracji 2.

Oczekiwany koszt | Prawdopodobienstwo opoznienia

Warto$¢ optymistyczna 200,928 0,01
Warto$¢ pesymistyczna 206,635 0,30

Zrédlo: opracowanie wlasne.

2.
3.

4.

Decydent nie jest usatysfakcjonowany przedstawionym wariantem probnym.
Decydent nie jest usatysfakcjonowany oczekiwanym kosztem.

Wyznaczamy zbior A :
A={a:aeA’, f(a)< /(D) =D

Poniewaz A =2 ,informujemy decydenta, iz poprawa wartoscl /i jest niemozliwa,
jednak decydent chce kontynuowaé procedure. Przechodzimy do punktu 1.

Ponownie przedstawiamy decydentowi macierz mozliwosci (tabela 4.) oraz
oceny wariantu probnego: fi(a%) = 200,928; (a®) = 0,30.
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2. Decydent nie jest usatysfakcjonowany przedstawionym wariantem prébnym.
3. Decydent musi zaakceptowac oczekiwany koszt. Przechodzimy do punktu (7).

7. Wyznaczamy zbiér A wariantéw, dla ktérych prawdopodobiefistwo opdznie-
nia jest nizsze niz dla wariantu prébnego. Jest on nastepujacy:

A = {ﬂ(l),a(z),a(3) 2® 4(7)’61(8)} .

> >

Zbiér A nie jest pusty, stad przechodzimy do nastepnego kroku procedury.

9. Obliczamy wsp6tezynniki wymiany dla kazdego wariantu 2 €A (tabela 5.). Jako
nowy wariant probny przyjmujemy a(.

TABELA 5.
Wspoétczynniki wymiany obliczone w iteracji 2.
Wariant a® ES ad a® am a®
Wspélczynnik 0,051 0,056 0,061 0,118 0,177 0,071
wymiany

Zrédlo: opracowanie wlasne.

10. Przyjmujemy A’ := A /=3i przechodzimy do kolejnej iteracji.

Iteragja 3.

1. Przedstawiamy decydentowi macierz mozliwosci (tabela 6.) oraz oceny warian-
tu probnego: fi(a) = 202,340; £(aM) = 0,08.

TABELA 6.
Macierz mozliwosci w iteracji 3.

Oczekiwany koszt | Prawdopodobienstwo opoznienia
Warto$¢ optymistyczna 201,633 0,01
Warto$¢ pesymistyczna 206,635 0,25

Zrédlo: opracowanie wlasne.

2. Decydent jest usatysfakcjonowany przedstawionym wariantem probnym. Prze-
chodzimy do punktu (11)

11.  Koniec procedury.

Zgodnie z preferencjami decydenta, projekt nalezatoby rozpoczaé w lipcu.

5. Podsumowanie

W pracy przedstawiono rozwigzanie problemu wyboru momentu rozpoczecia pro-
jektu uzaleznionego od kursu wymiany walut. Z jednej strony, mozna liczy¢ na ko-
rzystny spadek kursu wymiany, z drugiej, wraz z op6znianiem rozpoczecia rosnie ry-
zyko przekroczenia dopuszczalnych termindéw zakoficzenia projektu. Zaproponowana
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metoda wykorzystuje interaktywne podejscie wielokryterialne 1 wspotczynniki wymiany.
Wybranymi kryteriami byly: oczekiwany koszt projektu oraz prawdopodobiefistwo
opdznienia. Przeprowadzona procedura moze zostaé zastosowana takze w innych dwu-
kryterialnych problemach dynamicznych.

Przyszte badania beda ukierunkowane w strong poszukiwania innych probleméw,
ktére mozna rozwigzaé dzigki zaprezentowanej metodzie. Nalezy do nich na przyklad
problem wyboru momentu rozpoczecia czynnosci niekrytycznej w metodzie Sciezki
krytycznej.

Wktad autoré6w w powstanie artykutu
prof. dr hab. Tadeusz Trzaskalik — opracowanie koncepcji i zatozen — 20%
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O ESTYMAC]I PREFERENC]I W SZTUCZNYCH SIECIACH
SPOLECZNYCH'

Streszczenie

W artykule rozwazano scenariusz, w ktérym administracja publiczna wykorzystuje internetows platforme
spotecznosciows do komunikacji z obywatelami 1 uzyskiwania informacji o ich preferencjach. Z platformy tej
korzysta tylko czgs¢ catej populacii (subpopulacja), co powoduje, Ze preferencje obserwowane na platformie
moga by¢ niereprezentatywne dla catego spoleczenstwa. W niniejszym opracowaniu uwzgledniono dwa pro-
blemy zwiazane z brakiem reprezentatywnosci preferenciji, tj.: (1) odmienna strukture demograficzna po-
pulacji i subpopulacji oraz (2) réznice w procesie dynamiki preferenciji w calej populacji i subpopulacji wyra-
Zajacej swoje opinie na platformie spotecznosciowej.

Dane wykorzystane w analizie obejmuja informacje o aktywnosci uzytkownikéw na platformie spotecz-
nosciowej, ich dane socjodemograficzne oraz dane o populacji pochodzace ze spisu powszechnego. W celu
badania dynamiki preferencji skonstruowano wieloagentowy model symulacyjny, w ktérym sie¢ spoteczng
przedstawiono za pomoca nieskierowanego grafu, gdzie wezly reprezentuja obywateli, a tuki ich relacje spo-
feczne.

! Niniejsze prace badawcze zostaly zrealizowane w ramach projektu ROUTE-TO-PA (Raising Open
and User-friendly Transparency-Enabling Technologies for Public Administrations) [http://routetopa.cu/], ktory
jest finansowany ze $rodkéw Europejskiego Programu w Zakresie Badaii Naukowych i Innowaciji ,,Hori-
zon 2020” na podstawie umowy o dotacje nr 645860. Autorzy wyrazaja réwniez podzigkowanie anonimo-
wym recenzentom za ich uwagi dotyczace tresci artykutu.
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W procesie analizy najpierw jest generowana sztuczna populacja i na niej jest symulowana dynamika pre-
ferencji. Nastepnie losowo, metoda kuli $nieznej (ang. snowballsampling) sa wybierane rézne niereprezentatyw-
ne subpopulacje, na ktérych sa testowane algorytmy uogdlniania preferencii przez odtwarzanie dynamiki calej
populacji. Miara jakosci modelu jest zgodno$¢ preferencji miedzy subpopulacja a cala populacja. Rezultaty
przeprowadzonych symulacji wskazaly na skutecznos¢ zastosowanej metody: wraz z kolejnymi krokami sy-
mulacji wzrasta zgodno$¢ miedzy populacja rzeczywista a syntetyczng. Okazalo si¢ réwniez, Ze najistotniej-
szymi determinantami bledéw uogdlniania preferencji sa model dyfuzji preferencii oraz waga opinii wiasnej
agenta.

Stowa kluczowe: dynamika preferencji, modelowanie sieci spotecznych, symulacje wieloagentowe

PREFERENCE ELICITATION IN SYNTHETIC SOCIAL NETWORKS
Summary

The paper considers a scenario in which public administration (PA) uses an online social platform to col-
lect information on citizens' preferences. However, the opinions of the sub-population that uses the online
platform might be not representative. The author develops a method for generalization of the dynamics of
the preferences observed on the social platform onto the entire population. The available data include infor-
mation collected by the PA from the online platform (assuming that it is run and administered by the PA)
and census data regarding the population. Hence, the PA has access to basic personal data of platform users
(e.g. gender and age), position in the online social network, and opinions revealed on the platform. The
online users' data can be analyzed along with the aggregated census data on the entire population. The author
has implemented a multi-agent simulation model that takes into account the distribution of personal attrib-
utes, social network data, and opinion diffusion dynamics. The analysis involves showing how different algo-
rithms enable generalization of preferences collected by the online platform to the entite population. The re-
sults of the analysis prove that the proposed method is efficient in the preference elicitation process — with
each simulation step, the preference congruence level between real and synthetic populations increases. The
main determinants of preference elicitation errors include the preference diffusion model and the weight of
the agents’ own opinions.

Key words: preference dynamics, social network modelling, agent-based simulation

JEL: C6, C8,C9, R5

1. Wstep

Celem pracy jest konstrukcja metod uogdlniania preferencji z niereprezentatywnej
podpopulacii na cala populacj¢ z uwzglednieniem procesu dyfuzji preferencji w sieciach
spolecznosciowych. Potrzeba stworzenia takiego podej$cia powstata w trakcie realiza-
¢ji projektu ROUTE-TO-PA finansowanego w ramach programu Unii Europejskie;
»Hortizon 2020” (numer grantu 645860). Gléwnym produktem projektu ROUTE-
TO-PA jest platforma spotecznosciowa Social Platform for Open Data (SPOD,
http://spod.routetopa.cu/). Platforma SPOD umozliwia interakcje pomiedzy obywate-
lami oraz interakcje obywateli z administracja publiczna. Interakcje te maja opierac si¢ na
otwartych danych, a mianowicie: administracja publiczna udostgpnia obywatelom na
platformie SPOD informacje dotyczace alokacji oraz wydatkéw srodkéw publicznych.
Na ich podstawie obywatele moga monitorowac i kontrolowa¢ podejmowane przez nia
dziatania administracyjne i tym samym wplywaé na wzrost ich efektywnosci.
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Jednoczesnie platforma SPOD jest wykorzystywana przez administracj¢ publiczng
w celu zbierania informacji o preferencjach obywateli. Preferencje i opinie wyrazane
przez uzytkownikow portalu, ktorzy stanowia pewna czes¢ calego spolteczenstwa (sub-
populagie), administracja publiczna uogélnia na calg populacje. Dzigki temu, bazujac
na pelniejszej wiedzy o potrzebach i preferencjach spoleczenstwa, jest w stanie efektyw-
niej podejmowac wszelkie decyzje administracyjne.

Dane wykorzystane w analizie obejmuja, informacje o aktywnosci uzytkownikéw na
platformie spoleczno$ciowej, ich dane socjodemograficzne podane w procesie rejes-
tracji oraz dane o calej populacji pochodzace ze spiséw powszechnych. Dostepne dane
o uzytkownikach obejmuja: plteé, wiek, status spoleczny, informacje o zatrudnieniu i dy-
namike wyrazanych opinii.

Zalozenie, ze rozklady cech spoteczno-demograficznych wsréd uzytkownikow inter-
netowego portalu spotecznego sg zblizone do rozkladu w catej populacji nie musi by¢
prawdziwe. Rozktady te moga rézni¢ si¢ miedzy populacja a subpopulacja, co prze-
ktada si¢ na niereprezentatywno$¢. Nalezy w tym miejscu wyr6zni¢ dwa bledy systema-
tyczne, charakterystyczne dla opisywanego problemu: selkction bias oraz persuasiveness bias.
Selection bias wiaze si¢ z niereprezentatywna dla calego spoteczenstwa préba uzytkow-
nikéw portalu internetowego, na podstawie ktorej maja by¢ dokonywane uogélnienia
na cala populacje. Z kolei, persuasiveness bias dotyczy sytuaciji, w ktérej kilku przekonuja-
cych uzytkownikow portalu moze mie¢ znaczacy wplyw na dynamike preferencji i tok
calej dyskusiji.

W celu modelowania dynamiki preferencji takich probleméw, zostata skonstruowana
innowacyjna metoda wykorzystujaca podejscie symulacyjne: wieloagentowy model dy-
namiki preferencii (ang. gpen data governance model — ODGM). Jego zadaniem jest z jedne;j
strony dostarczenie administracji publicznej informacji na temat aktywnosci uzytkow-
nikéw platformy, w tym wyrazane przez nich opinie i preferencje oraz ich pozycja w sie-
ci spolecznej, a z drugiej strony ma on w efektywny sposob uogdlniac te preferencje na
calg populacje. Model dynamiki preferencji opiera si¢ na symulacjach wieloagento-
wych, w wyniku ktérych jest mozliwe przeprowadzenie zaawansowanej analizy statystycz-
nej 1 wizualizacji wykonanych eksperymentéw symulacyjnych. Zostal on zbudowany
w $rodowisku MASON i napisany w jezyku Java. Wykonaniu analiz statystycznych
1 wizualizacji postuzyly pakiety GNU R i Python.

Na pottrzeby niniejszego artykulu nastepujace stowa: subpopulagia, priba i podpopulagja
oraz populagia s3tuczna i populaga syntetyezna beda uzywane zamiennie. Analogicznie, wy-
razenia administragia publiczna 1 samorzad beda, traktowane jako synonimy. Uogd/nianie prefe-
rencji jest opisywane takze jako ich generalizowanie czy odtwarzanie, a pojecia: platforma
spotecznosciowa, platforma spotecina i platforma internetowa odnosza si¢ do strony interne-
towej umozliwiajacej interakcje pomiedzy obywatelami oraz interakcje obywateli z ad-
ministracjq publiczna.

Struktura artykutu jest nastepujaca: w rozdziale 2. przedstawiono problem estymo-
wania dynamiki preferencji w sztucznych sieciach spolecznych; w rozdziale 3. opisano
wykorzystana metodologie, w rozdziale 4. zaprezentowano zastosowane narzgdzia oraz
wyliczono kolejne etapy modelowania, a w rozdziale 5. ukazano wyniki analizy symula-
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cyjnego modelu wieloagentowego przeprowadzonej na danych dotyczacych populaciji
wloskiego miasta Prato, znajdujacego si¢ w regionie Toskanii.

2. Problem rekonstrukcji dynamiki preferencji w sztucznych sieciach
spotecznych

Dobra komunikacja na linii samorzad — mieszkaricy jest niezbedna w celu lepszego zro-
zumienia potrzeb 1 preferencji mieszkancow przez administracje publiczna. Z kolei, lep-
sze zrozumienie obywateli przyczynia si¢ do podejmowania bardziej efektywnych de-
cyzji administracyjnych i do prowadzenia $§wiadomej polityki samorzadowej. Odpo-
wiedzigq na potrzebe poprawnej komunikacji sq platformy spolecznosciowe, ktore sta-
nowig miejsce dyskusji na tematy decyzji administracyjnych pomiedzy mieszkafcami
(C2C — citizen-to-citizen) oraz mieszkancow z administracja (C2G — citizen-to-government).
W literaturze pokazano, ze platformy spoteczne promuja kulture przejrzystosci, otwat-
tosci informacji i w efekcie sprzyjaja zmniejszaniu korupcji [Bertot, 2010]. Co wiecej,
platforma spotecznosciowa to nie tylko miejsce komunikacji samorzadéw z mieszkan-
cami, ale réwniez miejsce dyskusji samych mieszkafncow na tematy administracyjne, co
umozliwia samorzadom bezposrednia obserwacje wymiany zdai pomiedzy obywatelami
1 §ledzenie ich opinii. Dzigki platformom administracja publiczna ma wglad do prefe-
rencji mieszkancow w wielu obszarach, wigc moze zwraca¢ uwage na priorytetowe kwe-
stie, to jest takie, ktore w danym momencie sa najwazniejsze dla obywateli i o kto-
rych goraco dyskutuja. Koncepcja platformy spotecznosciowej jest zgodna z ideami gpen
government 1 gpen data.

Administracja publiczna na podstawie danych z platformy powinna méc wyciagnac
whnioski o rozkladzie preferencii dla catej populacji. Subpopulacja aktywna na platformie
nie stanowi jednak catej populacji. Uzytkownicy platform internetowych nie sq dobra
reprezentacja calej populacji 1 jej charakterystyk, takich jak: ple¢, wiek czy poziom wy-
nagrodzenia. Wnioski wyprowadzone wylacznie na podstawie preferencji subpopulacii,
czyli uzytkownikow platformy, obarczone sa ryzykiem stronniczosci. Dotyczy to takich
kwestii, jak opinia wigkszosci spoleczefistwa badz rozklad zréznicowania opinii miesz-
kadcéw. Ryzyko zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem liczby uzytkownikéw platformy, jed-
nakze pozostaje na wysokim poziomie, zwlaszcza w poczatkowych fazach zycia por-
talu. W zwigzku z powyzszym, aby uogélni¢ jakiekolwiek informacje z platformy, admi-
nistracja publiczna powinna uwzgledni¢ jakos$ciowy i ilosciowy charakter niejedno-
rodnosci respondentéw w odniesieniu do takich aspektow, jak spoleczna czy demo-
graficzna struktura subpopulacji i populacji.

Zwykle w klasycznych metodach statystycznych, w celu poznania opinii populacji na
dany temat, jest przeprowadzana ankieta, dzigki ktérej respondentow wybiera si¢ tak,
aby préba byla reprezentatywna dla danej populacji, t. jej struktura powinna by¢ zbiezna
ze struktura populacji w maksymalnie wielu wymiarach. Proba jest konstruowana
zgodnie z zamystem i potrzebami badaczy. W przypadku portalu spolecznosciowego sy-
tuacja jest catkowicie odmienna: nie ma kontroli nad tym, kto si¢ na niej rejestruje 1 kto
z niej korzysta. Mozna powiedzied, ze proba jest samoistnie tworzona. Struktura uzyt-
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kownikéw platform nie jest tozsama ze struktura ze spiséw ludnosci, ale mozna za-
tozy¢, ze koreluje z tymi danymi przynajmniej wzdtuz niektérych wymiaréw, takich jak:
wicek, przychod badz skfonno$é do wyrazania opinii (otwartosé, radykalizm). Mimo ko-
relacji, nie jest mozliwe uogdlnienie opinii wyrazanych na portalach spotecznosciowych
na calg populacje przy wykorzystaniu klasycznych metod statystycznych.

Poza cechami charakterystycznymi dla spiséw ludnosci, portale spotecznosciowe
dostarczaja nowego wymiaru informacji, ktora jest zawarta w polaczeniach i sieciach
pomiedzy uzytkownikami. Informacje te sa odzwierciedlane poprzez wyrazane przez
mieszkancow poglady na dany temat oraz dyskusje pomiedzy uzytkownikami, czesto
nieznajacymi si¢ nawzajem. Oddziatywania on-line moga mie¢ charakter bezposredni,
na przyktad, gdy dwoch obywateli oddziatuje na siebie podczas dyskusji na dany temat
albo posredni, na przyklad, gdy okresleni uzytkownicy omawiajg ten sam temat na in-
nym forum z innymi uzytkownikami albo publikuja swoje opinie publicznie i kazdy uzyt-
kownik moze je zobaczy¢. Na potrzeby artykulu nalezy przyjaé zalozenie, Zze polacze-
nia miedzy obywatelami, ustalone za posrednictwem platformy internetowej, nawiazu-
ja do sytuacji, w ktorej dwoje obywateli bierze udzial w dyskusji nad danym tema-
tem, niezaleznie od tego, czy oddzialuja miedzy soba bezposrednio czy posrednio.

Uogoélnianie preferencii jest klasycznym problemem w statystycznej 1 ekonomicz-
nej literaturze o nastgpujacej postaci: badacz chee poznaé preferencje catej populacii,
ale posiada jedynie preferencje matej préby. W idealnym przypadku, gdy proba jest lo-
sowa, mozna uogolni¢ wyniki bezposrednio na cala populacje (Srednia w probie jest
nieobcigzonym estymatorem $redniej w populacji) i nastgpnie mozna obliczy¢ blad
estymacji. Jesli proba nie jest reprezentatywna, to wnioskowanie o populacji nie jest
mozliwe lub wnioskowanie takie wymaga zastosowania innych narzedzi statystycznych.
W szczegolnosci wyniki moga zosta¢ odpowiednio przeskalowane, wykorzystujac statys-
tyczne metody. W kontekscie sieci spolecznosciowych sytuacja jest jeszcze bardziej
skomplikowana, poniewaz stronniczo$¢ nie wystepuje wylgcznie w odniesieniu do
réznych rozkladéw subpopulacii i populacji (selectionbias), lecz takze ze wzgledu na proce-
sy spoleczne, czyli zmiany opinii w konsekwencji interakgji spolecznych wérdd obywate-
li, ktére moga mie¢ odmienna forme dla subpopulacji i populacji (persuasiveness bias). For-
malnie oznacza to, ze dyfuzja (rozprzestrzenianie si¢) preferencji w subpopulacji jest od-
mienna od dyfuzji preferencji w calej populacji. W najgorszym scenariuszu ta odmienna for-
ma procesoéw spolecznych moze prowadzi¢ do jeszcze wigkszego bledu niz ten wyni-
kajacy z réznych rozkladéw cech socjodemograficznych w subpopulacii 1 populacii.
W takich sytuacjach tradycyjne miary statystyczne wraz z poprawka na korekcje bledu
zwracalyby wyraznie gorsze wyniki od zaproponowanej metody prezentowanej w ni-
niejszym artykule.

W pracy uwzgledniono dwa problemy zwigzane z brakiem reprezentatywnosci pre-
ferencji: (1) odmienng strukture demograficzna populacii 1 subpopulacji oraz (2) rézni-
ce w procesie dyfuzji preferencji w calej populacji i subpopulacji wyrazajacej swoje opi-
nie na platformie spotecznosciowej.

Narzedziami wykorzystywanymi do modelowania systeméw spoteczno-gospodarczych
sg systemy wieloagentowe, opisywane w literaturze. Systemy spoleczno-gospodarcze sa
klasyfikowane jako systemy zloZone, co oznacza, ze system jako calos¢ wykazuje od-



36 Marcin Czupryna, Przemystaw Szufel. ..

mienne, zagregowane cechy w skali makro, od tych, ktére mozna wywnioskowaé z pros-
tego sumowania cech na poziomie mikro (poszczegdlnych dziatan indywidualnych
jednostek, gospodarstw domowych, przedsigbiorstw i instytucji, ktére stanowig czes-
ci calej populacji — makrosystemu).

Roéznice w postepowaniu na poziomie makro i mikro wynikaja z wzajemnych in-
terakcji pomiedzy jednostkami. Dlatego tez, w celu efektywnego modelowania zlozo-
nych systeméw spoleczno-gospodarczych, nie wystarczy uchwyci¢ zachowania poszcze-
go6lnych elementéw na poziomie mikro i nastepnie je zagregowacd, lecz wazne jest zro-
zumienie 1 odzwierciedlenie ogdlnej dynamiki systemu [Axtell, 2007; Tesfatsion, 2002].
Zasada ta stanowi baz¢ modelowania wieloagentowego, ktérego metodologia umoz-
liwia badaczom iloSciowe wyja$nianie ztozonosci zjawisk spotecznych i gospodar-
czych.

Za pomocy modeli wieloagentowych mozna objasni¢ zachowania obserwowane
w skali makro, ktore wystepuja w wyniku oddzialywania dziatan w skali mikro (np. efek-
ty sieciowe). Takie podejscie konstruowania modeli jest okreslane jako metoda oddolna
(ang. bottom-up) [Oeftner, 2009], co oznacza, ze model jest projektowany na poziomie
mikro, na ktérym interakcje i zachowania poszczegdlnych agentéw zostaly okreslone,
a nastgpnie na poziomie makro jest obserwowana dynamika jako wylaniajacy si¢ rezul-
tat modelu symulacji [Tesfatsion, 2002; Pyka, Fagiolo, 2005]. Same interakcje w mo-
delu wiaza si¢ z tym, ze agenci bezpo$rednio na siebie oddzialuja, a ich decyzje zaleza
od przesztych i obecnych wyboréw dokonywanych przez siebie i innych agentéw [Fagiolo,
1998]. Interakcje te sa $cisle nieliniowe, a kryteria wyboru w modelach wieloagento-
wych sa zloZzone i obejmuja wiele wymiaréw. Ponadto, moga pojawi¢ sie petle sprze-
zenia zwrotnego pomiedzy poziomami mikro i makro. Wszystkie te cechy modeli wie-
loagentowych wplywaja na endogenicznosé i niestacjonarnoé¢ systeméw, ktére pro-
wadza do wylaniania si¢ nowych wzorcoéw zachowan. Nowe wzorce z kolei wymu-
szaja adaptacje agentéw do nowego §rodowiska i napedzaja ich uczenie sig, ktére jest
zaimplementowane w wielu modelach wieloagentowych [Windrum, Moneta, 2007].

Modelowanie wieloagentowe uchyla, wystepujace w standardowym modelowaniu
ckonomicznym, zalozenie o jednorodnosci populacji agentéw, w ktérym kazda osoba,
gospodarstwo domowe, firma itd. sa identyczne i w pelni racjonalne. Przez pelng rac-
jonalno$¢ nalezy rozumieé to, ze posiada pelna wiedze, na jej podstawie podejmuje
optymalne decyzje i nie ponosi kosztow w procesie podejmowania decyzji. Takie podej-
$cle z pewnosciq nie jest empirycznie uzasadnione, chociaz w niektorych przypadkach
jest wystarczajace i zapewnia zadowalajaca moc predykcyjna. Jednak, gdy celem ana-
lizy jest wyjasnienie efektéw interakeji pomiedzy agentami, to kluczowe jest uznanie, ze
agenci sa rézni i nie do kofica racjonalni, czyli zalozenie o ich jednorodnosci nalezy
uchyli¢.

Zasadnicza cechga modelu wieloagentowego jest to, ze zawiera on wiele heterogenicz-
nych elementéw, tj.: indywidualnych jednostek, gospodarstw domowych, rodzin, firm
itp., ktére dostosowuja swoje dziatania do dynamicznie zmieniajacego sie §rodowiska.
Zazwyczaj agenci tworzg hierarchie, np. grupa oséb stanowi gospodarstwo domowe
oraz polaczenia, np. sieci spoteczne. Te trzy elementy, tj. heterogeniczno$é, zachowanie
adaptacyjne i skomplikowane relacje miedzy jednostkami, sugeruja, ze cho¢ teoretycznie
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jest mozliwe zapisanie pelnej, matematycznej specyfikacji tego modelu, w praktyce nie
jest to mozliwe. Co wiecej, wlasnie w praktyce to kod komputerowy jest powszechnie
stosowang i akceptowana metoda szczegétowej specyfikacji takich modeli. Ponadto,
nie tylko okreslenie specyfikacji modelu jest skomplikowane. Przy rozwiazywaniu takich
modeli wrecz niemozliwe jest korzystanie ze standardowych narzedzi matematycznych.
Alternatywnie wykorzystuje si¢ symulacje komputerowa. Podsumowujac, specyfikacja
modelu wieloagentowego ze wzgledu na jego zlozonosc¢ nie jest jednoznaczna (ang.
explicit), czyli nie jest to model matematyczny, ale domyslna (ang. iplicit) — jest to kod
komputerowy. Analogicznie, metoda analizy nie jest dedukcyjna (dowodzenie twier-
dzet)), ale indukcyjna (analiza statystyczna wychodzaca z symulacji komputerowej)
[Kaminski, 2012].

Model wicloagentowy jest odzwierciedlany i analizowany za pomoca symulacji kom-
puterowych, co z kolei wprowadza kilka ograniczed. Najwazniejszym z nich jest li-
czebno$¢ agentéw w modelu. Modelowanie populacii sktadajacej si¢ z milionéw jed-
nostek na ogot jest niewykonalne (ale mozliwe), gdyz wymaga ogromnych mocy oblicze-
niowych. Jako alternatywe konstruuje si¢ syntetyczna populacje agentéw, ktére z reguly
zawieraja mniej jednostek — np. w skalach tysiecznych. W sztucznych populacjach cha-
rakterystyke agentéw wybiera si¢ tak, aby dokladnie reprezentowali oni populacje rze-
czywista. Typowym rozwiazaniem jest zebranie zagregowanych danych o rozkladzie cha-
rakterystyk jednostek w prawdziwym zyciu (np.: ple¢, wiek, dochdd, lokalizacja) wraz
z ich wspolzaleznosciami i stworzenie syntetycznej populaciji, ktéra cechuje si¢ po-
dobnymi rozktadami. Do metod, stuzacych rekonstrukcji syntetycznych populacji, na-
leza m.in.: podejscie kombinatoryczne (ang. combinatorial approach) czy metoda Monte
Catlo [zob. np. Haung, Williamson, 2001]. Ta druga zostata wykorzystana w analizie opi-
sywanej w niniejszym artykule.

Wazna zaleta podejscia syntetycznej populacji w modelowaniu wieloagentowym jest
to, ze pozwala ono rozwaza¢ rézne rzeczywiste scenariusze. Oznacza to, ze mozna nie
tylko rozwazac i modelowac¢ zachowanie rzeczywistej populacji (jak na przyklad w mo-
delowaniu ekonometrycznym), ale mozna réwniez rozwazaé scenariusze ,,co bedzie,
jesli...”, zakladajac rozmaite, prawdopodobne schematy przysztych zdarzen. Dodatko-
wo, modele wieloagentowe pozwalaja takze analizowad, w jaki sposéb dany system za-
chowuje sie w okreslonych okolicznodciach i jakie sa konsekwencje zmian w jego struk-
turze.

W sktad modelu symulacji wieloagentowej wchodza nastepujace typy elementow:

—  agenci, przez ktorych rozumie si¢ obiekty o zdefiniowanym typie (np.: gospo-

darstwa domowe, banki, firmy czy rzad) i zaimplementowani do symulowanego
srodowiska gospodarczego jako podmioty autonomiczne i interaktywne. Cha-
rakteryzuja si¢ mikro-parametrami, ktérymi moga r6znic si¢ (np. typ wyksztat-
cenia czy wieku). Mikro-parametry sa state lub zmienne w stosunku do kolej-
nych iteracji symulacji. Kazdy agent ma zbiér decyzyjnych mikro-zmiennych,
ktore sa aktualizowane zgodnie z zasadami ex ante, biorac pod uwage reguly
decyzyjne w modelu;

—  Struktura interakgji definiujaca, ktorzy agenci wspoltdziataja ze soba 1 w jaki spo-

sOb;
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—  cgas, modele sa symulowane w dyskretnych krokach czasowych, np.: dzieq,
tydzien czy miesiac. Rézne rodzaje decyzji moga by¢ podjete w rozmaitych ra-
mach czasowych,

—  makro-gmienne, ktore sa wynikiem okreslonej agregacji mikro-zmiennych. Niektore
z nich moga by¢ niezaleznie definiowane na poziomie makro (np. stopy pro-
centowe).

Model wieloagentowy jest zazwyczaj tak skomplikowany, Ze nie da si¢ go doktad-
nie sparametryzowac, wykorzystujac dane empiryczne. Na ogoét nalezy go kalibrowac
i testowac jego zachowanie w stosunku do réznych wartosci jego parametréw.

Ostatnim etapem modelowania wieloagentowego jest zebranie wynikéw wykona-
nych symulacji oraz meta-modelowanie. Meta-modelowanie jest kluczowym elementem
analizy symulacji [Kleijnen, 2000; Santos, 2007] 1 polega na objasnianiu stochastycznych
relacji miedzy parametrami wejsciowymi a wyjSciowymi modelowanego systemu. Meta-
modele (przyblizenia) mogg by¢ uzyteczne ze wzgledu na swoje trzy gtéwne cechy,
a mianowicie: (1) zrozumialy ksztalt relacji miedzy elementami wejscia (ang. inputs) a wy-
nikiem (ang. outputs), (2) predykcja oraz (3) optymalizacja [Barton, 1992]. Te trzy ce-
chy meta-modeli wymagaja réznego podejscia do: wyboru ich funkcjonalnej specy-
fikacji, konstrukcji eksperymentu symulacji i estymacii parametrow.

3. Metoda rekonstrukcji dynamiki preferencji w sieciach spotecznych

W niniejszym rozdziale zaprezentowano autorska procedure (algorytm) rekonstruksi
dynamiki preferengii w sztueznych sieciach spotecznych wykorzystujaca, wieloagentowy model symmnla-
aymy. Procedura ta uwzglednia metody estymacji struktury sieci polaczen spotecznoscio-
wych oraz metody modelowania dynamiki opinii w sieciach opisywane w literaturze.

Proponowany algorytm wyglada nastepujaco: w punkcie wyjscia sa dostepne dane
ze spisu spolecznego oraz dane z internetowego portalu SPOD, w tym dane demograficzne
podane przez uzytkownikéw podczas rejestracii, a takze informacje o polaczeniach po-
miedzy nimi (uzytkownicy portalu maja mozliwos$¢ wyboru kregu swoich znajomych spos-
r6d uzytkownikéw portalu poprzez wysylanie lub akceptacje odpowiednich zaproszen).
Ponadto, zaktada sie, ze kazdy agent moze ujawnic jedna z trzech opinii: (1) za, (2) obo-
jetny, (3) przeciw.

W pierwszym kroku na podstawie danych ze spisu ludnosci jest generowana sztucz-
na populacja, ktéra pod wzgledem rozkladéw cech jest zblizona do populacji rzeczy-
wistej. Nastepnie na podstawie obserwowanej proby, czyli polaczen pomiedzy uzyt-
kownikami portalu spotecznosciowego, jak réwniez ich indywidualnych cech jest re-
konstruowana siatka polaczen na cala syntetyczna populacje. Celem okreslenia praw-
dopodobienistwa istnienia polaczeft pomigdzy agentami, nalezacymi do syntetycznej
populacji, zastosowano model regresji logistycznej. Zmiennymi objasniajacymi w mo-
delu byly paty cech socjodemograficznych, w szczegdlnosci réznice pomiedzy wartos-
ciami tych cech dla obu agentéw. Wyznaczajac parametry modelu, przyjeto zasade,
ze im mniej agenci réznig si¢ od siebie (np. liczbg kategorii wieku, jaka ich dzieli),
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tym wyzsze jest prawdopodobiefstwo, ze przyjaznia si¢ (zjawisko hemofilii). Wzor przeds-
tawiono nastepujaco:

1
P(yy=1) = 7T

a0+a1xlxi—xi|+~-+an><|x}l—xn|

1+e

gdzie symbolem xt = [xi’, s x,ll] oznaczono wektor cech socjodemograficznych
agenta i.

W kolejnym kroku dla syntetycznej populacji agentéw wygenerowano ich opinie
pierwotne, czyli opinie wyrazane przez nich po raz pierwszy, na ktére pozostali oby-
watele i wyrazone przez nich opinie nie mieli jeszcze wplywu. W tym celu wykorzy-
stano model trinomialny, ktérego parametry zostaly oszacowane na danych pochodza-
cych z portalu spolecznosciowego: zalozono, ze jedna z trzech mozliwych opinii wyra-
zanych przez danego agenta j w rundzie 0, oznaczona symbolem O(Vj, 0), zalezy od
jego indywidualnych cech, zgodnie ze wzorem:

ey(’;"+y{‘xx{+m+y,’{><x{l

P(o(vj,O) = k) =

k kyod Kyod®
1 +y1 XX+ Y XX
Zk:—l eVo Ty xXxy Yn XXy

Nastepnie dla réznych wartosci parametru 3, ktéry odzwierciedla wage przywiazania
danego agenta do wlasnej opinii (3 — waga opinii wlasnej agenta, 1-8 —waga wplywu
opinii agentéw sasiadujacych), jest przeprowadzany eksperyment symulacyjny. Agenci
w kolejnych krokach symulacji wchodza w interakcje z przyjaciéimi, co przeklada sie
na zmiane ich opinii. Modelowanie dynamiki opinii w opisywanym algorytmie wyglada
nastepujaco: w kolejnych iteracjach preferencje agentdéw sa aktualizowane jako liniowa
$rednia wazona opinii danego agenta oraz opinii agentéw sasiadujacych. Przyjete po-
dejscie nalezy do prostszych metod modelowania dynamiki preferencji [de Groot, 1977],
w odréznieniu od metod wykorzystujacych podejscie Bayesowskie [zob. np. Acemoglu,
Ozdaglar, 2011]. Jednak mogloby zosta rozszerzone np. o wagi zmienne w czasie
[Krause, 2000] czy tez poprzez wprowadzenie tzw. upartych agentow (ang. stubbornagents),
ktorzy nie zmieniaja swojej opinii pod wplywem innych agentéw. Ostatecznie wynik
otrzymany za pomocg eksperymentu symulacyjnego na catej populacji jest poréwny-
wany ze struktura preferencji w obserwowanej prébie, czyli w grupie uzytkownikéw
portalu internetowego.

Przyjmijmy, ze agent j posiada # sasiadujacych agentéw, a rozktad ich opinii opi-
suje wektor m(v), zgodnie ze wzorami:

n= N,
ke{-1,0,1}
n_q4 Nng Ny

n(v) = (==, 2)

’ ’
n n n
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Dla kazdego agenta i kazdej kolejnej rundy rozwazono trzy alternatywne sposoby
aktualizacji opinii w rundzie r, takie jak:

o(vj,r +1) « k",
a)  metoda $redniej opinii sasiadujacych agentow:

s=pBxo(v,r)+ (1—ﬁ)x%,

-1,s < -0,33
k* = {O, —-0,33 <s5<0,33,
1,s > 0,33

b) metoda dominujacej opinii sasiadujacych agentow:
s=pBX o(vj,r) + (1 —-pB) x o(max,r),

—1,n_q =Npex AN_1 F¥14
o(max,7) =1 0,ng = Nypgx VN4 =10y ,
1,ny = Npax AN_q F 14

Nmax = max(n_lno,nl),

-1,s < -0,33
k* = {O, -0,33<s5<0,33,
1,5s>0,33

¢)  metoda polaryzujacej opinii sasiadujacych agentéw:
k* = sign(ﬁ X 10 x o(vj, r) + ng — n_l).

Opisany wyzej algorytm odnosi si¢ do docelowej sytuacji, w ktorej sq znane dane
z portalu SPOD. Jednakze dane te nie sa jeszcze dostepne, wigc analiza opisywana w ni-
niejszym artykule musiata opiera¢ si¢ na sztucznie wygenerowanej probie uzytkowni-
kéw: w pierwszym kroku na podstawie danych ze spisu ludnosci, réwniez wygenerowa-
no sztuczng populacje (jej rozklad cech demograficznych odpowiadal populacji rzeczy-
wistej) 1 na niej zasymulowano dynamike dyfuzji (rozprzestrzeniania si¢) preferencji. Na-
stepnie losowo, metoda, kuli $nieznej z calej sztucznej populacji wybierano rézne poten-
cjalnie niereprezentatywne subpopulacje. Inne metody losowania proby dla sieci spotecz-
nosciowych szczegétowo opisano w przytoczonej literaturze [Frank, 1974]. Dla kazdej
subpopulacji testowano algorytmy uogoélniania preferenciji przez odtwarzanie dynamiki
calej populaciji. Miarg jako$ci modelu w takim podejsciu jest takze zgodnosé preferencji
wygenerowanych (symulowanych) i odtworzonych na podstawie wylosowanej subpopula-
cji. Zgodno$¢ taka byla rozwazana zaréwno na wylosowanej subpopulacii, jak i wygene-
rowanej calej syntetycznej populacji. Ostatnim etapem bylo zatem zbieranie wynikow
wykonanych symulacji oraz meta-modelowanie. W analizie prezentowanej w niniejszym
artykule meta-modelowanie ma dwa gléwne cele: zrozumienie i przewidywanie. W zwiaz-
ku z tym, oczekuje sig, ze otrzymane meta-modele maja dwie charakterystyki: prosta in-
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terpretacje swojej struktury oraz moc statystyczna. W analizie opisywanej w tym artyku-
le jako przyblizenie zastosowano lasy losowe, ktére naleza do klasy modeli posiadaja-
cych powyzsze dwie pozadane whasciwosci.

4. Narzedzia i etapy modelowania

Wieloagentowy model symulacyjny, umozliwiajacy rekonstrukeje preferencji w sztucz-
nych sieciach spolecznych, zostal zaimplementowany dzigki wykorzystaniu nastepuja-
cych oprogramowati typu Free Open Source: R, Java, Python, MASON, Weka, JUNG.
Na rysunku 1. zaprezentowano warstwy symulacji modelu ODGM. Zastosowane podej-
$cie pozwolito na poréwnywanie wynikéw dla réznych parametryzacji modelu i tym
samym umozliwilo testowanie wrazliwosci modelu na zmiany warto$ci parametrow.

RYSUNEK 1.
Warstwy parametréow w wieloagentowym modelu symulacyjnym

Powtdrzenia symulacji

ol I
Eil Wyniki symulacji 1 !
E: | E

_______________________________________

Kalibracja procesu generacji sztucznej populaciji

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Problemem w symulacyjnych modelach wieloagentowych o wysokiej liczbie para-
metréw moze by¢ duza liczba powtérzen symulacii, czyli przeszukiwanie bardzo ob-
szernej przestrzeni parametréw, co wymaga znacznej mocy obliczeniowej. Z tego wzgle-
du opisywany model symulacji zostal przeprowadzony na klastrze obliczeniowym
w chmurze Amazon Web Services. Do procesu zréwnoleglania obliczet wykorzystano
narzedzie Open Grid Scheduler, a w szczegblnosci jego implementacije przeznaczong do
wykorzystania w §rodowisku obliczet w chmurze — Star Cluster. Modut symulacji zostal
napisany w jezyku programowania Java, zaimplementowany w srodowisku symulacyjnym
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MASON i opieral si¢ na kilku bibliotekach typu Open Soutce. Syntetyczna populacja,
analiza 1 wizualizacja zostaly przeprowadzone w jezyku GNU R, wykorzystujac odpo-
wiednie biblioteki. Ponizej opisano kolejne etapy estymacji sztucznej populacji mias-
ta Prato 1 przeprowadzonych na niej symulaciji.

1. Stworzenie skryptu symulacji.
Analiza zagregowanych danych pochodzacych ze spisu ludno$ci miasta Prato.
Wygenerowanie sztucznej populaciji na podstawie powyzszych danych.
Zbudowanie siatki polaczen pomiedzy agentami w sztucznej populacji.
Stworzenie pierwotnych preferencji w sztucznej populacji.
Symulacja dynamiki dyfuzji preferencji w populacji.
Wybor préby subpopulacii.
Uruchomienie wtasciwej symulacji, czyli przeprowadzenie okreslonej liczby
symulacji dla danych kombinacji parametréw modelu (parametryzacji).

Kod Zrédlowy opracowanej implementacji modelu moze by¢ pobrany ze strony:
https:/ /bitbucket.org/pszufe/socialpreferencessimulation2/.

NI RN

5. Wyniki eksperymentéw symulacyjnych

Dane, na ktérych opierala si¢ niniejsza analiza, pochodzily ze spisu ludnosci we
wloskim miescie Prato i z danych rocznych deklaracji podatkowych, z ktérych pobrano
informacje o dochodach obywateli. Na koniec roku 2014 Prato zamieszkiwato 191 ty-
siecy ludzi. W analizie wykorzystano nastepujace cechy spolteczno-demograficzne: region
zamieszkania, plec, kategori¢ wickows, zawdd, stan cywilny 1 kategori¢ dochodu rocz-
nego. Na podstawie informaciji o wszystkich rozkladach brzegowych zmiennych wyge-
nerowano reprezentatywna probe 2 480 mieszkaicow, ktorej nastegpnie przyporzad-
kowano opinie pierwotne (bazujac na obserwowanych spoleczno-ekonomicznych ce-
chach) oraz na ktérej zasymulowano dyfuzje preferenciji. Z wygenerowanej populacji
losowano niereprezentatywne proby, na ktérych wykonywano eksperyment symu-
lacyjny. W celu wprowadzenia do modelu bledu reprezentatywnosci starsi mieszkanicy
mieli tendencj¢ do gtosowania ,,za”, a bogatsi do glosowania ,,przeciw’”.

W kazdym ze skoficzonych krokéw symulacji mozna bylo obserwowa¢ dynamike dy-
fuzji preferencji w populacji 1 w subpopulacji. W eksperymencie symulacyjnym roz-
wazono pieciowymiarows przestrzen parametrow, opisanych ponizej.

1. Model dyfuzji preferengi wskazujacy na sposéb, w jaki dany agent uwzglednia opi-
ni¢ innych agentéw, z ktérymi jest polaczony. Przyjeto trzy mozliwe mode-
le: (1) agent uwzglednia sredniq opinig sasiadéw; (2) agent uwzglednia dominnjacq
opini¢ sasiadow; (3) agent polaryzuje opinie sasiadéw, czyli juz po pierwszej run-
dzie symulacji musi by¢ albo za, albo przeciw: nigdy nie moze by¢ neutralny.

2. Srednia liczba polaczert determinujaca gestosé sieci polaczefi pomiedzy agentami.

3. Prgywiqzanie do opinii, czyli parametr beta 8€(0,1) homogeniczny dla wszystkich
agentow, reprezentujacy sile przywiazania agenta do wlasnej opinii ( — waga
opinii wlasnej agenta, 1-8 — wplyw opinii agentéw sasiadujacych). W anali-
zie przyjeto osiem poziomow tego parametru.
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4. Struktura opinii poczatkowych: parametr wyrazajacy typ opinii pierwotnej: kazdy
agent mogl wyrazaé na poczatku jedna z trzech opinii: za, neutralny, przeciw.
5. Rogmiar proby, czyli parametr reprezentujacy sposob, w jaki subpopulacja agen-
tow jest losowana. Przyjmuje szesnascie pozioméw.
Peten iloczyn kartezjanski powyzszej przestrzeni parametroéw zawieral 1 536 punktow
(5 parametréw pomnozonych przez liczbe przyjmujacych przez nie pozioméw). Dla
kazdej parametryzacji wykonano 30 symulacji, co facznie dato 46 080 wykonanych
eksperymentow symulacyjnych. Celem tych eksperymentéw byl pomiar zgodnosci
preferenciji miedzy preferencjami rzeczywistymi (w populacji rzeczywistej) a symu-
lowanymi (w wygenerowanej, syntetycznej populacji). Zgodnos¢ jest miarg stusznos-
ci zastosowanego podejcia do uogélniania preferencji w analizowanym problemie
badawczym. Rozumowanie to zostato zobrazowane na rysunku 2.

RYSUNEK 2.
Zgodnos¢ rzeczywistych i symulowanych preferencji jako miara jakosci
w podejsciu uogolniania preferencji
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podpopulaciji
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Jak si¢ okazalo, kolejne rundy symulacji prowadza do wzrostu zgodnosci preferencji
miedzy populacja rzeczywista a odtworzona zaréwno dla calej populacji, jak 1 dla sub-
populacji, co zostalo przedstawione na rysunku 3. Wykres z lewej strony reprezentuje
zgodno$¢ na calej populacji, czyli odsetek par zgodnych opinii koficowych, symulowa-
nych w procesie tworzenia syntetycznej populacji i odtworzonych na podstawie wy-
losowanej proby za pomocg algorytmu opisanego w niniejszym artykule, obserwowa-
nych na calej populacji syntetycznej. Analogiczne miary dla wylosowanej subpopu-
lacji zobrazowano na rysunku 3. po stronie prawej. W réwnej mierze na jednym, jak
i na drugim rysunku zgodnos¢ preferencji rosnie wraz z kolejnymi krokami symulacji,
a poziom zgodnosci jest zadowalajacy (90% na poziomie populacji).
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RYSUNEK 3.
Przyktadowe wyniki symulacji: zgodno$¢ populacji roénie zaré6wno w calej
populacji, jak i w podpopulacji
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Uwaga: linia ciagla przedstawia wartosci $rednie, natomiast linie przerywane prezentuja granice
przedziatu, w ktérym miescito si¢ 90% uzyskanych wynikéw symulacji.

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 4. przedstawia $redni btad uogélniania preferencji. Dla niezgodnych pa-
rametréw B $redni blad absolutny uogélniania preferenciji jest na wysokim poziomie
zaréwno na poczatku, jak i na koficu symulacji. Z kolei, dla zgodnych parametrow
B wraz ze wzrostem liczby symulacji $redni btad odtworzenia preferencji na podpopu-
lacji maleje.

Na ostatnim etapie za pomocg meta-modelu laséw losowych sprawdzono, ktéry
parametr jest krytyczny pod wzgledem wplywu na blad odtwarzania preferencji. Na
rysunku 5. zostaly zilustrowane wyniki poréwnania dwoch stanéw symulacji: na po-
czatku eksperymentu symulacyjnego i na koncu, czyli po wykonaniu symulacji na calej
przestrzeni parametréow. Mozna zauwazy¢, ze najbardziej istotnymi determinantami
bledéw uogdlniania preferencji sa model dyfuzji preferencji oraz waga opinii wlasnej
agenta (parametr 3). Zatem typ dynamiki dyfuzji opinii i przywigzanie do opinii wias-
nej agenta majq najwickszy wplyw na blad odtworzenia preferencii.

Dalsze wyniki analizy symulacji pokazaty réwniez, Zze blad reprezentatywnosci wzras-
ta réwnolegle z tym, jak opinie agentéw stajq si¢ jednorodne. Innymi stowy, spadek wa-
riancji opinii w populacji prowadzi do wzrostu bledu reprezentatywnosci.
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RYSUNEK 4.
Przyktadowe wyniki symulacji: Sredni btad uogélniania preferencji maleje
wraz ze wzrostem liczby iteracji symulacji
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

RYSUNEK 5.
Czysto$¢ wezta w metodzie laso6w losowych na poczatku i na koncu symula-
cji wykonanej na calej przestrzeni parametréw: 30 powtorzen dla kazdej para-
metryzacji. Determinanty bledéw odtwarzania preferencji
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Zrédlo: opracowanie wlasne.
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6. Podsumowanie

W opracowaniu przedstawiono estymowanie dynamiki preferensii w sztueznych sieciach spo-
tecznych, ktérego celem bylo stworzenie systemu efektywnego uwzgledniania preferen-
¢ji obywateli przez administracje publiczna w swoich decyzjach. W skonstruowanym
modelu rozwazano rzeczywista sytuacje, w ktorej za pomoca platformy spotecznoscio-
wej administracja udostepnia informacje na temat podejmowanych decyzji, umozliwiajac
obywatelom: monitorowanie, kontrole 1 wymiang zdan na temat swoich dziatan i wy-
datkéw publicznych. Jednoczesnie na podstawie tej platformy administracja publiczna
moze obserwowac¢ opinie mieszkaficéw 1 analizowa¢ ich preferencje. W celu efektyw-
nego i uwzgledniajacego preferencje calej populacji podejmowania decyzji administracyj-
nych, nalezy jednak uogélni¢ preferencje subpopulacji, czyli uzytkownikéw portalu
spolecznosciowego, na cala populacjg, a mianowicie na wszystkich obywateli. Anali-
za taka opiera si¢ na danych pochodzacych ze spiséw ludnosci, a w przysztosci moze takze
opiera¢ si¢ na danych z portalu spotecznosciowego, w szczegdlnosci na danych dotycza-
cych: logowania przegladanych baz danych, intensywnosci prowadzonych dyskusji, in-
dywidualnych preferencji czy sieci polaczen. W zaprezentowanych w artykule wyni-
kach wykorzystano dane o uzytkownikach portalu wygenerowane w symulacjach. Zas-
tosowanie opisanej metody do rzeczywistych danych o uzytkownikach portalu bedzie
przedmiotem dalszych badan.

Jako metode modelowania dyfuzji preferencji w sieciach spolecznosciowych wyko-
rzystano symulacje wieloagentowe. Podejscie to pozwolito na uogélnienie informacii
o preferencjach uzytkownikéw internetowej platformy spolecznosciowej na cala po-
pulacje, w celu umozliwienia administracji publicznej podejmowania decyzji odpowied-
nich dla wszystkich obywateli. W opracowaniu przedstawiono implementacje praktyczna
powyzszego modelu do danych dotyczacych prowincji Prato we Wloszech. Na podsta-
wie danych empirycznych wygenerowano sztuczng populacje liczaca 2 840 agentow,
na ktorej przeprowadzono lacznie 46 080 symulaciji. Rezultaty eksperymentu symula-
cyjnego potwierdzily skuteczno§é modelu: wraz ze wzrostem liczby symulacji wzrastata
zgodno$¢ preferencji miedzy populacja rzeczywista a syntetyczna. Zdiagnozowano
takze determinanty bledu uogélniania preferencji na cala populacje: sa to model dyfu-
zjl preferencji oraz waga opinii wiasnej agenta.
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METODA MONTE CARLO W OCENIE RYZYKA
FINANSOWEGO INWESTYCJI

Streszczenie

Zmiany uwarunkowan otoczenia decyzji inwestycyjnych moga znaczaco rézni¢ si¢ od przyjetych
w planach i to réznice miedzy zalozonymi uwarunkowaniami a ich rzeczywistymi wartosciami sa zr6-
dlem ryzyka finansowego inwestycji. Ocene ryzyka najpelniej rozwinal sektor finanséw. Nie oznacza to,
ze problem zostal w pelni zbadany i nie ma juz miejsca na nowe rozwigzania. Celem badania jest kon-
strukcja instrumentu pomiaru ryzyka finansowego inwestycji wykorzystujacego generator Monte Catlo.
Przyjeto miare efektywnosci inwestycji — stope zwrotu brutto, a jako$¢ instrumentu pomiaru ryzyka zwe-
ryfikowano empitycznie, szacujac ryzyko stopy zwrotu zakupu pakietu akcji banku przez Zakltad Ubez-
pieczen. Wynik uzycia Metody Monte Carlo potwierdza tezg o wzroscie ryzyka wraz ze wzrostem ocze-
kiwanej stopy zwrotu z inwestycji.

Stowa kluczowe: ryzyko finansowe inwestycji, instrumenty pomiaru ryzyka, metoda Monte Catlo

MONTE CARLO METHOD IN ESTIMATING FINANCIAL RISK OF INVESTMENTS
Summary

The problem of risk has been explored most exhaustively by the financial sector. This does not mean,
however, that the subject is closed to discussion. Forecasting the possible states of process risk is the
most crucial element of decision-making — not only in the field of finance. Most forecasts are character-
ised by low reliability — most frequently, they do not prove true. The study proposes a design of a flexible
instrument for measuring the financial risk of investment decisions, using the Monte Catlo generator.
The instrument is intended to enable the adjustment of decision-making processes so as to keep the
process risk within acceptable limits.

Key words: financial risk of investments, instruments of risk measuring, Monte Carlo method
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1. Wstep

Teoria i praktyka finansowania inwestycji szczegdlnym zainteresowaniem darzy kon-
cepcje rownowagi pomiedzy miara generowanych korzysci — zysku a niepewnoscia
wypracowywania tej formy premii. Niepewno$¢ jest blizej nieokreslona i czesto trud-
no ten stan wyskalowac. Ze wspomniang niepewnoscia taczy si¢ inne pojecie. Jest nim
ryzyko, przez ktére rozumie si¢ stan realizacji proceséw decyzyjnych w warunkach
zmienno$ci uwarunkowan otoczenia decyzyjnego!.

Celem opracowania jest ukazanie mozliwosci uzycia metody Monte Carlo do oceny
ryzyka finansowego inwestycji. O ile skutki funkcjonowania w warunkach niepewnosci
sg trudne do okreslenia z uwagi na brak badZz mato precyzyjne skalowania tego stanu, to
juz identyfikowalne skutki ryzyka pozwalaja na jego pomiar. W tym konteks$cie uzna-
nie miary ryzyka za miar¢ niepewnosci przyszlych korzysci jest w pelni uzasadnione.

Zmienno$¢ uwarunkowan otoczenia decyzyjnego sklania do uwzgledniania réznych
wariantéw scenariuszy procesow inwestycyjnych i w nastgpstwie pomiaru efektywno-
$ci kazdego z nich. Istota metody Monte Carlo jest mozliwos§é wygenerowania dowol-
nej, skoficzonej liczby wynikdéw inwestycji kapitalowej. Otwiera to szanse pomiaru
ryzyka, a w konsekwencji oceng stanu niepewnosci przyszlych korzysci inwestora. Pomiar
ryzyka przy uzyciu metody Monte Catlo jest szacunkiem przyblizonym, ale i takiej jakosci
informacja moze by¢ podstawg korekt procesu inwestycyjnego w warunkach ryzyka.

2. Finansowania inwestycji, niepewnosc¢, ryzyko

Finansowanie inwestycji wymaga odpowiedzi na fundamentalne pytanie o zrédla
kapitatu finansujacego projekty. Czy kapitalem dominujacym bedzie kredyt bankowy,
kapital pochodzacy z emisji akgji, kapital pochodzacy z emisji, obligacje, kapitat po-
mocowy czy kapital uzupelniajacy, czyli: kapital wlasny, krétkoterminowe kredyty ban-
kowe i pozyczki, emisja krotkoterminowych papieréw dluznych, leasing, zobowiazania
krétkoterminowe? Wybdr rodzaju kapitatu finansujacego inwestycje zalezy od: jego
dostepnosci, stabilnosci, terminowosci, doptywu w czasie jej realizacji, kosztu pozys-
kania, a takze reakcji wlascicieli na mozliwy spadek wartosci ich aktywéw [Hay, Mortis,
1987; Rappaport, 1986; Coates i in. 1993]. Rodzaj kapitalu inwestycyjnego wplywa na
efektywno$¢ inwestycji, bowiem nalezy uwzgledni¢ koszty pozyskania kapitatu.

Realizacja inwestycji jest monitorowana w kontekscie zgodnosci przyjetych w pla-
nach uwarunkowan otoczenia inwestycyjnego z ich aktualnym stanem. W przypadku
istotnych réznic narasta niepewno$¢ uzyskania planowanej stopy zwrotu?. Oznacza to

! Obszarem uwarunkowan bezposrednich organizacji sa: zasoby, kompetencje, strategie, mikrooto-
czenie, otoczenie konkurencyjne i makrootoczenie [Golebiowski, 2001, s. 103-119].

2 Interesujacy wynik uzyskat Mark K. Kritzman, a mianowicie dowiédt on, ze wartos¢ oczekiwana 3, okres-
lonej proby stip zwrotn na 0got priewyzsza grealizowang wartosé tef proby, podezas gdy bardziej prawdopodobne jest, e
losowo wybrany s3ereg stdp wrotu 3 tef proby nie osiqgnie wartosci ocgekiwane), nig, e ja pryewyzsgy [Kritzman, 2011,
s. 59].
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konieczno$¢ prowadzenia kontroli dynamiki i kierunku zmian uwarunkowanl otocze-
nia inwestycyjnego, a w konsekwencji wyboru wlasciwego scenariusza realizacji inwe-
stycijl.

Z niepewnoscia uzyskania zwrotu taczy sie ryzyko towarzyszace realizowanym pro-
cesom inwestycyjnym?. Postrzegajac ryzyko jako skutek wplywu turbulenciji uwarun-
kowan otoczenia inwestycyjnego na wynik podjetych dziatan, nie popetnia si¢ bledu uzna-
jac miare ryzyka za miar¢ stanu niepewnodci realizowanego procesu inwestycyjnego. Po-
miar ryzyka inwestycyjnego redukuje niepewno$¢ inwestora spowodowana wplywem
zmian otoczenia na realizowany cel inwestyciji.

2.1. Zr6dha niepewnosci

Procesy inwestycyjne s3 realizowane w otoczeniu uwarunkowan identyfikowanych
jako zasoby wlasne, takie jak: wiedza, kompetencje, kultura organizacyjna, potencjal pra-
cowniczy, struktura organizacyjna, majatek materialny 1 niematerialny, kapitaly. Zasob
wlasny dopetniaja czynniki bliskiego otoczenia rynkowego, tj.: potencjat konkurentéw
rynkowych, uwarunkowania §rodowiska naturalnego, zasoby rynku pracy, relacje z dos-
tawcami, cechy srodowiska kulturowego, ale takze makrootoczenia obejmujacego uwarun-
kowania: polityczne, ekonomiczne, prawne, finansowe, kulturowe [Thomson, Strickland,
1998].

Otoczenie inwestycyjne jest zrédlem niepewnosci. Zarzadzanie w warunkach zmian
uwarunkowan otoczenia u§wiadamia koniecznos$é uwzglednienia réznych wariantéw
inwestycyjnych, nawet jesli tylko niewielka liczba uwarunkowan otoczenia decyzyjne-
go ulega zmianom, ktére istotnie r6znia si¢ od inwestycji przyjetych w zalozeniach.

2.2. Metody analizy ryzyka

Ryzyko inwestycji jest skutkiem zmiennosci otoczenia decyzyjnego, a fundamentem
analizy ryzyka jest monitoring zmian jego uwarunkowan. Wynik analizy umozliwia iden-
tyfikacje decyzji majacych korzystny wplyw na cel inwestycyjny. Mozna na to spojrze¢
takze z innej perspektywy. Wyniki monitoringu moga mie¢ walor ostrzegawczy, bo-
wiem informuja o zagrozeniach realizacji celu inwestycyjnego.

Monitoring zmian uwarunkowan otoczenia decyzyjnego pozwala na ocene trendu
oraz dynamiki uwarunkowatl istotnych dla realizowanych celéw inwestycyjnych. Ocena ta
ma miejsce za sprawa

1. analizy wrazliwoéci celéw inwestycyjnych na zmiany uwarunkowan; jej wynik

stuzy okresleniu wartosci krytycznych uwarunkowan otoczenia decyzyjnego,
dzieki ktérym jest mozliwa realizacja planowanych celow;

3 Pojecia niepewnosci 1 ryzyka czesto sa postrzegane jako pojecia tozsame. Jest to nieuprawnione, bo-
wiem niepewno$¢ to niezmierzony stan ,,niepokoju” o rezultat podjetych dziatan, natomiast ryzyko jest
kategoria mierzalng i okresla liczbowo jego poziom.
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2. metod statystycznych do wyznaczania trendéw zmian uwarunkowan w horyzon-
cie realizacji inwestycji;

3. symuladji realizacji cel6w inwestycji wedtug zréznicowanych scenatiuszy, a w okre-
sie zwrotu nakladéw prowadzenia symulacji proceséw decyzyjnych zapewnia-
jacych planowany poziom efektywnosci inwestycji.

Analiza wrazliwos$ci celow inwestycyjnych na zmiany uwarunkowan realizowanego
procesu przy uzyciu metod prognozowania uwarunkowan ma umozIliwi¢ pogltebienie
analizy podjetego ryzyka. Dotyczy to waznej odpowiedZ na pytanie o granice dopuszczal-
nych zmian uwarunkowan otoczenia decyzyjnego stabilizujacych poziom ryzyka. Ana-
lize t¢ uzupetnia symulacja wynikow realizacji projektow inwestycyjnych w warunkach
réznych wariantéw scenariuszy dziatan. Wynik symulacji ma odpowiedzie¢ na pytanie,
ktore ze scenariuszy chronia najskuteczniej cel inwestycyjny przed skutkami podjetego
ryzyka. Jest to réwnowazne z redukcja stanu niepewnosci wyniku, a tym samym wy-
borem scenariusza procesu decyzyjnego.

2.3. Pomiar ryzyka inwestycyjnego

Inwestycja to rezultat nabycia lub wytworzenia sktadnikoéw aktywoéw: rzeczowych
majatku trwatego, warto$ci niematerialnych i prawnych, a w ujeciu praw majatkowych:
licenciji, znakéw towarowych, patentéw. Celem kazdej inwestyciji jest jej oplacalnosé.
Inwestor alokuje kapital, ponoszac naktady inwestycyjne, liczy na przyszte dochody.

Realizacja inwestycji jest procesem warunkowym, ktéry zachodzi w dynamicznie
zmieniajacym si¢ otoczeniu decyzyjnym, a zmiany otoczenia sa przyczyng niepewno-
$ci co do rezultatow realizowanego procesu inwestycyjnego. Mozliwo$¢ pomiaru nie-
pewnosci na kazdym etapie realizacji jest istotnym warunkiem ograniczajacym nieko-
rzystne skutki wystapienia réznic miedzy uwarunkowaniami planu inwestycyjnego a uwa-
runkowaniami otoczenia w toku realizacji inwestycji. Pomiar niepewnosci posrednio
jest realizowany dzi¢ki pomiarowi ryzyka inwestycyjnego. Literatura problemu jest za-
sobna i tym samym wyrdznia pomiar ryzyka majacy warto$¢ sprawozdawcza ex post oraz
pomiar o warto$ci ostrzegawczej ex ante. Pomiar ex anfe ma istotne znaczenie w procesach
zarzadzania w warunkach ryzyka. Pomiar ryzyka na podstawie biezacych informacji
o zmianach uwarunkowan otoczenia decyzyjnego umozliwia dobor skutecznych instru-
mentéw chroniacych realizowane procesy inwestycyjne przed niekorzystnym wplywem
zmian uwarunkowan.

Pomiary ryzyka inwestycyjnego, dokonywane metodami statycznymi badZ dyna-
micznymi, maja zréznicowana warto$¢ informacyjna. Rozni je rola czasu w procedu-
rze pomiaru efektywnosci inwestycji. W przeciwienistwie do metod dynamicznych, me-
tody statystyczne nie zakladaja zmienno$ci wartosci pieniadza w czasie*. Nie oznacza

4 Metody statyczne to: rachunek poréwnawczy kosztéw, rachunek poréwnawczy zyskdw, rachunek
rentownosci, okres zwrotu [Ostrowska, 1999; Rogowski, 2008], natomiast metody dynamiczne to: me-
toda wartosci biezacej NPV i metoda wewnetrznej stopy zwrotu IRR [Jajuga, 2009].
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to, ze wyniki uzyskane metodami statystycznymi sa bezwartosciowe, odwrotnie, maja zna-
czenie informacyjne 1 stanowia wstepna, przyblizona oceng ryzyka finansowego inwe-
stycjl.

Wyniki monitoringu dynamiki zmian uwarunkowan otoczenia decyzyjnego stanowia
podstawe proceséw prognozowania standéw otoczenia decyzyjnego. Naturalnym wy-
korzystaniem prognoz jest ich uzycie do szacowania ryzyka mozliwych scenariuszy za-
rzadzania procesem inwestycyjnym.

Problem pomiaru ryzyka nabiera szczegdlnego znaczenia wowczas, gdy uwarunko-
wania sg wielko$ciami jako$ciowymi — niematerialnymi. W powszechnej ocenie, zmien-
ne majace wymiar jakos$ciowy sa niemierzalne [Hubbard, 2014]. Jezeli jednak wazne
decyzje wymagaja uwzglednienia uwarunkowan przyjmujacych wartosci jakosciowe,
a w przypadku oceny ryzyka inwestycyjnego tak jest i decydent postrzega je jako niemie-
rzalne, to z duzym prawdopodobiefistwem mozna uznaé, ze nie zostana podjgte nawet
proby ich pomiaru. W rezultacie cze$¢ uwarunkowan, majacych wplyw na poziom ry-
zyka, nie jest uwzgledniana w jego pomiarze, tymczasem problem skutkéw pominigcia
nawarstwia si¢ w kolejnych fazach monitoringu zmian efektywnosci realizowanej inwes-

tycji.

2.4. Metoda Monte Catrlo

Stochastyczna natura zjawisk oznacza, ze jednoznaczne wskazanie wyniku pomiaru
zjawiska jest niemozliwe. Jezeli zalozy si¢ rozklad prawdopodobienstwa stanow badanego
zjawiska, to juz samo okreslenie przedzialu miary stanéw jest zadowalajacym wynikiem.
Koncepcja takiego rozwiazania siega XVIII wieku. Louis Leclerc hrabia Buffon, ana-
lizujac problem wnioskowania w warunkach ograniczonej wiedzy o zachodzacych zja-
wiskach, stwierdzil, Ze jesli przyczyny zjawisk sa jasne i zrozumiale, to sformutowaniu
wnioskéw moze postuzy¢ analogia lub powtarzalno$é zjawisk [Leclerc, 2010, s. 18
1 nastep.].

Koncepcja rozwigzania pomiaru, wedlug idei Leclerca, w obecnej formie zostala
opublikowana w 1949 roku przez Metropolisa i Ulama, a rozwiazanie jest znane pod
nazwa symulacji Monte Carlo’. Literatura problemu zna rézne definicje metody: [Halton,
1970, s. 2; Metropolis, Ulam, 1949, s. 335; Jackel, 2002; Sobol, 1975]. W wymienionych
pozycjach zdefiniowano zalozenia metody symulacyjnej. Na potrzeby tego opracowa-
nia wybrano sformulowanie Haltona. Jest ono zrozumiale, jak réwniez opiera si¢ na
znajomosci podstaw statystyki oraz analizy matematycznej. Zacytowano je ponizej.

Definigja. Metoda Monte Carlo jest to metoda repregentujqea rowiqanie problemu w postaci
parametru pewnej hipotetyezne populagi i ngywajaca sekwengi liczb losowych do skonstrnowania
proby losowej danej populagi, 3 ktdre to statystyczne oszacowania tego parametrn mogq byé otrgymane.

5 Zob. [Metropolis, 1987]. Instrumenty narzedziowe uzyte w metodzie maja swoje Zrédlo w analizie
gier losowych. Metropolis potwierdzil, ze Ulam zainspirowal go opowiadaniami o swoim wuju, namiet-
nym hazardziscie, bywalcu kasyn w Monte Catlo. Stanistaw Ulam urodzil si¢ w Polsce w rodzinie zy-
dowskiej, matematyk, przedstawiciel szkoly lwowskiej, wspéltwérca bomby termojadrowej (obywatel-
stwo amerykanskie przyjal dopiero w 1943 roku).
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Do wygenerowania hipotetycznej populaciji jest wykorzystywany generator liczb
losowych (ang. random number generator — RNG), a wynikiem dzialania generatora liczb
losowych sa liczby z przedziatu o rozkladzie jednostajnym. Z generatora o takim roz-
kladzie mozna uzyskaé generator o dowolnym, innym rozkladzie przez wyznaczenie
funkcji odwrotnej do dystrybuanty otrzymanej na podstawie wynikéw pierwszego ge-
neratora [Zielinski, 1979].

2.4.1. Metoda odwracania dystrybuanty

Zalozenia:

1. R —zmienna losowa o rozkladzie rownomiernym w przedziale (0,1);

2. F —pewna ciagla i $cidle rosnaca funkcja, taka, ze F(- 00) = 0, F(+00) = 1.

Niech zmienna losowa X jest funkcja odwrotng dystrybuanty rozktadu zmiennej
losowej R, to X = F-1(R).

Zatem z relacji P{X < x} = P{F'(R) <x} i P{F'(R) <x} = P{R < F(x)} = F(x)
wynika, ze zmienna losowa X ma rozklad o dystrybuancie F.

Niech {t.}, n = 1,2,... jest ciggiem liczb losowych o rozkladzie réwnomiernym
w przedziale (0,1), to ciag {xa}, n = 1,2,..., gdzie x, = F1(t,) jest ciagiem liczb loso-
wych o dystrybuancie F.

Praktyczne rozwiazanie zadania generowania ciagu liczb losowych {x.} podal
Kahn [Tocher, 1969; Zielifski, 1970], proponujac rozwiazanie przyblizone, mianowi-
cie aproksymante funkcji odwrotnej F-1:

exp(__ . j m \F (1

stad:

1 1+R
x =—In , 0<R< 1. 2
£ 1-K

Jezeli R ma rozklad réwnomierny w przedziale (0, 1), to X ma w przyblizeniu taki
rozklad jak wartos¢ bezwzgledna zmiennej losowej o rozktadzie normalnym (0, 1).
Zatozmy, ze zmienna losowa X ma rozkiad normalny N(0,1) o rozkladzie gestosci:

1 x?
o(x) = \/ﬂ exp(—;j, —00 < x <+o00, 3)

Wygenerowanie zmiennej Z o rozkladzie normalnym N(u, o) poprzedza wygene-
rowanie zmiennej X zgodnie z rozkladem (3), a nastgpnie wyznaczenie zmiennej
Z=ocX+u.

Metoda odwracania dystrybuanty w przypadku funkcji y = ¢ (x) obejmuje naste-

pujace zatozenia:
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' ( 1 2) 47 . 8 0 @
. EXp| == X |R ———— 5K =4 —, X ,
P2 (1+e")? ™

2. ograniczenie aproksymacji funkcji (3) do dodatniej polosi jest réwnoznaczne
z aproksymacja dystrybuanty rozkladu normalnego o parametrach N(0, 1) ucie-
tego do warto$ci dodatnich:

2
J :(p(x)’ = J= “kx 1> (5)
1+e
.. . 1. 1+y L.
3. 1z relacji (5) wyznaczamy funkcje x = Zln ) , 0< y<1, ktéra jest
-

przyblizeniem funkcji odwrotnej.
Jezeli zmienna losowa y ma rozklad réwnomierny w przedziale (0, 1), to zmienna
losowa x ma w przyblizeniu rozktad normalny uciety do wartosci dodatnich, tzn. roz-

klad o gestosci:
5 )
p(x) = ,/; exp XT , x> 08 ©6)

Funkcja rozkladu gestosci zmiennej losowej jest potencjalnym instrumentem re-
dukcji niepewnosci wynikajacej ze stochastycznej natury zjawisk ekonomicznych, bo-
wiem umozliwia przeprowadzenie procesu generowania ciagu wartosci losowych stop
zwrotu z inwestycji. Wprawdzie idea procedury pomiaru daje jedynie pewne przybli-
zenie miary, to juz sam fakt mozliwosci okreslenia jej przedziatu sprawia, ze wzrasta zasob
informacji, ktére stanowia fundament procesu podejmowania decyzji inwestycyjnych.

3. Ryzyko finansowania inwestycji

Przywilejem inwestora jest decyzja inwestycyjna, ale jednoczesnie to inwestor po-
nosi skutki podjetej decyzji. Analiza biezacych uwarunkowan decyzji obejmuje takze,
co oczywiste, pomiar stopy zwrotu z inwestycji w aktualnych uwarunkowaniach.

Stopa zwrotu inwestycji jest definiowana jako relacja §redniego rocznego zysku
w okresie zwrotu nakltadéw do skali finansowania inwestycji’.

Analiza ryzyka finansowania inwestycji koncentruje si¢ na monitoringu zmian war-
tosci stopy zwrotu, a w przypadku trendu spadkowego na wskazaniu przyczyn tego

6 Uzasadnienie zamiescil Zielifiski w rozdziale pt.: Generatory liczb losowych o dowolnych rozktadach praw-
dopodobieristya [Zielinski, 1979].

7 Obok miary efektywnosci inwestycji, jaka przyjeto w tym opracowaniu, literatura zagadnienia wy-
mienia: koszt/zysk w jednostce czasu — na etapie wyboru wariantu inwestycyjnego, okres zwrotu, ren-
townos¢ [Karpus, 2003]. Celem uproszczenia badania przyjeto zysk brutto.
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niekorzystnego stanu. Definicja ryzyka powinna uwzgledniaé przyjete zatozenia ana-
lizy finansowej, tak by w konsekwencji formalny opis ryzyka otwieral mozliwos§¢ budo-
wy modelu ryzyka, a nastgpnie pomiar ryzyka. Definicje t¢ przedstawiono ponize;.

Ryzyko finansowe impestygi jest zdarzentenm realizowania stopy wrotu 3 inmwestygi na pogionsie niz-
sgym anigeli stopa wrotu zakladana w planach inwestora.

Modelem odzwierciedlajacym przekaz definicji ryzyka jest obraz rozstepu 7, mig-
dzy zrealizowang stopa zwrotu a jej warto$cia planowana, zatem:

s —sP 20, (4
m, = (» ’ @
s —s? <0, (B)
gdzie:
s — zrealizowana stopa zwrotu inwestycji,
s#) — planowana stopa zwrotu,
(A) — A zdarzenie: zwrot z inwestycji na poziomie planowanym,
(B) — B zdarzenie: zwrot z inwestycji ponizej poziomu planowanego.

Finansowanie inwestycji w zmiennym otoczeniu decyzyjnym wymaga od zarzadza-
jacych gotowosci do zmian realizacji scenatiusza przyjetego w planach, spowodowanych
zmianami uwarunkowan procesu inwestycyjnego. Konsekwencja zmian moga by¢ od-
chylenia od planowanej stopy zwrotu. Jak oszacowac ryzyko finansowe realizacji in-
westycji?

Wybér instrumentu pomiaru nie moze by¢ przypadkowy. Nalezy pamigtad, ze
efektywno$¢ inwestycji — stopa zwrotu — jest zmienng losows. Oznacza to, ze stopa

zwrotu s'”) jest zmienna, ktéra moze przyjaé¢ wartoéci z pewnego przedziatu zmien-
nosci [a, /] < R. Wybor skutecznego i nieskomplikowanego instrumentu pomiaru ry-
zyka o wiarygodnej zawartoéci informacyjnej miary ma istotne znaczenie. Inwestor
oczekuje petnej informacji o mozliwych zagrozeniach procesu inwestycyjnego, lacznie
z oszacowaniem ryzyka stopy zwrotu, nim podejmie decyzje o finansowaniu inwesty-
cjl.

Naturalng miara ryzyka relacji (7) jest prawdopodobienstwo wystapienia zdarzen
B. Taki pomiar jest mozliwy pod warunkiem przeprowadzenia eksperymentu Monte
Carlo, w wyniku ktorego zostang wygenerowane ciagi losowe wartosci stopy zwrotu.

Watpliwosci inwestora moze oslabi¢ badZ wzmocni¢ analiza oczekiwanej stopy
zwrotu z inwestycji alternatywnych. Efektywnos¢ inwestycji alternatywnych wyznacza
oczekiwana stopa zwrotu s portfela mozliwych inwestycji o okreslonych stopach
zwrotu — lokaty bankowe, bony skarbowe, obligacje Skarbu Pafstwa, pozyczki zabez-
pileczone papierami o wysokiej plynnosci czy zakup papieréw diuznych o krétkim
terminie zwrotu zabezpieczonych majatkiem produktywnym o plynnej i natychmia-
stowej zbywalnosci.

Algorytm oceny ryzyka finansowania inwestycji przedstawiono ponize;.

1. Przyjecie wartosci planowanej stopy zwrotu s'7).

2. Oszacowanie przedzialu wartosci planowanej stopy zwrotu [a, 4].
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3. Okreslenie minimalnej oczekiwanej stopy zwrotu s’ z inwestycji alternatyw-
nych.

4. Wygenerowanie metoda Monte Catlo ciagu {s5;} — stép zwrotu przyjmujacych
warto$ci z przedzialtu g, 4.

5. Oszacowanie ryzyka finansowego inwestycji zapewniajacego stope zwrotu na
poziomie nie nizszym niz planowany s'7).

6.  Oszacowanie ryzyka finansowego inwestycji zapewniajacego oczekiwana stope
zwrotu z przedziatu [, (7).

7. Oszacowanie ryzyka finansowego inwestycji w przypadku, gdy stopa zwrotu

przyjmuje warto§¢ na poziomie nizszym niz oczekiwana stopa zwrotu inwesty-

(ia)

¢ji alternatywnych s

Redukcja niepewnosci zwigzanej z warto$cig stopy zwrotu jest rOwnowazna z 0sza-
cowaniem poziomu ryzyka finansowania inwestycji. Definicja ryzyka okresla ten stan
jednoznacznie, jako nieuzyskanie planowanego poziomu stopy zwrotu z inwestycji.
Sporzadzone plany inwestycyjne ujmujg rozwigzania alternatywne z nizszym pozio-
mem stopy zwrotu, oceniane jako obcigzone ,,mniejszym ryzykiem”. Uwzglednienie
w analizie ryzyka finansowania inwestycji alternatywnych obok inwestycji planowanej
— glownej definiuje dwa ponizsze obszary ryzyka.

1

II

gdzie: 5;—

Scenariusze realizacji inwestycji 5; nie gwarantuja stép zwrotu na poziomie pla-

nowanej stopy zwrotu: §; < s

Scenariusze realizacji 5; inwestycji nie gwarantuja stop zwrotu na poziomie sto-
py zwrotu z inwestycji alternatywnych 8, < s

wygenerowane w przedziale [a, 4], metoda Monte Catlo warto$ci stop zwrotu.

Przyktad. Zaktad Ubezpieczen zamierza zakupi¢ akcje duzego banku z zasobow
wlasnych kapitalu, eksperyment przeprowadzono przyjmujac ponizsze zalozenia.

1.

o L

Wartosé planowanej stopy zwrotu na poziomie s'”) = 6,4%.

Warto$¢ oczekiwana stopy zwrotu z inwestycji alternatywnych s = 3,5%.
Analizowany przedzial wartosci stopy zwrotu [a, b = [0%, 8%].

Rozktad stép zwrotu zgodny z rozkladem normalnym (u = 4, 6 = 3,29)8.
Wygenerowano 10 000 wartosci z przedziatu [0%, 8%].

Na podstawie przyjetych zalozen oszacowano ryzyko finansowe inwestycji, mie-
rzone prawdopodobiefistwem stopy zwrotu s.

1

II

Ryzyko osiagniecia stopy zwrotu na poziomie nie nizszym niz 6,4%, mierzone
prawdopodobiefistwem wystapienia takiego zdarzenia, oszacowano na pozio-
mie 0,85.
Ryzyko nieosiagniecia stopy zwrotu w granicach 3,5% — 6,4% %, mierzone
prawdopodobiefistwem wystapienia takiego zdarzenia, oszacowano na pozio-
mie 0,58.

8 Jest to odchylenie standardowe w 90%-owym przedziale ufnosci o = 3,29.
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IIT Ryzyko nicosiagnigcia stopy zwrotu na poziomie 3,5% z inwestycji alternatyw-
nych, mierzone prawdopodobienistwem wystapienia takiego zdarzenia, osza-
cowano na poziomie 0,52.
Wryniki empiryczne nie s zaskoczeniem, gdyz potwierdzaja wnioski z analizy teore-
tycznej. Teoria 1 empiria badanego przypadku sa zgodne, natomiast poziom ryzyka wzra-
sta wraz ze wzrostem oczekiwanl co do poziomu stép zwrotu.

4. Podsumowanie

Wynik decyzji inwestycyjnych obcigza niepewnos¢ taczaca si¢ z efektywnoscia po-
niesionych naktadéw finansowych, a takze okres ich zwrotu. Wydtuzanie okresu zwrotu
obniza efektywnosci inwestycji. Teza ta wynika wprost z definicji miary efektywnosci
stopy zwrotu. Jednoczesnie wydluzony okres zwrotu naktadéw to okres pozostawania
w $rodowisku wigkszych badZ mniejszych turbulencji otoczenia inwestycyjnego. Nieza-
leznie od skali zaklécen, odchylenia uwarunkowan decyzyjnych od przyjetych w planach
inwestycyjnych sa zrodlem ryzyka finansowego inwestycji, mierzonego prawdopodo-
biefistwem zrealizowanej stopy zwrotu. Skutki podjetego ryzyka moga by¢ przyczyna
utraty plynnosci finansowej, co stawia inwestora w trudnej sytuacji finansowej, ktory traci
zdolno$¢ do obstugi zobowiazant wobec instytucji finansowych uzyczajacych srodki sta-
nowiace finansowanie zewnetrzne. Réwnoczesnie inwestor, nie uzyskujac zwrotu z §ro-
dkéw wiasnych, ponosi starty.

Identyfikacja prawdopodobnych scenariuszy realizacji stopy zwrotu, oszacowanej przy
uzyciu metody Monte Catlo, jest przyblizeniem modelu rozkladu, niedajacego si¢ obset-
wowacé rozkladu rzeczywistego zaréwno przesztych, jak i przysztych stop zwrotu, a wynik
jest rezultatem zblizonym do konstrukcji modelu prébki rozktadu stép [Kritzman,
2011]. Mimo tej wady, rozwigzanie umozliwia oszacowanie prawdopodobiefistwa ryzyka
scenariuszy stop zwrotu finansowania inwestycji. Informacja ta ma pierwszoplanowe
znaczenie w systemie monitoringu zmian tych uwarunkowan otoczenia, ktére istotnie
wplywaja na poziom stopy zwrotu. Ta cecha systemu monitoringu stanowi fundament
systemu instrumentow zabezpieczen przed skutkami ryzyka finansowania inwestycji.

Eksperyment Monte Carlo rozwigzal wiele znaczacych probleméw natury prak-
tycznej. Obliczenie predkosci czasteczek metoda Monte Carlo przez generowanie pred-
kosci czasteczek trytu w trakcie wybuchu bomby wodorowej, dokonane przez E. Tel-
lera iS. Ulama w 1952 roku, uznawane jest za moment opracowania tej metody. Jej zaleta
byto zastapienie czasochtonnych rozwiazan analitycznych. Dzigki rosnacej mocy kompu-
teréw, metoda uwolnita badaczy od skomplikowanych teorii i wzoréw, a to pozwolito
im na skupieniu si¢ na praktycznej stronie problemu. Obok niepodwazalnych zalet, me-
toda ma zauwazalne wady, a mianowicie: ograniczenie eksperymentéw do skoficzone;j
liczby préb, otrzymane wyniki sg przyblizeniem, a ich jako$¢ zalezy od uzytego generatora
liczb pseudolosowych.

Rozwigzaniem zblizonym do prezentowanej metody Monte Carlo jest metoda
Bootstrap. Zaktada ona, ze rozklad teoretyczny jest aproksymants rzeczywistego rozk-
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tadu stép zwrotu. Jednakze zbiér ten ma wazng wlasnos$é, bowiem moze stanowi¢ fun-
dament procesu generowania scenariuszy, ktoére beda kreowane na podstawie danych
historycznych i moga obejmowaé statystyki o wiasciwos$ciach historycznych [Krit-
zman, 2011], co umozliwia doprecyzowanie wyniku otrzymanego metodg Monte Carlo.
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Zatacznik 1.

Oczekiwana stopa zwrotu > 6,4%

Numer scena- Wygenerowane Warto$¢ logiczna relacji (wsz > 6,4%)
riusza stopy zwrotu Wsz — wygenerowana stopa zwrotu

1 2,65 —

2 1,37 —

3 6,44 1

4 3,75 _

9 999 1,02 -

10 000 3,59 -
pB) =085 Z(Wartos¢ logiczna [wsz> 6,4%] / 10 000)

Oczekiwana stopa zwrotu < 3,5%

Numer scena- Wygenerowane Warto$c¢ logiczna relacji (wsz <3,5%)
riusza Stopy Zwrotu WSZ — wygenerowana Stopa zwrotu

1 4,18 1

2 3,78 1

3 5,44 1

4 1,50 -

9999 6,04 1

10 000 4,09 1
pB) =052 Z(Wartos¢ logicznafwsz <3,5%] / 10 000)

Oczekiwana stopa zwrotu w granicach 3,5% — 6,4%

Numer scena- Wygenerowane | Wartos¢ logiczna relacji (3,5% < wsz < 6,4%)
riusza stopy zwrotu WSz — wygenerowana stopa zwrotu
1 2,65 -
2 1,37 -
3 6,44 -
4 3,75 1
9999 1,02 —
10 000 3,59 1
pB) =058 Z(Wartos¢ logiczna [3,5% < wsz < 6,4%] / 10 000)
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Definicja operatu losowania: rozklad.normalny.odw(los(); u; (a —b) / o), gdzie
przedzial [a, b] = [0, 8], u — warto$¢ przecigtna przedzialu losowania (generowania),
o — odchylenie standardowe. Przyjeto zalozenie o zgodnosci zmiennej losowej wsz z roz-
ktadem normalnym, a jej generowanie przeprowadzono metoda odwracania dystry-
buanty.
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1. Wstep

W latach 2007-2012 europejskie rynki finansowe zostaly dotkniete dwoma nastepu-
jacymi po sobie okresami istotnych spadkéw. Najpierw byl to §wiatowy kryzys finansowy,
ktory rozpoczal sie na wigkszosci rynkéw w drugiej polowie 2007 roku i zakonczyt
w pierwszych miesiacach roku 2009. Niewatpliwie jego Zzrédtem byly wydarzenia na
rynku amerykanskim. Jednak juz pod koniec 2009 roku pojawily si¢ pierwsze symptomy
kolejnego kryzysu w Europie. Tym razem zapoczatkowaly go problemy gospodarki grec-
kiej, ktére nieoczekiwanie w roku 2010 rozprzestrzenily si¢ na niemal caly kontynent
[Majewska, 2017].

Kryzysy te pokazaly, jak wazne sq wzajemne powiazania migdzy rynkami dla sta-
bilnosci finansowej gospodarek. Z literatury jest znany fakt istotnego wzrostu korela-
cji miedzy rynkami finansowymi w okresach kryzyséw. Przyczyn tego zjawiska auto-
rzy upatruja z jednej strony w globalizacji laczonej z rosnaca integracja rynkow, z drugiej
w zjawisku zarazania rynkow. Analiza struktury powiazan mig¢dzy rynkami moze po-
mée w identyfikacji rynkéw szczegoélnie silnie oddziatujacych na siebie oraz tych, kto-
rych wzajemne powigzania sa niewielkie. Jest to istotne zwlaszcza w okresach kryzyséw,
kiedy to kluczowa staje si¢ mozliwo$¢ dywersyfikacji ryzyka inwestoréw na rynkach mie-
dzynarodowych. Prostym narzedziem, wspomagajacym tego typu analizy, moga by¢
metody wielowymiarowej analizy statystycznej, w tym analiza skupieq.

Celem pracy jest zbadanie struktury powiazan miedzy 28 europejskimi rynkami finan-
sowymi dzigki metodom aglomeracyjnym. Ponadto, przeprowadzono analiz¢ zmian
w tej strukturze wywolanych globalnym kryzysem finansowym lat 2007-2009.

W kolejnych czgsciach pracy zaprezentowano krotki przeglad literatury dotyczacej wy-
korzystania metod hierarchicznych w analizie struktury rynkéw finansowych (rozdziat 2.),
a takze zarys metod grupowania obiektéw (rozdziat 3.). W rozdziale 4. przedstawiono
dane empiryczne wykorzystane w badaniu, a w rozdziale 5. wyniki analizy struktury
hierarchicznej badanej grupy rynkéw finansowych w okresach przed i po globalnym
kryzysie finansowym lat 2007-2009. W ostatnim rozdziale podsumowano rezultaty ba-
dan.

2. Struktura hierarchiczna rynkéw finansowych — krotki przeglad literatury

W literaturze zwiazanej ze struktura hierarchiczng rynkéw finansowych mozna wy-
odrebni¢ trzy gléwne podejscia opierajace si¢ na: minimalnych drzewach rozpinajacych
(minimal spanning trees), grafach aktywow (asset graphs) oraz analizie skupien (custering analysis).
Wszystkie te metody bazuja na analizie odleglo$ci (niepodobiefistwa) pomiedzy szeregami
stop zwrotu. Minimalne drzewa rozpinajace stanowig sie¢ . obicktéw potaczonych n — 1
krawedziami, przy czym suma wag wszystkich krawedzi (odleglosci miedzy obiektami)
jest minimalizowana [Onnela 1 in. 2003; Leon 1 in. 2016]. W szczegdlnosci otrzymana
struktura nie zawiera wigc cykli ani wierzcholkéw izolowanych, co jest mozliwe w przy-
padku gratéw [Onnela 1 in. 2003]. Liczba powigzan grafu jest uzalezniona od ustalonej
warto$ci progowej odleglosci miedzy obiektami. Metody analizy skupiefi bazuja zas$ na
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analizie podobiefistwa migdzy obiektami i migdzy grupami obiektéw oraz prowadza do
uzyskania drzewa binarnego [Everitt i in. 2011, s. 88; Leon i in. 2016].

Najliczniejsza grupe opracowan stanowia prace dotyczace wykorzystania minimal-
nych drzew rozpinajacych. Poczatek tym badaniom dat Mantegna [1999], ktéry analizo-
wal strukture portfeli indekséw DJIA oraz S&P500 w okresie od lipca 1989 do paz-
dziernika 1995 roku. Rynku amerykadskiego dotyczylo réwniez opracowanie Bonan-
no i innych [2004], w ktérym autorzy budowali minimalne drzewa rozpinajace w gru-
pie 100 najwigkszych spotek w latach 1995-1998. Natomiast strukture spotek z indeksu
Dow Jones analizowali Brida i Risso [2008], ktorzy konstrukcje drzew rozpinajacych
opierali zaréwno na jednej zmiennej (stopy zwrotu akcji), jak 1 na dwéch (stopy zwrotu
i wolumeny).

Odrebna grupe stanowig prace zwigzane ze struktura rynkéw miedzynarodowych.
Coehlo, Gilmore i Lucey [2007] budowali minimalne drzewa rozpinajace na podstawie
danych dotyczacych 53 indeksow gieldowych z catego $wiata w okresie od 8 stycznia
1997 do 1 lutego 2006 roku. Natomiast Eryigit i Eryigit [2009] uwzglednili dzienne i tygod-
niowe logarytmiczne stopy zwrotu 143 indekséw z 59 krajow w probie od 7 czerwea 1995
do 8 lutego 2008 roku. Strukture grupy 21 rynkéw Unii Europejskiej w latach 1999-2006
opisali z kolei Gilmore, Lucey i Boscia [2008]. Obszerne badania przedstawil takze Sandoval
[2012], ktory analizowal minimalne drzewa rozpinajace w okresach obejmujacych $wia-
towe kryzysy finansowe, poczawszy od roku 1986 az do roku 2008, uwzgledniajac w r6z-
nych okresach od 16 do 92 indekséw §wiatowych.

Przyktady zastosowania metody graféw mozna znalez¢ w pracach Onnela i innych
[2003] oraz Sandovala [2013], przy czym pierwsza objela akcje 477 spotek notowanych
na gietdzie nowojorskiej (okres badawczy od 2 stycznia 1980 do 31 grudnia 1999 ro-
ku). Sandoval za$ analizowal od 16 do 79 indekséw §wiatowych w latach 1986-2001,
skupiajac si¢ na kryzysach finansowych tamtego okresu.

Ostatnia grupa metod, czyli analiza skupien, nie jest, jak dotad, zbyt szeroko reprezen-
towana w literaturze. Jednak mozna tu wskazac na przyklad prace Pantona, Lessiga, Joya
[1976] prezentujaca wyniki grupowania 12 rynkéw §wiatowych w latach 1963-1972, cho¢
byla to nieliczna grupa rynkéw. Znacznie szersze badanie przeprowadzili Leon i inni
[2010], ktorzy opisali strukture hierarchiczna 80 rynkow z calego Swiata na podstawie
dziennych logarytmicznych stép zwrotu gtéwnych indekséw tych rynkéw w okresie
od 10 stycznia 2005 do 22 czerwca 2012 roku. Na uwagge zastuguje fakt, iz uwzglednili
oni zmiany powiazan miedzy rynkami w dwoch prébach: przed globalnym kryzysem
finansowym 2007-2009 i po jego zakonczeniu. W niniejszym opracowaniu zaprezento-
wano wyniki podobnych badad, ale skupiajacych si¢ na wzajemnych powiazaniach
rynkéw europejskich oraz obejmujacych inny okres badawczy.

3. Aglomeracyjne metody grupowania obiektow
Analiza skupien jest jednym z wazniejszych elementéw statystycznej analizy da-

nych wielowymiarowych. Umozliwia ona grupowanie obiektéw w niepuste, roztaczne
ijednorodne grupy, zwane skupieniami lub klastrami. Istota grupowania jest to, ze do
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jednego skupienia trafiaja obiekty najbardziej do siebie podobne. Jednoczesnie obiek-
ty nalezace do réznych skupien powinny by¢ jak najmniej do siebie podobne [Kolen-
da, 2006]. Grupowanie moze mie¢ charakter niehierarchiczny lub hierarchiczny. W pier-
wszym przypadku konieczne jest okredlenie z gory liczby klastréw, na ktére beda dzie-
lone obickty. Natomiast metody hierarchiczne pozwalaja wyznaczy¢ skupienia poprzez
taczenie (algorytmy aglomeracyjne) badZ podzial (algorytmy deglomeracyjne) klastréw zbu-
dowanych w poprzednich krokach algorytmu. W niniejszym opracowaniu wykorzys-
tano metody nalezace do pierwszej grupy.

W pierwszym kroku algorytmu aglomeracyjnego kazdy obiekt stanowi oddzielny
klaster i w kolejnych krokach sa taczone skupienia najbardziej podobne az do momentu
uzyskania zakladanej liczby grup albo polaczenia wszystkich obiektéw w jedno skupie-
nie. Uzyskana struktura hierarchiczna w czytelny sposéb przedstawia powigzania miedzy
obiektami.

Do graficznej ilustracji przebiegu aglomeracji wykorzystuje si¢ dendrogram, czyli
drzewo binarne, w ktorym weztami sa skupienia, a lisémi obiekty. Poszczegdlne wezty
sq umieszczane na poziomie odpowiadajacym mierze podobiefistwa migdzy wezlami
potomkami.

Kluczowa kwestia zwiazang z grupowaniem jest sposéb pomiaru podobiefstwa
dwéch obiektéw i dwoéch skupient. W przypadku obiektéw i oraz j za miar¢ podo-
biefistwa mozna przyjac odlegtos¢ euklidesows d;:

2, .,
dij = \/Zg=1(xip —xjp) L] = 1, 2, ...,K, (1)

gdzie:
Xip — warto$¢ zmiennej p dla obiektu i,
K — liczba obiektéw grupowanych,
n — liczba obserwaciji dla kazdej ze zmiennych.
Im mniejsza warto$¢ d;;, tym obiekty s bardziej podobne. Jezeli zmienne wykorzysty-
wane w badaniu sa wyrazone w réznych jednostkach, to niezbedne jest doprowadzanie
do ich poréwnywalnosci. Jednym ze sposobow jest standatyzacja, ktéra przebiega zgod-
nie ze wzorem:
Xip—X:
Zip = %ﬂ @

gdzie
Zip — warto$¢ zmiennej p dla obiektu i po standaryzacji,
Xp — $rednia arytmetyczna zmiennej p,
Sp — odchylenie standardowe zmiennej p.
Standaryzacja zmiennych prowadzi wigc do uzyskania warto$ci niemianowanych, jak
réwniez do ujednolicenia zmiennosci i polozenia zmiennych, a to pozwala uniknaé
wplywu réznic skali 1 rozproszenia na wyniki badan.

Niekiedy wykorzystuje si¢ takze inne miary podobienistwa obiektow, np. odleglos¢
Minkowskiego czy odlegtos§é Mahalanobisa [Kolenda, 2006, s. 53-55; Everitt i in. 2011,
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s. 49-50, 62]. Natomiast w przypadku finansowych szeregdw czasowych wielu autorow
postuguje si¢ odlegloscia oparta na wspélczynniku g; korelacji migdzy zmiennymi i oraz

J [Mantegna, 1999]:
dij= [2(1—0i).i,j=12,...K. 3

Spetlnia ona wszystkie aksjomaty miary odleglosci, a jej warto$ci naleza do przedzialu
[0,2]. Jednak nalezy pamietaé, ze ze wzgledu na wlasnosci wspolezynnika korelacji
stosowanie takiej odleglo$ci wymaga w szczegdlnosci przyjecia zatozenia o rozktadzie
normalnym stép zwrotu. Ponadto, wspoltczynnik korelacii jest obciazony ze wzgledu na
poziom ich zmiennosci [Forbes, Rigobon, 2002]. W zwigzku z tym, poréwnywanie
odleglosci opartych na wspotczynniku korelacji w okresach o réznej zmiennosci nie jest
wskazane.

Natomiast sposéb okreélenia miary podobienstwa dwodch skupien $cisle zalezy od
przyjetej metody grupowania. Do najczesciej stosowanych naleza metody:

1. pojedynczego wigzania (najblizszego sasiedztwa) — miarg podobiefistwa
dwoch skupien jest minimalna odlegtos¢ miedzy dwoma obiektami, z ktorych
kazdy nalezy do jednego z tych skupiety;

2. petnego wigzania (najdalszego sasiedztwa) — miara podobiefistwa dwdch
skupieni jest maksymalna odleglosé miedzy dwoma obiektami, z ktérych kaz-
dy nalezy do jednego z tych skupien;

3. éredniego wigzania — miara podobiefistwa dwoch skupien jest Srednia odleg-
toé¢ miedzy wszystkimi parami obiektow, z ktérych kazdy nalezy do jednego
z tych skupiety;

4. Warda — miara podobiefistwa dwéch skupien jest suma kwadratow odchyled
wewnatrz tych skupien [Everitt i in. 2011, s. 76-77].

Niestety, kazda z tych metod ma swoje wady [Everitt i in. 2011, s. 79]. Nie ma za$
jednoznacznych badan, ktére wskazywalyby, ktéra z metod jest najlepsza w zastoso-
waniach do finansowych szeregéw czasowych. Jednakze wielu autoréw, postugujac sig
réznymi kryteriami, wskazuje na przewage metody Warda nad pozostatymi [Calinski,
Harabasz, 1974; Ferreira, Hitchcock, 2009; Hossen, Siraj-Ud-Doulah, Hoque, 2015;
Leon iin. 2016]. Warto takze zwrdci¢ uwage na to, ze metoda Warda, jako jedyna, opiera
si¢ na pewnej optymalizacji, a mianowicie, jest nia minimalizacja utraty informacji wy-
nikajacej z polaczenia dwoch skupien w jedno [Ward, 1963]. Dodatkowo, dendrogra-
my, uzyskiwane ta metoda, zazwyczaj maja duzo bardziej przejrzysta strukture i dlatego
sg latwiejsze w interpretacii. Stad, w dalszej czesci artykulu przede wszystkim przeprowa-
dzono analiz¢ wynikéw uzyskanych tq wlasnie metoda.

4. Dane empiryczne
Prezentowane badania przeprowadzono na podstawie notowan gtéwnych indek-

s6éw 28 europejskich gield papieréw warto$ciowych. Uwzgledniono przy tym zaréwno
rynki najwigksze, rozwinicte, jak 1 mniejsze, rozwijajace si¢. Na podstawie tygodniowych
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kursow zamknigcia! indekséw z okresu od poczatku stycznia 2000 do korica grudnia
2016 roku wyznaczono ich logarytmiczne stopy zwrotu. Nastepnie wyodrebniono dwie
réwnoliczne proby:

—  préba I —14.01.2000-27.04.2007,

—  préba II — 03.04.2009-15.07.2016,
kazda po 381 obserwacji. Jednakowa liczba obserwacji zapewnia poréwnywalnos§¢ wy-
nikéw uzyskanych w obu prébach. Z analizy wykluczono okres od maja 2007 do mar-
ca 2009 roku, poniewaz zgodnie z wynikami wezesniejszych badan [Olbrys, Majewska,
2014; 2015; Majewska, 2017] byl to okres duzych spadkéw na gieldach europejskich
zwigzanych z globalnym kryzysem finansowym (formalnej identyfikacji okreséw kry-
zysu dokonano w przypadku 25 sposréd 28 uwzglednionych indekséw). Wysoka zmien-
no$¢ notowan w okresie kryzysu moglaby wplynaé na wyniki grupowania rynkéw, stad
pojawila si¢ konieczno$¢ pominiecia tej czesci proby pierwotne;.

Przystepujac do analizy zgromadzonych danych, w pierwszej kolejnosci wyznaczono
podstawowe statystyki wszystkich indekséw w obu probach (tabele: 1. 1 2.).

TABELA 1.
Podstawowe statystyki analizowanych indeksow w okresie
14.01.2000-27.04.2007 (préba I)

. X . . . Test
Nr Kraj Indeks Srednia Odchylenie | Wsp olczyr?nk Wsptczynnik Doornika-
standardowe asymettii ekscesu
Hansena
. -0,211 2,514 61,491
1. Anglia FISE100 0,000 0,021 [0,093] [0.000] [0,000]
. -0,867 2,469 39,854
2. Austria ATX 0,004 0,022 [0,000] [0.000] [0,000]
. -0,300 3,854 111,516
3. Belgia BEL20 0,001 0,026 [0,017] [0,000] [0,000]
-0,516 1,007 17,146
4. Czechy PX 0,003 0,027 [0,000] [0.000] [0,000]
. s 0,100 2,377 58,808
5. Estonia OMXT 0,005 0,026 [0.428)] [0.000] [0,000]
) . -0,608 2,511 44,068
6. Finlandia HEX -0,001 0,046 [0,000] [0.000] [0,000]
. A -0,226 1,975 41,983
7. Francja CAC40 0,000 0,028 0.072] [0,000] [0,000]
o -0,037 6,742 258,830
8. Grecja ATHEX 0,000 0,031 0.767] [0,000] [0,000]
. . -0,116 1,651 33,250
9. Hiszpania IBEX 0,001 0,026 [0.356] [0.000] [0,000]
. . -0,457 2,705 57,451
10. Holandia AEX -0,001 0,030 [0,000] [0.000] [0,000]
. . -1,065 4,118 59,836
11. Irlandia ISEQ 0,002 0,024 [0,000] [0.000] [0,000]
. . -0,607 3,602 77,407
12. Islandia ICEX 0,004 0,021 [0,000] [0.000] [0,000]
. 0,052 1,583 31,556
. XV ;! > >
13. Litwa OMXV 0,004 0,023 [0.679] [0.000] [0,000]
-1,541 16,869 375,329
14. | Luksemburg LuxX 0,001 0,030 [0,000] [0,000] [0,000]

! Dane zaczerpnigto z serwisu: [stooq.com)].
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-0,338 22,042 1032,13

15. Fotwa OMXR 0,005 0,036 [0,007] [0,000] [0,000]
-0,051 2,723 72,773

16. Malta MSE 0,001 0,022 [0,687] [0,000] [0,000]
. -0,193 1,678 33,100

17. Niemcy DAX 0,000 0,033 [0.125] [0.000] [0,000]
. -1,486 7,132 88,475

18. Norwegia OSEAX 0,003 0,026 [0,000] [0.000] [0,000]
| -0,006 0,739 9,243

19. Polska WIG20 0,002 0,034 [0.959] [0,003] [0.010]
. -0,588 4,050 95,302

20. Portugalia PS120 0,000 0,021 [0,000] [0,000] [0,000]
. -0,575 1,576 25,055

21. Rosja RTSI 0,006 0,047 [0,000] [0,000] 10,000]
. , 1,106 6,004 96,321

22. Stowacja SAX 0,004 0,027 [0.000] [0,000] [0,000]

. 0,009 7,304 287,251

23, Szwajcaria SMI 0,001 0,025 [0.941] [0,000] [0,000]
. . -0,437 0,908 14,233

24, Szwecja OMXS 0,000 0,031 [0,001] [0,000] [0,001]

. - -0,213 4,207 131,772

25. Turcja BIST100 0,003 0,058 [0.090] [0.000] [0,000]

. . 0,359 19,378 915,317

26. Ukraina UxX 0,008 0,053 [0.004] [0,000] [0,000]
. -0,253 0,870 11,999

27. Wegty BUX 0,003 0,032 [0,045] [0,001] [0,002]

. -0,092 10,168 432,726

28. Wiochy FTSEMIB 0,000 0,027 [0,463] [0,000] [0,000]

* W nawiasach kwadratowych podano wartosci prawdopodobienistwa p.

Zrédto: obliczenia whasne.

TABELA 2.
Podstawowe statystyki analizowanych indeks6w w okresie
03.04.2009-15.07.2016 (proba II)

. X . . . Test
Nr Kraj Indeks Srednia Odchylenie | Wsp olczyr?nk Wsptczynnik Doornika-
standardowe asymettii ekscesu
Hansena

. -0,378 1,934 36,558
1. Anglia FISE100 0,001 0,022 [0,003] [0.000] [0,000]
. -0,458 2,164 40,551
2. Austria ATX 0,001 0,032 [0,000] [0.000] [0,000]
. -0,529 1,158 26,566
3. Belgia BEL20 0,002 0,025 [0,000] [0.000] [0,000]
-0,232 2,627 65,065
4. Czechy PX 0,000 0,026 [0,066] [0.000] [0,000]

. s 1,275 7,420 111,893
5. Estonia OMXT 0,003 0,026 [0.000] [0.000] [0,000]
) . -0,628 2,400 40,603
6. Finlandia HEX 0,001 0,029 [0,000] [0.000] [0,000]
. A -0,429 1,157 17,641
7. Francja CAC40 0,001 0,029 [0,001] [0,000] [0,000]
o - -0,381 0,819 12,185
8. Grecja ATHEX -0,003 0,051 [0,003] [0,001] [0,002]

. . -0,311 0,654 9,061

9. Hiszpania IBEX 0,000 0,034 [0,014] [0,010] 0011]
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. -0,316 1,337 21,824

10. Holandia AEX 0,002 0,026 [0012] [0,000] [0,000]

. -0,596 2,245 37,941

11. Irlandia ISEQ 0,003 0,027 [0,000] [0.000] [0,000]
. . 0,064 2,099 48937

12. Islandia ICEX 0,003 0,018 [0.612] [0.000] [0,000]
. 2,866 32,349 310,504

13. Litwa OMXV 0,003 0,024 [0,000] [0,000] [0,000]
-0,031 1,269 22214

14. | Luksemburg LuxX 0,001 0,028 [0.807] [0,000] [0,000]
. 1,051 8,751 201,666

15. Lotwa OMXR 0,003 0,024 [0,000] [0,000] [0,000]
0,253 3,972 119,369

16. Malta MSE 0,001 0,014 [0,043] [0,000] [0,000]
. -0,509 1,697 27,572

17. Niemcy DAX 0,002 0,029 [0,000] [0.000] [0,000]
. . -0,315 3,060 78,150

18. Norwegia OSEAX 0,002 0,026 [0013] [0.000] [0,000]
-0,338 1,813 34,099

19. Polska WIG20 0,000 0,027 [0,007] [0.000] [0,000]
. -0,549 0,963 18,012

20. Portugalia PSI20 -0,001 0,030 [0,000] [0,000] [0,000]
. - -0,229 1,358 23,314

21. Rosja RTSI 0,001 0,045 [0,068] [0,000] [0,000]
. -0,919 7,545 182,589

22. Stowacja SAX 0,000 0,025 [0,000] [0,000] [0,000]
Lo -1,257 6,098 84,086

23. Szwajcaria SMI 0,001 0,022 [0,000] [0,000] [0,000]
. -0,455 2,347 46,073

24. Szwecja OMXS 0,002 0,026 [0,000] [0.000] [0,000]
. -0,404 0,610 10,728

25. Turcja BIST100 0,003 0,033 [0001] [0013] [0,005]
. -0,067 4,996 173,148

26. Ukraina UX 0,001 0,049 [0.593] [0,000] [0,000]

-0,282 2,572 61,171

7o - > > >

27. Wegty BUX 0,002 0,030 [0,025] [0,000] [0,000]
. X -0,490 0,830 14,999

28. Wtochy FTSEMIB 0,000 0,034 [0,000] [0,001] [0,001]

* W nawiasach kwadratowych podano wartosci prawdopodobieistwa p.

Zr6dto: obliczenia wlasne.

We wszystkich przypadkach oczekiwane stopy zwrotu przyjmowaly wartosci zbli-
zone do zera, a odchylenia standardowe wielokrotnie przekraczaty ich warto$ci bez-
wzgledne. Dodatkowo, mozna zauwazy¢, ze rozproszenie wartosci tych dwoch staty-
styk zaréwno w obrebie kazdej z préb, jak i pomiedzy prébami nie jest zaniedbywalne
(rysunek 1.). W takiej sytuacji jest wskazana standaryzacja zmiennych. Jezeli bowiem
odchylenia standardowe zmiennych réznig si¢ istotnie, to niektére zmienne moga
zdominowac¢ wyznaczane odlegtosci [Martinez, Martinez, Solka, 2005, s. 22].
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RYSUNEK 1.
Rozktad odchylenia standardowego i oczekiwanej stopy zwrotu
analizowanych indekséw w okresach przed kryzysem (14.01.2000- 27.04.2007)
oraz po kryzysie (03.04.2009-15.07.2016)
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

W kazdej probie rozklady stép zwrotu 23 sposrdéd 28 analizowanych indeksdw
charakteryzowala ujemna asymetria. We wszystkich przypadkach rozktady te byly lep-
tokurtyczne. Nalezy roéwniez zwroci¢ uwage na wyniki testu Doornika-Hansena [Doornik,
Hansen, 2008], ktére wskazuja na to, ze na poziomie istotnosci 0,05 w zadnym z rozwa-
zanych przypadkéw rozkladu stop zwrotu nie mozna byto uznac za normalny. W zwiazku
z tym, w dalszej czesci pracy do pomiaru podobiefistwa indekséw wykorzystano odlegtosé
euklidesowa, co nie wymagalo przyjecia zadnych dodatkowych zatozen.

5. Struktura hierarchiczna rynkéw — wyniki badan

Przystepujac do badania struktury rynkéw w obu probach, zgodnie z wezesniejszymi
ustaleniami, dokonano standaryzacji obserwacji wedtug wzoru (2). Pozwolito to unik-
naé wplywu na uzyskane wyniki efektu skali 1 rozproszenia. Nastepnie wyznaczono
odleglosci euklidesowe migdzy indeksami.

Grupowanie rynkéw przeprowadzono najpierw metoda Warda. Dendrogram? otrzy-
many w probie I (przed kryzysem) przedstawia rysunek 2.

2 Wszystkie prezentowane dendrogramy uzyskano z wykorzystaniem pakietu R.
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RYSUNEK 2.
Drzewo hierarchiczne uzyskane metoda Warda w proébie I
(14.01.2000-27.04.2007)
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

W uzyskanej strukturze mozna wskaza¢ dwa zasadnicze skupienia. Pierwsze skla-
dalo si¢ z 11 indekséw. S to: BELL20, SMI, IBEX, FTSE100, FTSEMIB, DAX, CACA40,
AEX, PSI20, HEX i OMXS. Znalazly si¢ tu rynki najwigksze (francuski, niemiecki,
brytyjski), jak réwniez mniejsze (np. portugalski). Najbardziej podobne w tej grupie
okazaly si¢ indeksy: francuski (CAC40) oraz holenderski (AEX). Pozostale 17 indek-
séw tworzyly drugi klaster, w ktérym najmniej réznit sie WIG20 1 BUX. W tym skupie-
niu znalazly si¢ m.in.: indeksy rynkéw wschodzacych Europy Srodkowej i Wschodniej
(WIG20, PX, BUX, SAX OMXV, OMXR, OMXT), a takze rynkéw: rosyjskiego, tu-
reckiego czy ukraifiskiego. Odleglosci pomiedzy poszczegdlnymi indeksami i ich gru-
pami w tym klastrze byly wigksze niz w klastrze pierwszym, co oznacza, ze skupial on
te rynki, ktére byly slabiej ze soba powiazane.

W strukturze uzyskanej w prébie przed kryzysem mozna réwniez wskazaé mniejsze
(charakterystyczne) grupy indekséw podobnych, jak chocby: PX, WIG20 i BUX; RTSI
1 BIST100 czy OMXR, OMXT i OMXV.

W dalszej kolejnosci dokonano aglomeracji rynkéw w okresie po globalnym kry-
zysie finansowym (proba 11). Jej wyniki przedstawia rysunek 3.
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RYSUNEK 3.
Drzewo hierarchiczne uzyskane metodg Warda w proébie I1
(03.04.2009-15.07.2016)
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Jak widaé, struktura ta rézni si¢ od uzyskanej w okresie przed kryzysem. W tym przy-
padku pierwszy z dwdch zasadniczych klastrow zawieral 21 indekséw, natomiast w dru-
gim pozostato ich tylko 7 (OMXR, OMXT, OMXV, MSE, SAX, ICEX, UX). Pozo-
statych 10 rynkéw po okresie kryzysu okazato si¢ by¢ silniej zwiazanymi z grupa zawiera-
jacq rynki najwigksze. W tym skupieniu najbardziej podobnymi pozostaly CAC40 1 AEX,
za$ w klastrze drugim OMXT i OMXV. W prébie II mozna takze wskazaé grupy ryn-
kéw podobnych, wsrdd ktoérych ponownie znalazty sie np.: czeski, polski 1 wegierski czy
tez rynki baltyckie (litewski, tfotewski i estofiski). Natomiast warto zwroci¢ uwage na sku-
pienie zawierajgce: ATHEX, PSI20, IBEX, FTSEMIB. Jest to grupa, ktéra wyraznie
wyodrebnita si¢ po okresie kryzysu globalnego. Tworzyly ja indeksy rynkéw, ktére jako
jedne z pierwszych zostaly dotknicte europejskim kryzysem zadluzenia. Pierwsze jego
symptomy pojawily si¢ w gospodarce greckiej juz pod koniec 2009 roku, by nastepnie
objaé rynki: Portugalii, Wloch czy Irlandii i w rezultacie, w roku 2010 juz niemal cala
Europa odczuta kolejny kryzys [Katsimi, Moutos, 2010; Moro, 2014].

Poréwnujac strukture rynkéw w prébach przed i po kryzysie, mozna rowniez za-
uwazy¢, ze niektére indeksy wykazujace znaczne podobiefistwo w préobie I (np.: HEX
1 PSI20, LuxX 1 ISEQ), w prébie II oddality si¢ od siebie, co oznacza, ze ich powia-
zania ostably.

Jednoczesnie w dalszej kolejnosci dokonano aglomeracji rynkéw w obu prébach me-
todami: pojedynczego, petnego 1 $redniego wiazania. Uzyskane dendrogramy przed-
stawiaja rysunki: 4.1 5.
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RYSUNEK 4.
Drzewa hierarchiczne uzyskane metoda: (a) pojedynczego wigzania, (b) pet-
nego wigzania, (c) §redniego wigzania w probie I (14.01.2000-27.04.2007)
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Drzewa uzyskane tymi metodami sa oczywiscie rézne od prezentowanych wezesniej,
jednak nie pozostaja z nimi w sprzecznosci. Na przyklad mozna zauwazy¢ pewne cha-
rakterystyczne skupienia, pojawiajace si¢ niezaleznie od zastosowanej metody. W pro-
bie przed kryzysem grupe taka tworza np.: PX, WIG20 i BUX czy tez MSE i UX. Analo-
gicznie ,trwala” grupe tworza: AEX, CAC40, DAX, FTSEMIB i FTSE100. Natomiast
w probie 11, niezaleznie od zastosowanej metody, jeden klaster tworza: OMXV, OMXT
1 OMXR oraz OMXS i HEX. Mozna to uznaé za potwierdzenie istotnego podobien-
stwa tych rynkow.
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RYSUNEK 5.
Drzewa hierarchiczne uzyskane metoda: (a) pojedynczego wigzania, (b) pet-
nego wigzania, (c) $redniego wigzania w probie II (03.04.2009-15.07.2016)
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

6. Podsumowanie

W pracy przedstawiono wyniki zastosowania hierarchicznych metod aglomeracyj-
nych do zbadania struktury europejskich rynkéw kapitatowych oraz wplywu na te struk-
ture kryzysu finansowego lat 2007-2009. Analizie poddano indeksy gtéwne 28 gield euro-
pejskich w okresie od stycznia 2000 do lipca 2016 roku, przy czym wykluczono okres
najwickszej zmiennoéci rynkéw zwigzany z globalnym kryzysem finansowym.
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Uzyskane wyniki wskazuja na to, ze ogélna struktura rynkéw europejskich ulegla
zmianie pod wplywem globalnego kryzysu finansowego z lat 2007-2009. Do pierwszego
klastra, skupiajacego przed kryzysem 11 najsilniej powiazanych rynkéw, po okresie kry-
zysu dotaczylo 10 kolejnych. Oznacza to, ze okres kryzysu wzmocnil powigzania po-
miedzy wickszoscia rynkdw. Po jego zakoniczeniu odrebna grupe stanowily jedynie in-
deksy: krajow battyckich, Stowaciji, Islandii, Ukrainy i Malty. Ponadto, na uwage zastu-
guje wyodrebnienie si¢ po okresie kryzysu grupy skupiajacej takie rynki jak: grecki, por-
tugalski, hiszpaniski 1 wloski, ktére wezesniej nalezaly do réznych (mniejszych) sku-
pien, a z kolei w kolejnych miesiacach jako pierwsze zostaly dotkniete europejskim kry-
zysem zadtuzenia. Mozna wigc przypuszczaé, ze wzmocnienie powiazatl pomiedzy nie-
ktoérymi rynkami w okresie po zakoficzeniu globalnego kryzysu finansowego z lat 2007-2009
moglo przyczynic si¢ do szybszego rozprzestrzenienia si¢ kolejnej fali kryzysu w latach
2009-2010.

Jednoczes$nie w badanej strukturze rynkdéw byly widoczne takie powiazania (za-
réwno w grupie rynkow rozwinigtych, jak i rozwijajacych sig), ktore pozostaly niezmie-
nione w obu analizowanych prébach: przed kryzysem i po kryzysie. Dotyczylo to np.:
rynkow baltyckich (Litwa, Lotwa, Estonia), rosyjskiego i tureckiego, polskiego i we-
glerskiego czy tez niemieckiego, francuskiego i belgijskiego. Mozna tu dopatrywac si¢
wplywu czynnikéw geograficznych, na ktérych istotne znaczenie zwrécito uwage wie-
lu autoréw [np.: Bonanno i in. 2004; Coehlo i in. 2007; Eryigit, Eryigit, 2009; Leon
iin. 2016; Sandoval, 2013]. Jednak czynniki geograficzne nalezy rozumie¢ w szerokim
sensie, wlaczajac w nie (obok sasiedztwa geograficznego) podobienstwa kulturowe
(np. wspolny jezyk), ekonomiczne (np.: alokacja zasobéw naturalnych, wymiana handlo-
wa, wspOlpraca inwestycyjna) 1 polityczne.

Otwarte pozostaje pytanie, czy europejski kryzys zadluzenia, ktory od 2010 roku objat
niemal cala Europg, spowodowat kolejne zmiany w strukturze rynkéw. Kwestia ta bedzie
przedmiotem dalszych badan.
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Summary

The paper is concerned with multi-criteria decision-making under uncertainty with scenario planning.
This topic has been explored by many researchers since almost all real-world decision problems contain
multiple conflicting criteria and a deterministic evaluation of criteria is often impossible. We propose
a procedure for uncertain multi-objective optimization which can be applied when seeking a pure strategy.
A pure strategy, as opposed to a mixed strategy, allows the decision-maker to select and perform only
one accessible alternative. The new approach takes into account the decision-maker’s preference structure
(importance of particular goals) and nature (pessimistic, moderate or optimistic attitude towards a given
problem). It is designed for one-shot decisions made under uncertainty with unknown probabilities (frequencies),
see decision-making under complete uncertainty or decision-making under strategic uncertainty. The novel
approach can be used in the case of totally independent payoff matrices for particular targets.
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1. Introduction

Multiple criteria decision-making with uncertain attribute (criterion) evaluations has
been theoretically and practically investigated by many researchers since usually real
decision problems contain numerous conflicting criteria and a deterministic evaluation
of criteria is often impossible. [Durbach and Stewart 2012] prepared an impressive review
of possible models, methods and tools supporting uncertain multi-criteria decision-
making (e.g. models with explicit risk measures, models with scenarios, models with
fuzzy numbers, models using probabilities or probability-like quantities) [Gaspars-
Wieloch, 2015¢]. In this paper we propose a method designed for multi-criteria
decision- making with scenario planning and one-shot decision problems (we assume that

! This research is financed by the National Science Center in Poland (project registration number:
2014/15/D/HS4/00771).
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after the realization of a selected alternative the decision-maker may change his/her
preferences — thus, multi-shot decisions are not considered). We analyze the case of
games against nature (not games with other players). We assume that criteria payoff matrices
are independent and that, within each criterion, payoffs connected with a given decision
constitute sequences of outcomes (not sets of outcomes). We will refer to a multi-criteria
two-stage model. The target of the new approach is to select an optimal pure strategy,
which means that only one alternative is selected and performed. The procedure takes
into consideration decision-makers’ objective preferences and their attitude towards the
risk connected with a given problem. This attitude is measured by the coefficient of
optimism on the basis of which a set of events having the biggest subjective chance of
occurrence (separately for each payoff matrix) is suggested. Such an approach allows us
to reduce the quantity of data considered in the final decision selection.

The paper is organized as follows. Section 2 deals with the main features of MDMU
(multi-criteria decision-making under uncertainty), scenario planning, 1-stage and 2-stage
models. Section 3 presents a procedure that can be used as a tool in multi-criteria
optimization under uncertainty for pure strategies and independent payoff matrices.
Section 4 provides a case study on the basis of the bi-criteria single-period newsvendor
problem. Conclusions are gathered in the last Section. The paper is a continuation of
several articles, where uncertain one-ctiterion procedutes [Gaspars-Wieloch, 2007; 2014a;
2014c; 2015b; 2016b] and multi-criteria decision rules |[Gaspars-Wieloch, 2014d; 2015¢;
2015d; 2017] are investigated.

2. How to combine criteria with scenarios in uncertain multi-criteria decision
making when criteria are independent?

The necessity to solve decision problems with uncertain parameters led to the
development of many diverse theories [Zio, Pedroni, 2013], e.g. probability theory
[Kolmogorov, 1933], possibility theory [Zadeh, 1978; Dubois, Prade, 2001], imprecise
(interval) probability [Walley, 1991], uncertainty theory [Liu, 2007; 2009], credibility
theory, evidence theory [Shafer, 1976; Sentz, Ferson, 2002]. Nevertheless, it is worth
emphasizing that there is no unanimity in defining the notion of uncertainty and that
there are many types of uncertainty. The three next paragraphs are prepared on the
basis of [Gaspars-Wieloch, 2016a; 2017].

According to the theory of decision the decision-maker (DM) may choose the
appropriate alternative (decision, strategy, variant) under certainty (DMC — parameters
are deterministic), under risk (DMR — possible scenatios and their likelihood are known),
with partial information (DMPI — possible states of nature are known, but their probability
is not completely known), under complete uncertainty (DMCU — scenarios are known, but
not the probability of their occutrence) or under total ignorance (DMTI — the DM is not
able to define possible events). Note that DMCU may also occur when the DM does not
want to make use of the estimated probability distribution [Trzaskalik, 2008]. Comments
concerning particular decision-making circumstances can be found for instance in
[Guo, 2011; Kaplan, Barish, 1967; Knight, 1921; Perez et al., 2015; Render et al., 20006;
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Sikora, 2008; Waters, 2011; Weber, 1987]. Uncertainty and risk were formally integrated
in economic theory by [von Neuman and Morgenstern 1944].

Supporters of the theory of economics state that uncertainty involves all situations
with non-deterministic parameters (known, unknown or incompletely known probability
distribution, lack of information about possible scenarios), while risk is related to the
possibility that some bad (or other than predicted) circumstances will happen [Dominiak,
2009; Dubois, Prade, 2012; Fishburn, 1984; Gaspars-Wieloch, 2016a; Guney, Newell,
2015; Ogryczak, Sliwinski, 2009; Waters, 2011]. Note that in some cases the exact
probability computation may be difficult due to: 1) the existence of diverse definitions
of probability [Carnap, 1950; De Finetti, 1975; Frechet, 1938; Hau et al., 2009; Knight,
1921; Kolmogorov, 1933; Piegat, 2010; Popper, 1959; Ramsey, 1931; Van Lambalgen,
1996; Von Mises, 1949; Von Mises, 1957], 2) the lack of historical data (for totally
new decisions and events) |Gaspars-Wieloch, 2016a; Guo, 2011; Guo, Ma, 2014,
3) the lack of sufficient knowledge about particular states or 4) the fact that the set of
possible scenarios forecasted by experts in the scenatio planning stage does not satisfy
probability axioms (the sum of state probabilities should be equal to 1, the whole sample
space must be precisely defined), see [Kolmogorov, 1933]. Caplan [2001] states that
sometimes people may be even unable to declare subjective probabilities, but they
implicitly set the likelihood in acting. Nevertheless, within the theory of economics,
even if the probability is not known, some probability-like quantities can often be
estimated and applied. Hence, uncertainty, in many cases, can be measured and quantified
somehow [Piasecki, 2016].

Besides two aforementioned approaches, it is worth mentioning the Austrian Economic
School which treats uncertainty as do decision theortists, i.e. as a situation where the
likelihood is not known. Additionally, it is assumed that the mathematical probability
of the occurrence of a given scenatio is not known as probabilities only concern repetitive
events, meanwhile in the majority of real problems the DM deals with non-repetitive events.
According to [Von Mises, 1949], the theoty of probability can never lead to a definite
statement concerning a single event (the probability of a single event cannot be presented
numerically). Uncertainty is not caused by the randomness of events (as held by main-
stream economists) but is due to numerous factors, of which only some are known in
the decision-making process [Gaspars-Wieloch, 2017].

Note that scientists distinguish two main types of uncertainty: the epistemic (reducible)
uncertainty — due to the lack of knowledge (it can be reduced or eliminated after collecting
information), and the aleatory (aleatoric, random) uncertainty — due to the inherent
variability in a physical phenomenon (it cannot be reduced even after conducting
n experiments) [Stirtling, 2003; Zio, Pedroni, 2013].

In this paper we consider both epistemic and aleatory uncertainty, which leads us to
a conclusion that the likelihood of the occurrence of particular states of nature cannot be
estimated in an accurate way (the aleatory uncertainty is not reducible). Additionally,
in connection with the fact that the contribution concerns only one-shot decisions, we
refer in a sense to the Austrian approach where the probability understood as frequency
cannot be computed for a single event. The theory of economics is also partially applied
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in this research since unknown probabilities are replaced with some secondary probability-
like quantities.

It is worth adding that, as a matter of fact, scientists declare different opinions
concerning the role of probability in scenario planning (SP). Some of them state that
the likelihood should not be applied to SP [Michnik, 2013]. Others are convinced that
there are many advantages of using probabilities in SP [Millett, 2009].

The notion “uncertainty’” has been just briefly discussed. Now, let us analyze possible
ways of inserting uncertainty in multi-critetia decision-making. Many classical and extended
decision rules designed for pure or mixed MDMU (multi-criteria decision-making
under uncertainty) have been already developed, e.g. [Aghdaie et al., 2013; Ben Amor
et al., 2007; Dominiak, 2006; 2009; Durbach, 2014; Eiselt, Marianov, 2014; Gaspars-
Wieloch, 2014d; 2015¢; 2015d; 2017; Ginevicius, Zubrecovas, 2009; Goodwin, Wright,
2001; Hopfe et al., 2013; Janjic et al., 2013; Korhonen, 2001; Lee, 2012; Liu et al., 2011;
Lo, Michnik, 2010; Michnik, 2013; Mikhaidov, Tsvetinov, 2004; Montibeller et al.,
2006; Ram et al., 2010; Ramik et al., 2008; Ravindran, 2008; Silva, 2016; Stewart, 2005;
Suo et al., 2012; Troutt, Pettypool, 1989; Tsaur et al., 2002; Urli, Nadeau, 2004; Wo-
jewnik, Szapiro, 2010; Xu, 2000; Yu, 2002]. Some of them can be applied when the
DM intends to perform the selected alternative only once (one-shot decisions). Others
are recommended for people considering multiple realizations of the chosen variant
(multi-shot decisions). In the aforementioned contributions diverse tools connected
with uncertainty are used, e.g. probabilities, belief functions, fuzzy membership functions.
However [Durbarch, Stewart, 2012] underline that uncertainties become increasingly
so complex that the elicitation of such measures becomes operationally difficult for
DMs to comprehend and virtually impossible to validate. Therefore, in their opinion,
it is useful to construct scenarios which describe possible ways in which the future
might unfold and to combine MDMU with SP (scenario planning). And then, the result
of the choice made under uncertainty with scenario planning depends on two factors:
which decision will be chosen and which state of nature will occur [Gaspars-Wieloch,
2015c¢].

According to [Durbarch, Stewart, 2012; Michnik, 2013] MDMU+SP models can
be divided into two classes (the description below has been prepared on the basis of
[Gaspars-Wieloch, 2014d; 2015¢; 2015d; 2017]). The first one (A) includes 2-stage
models in which evaluations of particular alternatives are estimated in respect of scenarios
and criteria in two separate stages. Class A contains two subclasses: A-CS and A-SC.
Subclass A-CS denotes the set of approaches considering decisions separately in each
scenario and setting a #X table (# — number of decisions, 7 — number of scenatios)
giving the aggregated (over attributes/criteria) performance of alternative D;under
scenario S;. These evaluations are then aggregated over scenatios. In subclass A-SC the
order of aggregation is reversed — performances are generated across scenarios and measures
are then calculated over criteria. The second class (B) consists of one-stage procedures
considering all combinations of scenarios and attributes (scenario-criterion pairs) as
distinct meta-criteria and using a chosen multiple ctiteria approach for the transformed
meta-matrix. There is currently no consensus on the best way to solve uncertain multi-
goal problems [Durbarch and Stewart 2012]. Let us emphasize that subclass A-CS
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may be only applied to dependent payoff matrices. Hence, the number of events ought
to be the same for each criterion considered in the decision problem and evaluation
a can only be connected with evaluations g, ..., @', 4#,..., ap! and ap (those values
describe the performance of each criterion by decision D; provided that scenario §;
happens) where p is the number of criteria. On the other hand, subclass A-SC should
merely be used for independent payoff matrices, which means that this time there is
no relationship between criteria. The performance of particular targets can be analyzed
totally separately since the number of states of nature can be different for each goal
(nn, w2y ...y Mty ..., 7). In the second case, evaluation a;# might be connected with
any evaluation @i (7 =1, ..., #1), any evaluation a7 (/ = 1, ..., »»), ... and any evaluation
app (=1, ..., mp). Those values describe the performance of each criterion by decision
D, assuming that any scenario occurs for criteria Ci, ..., Ce1, Cer1,. .., 5. One-stage
models (i.e. class B) are also designed for independent payoff matrices.

Subclass A-SC from two-stage models, combined simultaneously with uncertain
multi-criteria pure decision-making, games against nature, probability-like quantities,
scenario forecasting stage and independent criteria, hasn’t so far been analyzed in the
literature. Nevertheless, we would like to investigate this topic, since it gives us the
possibility to elaborate a procedure focusing on events having the biggest subjective
chance of occurrence. Note that the set of aforementioned scenarios will not be directly
predicted by the DM — it will be indirectly generated on the basis of his/her coefficient
of optimism.

3. Procedure for MDMU+SP, pure strategies and independent criteria

The discrete version (i.e. the set of alternatives is explicitly defined and discrete)
of MDMU+SP with independent payoff matrices consists of # decisions (D, ..., D;,
..., D), each evaluated on p criteria (C, ..., Cg, ..., C) and 7 mutually exclusive
scenarios (%1, ..., 8%, ..., $44) where £ =1, ..., p. The problem can be presented by
means of p payoff matrices (one for each ctitetion) and #X(wa+. .. +m+. . .+ my) evaluations.
Each payoff matrix contains #Xu evaluations, say a#, which denotes the performance of
criterion Cy resulting from the choice of decision D;and the occurrence of scenario
S%. We assume that the distribution of payoffs related to a given decision is discrete.

Instead of using probabilities, we will apply here the coefficients of optimism (f)
and pessimism (a). They allow us to take into account the DM’s nature (attitude towards
a given problem) and to generate some secondary probability-like quantities. These
parameters belong to interval [0,1] and satisfy the condition a+p=1, where a () tends
to 0 (1) for extreme optimists (risk-prone behavior) and is close to 1 (0) for radical pessimists
(risk-averse behavior). The coefficients of pessimism and optimism have been already
used in decision rules suggested for instance by [Gaspars-Wieloch, 2014b; 2015a;
Hurwicz, 1952; Perez et al., 2015].

The procedure presented in this Section considers DM’s preferences (ctiteria weights)
and suppositions (optimism/pessimism level, indirect choice of the scenatios with the
biggest subjective chance of occurrence).
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The suggested method (based on subclass A-SC) consists of the following steps:
1) Given a set of potential decisions and payoff matrices for each criterion, define an
appropriate value of parameter # € [0:1] according to your level of optimism, and choose
weights ## for each attribute (£=1,...,p). The weights ought to describe the importance of
each target and should satisfy Equation (1):

yi
>t =1 )

k=1

2) If necessary (i.c. when criteria are presented in different scales or units), normalize
the evaluations (use Equation (2) for maximized criteria and Equation (3) for minimized
criteria) separately within each payoff matrix:

j=L,....n i=1m; j =1 mk=1,..
a(n)i/ = kj - T 3ty ,é;/ 300y 7'é 3 7]7 (2)
’ max {alu }— min {(1 }
- ] . y
i=l,...m i=l,....m
J=l,...,n J=l,..,n
k k
max {aij }— a,-/
i=l,...m " ° : . .
a(n)k _ J=l,n i=Vsmy; j=lmk=1.,p 3
i = T 3)
max aij — min aij
i=l,...m i=l,....m
J=l,...,n J=l,..,n

where a(n)%; denotes the normalized evaluation of a%;. Expressions max{a*;} and
min {a*;} signify the highest and the lowest evaluation of criterion Czin payoff matrix
related to this attribute.

3) Compute the sum of cumulative relative profits (p()%) for each scenario (separately
for each criterion).

pE=D] p(r)_j i=ly k=1, p 4)
J=1

7k
prYy =m-an); =D aln),  i=leamyj=leomk=1e,p (5
i=1
This step allows identifying scenarios that are relatively better than others. In the
contribution, the dominance is measured by means of the distance between particular
evaluations related to a given scenario and all corresponding values connected
consecutive decisions. The method presented above is just a suggestion. The status
of each event may be estimated in a different way.
4) Choose the set of scenarios with the biggest chance of occurrence for each criterion
separately:

a) If there exists at least one scenario for which the sum of relative profits is
exactly equal to the value given by Equation (6), the set of events with the
biggest chance of occurrence (55%°) contains all such states of nature (the
number of scenarios belonging to that set is denoted by #+). Go to step 5a.
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b)  If there is no scenario fulfilling Equation (6), find all events $%4,,, satistying
condition (9) — the set containing such states of nature is denoted by SS5% i
and the cardinality of that set is defined by #Mines and all events $%/may
satistying condition (10) — the set containing such scenarios is denoted by
S8 max and its cardinality is defined by mm« All these states of nature
constitute the set of scenarios with the biggest chance of occurrence (i.e.
SSEY: S5 i Y SSF max=55%. Go to step 5b.

s =arg  min (p00s—p0)f)  A=lap )
SELpE<p(r)p

sE=arg  min (p00 - p(0s)  A=lp (10)
SELpE>p(r)h

Hence, we see that the choice of scenarios with the biggest change of occurrence
strictly depends on the level of §. We assume that the higher the value of §, the better
scenarios (i.e. with higher sums of cumulative relative profits) should be treated as
events reflecting the DM’s nature. Step 4b involves situations where there is no event
exactly fitting the level of the coefficient of optimism (according to Equation (6)). In such
circumstances, one can for instance find scenarios for which the sum of cumulative
relative profits is very close to the value indicated by Equation (6).

5) a) Calculate average values for each decision according to Equation (11), separately

for each criterion.

v, =—0- Zﬂ(ﬂ)
Mpx skesst

Jj=lemk=1,.,p (11

b) Calculate weighted values for each decision according to Equation (12),
separately for each criterion.

oy LB 1 PO 0

el o S () W () W o RS (o WINESY (o W
J=lLomk=1.,p (12)

In this step all evaluations connected with a given alternative and related to set S5**
are aggregated in order to generate only one index for each decision within each criterion.
In step 5a the weight of each value is the same since all of them come from scenarios
with the same level of the sum of cumulative relative profits. On the other hand, in
step 5b weights for particular values may be different as the differences between sums
of cumulative relative profits and the theoretical one (defined by Equation (6)) may
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be diverse, depending on the scenario. The aggregation performed in step 5 completes
the first stage of the 2-stage model.
6) Compute a weighted index for each decision across all criteria, using the SAW
method (Simple Additive Weighting Method).
SAW , =w* -0 j=1yn (13)
7) Choose the final pure strategy:
a) Find the alternative fulfilling Equation (14).

D/* =arg maX(SA W//.) (14)
; .

b) If Djsatisfies condition (15) for the criterion with the highest weight w*, Dj«is
the optimal pure strategy.

Y (a(n), . > wad},) &) w* = max{n*} (15)
refl,2, 5.} ' £

e =[=p)y m=lam] k|0 = max{n'} (16)

)y ez Zaln), 2z, (17)

lm/a’f = mm{a(n)f;} J =1 mk| = m/eax{w/e} (18)

waldf,, = mjax{lm/d f} k|t = rn/gax{wk} (19)

where 2 is the minimal number of scenarios for which normalized outcomes
should be at least equal to wald*.. The last symbol denotes the highest value of
Wald index for the criterion with the highest weight »#.

¢) If Di<does not fulfill condition (15), find Dj« satistying Equation (20). Note that
such a decision always exists.

(SAW/ N max)/\( Y (a(n), ;> wald}, )] % =m/3x{u/€} (20)
}

re{l,2,...3,

Step 7 also requires additional explanations. As a matter of fact, we could have stopped
the algorithm after step 7a. Nevertheless, the choice of the final alternative merely on the
basis of Equation (14) may be unfair especially for moderate and radical pessimists who
feel more safely when the procedure provides necessary securities. For a radical pessimist,
Equations (15)-(20) guarantee that even if the worst scenario connected with the
selected decision and the most important criterion occurs, the outcome related to this
goal will not be lower than the Wald index computed for the aforementioned target.
Similar securities, but to a lesser extent, are also guaranteed for other types of DMs
(moderate pessimists, moderate optimists etc.).
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Let us name the procedure presented above B-MPDM/2, i.e. a method referring to
parameter 3, designed for multi-criteria pure decision-making and based on two-stage
models. The choice of the set of events having the biggest subjective chance of
occurrence (step 4) results from the fact that in the case of one-shot decisions only
one scenario (within each criterion) will finally occur in the future. The use of the
SAW method in step 6 is just a suggestion. Other multi-criteria approaches are also
possible [Trzaskalik, 2014; Wachowicz, 2015].

4. Case study

The novel approach will be illustrated by means of an example concerning the bi-
criteria single period newsvendor problem. The one-criterion problem is described,
e.g. in [Gaspars-Wieloch, 2016a; Sikora, 2008]. The newsvendor problem (NP) has attracted
a great deal of attention and played a central role at the conceptual foundations of
stochastic inventory theory [Bieniek, 2016]. It was originally related to decision making
under stochastic uncertainty where the demand is presented as a random variable with
a known probability distribution. Nevertheless, NP has also been recently discussed
in the context of decision making with partial information [Guo, 2011; Guo, Ma, 2014,
where the DM is able to subjectively define possibility degrees and satisfaction levels
(the probability distribution is not known completely). Additionally, according to
[Besbes, Muharremoglu, 2013; Benzion et al., 2010; Gaspars-Wieloch, 2016a], the
newsvendor theory should not assume that the DM faces a known distribution (known
frequencies), since in real-life situations the demand distribution is not always known
(e.g. for innovative products where there are no data available for forecasting the upcoming
demand via statistical analysis).

Les us assume that the newsvendor intends to sell a totally new short-cycle product.
He assumes that the quantity procured will be solely used to satisfy the demand during
the current period. The demand for this product is not known in advance. He considers
order (¢) and demand (D) quantities between 1 and 5 boxes. Hence, there are 5 alternatives:
A1 (1 box), A2 (2 boxes), A3 (3 boxes), A4 (4 boxes) and As (5 boxes). The unit production/
purchase cost of 1 box (¢1) equals 5, the selling price (o) equals 10 and the discount price
(price of leftover items) =1, hence the unit profit from selling the product at price
2 b=c-01=5 and the unit loss from selling it at price ¢3: s=a-3=4. The newsvendor
maximizes the total profit (e.g. in thousands of Euros) resulting from buying and selling
the new product (the 1+ criterion depends on the demand — five possible scenarios) and
minimizes the cost of supply (also in thousands of Euros, the 2 criterion depends
on the supplying, storage, weather conditions — three possible scenatios). Note that
the total profit does not include the cost of supply and that is equal to 4Xg (for g<D)
ot bXD-sX(g-D) when ¢>D. Payoff matrices are given in Tables 1-2 (first value in each
cell). The newsvendor intends to find an optimal pure strategy. Now, let us apply the
procedure f-MPDM/2 for the aforementioned problem.
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TABLE 1.

Payoff matrix and normalized values (1Ist criterion)
Crit. 1 A=1 A=2 A3=3 A=4 As=5
Sh=1 5/0.44 1/0.33 -3/0.22 -7/0.11 -11/0.00
Sh=2 5/0.44 10/0.58 6/0.47 2/0.36 -2/0.25
S3=3 5/0.44 10/0.58 15/0.72 11/0.61 7/0.50
Sly=4 5/0.44 10/0.58 15/0.72 20/0.86 16/0.75
S's=5 5/0.44 10/0.58 15/0.72 20/0.86 25/1.00

Source: prepared by the author.
TABLE 2.

Payoff matrix and normalized values (2nd criterion)
Crit. 2 A=1 A=2 A3=3 A=4 As=5
S% 0.5/1.00 0.6/0.96 0.7/0.92 0.8/0.87 0.9/0.83
% 1/0.79 1.1/0.75 1.2/0.71 1.3/0.67 1.4/0.62
5% 2/0.37 2.2/0.29 2.5/0.17 2.7/0.08 2.9/0.00

Source: prepared by the author.

First (step 1), we assume that the DM is a moderate optimist (6=0.7, a=0.3) and
that »1=0.7, #2=0.3. We normalize values (step 2) since they are expressed in different
scales, see Tables 1-2 (second value in each cell). The sums of cumulative relative
profits are given in Tables 3-4 (step 3). For example, p(r)123=5- 0.47-
(0.22+0.47+0.72+0.72+0.72)=-0.50 and  p(n'2=0.00+0.25-0.5-1.00-1.25=-2.50.
Now, we are going to select scenarios with the biggest subjective chance of occurrence
(step 4). Measures p(r)*s calculated for each criterion separately show the level of the
sum of cumulative relative profits corresponding to the level of the DM’s optimism:
Pp(0)15=0.7%(5.00-(-7.50))+(-7.50)=1.25, p(n?%=0.7%(4.71-(-6.29))+(-6.29)=1.41. In the
case of the 1+ criterion, index p(n'3 (Le. for scenario S13)is exactly equal to p()’s. Hence,
SS7"={S13}. In the case of the 2nd criterion, there is no scenario for which index
p(P2=p(?. Thus, according to step 4b, SS2=552in Y S mm= {525} Y {52} ={52,5%}.
Within step 5, we compute, for each decision, average values for criterion C; (Equation
11): #11=0.44, 11,=0.58, »'3=0.72, #'4=0.61, #'5=0.50 where 72-=1, and weighted values
for criterion C; (Equation 12): #21=0.78, 12%=0.74, 1>3=0.70, #24=0.65, *5=0.61, where
mreos=1, mrrp=1 and p(n?uw=1.58, p(N?win—=-029. In step 6, SAW indices are
calculated: SAW1=0.7-0.44+0.3-0.78=0.55, SAW>=0.63, SAW3=0.71, SAW4=0.62,
SAW5=0.53. According to Equation 14 (step 7), alternative .43 should be selected, but
first, let us check whether for the most important criterion (i.e. the first one: #'>»2) an

appropriate number of normalized outcomes (i.e. at least z, =[(1-0.7)-5|=[0.3-5]=2)

connected with .43 exceeds the Wald index: wa/d';,—max{0.44, 0.33, 0.22, 0.11,
0.00}=0.44. We see in Table 1 that there are four normalized values equal to at least
0.44,1.e.0.47,0.72,0.72 and 0.72. Therefore, .43 satisfies condition (15) and becomes
the final optimal solution. The newsvendor should buy 3 boxes. This is the optimal
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pure strategy for one period. If he intends to define the best solution for further petiods,

he should update his preferences and possibly payoff matrices.

TABLE 3.
Sums of cumulative relative profits (1st criterion)
Crit. 1 A=1 A =2 A;=3 A=4 As=5 Sum p(r)%;
Sh=1 0.00 -1.00 -1.75 -2.25 -2.50 -7.50
§h=2 0.00 0.25 -0.50 -1.00 -1.25 -2.50
S§=3 0.00 0.25 0.75 0.25 0.00 1.25
Sl=4 0.00 0.25 0.75 1.50 1.25 3.75
Sls=5 0.00 0.25 0.75 1.50 2.50 5.00
Source: prepared by the author.
TABLE 4.
Sums of cumulative relative profits (2nd criterion)
Crit. 2 Ai=1 A =2 A;=3 As=4 As=5 Sum
SH=1 0.83 0.88 0.96 1.00 1.04 4.71
§Hh=2 0.21 0.25 0.33 0.38 0.42 1.58
§5=3 -1.04 -1.13 -1.29 -1.38 -1.46 -6.29

Source: prepared by the author.

5. Conclusions

The paper contains a description of a decision rule supporting multi-criteria decision
making under uncertainty with unknown probabilities (understood as frequencies).
Probabilities are not given here as initial data. Instead of it, some secondary probability-
like quantities are used. The goal of the procedure is to find an optimal pure strategy which
constitutes a one-shot decision (it is executed only once). The method is designed for
games against nature. It is based on two-stage models. Advantages of applying that
approach are as follows: 1) It does not require any information about probabilities, which
is especially desirable in the case of new decision problems, 2) It takes into consideration
the decision-maker’s preference structure and nature, but only criteria weights and the
level of optimism ate supposed to be declared — hence, the procedure can be successtully
applied by passive decision-makers, 3) It can be used in the case of totally independent
payoff matrices for particular targets. The research takes into account experiment results
obtained by [Kahneman 2011] and related to fast and heuristic thinking. The novel rule
has been demonstrated by means of an illustrative example concerning the scenario-
based bi-criteria single-period newsvendor problem.

In the future it would be desirable to explore the uncertain multi-criteria pure decision-
making problem on the assumption that payoffs connected with particular decisions
are presented as sets (not sequences) of outcomes, since in some real problems, payoffs
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connected with particular investments depend on totally different scenarios (even within
the framework of a given criterion).
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Summary

The paper presents the issue of assessment of efficiency and effectiveness in organisations operating for
public benefit. Taking into consideration the important role of those entities in the economy and specific
conditions in which they operate, a new type of evaluation tools is needed. Therefore, the main aim of this
paper is to propose such a new assessment instrument based on outranking multi-critetia decision aiding
(MCDA) methods. The procedure proposed is used in a real-life scenario connected with the appraising pro-
cess of eleven Public Benefit Organisations (PBOs) from Lodz Voivodeship in Poland, operating in the field
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is ‘Animal Protection’. Rankings obtained as a result of the presented approach can serve a potential donor as
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1. Introduction

Organisations established for charitable purposes, such as charities or voluntary
organisations, exist almost all over the world. Generally, the main aim of their activity
is connected with carrying out certain tasks that are believed to be of general benefit
to society. They are usually presented as part of the third sector, next to state (the first
sector) and business sector (the second sector) in the economy. The third sector organi-
sations also include non-profit organisations (NPOs) and non-governmental organ-
isations (NGOs). Additional features of organisations classified as non-profit ones include
the following elements: they are 1) organised (institutionalized to some extent), 2) private
(institutionally separate from government), 3) self-governing (equipped to control their
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own activities), 4) non-profit-distributing (not returning profits generated to their owners
or directors), 5) voluntary (involving some meaningful degree of voluntary participation)
[Salamon, Anheier, 1992, p. 1; Salamon, Anheier, 1996, p. 2]. Nevertheless, it must be
emphasised that the issue of charities and NPOs is subject to individual countries’ legal
frameworks that provide additional and specific characterisation of these entities. In conse-
quence, the presented definition, as a kind of simplified understanding of this set of or-
ganisations, becomes more complicated and sometimes incomparable.

NGOs play an important role in the economy. The range of activities they petform
is very diverse. According to the International Classification of Non-profit Organisations
(ICNPO), which is the classification system recommended by the United Nations,
NGOs’ activities may be divided into 12 major groups, such as [Handbook on Non-profit
Institutions. . ., 2003]: Culture and recreation; Education and research; Health; Social services;
Environment; Development and housing; Law, advocacy and politics; Philanthropic
intermediaries and voluntarism promotion; International; Religion; Business and pro-
fessional associations, unions; Not elsewhere classified.

Not only the range of NGOs’ activities, but also their economic impact indicate the
significant contribution charities and voluntary organisations make in the economy.
Although it is very difficult to analyse the economic effect of NGOs in a worldwide
perspective (due to the lack of a unified system of national statistics), it is worth mentioning
some findings presented in 2013 by Johns Hopkins University Centre for Civil Society
Studies. According to the research results, the average contribution of non-profit institutions
to Gross Domestic Product in the 15 analysed countries! reached 3.6% for paid workers
and 0.9% for volunteers. Whereas non-profit institutions from 13 countries? employed on
average 5.2% of total workforce in the examined countries [Salamon et al., 2013, pp. 2-3].

Besides the economic contribution of NGOs, one should also bear in mind their
social and cultural contributions to society. They facilitate cooperation of people who
share values, interests, and ideas. NGOs operate in the name of discriminated groups
in society or those who are incapable of protecting their own rights. They may have
an important influence on authorities as well as uphold the common weal [Elementarz
I sektora, 2005, pp. 19-20].

Considering the increasing role of NGOs in many countries, there is a great need
to work out methods enabling the assessment of efficiency and effectiveness in those
entities. NGOs may fund their activities using many sources. The most important
ones include payments for services or goods that NGOs provide, government grants,
grants from local or state authorities, private donations, legacies, fundraising, membership
fees, etc. Consequently, public or private resource providers may as well expect to obtain
the proper information on NGOs’ performance. In many countries legal regulations
introduce a special status for those NGOs which fulfil certain requirements. With such

1 Australia, Belgium, Brazil, Canada, the Czech Republic, France, Israel, Japan, Kyrgyzstan, New
Zealand, Mozambique, Norway, Portugal, Thailand, and the United States.
2 Data on Canada and Mozambique were not available.
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a status NGOs obtain additional benefits, such as other source of finance or tax exemp-
tions. Taking this fact into consideration, it is even more important to work out an
assessment tool for this ‘special status’ group of NGOs.

The purpose of this article is to present a procedure based on multi-criteria decision
aiding (MCDA) outranking methods, i.e. PROMETHEE Ilv, EXPROM IIv, modified
ELECTRE Il and EVAMIX, as a tool suggested to be used in an assessment process
of those NGOs which obtained a special status regulated by a country law. As a result of
the presented approach, we obtain a kind of ranking of organisations established for
charitable purposes. This ranking is based on a set of adjusted measures which may be
used to evaluate NGOs effectiveness and reputation. In order to carry out an in-depth
study we have analysed and evaluated NGOs from two countties: Australia and Poland.
We concentrated on NGOs with a special domestic status: Public Benefit Organisations
(PBOs) from one of the Polish provinces, operating in the field of ‘Ecology, animals
and heritage protection’ and registered charities operating in Western Australia whose
main activity is ‘“Animal Protection’.

The article is organised as follows. In section 2 we present the situation of charities in
Australia and PBOs in Poland. In next patt the steps of the proposed procedute are shown.
Section 4 presents the case study and the results obtained due to the application of various
MCDA outranking techniques, while section 5 provides a summary and conclusions.

2. Organisations established for charitable purposes in Australia
and in Poland

The non-profit sector in Australia has been growing rapidly since the 1990s. In
2012 the Australian Charities and Not-for-profits Commission (ACNC), the national
regulator of charities, was established [Cortis et al., 2015]. In Poland NGOs have also
been developing intensively since 1990, that is from the transition from a state-controlled
economy into a market economy. In 2003 the public benefit status was introduced.
Table 1 presents selected characteristics of charities in Australia and PBOs in Poland.

TABLE 1.
Certain characteristics of charities in Australia and PBOs in Poland
Characteristics Australia Poland
(Charities) (Public Benefit Organisations)
Legal base Charities Act 2013, The Act of law of April 24th, 2003 on
No. 100, 2013 Public Benefit and Volunteer Work
Definition Not-for-profit entities, which have only Non-governmental organisations

charitable purposes that are for the public
benefit, have not a disqualifying purpose,
and are not individual, a political party
of a government entity.
The Charities Act 2013 indicates
definition of charitable purpose
(in Part 3) and disqualifying purpose
(in Part 2, Division 3).

(understood as corporate and non-

corporate entities, which do not form
part of the public finance sector and

which do not operate for profit, with
the exception of political parties, trade
unions and otganisations of employers,
professional self-governing authorities,

and foundations formed by political
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parties) entitled to perform the activity

that is focused on the benefit of society

in the area of public tasks, called a public

benefit activity. The legislation indicates
37 areas of public activity.

Registration

Charities may register with the ACNC.

This registration is required to obtain
certain benefits.

PBOs are registered in the National
Court Register.

Legal forms

Main types are incorporated entities,
unincorporated entities, trusts, public
company.

Main types are association and
foundation.

Benefits

All charities that register with the
ACNC can apply for these tax
concessions:

Income tax exemptions,
Refunds on franking credits,
Goods and services tax (a tax on
transactions) concessions,
Fringe benefits tax (FBT) rebates (FBT
is a tax paid on any benefits that an
employer provides to their employees
outside their salary or their superannuation,
not all registered charities may apply
for FBT rebate, public benevolent
institutions (PBI), health promotion
charities (HPC), not-for-profit hospitals
and some charities advancing religion
can access FBT exemptions).
Charities can apply for deductible gift
recipient (DGR) status — donations made
to an organisation with DGR status may
be tax deductible.

There are also a number of tax
concessions available to charities from
state, territory and local governments
(e.g., concessions on taxes like stamp
duty, payroll tax, land tax).

PBOs are granted:

Tax exemptions (the corporate income
tax, the property tax, the tax on civil
law transactions, the stamp duty,
court fees),

The right to receive 1% of the personal
income tax (it may be used only for
public benefit activity),
Preferential terms while property
owned by the State Treasury or by
local self-government units,
Free of charge promotion in public
media to inform the general public of
organisations’ activities.

Reporting
obligations

Registered chatities are required to lodge
an Annual Information Statement (AIS)
with the ACNC. Generally, charities are
required to submit their AIS within six
months of the end of their reporting
period.
Medium and large charities are required
to submit their annual financial report
as well as the AIS.

PBOs prepare an annual performance
report and annual financial statement.
Accepted reports must be published
in the Internet database of the Ministry
of Labour and Social Policy.
PBOs are required to present the
information in how the 1% is used.

Source: [Act of law of April...; Charities Act 2013...; Zak, 2012; Cortis et al., 2015; Charity tax
concessions available ...].
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Australian Charities Report as at 2014 presented main facts concerning charities
registered with the ACNC which reported the obligatory Annual Information Statement
(AIS) [Cortis et al., 2015, pp. 10-11, 42, 46, 53-54, 62]:

The number of registered charities might be estimated taking into consideration
the number of charities which reported the AIS: that was 37,798 charities in
2014 and 49,293 charities in 2013.

—  In 2014 Australia’s charities reported income totalling $103.4 billion. Although
the mean income per charity was $3.4 million, half of all charities reported
income of $138,000 or less.

—  Australia’s charities reported expenses totalling $95 billion in 2014. The mean
total expenditure equalled $3.2 million, but the median was much lower and
reached $116,400.

—  In total, registered charities that reported workforce data employed 1,117,781
paid staff (55.7% of all charities that reported workforce data), including
443,270 full time staff, 402,011 part time staff, along with 272,500 casual workers.

—  83.4% of all charities engage volunteers. Around 1 in 3 charities had from
1 to 10 (33.3%) and from 11 to 50 (33.1%) volunteers. 16.6% of charities reported
that they had no volunteers during the reporting period. Large organisations
were least likely to use volunteers (25.3% used no volunteers), compared
with 16.9% of medium charities and 13.8% of small charities.

In Poland, the latest report prepared by the Central Statistical Office refers to the
non-profit sector and public benefit organisations as at 2014 [Sekzor non-profit. . ., 2016,
pp 54-55, 76, 234, 236, 241-243, 247):

According to the National Court Register data, at the end of 2014 there were
8.7 thousand organisations registered with a public benefit status (8.6 thou-
sand in 2013).

— 8.6 thousand of PBOs (99% of all registered PBOs) that took part in a research
conducted by the Central Statistical Office reported income totalling PLN
7.4 billion. The mean income per charity equalled PLN 863.3 thousand whereas
median was much lower and reached the level of PLN 101.7 thousand.

—  PBOs in Poland reported total expenses of PLN 6.6 billion. On average,
organisation’s expenses accounted for PLN 763.2 thousand, however, the
median expenses equalled PLN 88.1 thousand.

—  In 2014 PBOs received PLN 507 million from 1% of the personal income tax
(the special benefit for organisations with a public benefit status). On the one
hand, almost all PBOs obtain income from this source, on the other hand,
however, it was not a relevant soutrce of income (8% of all income).

—  Asatthe end of 2014 PBOs reported 52.6 thousand of paid employees, which
accounted for 34% of all employees in analysed organisations from the non-
profit sector (154.1 thousand employees) and 1.3% of all people hired on the
basis of employment in Poland.
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—  Volunteers were involved in 94% of PBOs and comprised 20% of all people
working in examined organisations. On average 92 volunteers were engaged
in one PBO, but half of PBOs engaged 17 volunteers or less.

The information presented above illustrates the differences between Australian and
Polish organisations which have a national special status for non-profit entities. Despite
the fact that both legal regulations and the size of the non-profit sector is dissimilar in the
analysed countries, the general idea of the non-profit sector’s role in society is the same.
Bearing this fact in mind, we hope that the assessment tool proposed in the next part of
the paper may be regarded as a universal method that could be applied to evaluate charities
in many countries.

3. The proposed performance appraisal procedure

Meeting the need to develop the instrument of evaluation and ordering of organisations
of public benefit (for example to help donors decide where to give their money ot to
determine the best and the worst entities for public co-financing), and taking into account
advantages and disadvantages of different MCDA methods [Gérecka, 2010; Gérecka,
2011; Gorecka, 2012], the procedure composed of the following steps has been
proposed [cf. Chojnacka, Gorecka, 20106]:

Identification of the participants of the decision-making process;
—  Selection of the performance evaluation criteria and measures for them;
—  Determination of weights for evaluation criteria:
e arbitrarily;
e with the help of Hinkle’s method [Hinkle, 1965; Rogers, Bruen, 1998];
e  with the help of revised Simos’ procedure [Figueira, Roy, 2002]);
e  using Hokkanen and Salminen’s approach, version 1 or 2 [Hokkanen,
Salminen, 1994; Hokkanen, Salminen, 1997];
e using Mousseau’s method [Mousseau, 1995];
(depending on number and preferences of the decision-makers);

—  Establishing indifference, preference and veto thresholds for each criterion;

—  Building a table of assessments (evaluation matrix) of organisations taken into

consideration;

—  Application of:

° PROMETHEE IIv method [Go6recka, Muszyfiska, 2011; Gérecka,
Pietrzak, 2012; Gérecka, 2014];

° EXPROM IIv method [Gérecka, Szatucka, 2013; Goérecka, 2014; Gorecka,
2015];

e  modified ELECTRE III method [Gérecka, 2009];

e  EVAMIX method [Voogd, 1982];

(depending on the expectations and preferences of the decision-makers);

- Taking final decision.
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4. Empirical example

Let us assume that there is a decision-maker (DM) who loves animals and would like
to give her money to charitable organisations rescuing and taking care of them. She would
like to select two such organisations to support: one in Western Australia (where she,
for instance, live now), and one in Lodz Province, Poland (where she, for example, comes
from).

Hence, the procedure recommended in the previous section was employed in the
process of appraising and ranking of eleven Public Benefit Organisations from Lodz
Voivodeship, operating in the field of ‘Ecology, animals and heritage protection’, and
eleven registered charities from Western Australia whose main activity is ‘Animal
Protection’.

Criteria affecting the choice of the organisations of public benefit for donation
and measures for them were identified through the literature review as well as based
on the authors’ own ideas. They are presented in Table 2.

Analysis was carried out on the basis of the official and publicly available annual reports
(from 07.2014 - 06.2015 in Australia and from 2014 in Poland) of the organisations
considered as well as information from their websites. Criteria f11-fi4 were assessed by the
DM. She also determined (arbitrarily) weighting coefficients for the evaluation criteria as
well as indifference (qi), preference (px) and veto (vi) thresholds for them.

The model of preferences for the decision-making problem and measurement data
are presented in the table included in Appendix. In turn, Table 3 provides a summary
of the results obtained by means of four multi-criteria techniques enumerated in the
previous section of this paper.

The rankings presented in Table 3 show the sensitivity of the solutions to choice
of the decision-aiding technique since the orders of the public service organisations in
the rankings are not in complete agreement. Despite that, however, it is possible to
determine the set of organisations which are ‘good’ (charities K, D, E and C in Australia;
PBOs K, H and J in Poland) since the values of their appraisal scores are non-negative,
and the other one containing organisations which are ‘bad’ (charities G, I, I and J in
Australia; PBOs B, D and E in Poland) since their appraisal scores are negative
regardless the MCDA method. The best entities for donation, taking into account their
effectiveness and reputation, are charity K in Australia and PBO K in Poland. They
will be recommended to the DM.
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TABLE 2.
Assessment factors (evaluation criteria and measures)
Criterion Measure — calculation formula
fi 'min/max/value of); .
k| (min/ . / . D Australia Poland
(earlier studies)
Average amount of costs directly connected with cost of unpaid statutory
fi aid per beneficiary charitable activities/number of activities/number of
(max) beneficiaries beneficiaries
Average revenue
8 total revenue/number of people | total revenue/number of people
generated by people . . . L . . NN
. . involved in charity activities involved in PBO’s activities
fr involved in /
L . (employees, volunteers, board (employees, volunteers,
organisation’s activities ’
members) members)
(max)
Labour cost in
f3 relation to total gross salaties/total revenue
revenue (min)
Change in revenue total revenue in current year — total revenue in previous year)/
£ 3 Y p y
(max); (a) total revenue in previous year
(cash at bank and in hand + cash and other short-term
£ Financial stability ratio other short-term investments investments (in previous year)
? (value of 73); (b, ¢) (in previous year) *365)/total *365/total cost (in current
cost (in current year) year)
Private revenue (1% of PIT + incomes from
£ concentration ratio (donations and bequests + private sources including
S| ®of private financing) fundraising) /total revenue individual and institutional
(max); (b, ©) donations)/total revenue
Administrative
costs ratio . - .
0 L costs qualified as administrative - .
f7 (% of administrative administrative cost/total cost
o costs/total cost
costs) (value of 6,5%);
(b, c,d,€)
£ Activity scope number of beneficiaties/number of people involved in
8 (value of 306); (b, c) organisation’s activities
Alternative labour .
fo (number of volunteers*gross salaries)/employees
costs (max); (b, ¢
¢ Organisation's age the number of days the number of days an
10 (max); () an organisation has been active organisation has PBO status
Statutory goals and Do annual statements of an organisation o its promotion materials
fi1 activities or projects define precisely statutory goals and activities or projects undertaken
(max); (¢) to achieve those objectives? (appraisal of the DM on scale 0-3)
_r Do annual statements of an organisation or its promotion materials
Effects of activities . o I
fi2 (max); (©) disclose accurately effects of activities undertaken by the organisation
’ in the recent period? (appraisal of the DM using scale 0-3)
o Do annual statements of an organisation or its promotion materials
Beneficiaries of . . .
fi3 o characterise thoroughly beneficiaries of activities conducted by the
activities (max); (c) Lo . . .
organisation in the recent period? (appraisal of the DM using scale 0-3)
£ Organisation’s image Does the web-site of the organisation help to produce a positive image
" (max); (c) of the PBO? (appraisal of the DM on scale 0-3)

a) [Charity Navigator...]; b) [Dyczkowski, 2015a]; ¢) [Dyczkowski, 2015b]; d) [Frumkin, Kim
2001]; e) [Trussel, Parsons, 2008]

Source: [Dyczkowski, 2015a; 2015b; Waniak-Michalak, Zarzycka, 2012], own elaboration.
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TABLE 3.
Rankings of public service organisations obtained using different MCDA
methods
Australia Poland
Organisation (Charity Organisation (PBO)

= =

&) = = o) = —

3 T o 3 T o

I E LB |SE|E|E|E |5 3

= g 20 > <) g B0 >

@) m = ° &) 23

& &

A~ ~
1 AUSK | AUSK | AUSK | AUSC | POLK | POLK | POLK, | POL]
2 AUSD | AUSD | AUSD, | AUSB | POLH | POLH | POLH | POLK
3 AUSE | AUSE | AUSE | AUSK | POLC POLC | POLA, | POL A
4 AUS C AUSC | AUSA, | AUSA POL J POL J POLC, | POLF
5 AUSA, | AUSA, | AUSC, | AUSH | POLG | POLG | POLG, | POLH
6 AUSH | AUSH | AUSH | AUSE POL 1 POL 1 POLT, POL B
7 AUS B AUSB | AUSB, | AUSD | POLA | POLA POL ] POL G
8 AUS J AUS J AUSF, | AUSG | POLF POLF | POLB, | POLE
9 AUSG | AUSG | AUSG, | AUSF | POLD | POLD | POLD, | POLI
10 AUS F AUS F AUS ] AUS I POL B POLB | POLE, | POLC
1 AUST AUS I AUSI AUS J POL E POL E POLF | POLD

Source: own elaboration.

5. Conclusions

In the article we have proposed a universally applicable tool, based on the outranking
MCDA methods, which can support charitable givers all over the world in making clever
and confident donation decisions. Furthermore, it may be used by authorities (self-gov-
ernments or central administration) in the process of selecting organisations which are
to be delegated certain tasks financed with public funds. Last but not least, it may help
non-profit organisations to monitor themselves more effectively and to verify their
own attractiveness as fundraisers.

It should be emphasised that the results obtained with the presented approach depend
on assumptions made as well as on data quality. In the assessment process, we used both
financial and non-financial data acquired from financial statements, additional reports
(such as AIS in Australia or performance report in Poland) and organisations’ websites.
In the analysed countries, the data quality was subject to short experience in reporting
(in Australia 2014 was the second year of obligatory reporting for charities registered
with ACNC, in Poland there were changes in legal regulations in 2013 and 2014). Moreover,
in Australia there are no standards or guidelines for financial statements reported to
ACNC. According to Australian regulations, charities have to prepare their financial
reports in accordance with the Australian Accounting Standards and present a true and
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fair view. Though, one charity may present information in a different form than another
charity presents its information. For example, some charities may concentrate on program
allocation of costs but other charities may group costs according to their nature (such
as ‘employee expenses’, ‘administration’ and so on) |[Information on the Register. . .]. In conse-
quence, it is hard to compare selected financial data when information is disclosed in
different forms. However, taking into consideration the trend of promoting ac-
countability and transparency in the third sector organisations, above mentioned challenges
may be minimized in the future.
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ZASTOSOWANIE SKIEROWANYCH LICZB ROZMYTYCH
W MODELU ROWNOWAGI RYNKOWE]!

Streszczenie

W pracy rozwazono liniowy model réwnowagi rynkowej, w ktérym parametry sq liczbami rzeczywi-
stymi. W modelu tym zaktada sig, ze popyt i podaz zaleza tylko od ceny, a czynniki pozacenowe sq niezmienne.
Jednak, by uzyska¢ bardziej realistyczny model, mozna uwzgledni¢ wplyw czynnikéw pozacenowych na
popyt i podaz. W ten sposéb otrzyma si¢ model z rozmytymi parametrami, ktére moga by¢ reprezento-
wane za pomoca skierowanych liczb rozmytych. Aby wyznaczy¢ rozmyta rownowage rynkows tego mo-
delu, nalezy rozwiaza¢ rozmyty, liniowy uklad réwnan.

Stowa kluczowe: podaz, popyt, réwnowaga rynkowa, skierowane liczby rozmyte

APPLICATION OF ORDERED FUZZY NUMBERS TO MODELING OF MARKET
EQUILIBRIUM

Summary

The paper considers a linear model of market equilibrium in which real numbers are taken as
parameters. In the model, it is assumed that demand and supply depend only on price, while other (non-
price related) determinants do not change. However, to get a more realistic model, the author takes into
account the impact of other (non-price related) determinants on demand and supply. In this way, a model
with fuzzy parameters is obtained, which can be represented by means of ordered fuzzy numbers. In
order to determine the fuzzy market equilibrium of such a model, a fuzzy linear system of equations
must be solved.

Key words: demand, supply, market equilibrium, ordered fuzzy numbers

JEL: C02, C20, C65

1 Badania zostaly zrealizowane w ramach pracy nr S/W1/1/2016 i sfinansowane ze $rodkéw na nauke
MNIiSW.
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1. Wstep

W pracy przedstawiono matematyczny model sytuacji ekonomicznej, nazywanej
réwnowaga rynkowa. Jest to taki stan gospodarki, w ktérym popyt na dobra i ustugi
jest rtownowazony podaza tych dobr i ustug. Cheac zapewni¢ przejrzystodc i prostote
modelu (czg$ciowej) réwnowagl, czesto przyjmuje sig, ze funkcje popytu i podazy sa li-
niowe o rzeczywistych parametrach oraz korzysta si¢ z klauzuli ceteris paribus, ktora zaklada
niezmienno$¢ determinantéw pozacenowych. Jednak, aby model byl blizszy rzeczywis-
temu obrazowi rynku, mozna uwzgledni¢ wplyw czynnikéw pozacenowych na para-
metry funkcji popytu i podazy. W ten sposéb osiaga si¢ model réwnowagi o paramet-
rach rozmytych.

Celem pracy jest prezentacja modelu skierowanych liczb rozmytych w aspekcie moz-
liwosci zastosowania go w modelowaniu ekonomicznym. Wykorzystano go w modelu
réwnowagi cze$ciowej, w ktérym parametry przedstawiono za pomocg skierowanych
liczb rozmytych. Dziatania arytmetyczne na tych liczbach sa zblizone do dziatan na licz-
bach rzeczywistych. Dodatkowo, istnienie elementéw przeciwnych wzgledem dodawa-
nia i odwrotnych wzgledem mnozenia pozwala na rozwiazywanie uktadéw réwnan li-
niowych o rozmytych wspétczynnikach.

W literaturze mozna znalez¢ szereg prac, ktore stosuja model skierowanych liczb roz-
mytych w modelach ekonomicznych. Modelem tym postuzono si¢ m.in.: do prezentaciji
przychodu i kosztu [Kosinski 1 in. 2009; Kacprzak, 2010; 2012a], w modelu Leontiewa [Kac-
przak, 2008; 2010; 2017], do prezentacji cen akcji [Kacprzak, 2012b; Kacprzak i in. 2013;
Marszatek, Burczyniski, 2013], do prezentacji cen i dynamiki ich zmian [Kacprzak, 2014]
czy do ustalania ekonomicznej wielkosci dostawy [Kacprzak, Kosiniski, 2014; Sobol i in.
2015]. Waznym zastosowaniem modelu skierowanych liczb rozmytych jest uzycie go
w wieloktyterialnych metodach wspomagana decyzji. Badania w tym zakresie zostaly za-
poczatkowane przez Roszkowska i Kacprzaka [Roszkowska, Kacprzak, 2016; Kacprzak,
2017], nastepnie wykorzystane do rozwigzania praktycznego problemy sterowania linig
produkcyjna [Rudnik, Kacprzak, 2017]. Wspomniane wyzej zastosowania korzystaja ze
skierowania jako dodatkowej informacji oraz arytmetyke zblizong do arytmetyki liczb
rzeczywistych, czego nie posiadaly wezesniejsze modele liczb rozmytych.

Artykul sklada si¢ z siedmiu czesci. W drugiej krétko zaprezentowano liniowy model
réwnowagi rynkowej o parametrach rzeczywistych, w nastepnej przedstawiono argu-
menty przemawiajace za zastapieniem w tym modelu parametréw rzeczywistych liczba-
mi rozmytymi. Czg$¢ czwarta 1 piata poswiccono prezentacji modelu skierowanych liczb
rozmytych i uzyciu tych liczb jako parametréw modelu réwnowagi. Ostatnia cz¢$¢ stano-
wi przyktad numeryczny i podsumowanie.

2. Liniowy model réwnowagi rynkowe;j

Popyt na dobro to przypadajaca na jednostke czasu wielko§é zapotrzebowania od-
powiadajaca réznym cenom tego dobra. Zalezy on od wielu zmiennych, z ktérych pod-
stawowq (wynikajaca z okreslenia) jest cena. Do pozacenowych determinantéw popy-
tu mozna zaliczy¢:

—  dochody nabywcow,
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—  ceny débr komplementarnych i substytucyjnych,

—  oczekiwania dotyczace sytuacji rynkowej,

—  gusty i preferencje nabywcéw,

—  przewidywane zmiany cen dobra,

—  zmiany liczby i struktury ludnosci [Milewski, Kwiatkowski, 2005, s. 46].

Z kolei, podaz dobra to ilo$¢ dobra w jednostce czasu oferowana na rynku przy réznych
wysokosciach ceny. Podobnie jak w przypadku popytu, podaz jest réwniez funkcja wielu
zmiennych, z ktérych gléwna jest takze cena. Natomiast do pozacenowych determi-
nantéw podazy mozna zaliczy¢:

—  koszty wytwarzania,

—  rentowno$¢ produkeji dobr substytucyjnych,

—  przewidywane zmiany cen dobra,

—  wypadki losowe i czynniki naturalne (przy pewnych rodzajach produkeji) [Mi-

lewski, Kwiatkowski, 2005, s. 51].
W ekonomii powszechnie korzysta si¢ z klauzuli ceteris paribus. Pozwala ona bada¢ np. za-
lezno$¢ migdzy popytem a cena oraz podazg a cena, jak rowniez réwnowage rynkowa,
zakladajac, ze czynniki pozacenowe nie ulegaja zmianie. W pozycjach poswigconych eko-
nomii matematycznej wspomniany model réwnowagi rynkowej czesto jest przedsta-
wiany za pomoca funkcji liniowych, tzw. model liniowy [Chaing, 1994, s. 48; Gawinecki,
2000, s. 88]. Zaletg takiego podejscia jest niewatpliwie przejrzystosé i prostota.

W celu zaprezentowania liniowego modelu réwnowagi rynkowej, zaklada sig, ze na
rynku (wyizolowanym) znajduje si¢ tylko jedno dobro konsumpcyjne. Oznacza to, ze
w modelu réwnowagi wystarczy uwzglednic trzy zmienne, tj.:

— P —cene dobra,

— Qg —wiclko$¢ popytu na dobro,

- Qg — wielko$¢ podazy dobra.

Ponadto, zaktada sig, opierajac si¢ na obserwacji rynku, ze popyt jest malejaca liniowa,
funkcja ceny, tzn. ma posta¢ (rysunek 1.)%:

Qa = a—bP, ©)
natomiast podaz jest rosnaca liniowa funkcja ceny, tzn. ma postaé (rysunek 1.):
Qs = —c +dP, 2

gdzie parametry a, b, ¢, deR .. Dodatkowo przyjmuje sig, ze podaz nie wystepuje do
chwili, kiedy cena nie przekroczy okreslonego dodatniego poziomu (z réwnania (2) wyni-
ka, ze jest on réwny ¢ /d). Réwnowaga na modelowanym rynku zachodzi wéwczas, gdy:

Qa = Qs- 6)

Biorac pod uwage réownania (1)-(3), rtéwnowaga rynkowa jest osiagnieta, gdy cena ma
warto$¢:

2 Na rysunku 1. oznaczenia osi nie sq zgodne z konwencja matematyczna, tzn. o§ pozioma oznacza
ceng, a 0§ pionowa opisuje wielkos¢ popytu i podaz, poniewaz zastosowano konwencje przyjeta w pod-
recznikach do ekonomii. Pozostate rysunki réwniez utrzymano w tej konwencji.
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= a+c

= v @
a odpowiadajaca jej wielko$¢ réwnowagi Q (Q = Qq = Q) wynosi:
~ _ ad-bc
=" ©)

Z. (5) wynika, ze aby Q > 0 (punkt przeciecia musi znajdowaé sie powyzej osi pozio-
mej) parametry funkcji liniowych (1) i (2) musza spetnia¢ warunek:

ad > bc. (6)

RYSUNEK 1.

Ilustracja graficzna liniowej funkcji popytu (1), liniowej funkcji podazy (2)
oraz rownowagi rynkowej
P

a/b

cd,

: = 0
-c 0] a
Zrédlo: opracowanie wlasne na podstawie: [Chiang, 1994, s. 49].

3. Liniowy model rownowagi rynkowej o rozmytych parametrach

W uproszczonym linijowym modelu réwnowagi rynkowej (1)-(3) zatozono, ze jego
parametty, tzn. @, b, ¢ id sa rzeczywistymi liczbami dodatnimi. Jednak zwrécono uwage
na to, ze aby model réwnowagi rynkowej byl blizszy rzeczywistosci, a jednoczesnie dalej
pozostal przejrzysty 1 prosty, te parametry moga by¢ opisane za pomocg liczb rozmytych,
co wynika z kilku obserwacji rynku.

1. Istnienie czynnikéw pozacenowych.

Na rzeczywistym rynku, jak wspomniano w czesci 1., popyt zalezy od réznych

czynnikéw pozacenowych. Zmiana ktérego$ z nich powoduje przesuniecie

funkcji popytu. W przypadku liniowej funkcji popytu znajduje to odzwierciedlenie

w zmianie warto$ci wyrazu wolnego, czyli elementu a w liniowej funkcji popytu (1).
2. Elastycznos$¢ cenowa funkcji popytu.
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Elastycznos$é cenowa popytu mierzy procentows (wzgledng) zmianeg zapotrze-
bowania w reakgji na procentowa (wzgledna) zmiane ceny. Do czynnikéw wply-
wajacych na jej wielko$¢ mozna zaliczy¢ m.in. lo§¢ 1 blisko$¢ substytutéw oraz
procentowy udzial dobra w wydatkach konsumenta [Sloman, 2001, s. 63].
Korzystajac z pochodnej funkcji, mozna pokazaé, ze elastyczno$¢ cenowa
liniowej funkcji popytu zalezy wprost proporcjonalnie od wspdlczynnika kie-
runkowego. Oznacza to, ze czynniki pozacenowe oddzialuja na zmiane wspol-
czynnika kierunkowego ¢ w liniowej funkcji popytu (1).

3.  Stosowanie okreslen nieprecyzyjnych i niejednoznacznych w ekonomii.
Dane do konstrukeji funkcji popytu moga pochodzi¢ z wielorakich Zrédet,
m.in. w wyniku ankietowania konsumentéw. Ci z kolei moga stosowad, co jest
czeste w ekonomii, okreslenia nieprecyzyjne i niejednoznaczne. Na przyktad
konsumenci, udzielajac odpowiedzi na pytanie o wielko$§¢ zapotrzebowania
na dobro, gdy jego cena wzrosnie o jednostke, moga postugiwac si¢ okresle-
niami typu ,,0koto 10" czy ,,w przyblizeniu 107, zamiast precyzyjna wartos-
cig. W przypadku liniowej funkeji popytu, wykorzystujac interpretacj¢ matema-
tyczng czy ekonometryczna, wspolezynnik kierunkowy wyznacza wielko$¢ spad-
ku popytu wywolanego wzrostem ceny o jednostke, co oznacza, ze takie nie-
precyzyjne informacje znajda odzwierciedlenie we wspdtczynniku kierunko-
wym ¢ w liniowej funkcji popytu (1).

Analogiczne uwagi mozna sformutowac¢ w stosunku do liniowej funkeji podazy. Wspom-
niane obserwacje rzeczywistego rynku uzasadniajg uzycie liczb rozmytych do opisu para-
mentéw modelu réwnowagi rynkowe;.

4. Skierowane liczby rozmyte

W 1965 roku w czasopismie ,,Information and Control” ukazata si¢ praca Lotfi
A. Zadeha pod tytulem: FuzgySets [Zadeh, 1965], w ktérej autor wprowadzit pojecie
zbioru rozmytego. Liczba rozmyta to wypukly, normalny zbior rozmyty, okreslony na
uniwersum liczb rzeczywistych, ktérego funkcja przynaleznosci jest kawatkami ciagla.
Zbiory i liczby rozmyte daly mozliwo$¢ matematycznego modelowania wielko$ci nie-
precyzyjnych, niepewnych czy tez wyrazonych w postaci opisowej (lingwistycznych).
Znalazto to szerokie zastosowanie praktyczne, m. in. w zagadnieniach zwigzanych ze
sterowaniem i podejmowaniem decyzji.

Podstawowe dzialania arytmetyczne na liczbach rozmytych opieraja si¢ na zasadzie
rozszerzania i sa dos¢ skomplikowane. Wymagaja wykonania wielu operacji zaréwno
na stopniach przynaleznosci, jak i na elementach no$nikéw. Dodatkowo zastosowania
praktyczne liczb rozmytych pokazuja, ze ich funkcje przynaleznos$ci zazwyczaj nie sq
dyskretne, ale ciagle, a takze maja stosunkowo regularny ksztalt, czesto w postaci: troj-
kata, trapezu, krzywej Gaussa itp. Oznacza to, ze nie trzeba podawac stopni przynalez-
nosci dla wszystkich elementéw nos$nika, a jedynie kilka parametrow, ktére jednoznacz-
nie okreslaja regularne funkcje przynaleznosci. Powyzsze spostrzezenia sprawily, ze
Dubois 1 Prade [Dubois, Prade, 1980, s. 53] zaproponowali specjalna postac liczb roz-
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mytych, nazywang reprezentacja typu LR, ktora znacznie poprawia efektywnosé wyko-
nywanych dziatad arytmetycznych. Jednoczesnie pokazali oni, ze doktadne wzory mozna
uzyskac tylko dla dodawania i odejmowania, natomiast w przypadku mnozenia i dzie-
lenia przedstawiono formuly przyblizone.

Model liczb rozmytych, zaproponowany przez Zadeha, a takze jego pdzniejsza mo-
dytikacja, tzw. model LR, posiadaja kilka stabosci, ktére ograniczaja ich zastosowanie
w niektorych dziedzinach, np. w modelowaniu ekonomicznym. Niedoskonalosci te
wynikaja przede wszystkim z okreslenia dziatan arytmetycznych na tych liczbach. Po-
wodujg one powigkszanie nosnika (niezaleznie, czy liczby rozmyte dodajemy, czy
odejmujemy), jak réwniez brak elementéw przeciwnych wzgledem dodawania i od-
wrotnych w stosunku do mnozenia. Skutkuje to brakiem mozliwos$ci rozwiazywania,
w ogdlnym przypadku, prostych réwnai: A + X = C oraz A - X = C, gdzie A i C sa usta-
lonymi liczbami rozmytymi, poniewaz A + X + (—A) # X i A- X - A~ # X. Dodat-
kowo, rozwiazanie réwnania A + X = C nie istnieje, jezeli nosnik liczby A jest szerszy,
niz noénik liczby C.

Wspomnianych powyzej ograniczen jest pozbawiony model skierowanych liczb
rozmytych (Ordered Fugzy Numbers — OFN)3. Zostal on zaproponowany w 2002 roku
przez Kosifskiego, Prokopowicza i Slezaka [Kosiniski 1 in. 2002; 2003; Kosiniski, Pro-
kopowicz, 2004]. Arytmetyka dzialan w tym modelu jest analogiczna do dziatan na
liczbach rzeczywistych, ktore staja si¢ szczegdlnym przypadkiem OFN.

Skierowana liczbg rozmyta A nazywamy uporzadkowana pare funkcji ciagltych:

A= (far ga)s O
gdzie

farga:[0,1]>R. ®)

Poszczegolne funkcje skierowanej liczby rozmytej nazywamy odpowiednio: f — cze-
$cig wznoszacg (UP), g4 — czescig opadajaca (DOWN) (rysunek 2a). Poniewaz obie
te funkcje sa ciagle, to ich obrazy sg ograniczonymi przedzialami odpowiednio UPy
i DOWN,, ktérych granice oznaczamy nastgpujaco: UPy = (f4(0), f4(1)) oraz
DOWN, = (g4(1), g4(0)). Na rysunku 2a przedstawiono ilustracj¢ graficzng skie-
rowanej liczby rozmytej, gdzie y jest argumentem funkcji f4 1 g4, natomiast X wartoscia
tych funkgiji. Jezeli funkcje f, i g4 sa $cisle monotoniczne, istnieja do nich funkcje od-
wrotne f 11 gy?t, okreslone na odpowiednich przedziatach UP,i DOW N, (rysunek 2b).
Do zbiotéw UP, i DOWN, dodajemy na przedziale [f,(1), g4(1)] (przedzial ten
moze by¢ jednoelementowy) funkcje stala (CONST) téwna 1 (warunek normalnosci).
Wéwezas zbior UP, U [f4(1), ga(1)] U DOWN, twotzy jeden przedzial (nosnik licz-
by A). Pozwala to okresli¢ funkcje przynaleznosci p skierowanej liczby rozmytej A w nas-
tepujacy sposob [Kacprzak, 2008; 2010]:

3 Po $mierci prof. Kosifiskiego, aby upamietni¢ i uhonorowacé jego imie, termin Ordered Fuzzy Numbers
czesto zastepowano okresleniem Kosinski Fuzzy Numbers [Prokopowicz, Pedrycz, 2015].
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0 gdy xe[fa(0),ga(0)]

fit(x) gdy xeUP, o)
1 gdy xe[fa(1),9.(D)]"

gat(x) gdy xeDOWN,

pa(x) =

RYSUNEK 2.
a) Przyktadowa skierowana liczba rozmyta, b) Skierowana liczba rozmyta
przedstawiona w sposéb nawigzujacy do wypuktych liczb rozmytych,
c) Strzatka przedstawiajaca porzadek odwroconych funkcji i orientacje OFIN

a) b)
A X y

DOWN,

=Y

J
uP, DOWN,
dotaczony
przedziat

UP, ©

=Y

Zrédlo: [Kosiiski 1 in. 2002].

Tak okreslone liczby rozmyte nawiazuja do wypuklych liczb rozmytych (Convex
Fuzzy Nunbers — CEFN), jednak sq wyposazone w dodatkowa wlasno$¢ zaznaczona strzal-
kg — skierowanie (rysunek 2c).

Graficznie liczba (fy, g4) nie r6zni sie od liczby (gg4, fa), lecz w tzeczywistosci sa
to dwie rézne liczby, rézniace si¢ skierowaniem. Skierowanie pozwala na podzielenie zbio-
ru skierowanych liczb rozmytych na dwie grupy: liczby o skierowaniu dodatnim, jezeli
skierowanie jest zgodne z osig Ox (tysunck 3a), liczby o skierowaniu ujemnym, jezeli
skierowanie jest przeciwne niz 0§ 0x (rysunek 3b).

RYSUNEK 3.
a) Skierowana liczba rozmyta (f 4, g4) o skierowaniu dodatnim,
b) Skierowana liczba rozmyta (g 4, f4) o skierowaniu ujemnym
a) b)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Szczegdlnym przypadkiem skierowanych liczb rozmytych sg liczby rzeczywiste.
W modelu OFN sg one utozsamiane z para funkcji statych. Dokladniej, liczba 7 € R jest
zapisywana jako skierowana liczba rozmyta postacir = (r*, 1), gdzie r*(y) = r dla
yel[0,1].

Podstawowe dziatania arytmetyczne, czyli dodawanie (+), odejmowanie (—), mno-
zenie (X) i dzielenie (/), na skierowanych liczbach rozmytych sa okreslone nastepujaco.
Niech A = (f4,94) i B = (f5, gg) beda skierowanymi liczbami rozmytymi, wowczas
liczba C = (f¢, gc) jest wynikiem dziatania *€ {+, —,X,/} naliczbach: AiB(C = A * B),
jezeli:

Vyel0oAlfe) = fa) « fp(») 1 gc() = ga(y) x gs()].  (10)

Dodatkowo, w przypadku dzielenia musi by¢ spelniony warunek, ze Vye[0,1] f ()0
i gg(y)#0. Zbiér skierowanych liczb rozmytych z tak okreslonymi dziataniami ma
strukture przestrzeni liniowo-topologicznej [Kosinski, Prokopowicz, 2004].

Warto w tym miejscu nadmieni¢, ze wykonujac dzialania arytmetyczne na skierowa-
nych liczbach rozmytych, jako wynik mozna uzyskac tzw. liczby ,,niewlasciwe” [Kosin-
skiiin. 2003], niebedace skierowanymi liczbami rozmytymi, ktérych interpretacia jest
trudna. Na przyklad wezmy dwie skierowane liczby rozmyte A = (1 + 25,7 — 5)
iB=(6—s,2+25), gdzie s € [0,1], wowczas ichsuma A+ B = (7 +5,9 + 5),
gdzie s € [0,1] jest niewlasciwg liczba rozmyta (rysunek 4.).

RYSUNEK 4.
Dwie trapezowe skierowane liczby rozmyte A i B oraz ,niewtasciwa” liczba
bedaca ich suma A + B

A
1 >
/: , , ,\ , ' —>
| 2 4 6 8 10
B
1 /—4\
I 1 I ' 1 ' 1 1 Ny,
2 4 6 8 10
A+B
1 Y/ :
. . + . + + ¥ + ¥ —>
| 2 4 6 8 10

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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5. Skierowane liczby rozmyte w liniowym modelu réwnowagi rynkowej

Skierowane liczby rozmyte, poza modelowaniem nieprecyzyjnosci (rozmytosci), poz-
walajg réwniez uwzgledni¢ dodatkowy element (informacjg) obrazowany skierowaniem.
Przyjmijmy, ze rozmyte liniowe funkcje popytu (1) i podaz (2) maja postac:

Qq =a—bp, (10)
Qs =—¢+dP, (11)

odzie parametry: &, b, ¢ i d sa reprezentowane za pomoca skierowanych liczb rozmy-
tych. Biorac pod uwage skierowanie, otrzymamy 3* = 81 réznych ukladéw parametréw
modelu (wliczajac w to réwniez parametry rzeczywiste). W pracy ograniczono si¢ do ukla-
dow, w ktérych skierowanie bedziemy interpretowac przez pryzmat oczekiwan uczes-
tnikéw rynku w odniesieniu do ceny. Oznacza to, ze warto$¢ f(0) bedzie okreslata wiel-
ko$¢ parametru najmniej oczekiwang (pozadana) przez konsumenta lub producenta,
natomiast g(0) wielkos¢ parametru najbatrdziej oczekiwana (pozadana). Korzystajac
z liniowej rozmytej funkcji popytu (10), mamy:

Qu=a—-bp=p =22 (12)

S

Warto zauwazy¢, ze im nizsza cena rynkowa, tym korzystniejsza sytuacja konsumenta
(zalozylismy, ze popyt jest malejaca liniows funkcja ceny). Z (12) widaé, ze wyraz
wolny @ stoi w liczniku, co oznacza, ze im mniejsza jego warto$¢, tym cena dobra jest
nizsza. Ponadto, wspotezynnik kierunkowy b stoi w mianowniku, wiec im wyzsza jego
warto$é, tym cena dobra jest nizsza. Sprawia to, ze wyraz wolny d powinien mie¢ skiero-
wanie ujemne (rysunek 5a, gdzie @& = 40), natomiast wspolezynnik kierunkowy b skie-
rowanie dodatnie (rysunek 6a, gdzie & = 8). Odmiennie sytuacja wyglada ze strony pro-
ducenta. Z (11) mamy:

Q=-c+dP=pP="2 (13)

Producent jest zainteresowany uksztaltowaniem si¢ ceny na jak najwyzszym poziomie
(zalozylismy, ze podaz jest rosnaca liniowa funkcja ceny). Z (13) widaé, ze wyraz wol-
ny & powinien mie¢ skierowanie dodatnie (rysunek 5b, gdzie & = 6), zas wspolczynnik
kierunkowy d skierowanie ujemne (rysunck 6b, gdzie d = 20).

Korzystajac z zaleznosci (4)-(5) oraz rozmytej liniowej funkeji popytu (10) 1 z roz-
mytej liniowej funkcji podazy (11), otrzymujemy rozmyta rownowage rynkowa, przy
ktorej rozmyta cena ma postaé:

D (fa9a)+(fc.9c) (fatfc9atdc)
P = = 1
Upgp)+t(faga) Fotfagptga) 14

a odpowiadajaca jej rozmyta wielko$¢ rownowagi Q (Q = Qq = Q) wyraza sie naste-
pujaco:

Q — (fa9a)fa94)—Fp.9p)fo9c) — (fafa9a9a)—Fvfe9p9c) (1 5)
Fogp)+(fagda) (Fp+fagp+tga) ’
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RYSUNEK 5.
Skierowane liczby rozmyte reprezentujace wyraz wolny rozmytej liniowej
funkgji: a) popytu (10), b) podazy (11)
a)

36 44
Zrédlo: opracowanie wlasne.

RYSUNEK 6.
Skierowane liczby rozmyte reprezentujace wspotczynnik kierunkowy
rozmytej liniowej funkcji: a) popytu (10), b) podazy (11)
a) b)

b

6 10

Zrédlo: opracowanie wlasne.

6. Przyktad rozmytego liniowego modelu réwnowagi rynkowej
o wspotczynnikach reprezentowanych za pomoca OFN

Rozwazmy rozmyty liniowy model rownowagi rynkowej o wspolczynnikach repre-
zentowanych za pomoca tréjkatnych skierowanych liczb rozmytych. Przyjmijmy, ze
rozmyte liniowe funkcje popytu (10) oraz podaz (11) maja postaé:

Qq = 40 - 8P, (16)
Qs = —6 + 20P. (17)

Rozwazmy trzy przypadki rozmywania parametréw modelu:

a)  rozmyte wyrazy wolne funkeji (16) 1 (17),

b) rozmyte wspolczynniki kierunkowe funkeji (16) i (17),

¢) rozmyte parametry funkeji (16) i (17).

AD a) Rozmyty liniowy model rownowagi rynkowej o rozmytych wyrazach wolnych.
Funkcje (16) 1 (17) przyjmuja wowczas postac:
Qs = (44 — 45,36 + 4s) — (8,8)P, (18)
Qs = —(4+ 25,8 —25) + (20,20)P, (19)

gdzie s € [0,1]. Rozmyta réwnowaga rynkowa ma miejsce, zgodnie z (14), gdy cena ma
postac:
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= _ (44-4536+45)+(4+25,8-25) _ (48-25 44+2s
F= (8,8)+(20,20) - ( 28 ' 28 )’ (20)
a odpowiadajaca jej wielkos¢ réwnowagi Q, zgodnie z (15), ma postac:
~ _ (44—45,36+45)(20,20)—(8,8) (4+25,8—-25) _ (848-965 656+965
Q= (8,8)+(20,20) - ( 28 28 )’ )

gdzie s € [0,1]. Na rysunku 7. pokazano obszar rozmytej réwnowagi rynkowej dla fun-
keji popytu (18) i podazy (19). Natomiast na rysunku 8a zobrazowano skierowana liczbe
rozmyta reprezentujaca cene réwnowagi (20), a na rysunku 8b odpowiadajaca jej wiel-
kosé¢ réwnowagi (21).

RYSUNEK 7.
Ilustracja graficzna rozmytej rownowagi rynkowe;j dla funkcji popytu (18)
i funkcji podazy (19)
P
5, 5 Q d=44—8P
4,5
Q,=36-8P 0 —-8+20P
04 0 =-4+20P
0,2
36 44 @
Zrédlo: opracowanie wlasne.
RYSUNEK 8.

Skierowane liczby rozmyte reprezentujace rownowage rynkowa: a) ceng P
(20), b) wielkosé réwnowagi Q (21)
a) b)

1,57 1,64 1,71 2343 2686 30,29
Zrédlo: opracowanie wlasne.

AD b) Liniowy rozmyty model réwnowagi rynkowej o rozmytych wspotczynnikach
kierunkowych. Funkcje (16) 1 (17) przyjmuja wowczas postaé:
Qq = (40,40) — (6 + 25,10 — 25)P, (22)
Qs = —(6,6) + (24 — 45,16 + 4s)P, (23)
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gdzie s € [0,1]. Rozmyta réwnowaga rynkowa ma miejsce, gdy cena ma postac:

p= (40,40)+(6,6) =( 46 16 ) (24
(6+25,10-25)+(24—45,16+45) 30-2s’26+2s/
a odpowiadajaca jej wielkos¢ réwnowagi Q jest postaci:
J= (40,40)(24—4s,16+45)—(6,6)(6+25,10—25) _ (924—1725 580+172$) 25
- (6+25,10—25)+(24—4s,16+45) T\ 30-25 ' 26425 /)’ (25)

gdzie s € [0,1]. Na rysunku 9. pokazano obszat rozmytej rtéwnowagi rynkowej dla fun-
keji popytu (22) 1 podazy (23). Natomiast na rysunku 10a zobrazowano skierowana
liczbg rozmyta reprezentujacy ceng réwnowagi (24), a na rysunku 10b odpowiadajaca
jej wielko$¢ rownowagi (25).

RYSUNEK 9.
Ilustracja graficzna rozmytej réwnowagi rynkowej dla funkcji popytu (22)
i funkcji podazy (23)
P
6,67 0,=40-6P
4 Q,~40-10P 0 =-6+16P

0, =-6+24P

0,38
0,25
40 0
Zrodlo: opracowanie wlasne.
RYSUNEK 10.

Skierowane liczby rozmyte reprezentujace rownowage rynkowa: a) ceng P
(24), b) wielko$é rownowagi Q (25)

a) b)

1,53 1,64 1,77 22,31 26,86 30,80

Zrédlo: opracowanie wlasne.



Zastosowanie skierowanych liczb rozmytych. .. 119

AD c) Liniowy rozmyty model réwnowagi rynkowej o rozmytych parametrach. Funk-
cje (16) i (17) przyjmuja wowczas postac:

Qq = (44 — 45,36 + 4s) — (6 + 25,10 — 25)P, 26)
Qs = —(4 + 25,8 — 25) + (24 — 4s,16 + 45)P, 27)

gdzie s € [0,1]. Rozmyta réwnowaga rynkowa ma miejsce, gdy cena ma postac:

p= (44-45,36+45)+(4+25,8-25) (48—25 44+25) 28)
- (64+25,10—25)+(24—45,16+45s) ~ \30-25"26+2s)°
a odpowiadajaca jej wielkos¢é rownowagi Q jest postaci:
0= (44—45,36+45) (24—45,16+45)—(6+25,10—25)(4+25,8—25) _
- (6+25,10—25)+(24—45,16+4s5) -
_ (1252—2925+1o32 1252+244s+496) 29)
- 30-2s ’ 26425 ’

gdzie s € [0,1]. Na rysunku 11. pokazano obszar rozmytej réwnowagi rynkowej dla
funkcji popytu (20) i podazy (27). Natomiast na rysunku 12a zobrazowano skierowana
liczbe rozmyta reprezentujaca cene réwnowagi (28), a na rysunku 12b odpowiadajaca
jej wielko$¢ réwnowagi (29).

RYSUNEK 11.

Ilustracja graficzna rozmytej rt6wnowagi rynkowej dla funkcji popytu (22)
i funkcji podazy (23)

P
7.33 0,=44-6P

0 =-8+16P
16 0,-36-10P
=4+24P
0,5 2,
0,17
36 44 @

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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RYSUNEK 12.
Skierowane liczby rozmyte reprezentujace rownowage rynkows: a) ceng P
(28), b) wielkos¢ rownowagi Q (29)

a) b)

1,60 1,64 1,69 19,08 26,86 34,40

Zrédlo: opracowanie wlasne.

7. Podsumowanie

W pracy przedstawiono modyfikacj¢ liniowego modelu (czgsciowej) réwnowagi
rynkowej, w ktorym parametry, zazwyczaj opisywane liczbami rzeczywistymi, zastapio-
no skierowanymi liczbami rozmytymi. Umozliwia to reprezentowanie réwnowagi rynko-
wej za pomoca pewnego podzbioru plaszczyzny (plaszczyzny ceny i odpowiadajacej
jej wielkosci popytu/podazy), a nie za pomoca punktu. Powoduje to, ze model wierniej
odzwierciedla rzeczywisto$¢ gospodarcza, poniewaz punktowe polozenie réwnowagi jest
raczej stanem idealnym i trudnym do osiagnigcia w realnych warunkach ekonomicz-
nych. Co wigcej, skierowane liczby rozmyte pozwalaja uwzglednia¢ dodatkowy czynnik,
np. oczekiwania konsumenta czy producenta, obrazowany skierowaniem.
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BEHAWIORALNA WARTOSC BIEZACA W POSTACI
SKIEROWANYCH LICZB ROZMYTYCH

Streszczenie

Punktem wyjscia tych rozwazan jest behawioralna warto$¢ biezaca (BPV) zdefiniowana jako dodatnia
L-R liczba rozmyta. W tej pracy informacje opisane za pomocg BPV zostaly uzupelnione o subiektywna
prognoze zwrotu trendu ceny rynkowej. Prognoze te zaimplementowano w modelu BPV jako zwrot
dodatniej liczby rozmytej. Postuzono si¢ tutaj ponizszymi zasadami zapisu domniemanego zwrotu trendu.

1. Domniemanie wzrostu wartosci ceny zapisujemy za pomoca dodatniej orientacji liczby roz-
myte;j.

2. Domniemanie spadku wartosci ceny zapisujemy za pomoca ujemnej orientacji liczby rozmy-
tej.

W ten sposéb BPV zostata przedstawiona jako rozmyta liczba skierowana. Tak okreslona BPV zasto-
sowano do wyznaczenia stopy zwrotu. Przy oczywistym zalozeniu, Zze warto$¢ przyszla jest zmienng losowa,
wyznaczona stopa zwrotu zostala opisana jako skierowany, rozmyty zbidr probabilistyczny. Na koniec
dowiedziono, ze stopa zwrotu wykazuje zwrot przeciwny do zwrotu BPV, co jest zgodne z teorig finansow.

Stowa kluczowe: behawioralne finanse, warto$é biezaca, skierowana liczba rozmyta

BEHAVIOURAL PRESENT VALUE IN TERMS OF ORDERED FUZZY NUMBERS

Summary

The starting point for our discussion is behavioural present value defined as a positive L-R fuzzy
number. In this paper, the information described by means of BPV is supplemented with a subjective
forecast of the orientation of the market price trend. The forecast is implemented in the BPV model as
an orientation of the positive fuzzy number. The following rules of recording the alleged orientation of
the trend are used:

1. Presumption of market price increase is described as positive orientation of fuzzy number.

2. Presumption of market price decrease is described as negative orientation of fuzzy number.

In this way, BPV is presented as an ordered fuzzy number. Thus defined BPV is used to determine the
rate of return. With the obvious assumption that the future value is a random variable, the determined
rate of return is described as an ordered fuzzy probabilistic set. Finally, it is shown that the return rate
reveals an orientation opposite to the orientation of BPV, which is consistent with the theory of finance.

Key words: behavioural finance, present value, ordered fuzzy number

JEL: C44, C02, G10
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1. Wstep

Przez warto$¢ biezaca (w skrocie PV) rozumie sie warto$¢ terazniejszego ekwiwa-
lentu platnosci dostgpnej w ustalonym momencie [Piasecki, 2011a]. Powszechnie jest
juz akceptowany poglad, ze PV przyszlych przeplywow finansowych moze by¢ wartoscia
przyblizona. Z tego powodu PV jest przedstawiona jako liczba rozmyta. Poczatkéw
takiego opisu PV nalezy szukac¢ w pracach Warda [1985] 1 Buckleya [1987]. Klasyczna
aksjomatyczna definicja PV Peccatiego [1972] zostata uogélniona do przypadku roz-
mytego przez Calziego [1990], ktory ukazal PV jako przedzial rozmyty. Na przestrze-
ni ostatnich lat teori¢ t¢ w istotny sposéb poglebili i rozszerzyli m.in.: Greenhut i inni
[1995], Sheen [2005], Gutierrez [1989], Kuchta [2000], Lesage [2001].

W pracach [Piasecki, 2011a; 2011b; Piasecki, Siwek, 2014] behawioralng wartos¢
biezaca (w skrocie BPV) zdefiniowano jako nieprecyzyjnie oszacowang PV, oceniong
z uwzglednieniem wplywu czynnikéw behawioralnych na podstawie ceny rynkowe;j
instrumentu finansowego.

Celem prezentowanej pracy jest poszerzenie zbioru informacji opisywanych za po-
moca BPV o subiektywng prognoze orientacji trendu ceny rynkowe;j.

2. Skierowane liczby rozmyte

Zbiory i liczby rozmyte pozwalajg formalnie opisywaé oraz przetwarza¢ wielkosci
i informacje nieprecyzyjne. Zbior rozmyty A w danej przestrzeni X definiuje si¢ jako
zbi6r par A = {(x, uy): x € X}, gdzie py: X = [0; 1] jest funkcja, ktdra kazdemu ele-
mentowi X € X przypisuje jego stopient przynaleznosci do zbioru A. Liczba rozmyta
(w skrécie FN) to podzbiér rozmyty S okreslony na przestrzeni liczb rzeczywistych R
przez swoja polciagla z gory funkcje przynaleznosei pug: R = [0; 1] spelniajaca wa-
runki [Dubois, Prade, 1979]:
Jper: s(x) = 1, (1)
VayzeriX <Y < 2= ps(y) = min(ps(x), us(2)). @
Wzorujac si¢ na pracy [Dubois, Prade, 1980], dla kazdej czworki
(as, bs, c5, ds) € R* spetniajacej warunek ag < bg < ¢g < dg definiujemy szcze-
gélny rodzaj FN S(ag, bs, cs,ds) typu LR (w skrocie LR-FN). Kazda z LR-FN
S(as, bs, cs,ds) jest treprezentowana przez swoja funkcje przynaleznosci
Us: R = [0; 1] okreslona nastepujaco:
0, x€]—o0;a4]
Ls(x), x € [as; bs|
ps(x) =4 1, x € [bg; cs] ©)
Rs(x), x €]cs; ds]
0, X €]dg; oof
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gdzie lewa funkcja odniesienia Lg: [ag; bs] = [0; 1] jest prawostronnie ciagla funkcja
rosnacy i prawa funkcja odniesienia Rg: [cs, ds] = [0; 1] jest lewostronnie ciagla funk-
cja malejaca. Dowolna pare funkcji (Lg, Rg) nazywamy para funkcji odniesienia. Dla
pary funkcji odniesienia (Lg, Rg) wyznaczamy pare ich uogélnionych odwrotnosci
(Lg; Rg) okreslonych nastepujaco:

Ls(a) = min{x € [ag; bg]: Lg(x) = a}, “)
Ri(a) = max{x € [cs; ds]: Rg(x) = a}. 5)

Uogodlniona odwrotno$é Lg: [0; 1] = [ag; bs] lewej funkdji odniesienia jest ciagta, funk-
cja niemalejaca. Uogolniona odwrotnosé Rg: [0; 1] = [cs; dg] prawej funkcji odniesie-
nia jest ciggla funkcja nierosnaca.

W pracy [Dubois, Prade, 1980] LR-FN zdefiniowano jedynie dla przypadku czworki
(as, bs, s, dg) € R* spelniajacej warunek ag < bg < ¢s < dg oraz ciaglych funkdji
odniesienia bedacych suriekcjami.

Skierowane liczby rozmyte (w skrocie OFN) zostaly wprowadzone przez Kosif-
skiego 1 wspotautorow w serii artykuléw [Kosinski, Prokopowicz, Slezak, 2002 a, b; 2003;
Kosinski, 2006] jako rozszerzenie FN. Pojecie to wdrozono tam w sposéb intuicyjny
za pomocy wykresow. Tutaj uscislimy je w zakresie niezbednym do realizacji celu po-
znawczego postawionego na wstepie!. Pojecie OFN jest $cisle powiazane z uporzad-
kowana para (fs, gs) stabo monotonicznych ciaglych suriekcji fs: [0; 1] = UPs
i gs:[0; 1] = DOW Ny spetniajacych warunki:

(1) = £00)) - (g5(1) — g5(0)) < 0, 6)
(1) — gs(DI < 1£:(0) — g5(0)I, )
UPs N DOWNg = {f;(D} n {gs(D}. (8)

Funkcja f5:[0;1] = UPs jest nazywana funkcja wznoszaca, za$ funkcja
Jgs:[0; 1] » DOW Ny jest nazywana funkcja opadajaca. Obie te funkcje maja swoja
wspdlng nazwe — funkcje Kosifskiego. Warunki: (6), (7) 1 (8) implikuja, Ze kazda para
Kosinskiego spetnia dokladnie jeden z ponizszych warunkdw:

fs(0) < f5(1) < gs(1) < g5(0), ®
fs(0) = fs(1) = gs(1) = g5(0). (10)

W przypadku spelnienia warunku (9) funkcje fs nazywamy poczatkowa funkcja
Kosinskiego, natomiast funkcje gs konicowa funkcja Kosinskiego. Jesli jest spelniony
warunek (10), to funkeje fs koficows funkcja Kosifiskiego, za$ funkcje gg poczatkowa
funkcja Kosinskiego.

Korzystajac z tych okresler, dla dowolnej pary Kosiriskiego (fs, gs) definiujemy
OFN § jako pare (S, U) zlozona z LR-FN S € F(R) i otientacji U, gdzie:

! Calo$¢ omoéwienia pojecia OFN opracowano na podstawie: [Piasecki, 2017].
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—  uogdlniona odwrotnos¢ L lewej funkeji odniesienia jest réwna poczatkowej
funkcji Kosinskiego;

—  uogdlniona odwrotno$é Rg prawej funkcji odniesienia jest réwna kofcowej
funkcji Kosifskiego;

—  orientacja U jest okres$lona jako wspélny zwrot wszystkich wektorow pro-
wadzacych z przeciwdziedziny UPs funkcji wznoszacej do przeciwdziedziny
DOW Ng funkcji opadajacej.

Powyzsza definicja w pelni odpowiada intuicyjnemu okresleniu OFN sformutowanemu
przez Kosinskiego.

Ciaglos¢ funkeji Kosidskiego powoduje, ze UPs i DOW N sq przedzialami dom-
knietymi. Liczby f5(0) i fs(1) sa granicami przedziatu UPs. Liczby gs(0) i gs(1) sa
granicami przedziatu DOW N. Z tego powodu dowolng OFN S danymi UPs i DOW Ng
oznaczamy za pomoca symbolu §(f5(0), fs(1), gs(1), gs(O)).

Kiedy f5(0) < g5(0), to wtedy warunek (9) opisuje dodatnia otientacje OFN.
W tym przypadku funkcja wznoszacafs jest niemalejaca i funkcja opadajaca gg
jest nierosnaca. Z zaleznosci: (3), (4) 1 (5) wynika, ze dodatnio zorientowana OFN

5(£50), £5(1), g5(1), g5(0)) jednoznacznie wyznacza FN S(£5(0), fs(1), gs(1)
Js (0)) opisang przez swa funkcje przynaleznosci g: R = [0; 1] dana nastepujaco:
(0 x €] — oo; f(0)[
fs7(0), x € [£5(0); fs (V[
ps(x) =< 1,  x€[fs(1);gs(D)] , (11)
95 (x), x €]gs(1); gs(0)]
0, x€]gs(0);00[
gdzie:
fs*(x) = max{a € [0; 1]: fs(a) = x}, (12)
gs (x) = min{a € [0;1]: gs(a) = x} . (13)

Na rysunku 1. przedstawiono dodatnio zotientowana skierowana liczbe rozmyta
(otientacj¢ zaznaczono strzaltka).
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RYSUNEK 1.
Dodatnia orientacja OFN § = (£s(0), fs(1), gs(1), gs(0))
A
1 -+

I i e
1 T T T -

0 [0y Ss(1) 0 go(1)  gs(0)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Kiedy f5(0) > g5(0), to wtedy warunek (10) opisuje ujemna otientacje OFN.
W tym przypadku funkcja wznoszaca fg jest nierosnaca i funkcja opadajaca gg jest
niemalejaca. Z zalezno$ci: (3), (4) 1 (5) wynika, Zze ujemnie zorientowana OFN

‘.(S_')(fS(O),fS(l),gS(l), 95(0)) jednoznacznie determinuje FN S(gs(0), gs(1), f5(1)
fs(1), fs (0)) opisana przez swa funkcje przynaleznosci fig: R = [0; 1] dana nastepujaco:
0, x€—-w;g500)]
95 (), x € [g5(0); g(V[
ps(x) =1 1, x € [gs(1); fs(D)] (14)
fs (), x €]fs(1); £5(0)]
0,  x€]fs(0);00[
gdzie:
g5 (x) = max{a € [0;1]: gs(a) = x}, (15)
fs' (x) = min{a € [0;1]: fs(a) = x}. (16)

Na rysunku 2. przedstawiono ujemnie zorientowana skierowana liczbe rozmyta
(otientacj¢ zaznaczono strzaltka).

Skierowana liczba rozmyta S= (fS(O),fS(l), gs(1), gS(O)) jest dodatnia, jezeli

spelnia warunek:

min{fs(0), gs(0)} > 0. (17)

Na koniec zauwazmy, ze w przypadku f5(0) = g5(0) orientacja OFN jest niezdefi-
niowana. Wtedy jednak rozpatrujemy liczbe §(f5(0), £5(0), £5(0), £5(0)) jako ze
swej natury niezorientowana liczbe rzeczywista fs(0) € R.
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RYSUNEK 2.
Ujemna orientacja OFN § = (f5(0), fs(1), gs(1), gs(0))

01 gs(0) 95O £,) £5(0)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Operacje na liczbach rozmytych zostaly zdefiniowane przez Kositiskiego [Kosifiski,
20006] jako rozszerzenie operacji okreslonych na przestrzeni R. W szczegélnym przypadku
dla dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej @ € R* i dla dodatniej OFN A mamy okres-
lone:

—  dzielenie skalarne:

B=aQA4 (18)
odzie:
Vxelo]: f5(x) = a/fa(x) A gp(x) = a/ga(x), (19)
~  odejmowanie skalarne:
C=4A6a, (20)
odzie:
Vaeoa]: fc(x) = fu(x) —a A gc(x) = ga(x) —a. 21)

3. Skierowana behawioralna warto$¢ biezaca

Rozwazmy dowolny instrument finansowy bedacy przedmiotem obrotu na silnie

efektywnym rynku finansowym. Cena rynkowa C tego instrumentu finansowego moze
zmieniac si¢ w czasie, dlatego mozemy méwic o trendzie ceny rynkowej. Finansowa r6w-

nowaga jest stanem rynku finansowego, w ktorym trend ceny rynkowej jest staty. Wtedy
warto$¢ ceny rynkowej ¢ jest rtéwna cenie réwnowagi Cy okreslonej przez analize tech-
niczna lub fundamentalna.

W pracy Piaseckiego [2016] PV dowolnego przeplywu finansowego zostala przed-
stawiona jako uzytecznos¢ tegoz przeplywu. Wartos¢ biezaca dowolnego przeptywu fi-
nansowego zalezy zaréwno od przestanek obiektywnych, jak i subiektywnych. Na silnie
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efektywnym rynku finansowym kazdy z inwestoréw ustala t¢ sama wartos¢ Cy, ktora
w tej sytuacji ma charakter obiektywny. Réwnoczesnie wszyscy uczestnicy rynku obser-
wuja obiektywng warto$¢ C ceny rynkowej. Rozwazmy dowolna PV oceniong pod wply-
wem muin. przestanek behawioralnych. Stany $rodowiska behawioralnego sa zdefinio-
wane nieprecyzyjnie, zatem odchylenie wyznaczonej PV od ceny rynkowej musi by¢
nieprecyzyjne. Kazda behawioralna ocena jest subiektywna. W tej sytuacji ocena PV
ma subiektywny charakter 1 zazwyczaj jest wieloznaczna. Kazda z rozwazanych alter-
natyw tej wyceny nazywa si¢ potencjalng PV (w skrocie PPV). Behawioralng warto$cig
biezaca (w skrocie BPV) jest zbior wszystkich PPV. Uzaleznienie PV od subiektywnych
czynnikéw finansowych powoduje, ze kazdy z inwestoréw moze wyznaczy¢ wilasng
wersje BPV. Stad wszystkie dalsze rozwazania sa prowadzone dla ustalonego inwes-
tora. W przypadku réwnowagi finansowej, kiedy to cena rynkowa C pokrywa si¢ z cena
réwnowagi Co, to jest C = Cy, inwestor musi uwzglednia¢ mozliwos¢ spadkéw i wzro-
stéw notowan (podatnos¢ inwestora na wplyw wewnetrznych i zewnetrznych impulséw
behawioralnych). W tej sytuaciji zakres zmiennosci PPV spetnia warunek Gy < Cp <
Crnax, gdzie:
Cinin dolny zakres PPV zakladany w warunkach réwnowagi finansowej;

—  Cnax gorny zakres PPV zaktadany w warunkach réwnowagi finansowe;.
Przedzial liczbowy [Conin; Cmax] jest obrazem BPV dla przypadku réwnowagi finan-
sowej.

W przypadku, kiedy jest notowana dowolna cena rynkowa C, BPV jest zalezna od
odchylenia AC = € — Cy ceny rynkowej od ceny réwnowagi. Kazdy z inwestoréw
okresla wtedy nastepujace wartosci:

Cpnin dolny zakres PPV zakladany dla ceny rynkowe;j C;
Crnax yorny zakres PPV zakladany dla ceny rynkowej C.

Przedzialowy obraz BPV jednakowo traktuje wszystkie dopuszczalne wartosci PPV
1 opisuje ztozono$¢ wplywéw behawioralnych w niewystarczajacy sposéb, poniewaz mo-
zemy przypuszczaé, ze inwestor w wickszym stopniu akceptuje PPV bardziej podob-
ne do ceny rynkowej. Spowodowalo to konieczno$¢ zbudowania modelu BPV uwzgled-
niajacego zmienno$¢ wagi poszczegdlnych PPV, co doprowadzito do zbudowania roz-
mytego obrazu BPV. Behawioralna wartos¢ biezaca zostata przedstawiona jako liczba
rozmyta [Piasecki, 2016], ktorej funkcja przynaleznosci BPV dana jest wzorami:

o dlaAC>0

(x=Comin)(1+6C)
C~Crmin+(x=Cmin)8C
L (x,6) = Cmax—x ¢ 22
Uppy ( ) E E+(Corn)3C dla x € ]C, Cmax] (22)
0 dlax ¢ [5min; fmax]

dla x € [5min; f] * {f}
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e dlaAC<O

( x=Cnin Y.
Cv‘_émin"'(x_émin)‘sc dla x € [len' C[

uspy- (6, C) = Cmax=0)(A460) 0 [C; Conax] # (€, (23)

Crmax—C+(Crmax—x)8C

0 dla x € [Cnin; Cmax)

gdzie:

C — obserwowana cena rynkowa,

5¢ =B = £% _ yoledne odchylen kowej od ceny 6 i
=% =~z — wzgledne odchylenie ceny rynkowej od ceny rownowagi,

Co — merytorycznie uzasadniona cena réwnowagi finansowe;j.

RYSUNEK 3.
Wykres funkcji przynaleznoéci BPV w przypadku, gdy a) AC > 0,b) AC < 0
A A
a) b)
(e |
1 -+ L 1 1
u
1+4C R, 1+40 L, Ry
0 é min (:: Cumax 0 énlin é émax

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Na rysunku 3. pokazano wykres funkcji przynaleznosci BPV w zalezno$ci od od-
chylenia ceny rynkowej od ceny réwnowagi AC. Dla AC > 0 (rysunck 3a)) funkcja
przynaleznosci jest opisana wzorem:

Lgpy+(x) dlax € [Conim; C] # {C},

tgpy+(x) = Rgpy+(x) dlax €]C; Crnaxl, (24)
0 dla x € [Crnin; Cmax ),

gdzie stosujac oznaczenia Dubois i Prade, lewa oraz prawa funkcja odniesienia, od-
powiednio Lgpy+: [Cmin; C] = [0;1], Rgpy+:1C; Cmax| = [0;%[ sa zdefinio-

wane jako:

( _émin)(1+6c) ~ ~
Lgpy+(x) = 5= gmm(x—émm)sc dlax € [Conin; C] (25)
dlax =C
RBPV+ (X) = Crmax—X% dla x E]Cv; émax] (26)

Crmax—C+(Cmax—x)8C
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Dla AC < 0 (tysunek 3b)) funkcja przynaleznosci jest natomiast opisana przez:
Lgpy-(x) dlax € [Coin; €|
tppy-(x) = 3 Rppy-(x) dlax € [C; Crax] @7
0 dlax ¢ [Cmin; émax]
gdzie lewa i1 prawa funkcja odniesienia, odpowiednio: Lgpy-: [émin ; C [ -

[0; ﬁ [, Rppy=1[C; Cmax] = [0; 1] sa okreslone za pomoca wzoréw:

x—Cimi . .
— ml.?;l 1 c iy ’
Lgpy-(x) = {C-Cmin+(x—Cmin)6C dla x [Cmm cl 28)
1 dlax = C,
(Crnax—x)(1+8C) Lo
Rppy-(x) = 50 dla x € [C; Crax]- (29)

Funkcje przynaleznosci fgpy+ 1 ppy— sa przedzialami ciagle i monotoniczne. Dla-
tego w kazdym z przedzialow istnieja funkcje odwrotne do Lgpy+,Rppy+, Lgpy-,
Rppy- oraz sa odpowiednio réwne:
(Crnin(1+8C)—C)x—Copin (1+6C)

Lppy+(x) = ) dlax € [0;1],  (30)
N [Cmax(l"’:;g:f]x_cmax dlax € »0;$ |
Rppy+(x) = ) RN E)))
C dlaxe|—;1
. . . __1+6 1
(Cmin(l‘*"s;)_c)x_cmin dlax € 0,%
Lgpy-(x) = xoc—t O (32
C dlaxe|—;1
(1467 7|
S [Crnax(1+6C)—Clx—Crnax(1+6C)
Rgpy-(x) = C—(LT50) dlax € [0;1]  (33)

Dla obserwowanej ceny rynkowej C behawioralna warto$¢ biezaca przedstawimy
jako skierowana liczbe rozmyta, Jest to uzasadnione prostot realizacji dziatan arytmetycz-
nych na przestrzeni skierowanych liczb rozmytych [Kacprzak, 2012]. Przewidywanie
wzrostowego trendu ceny rynkowej bedziemy zaznaczaé za pomocg orientacji dodat-
niej, a przewidywanie spadkowego trendu ceny rynkowej za pomocs, otientacji ujemne;.
Rozwazymy cztery przypadki w zaleznosci od AC:

1. AC > 0, czyli gdy cena rynkowa przewyzsza ceng réwnowagi (C" > CO) ;

2. AC <0, czyli gdy cena réwnowagi przewyzsza ceng rynkowa (Cv < CO).

W kazdym z powyzszych przypadkdéw uwzglednia si¢ dwie sytuacje, kiedy:

a)  spodziewamy si¢ na podstawie wlasnych, subiektywnych przestanek, ze cena

rynkowa wzroénie;

b)  spodziewamy si¢ na podstawie wlasnych, subiektywnych przestanek, ze cena

rynkowa zmaleje.
Liczbie rozmytej, ktora opisuje BPV, nadajemy w przypadku a) orientacj¢ dodatnia,
aw przypadku b) orientacje ujemna. Warto zauwazy¢, ze orientacja dodatnia jest
identyczna ze zbiorem rozmytym.
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RYSUNEK 4.
Wykres funkcji przynaleznoséci BPV zorientowanej dodatnio, gdy AC > 0

Cvmax-‘_
g
—
L f ¢ T
gl>

5 f

} } Cmin_
< o o M
0 Cinin c Crmax 0 l I
1
1+8C

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 4. (przypadek 1a)) ilustruje sytuacje, kiedy AC > 0, czyli gdy cena ryn-
kowa przewyzsza cene rownowagi. Wykres po lewej stronie przedstawia funkcje
przynaleznosci behawioralnej wartosci biezacej. Behawioralna wartos$¢ biezaca jest zo-
rientowana dodatnio, to znaczy spodziewamy sig, ze cena rynkowa wzro$nie. Rysunek po
prawej stronie obrazuje funkcje przynaleznos$ci opisujaca standaryzowang rozmytg po-
sta¢ BPV za pomoca skierowanej liczby rozmytej OFN jako pare funkeji Kosinskiego
BPV=(f, g), gdzie:

f(x) = Lgpy+(x),x € [0,1], (34)
g(x) = Rppy+(x),x €[0,1], (35)
f(0) = Cvmin, fQ = C, g1 = C, g(0) = Cmax. Funkcja f odpowiada czg¢sci

wznoszacej UP,
1

1+6C’

a funkcja g — czesci opadajacej] DOWN. Na przedziale [ 1] zostala dotaczona

funkcja stata rowna C.

Rysunek 5. (przypadek 1b)) pokazuje stan rzeczy, kiedy AC > 0, czyli gdy cena ryn-
kowa przewyzsza ceng rownowagi. Podobnie jak poprzednio, wykres po lewej stronie
prezentuje funkcje przynaleznosci behawioralnej wartosci biezacej. Behawioralna
warto$¢ biezaca jest tutaj jednak zorientowana ujemnie, to znaczy spodziewamy sig, ze
cena rynkowa zmaleje. Rysunek po prawej stronie przedstawia funkcje przynaleznosci
opisujaca standaryzowana rozmyta posta¢ BPV za pomocg skierowanej liczby rozmy-
tej OFN jako pare funkcji Kositiskiego BPV=(g, f), gdzie funkcje f i g sa dane za
pomocy wzordw (7) i (8). Funkcja g odpowiada tutaj czesci wznoszacej UP, a funkcja

f — czesci opadajacej DOWN. Na przedziale [ﬁ, 1] zostala dolaczona funkcja

stala rowna C.
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RYSUNEK 5.
Wykres funkcji przynaleznoséci BPV zorientowanej ujemnie, gdy AC > 0
énlax ]
)
f- —
1 T ¢ T
gq
— f
- f T Cmin
0 Cmin C: 5 max t ;
0 11
1+8C

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rysunek 6. (przypadek 2a) ilustruje sytuacje, kiedy AC < 0, czyli gdy cena réwnowagi
przewyzsza ceng rynkowa. Analogicznie jak w przypadku 1a), wykres po lewej stronie
obrazuje funkcje przynaleznosci behawioralnej wartodci biezacej. Behawioralna war-
tos¢ biezaca jest zorientowana dodatnio, to znaczy spodziewamy sig, ze cena rynkowa
wzroénie. Rysunek po prawej stronie prezentuje funkcje przynaleznosci opisujaca stan-
daryzowana rozmyta posta¢ BPV za pomoca skierowanej liczby rozmytej OFN jako parg
funkdcji Kositiskiego BPV=(f, g), gdzie:

f(x) = Lgpy-(x), x € [0,1], (36)
g(x) = Rgpy-(x), x € [0,1], 37)

£(0) = Cpin, f(1) =C,g(1) =C, g(0) = C,rgy- Funkcja f odpowiada czesci
wznoszacej UP,

a funkcja g — czesci opadajacej] DOWN. Na przedziale [ﬁ, 1] zostata dotaczona

funkcja stata réwna C.
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Wykres funkcji przynaleznoséci BPV zorientowanej dodatnio, gdy AC < 0

1__
f<'l

(]
[l
S

min

Zrédlo: opracowanie wlasne.

RYSUNEK 6.
A
émax_' .9
C“-‘ ——
f
Cmin 7
——>
0 1 1
1+6C

Rysunek 7. (przypadek 2b)) ilustruje stan, kiedy AC < 0, czyli gdy cena réwnowagi
przewyzsza cene rynkowa. Podobnie jak w przypadku 1b), wykres po lewej stronie
przedstawia funkcje przynalezno$ci behawioralnej wartosci biezacej. Behawioralna war-
to$¢ biezaca jest zorientowana ujemnie, to znaczy spodziewamy sig, ze cena rynkowa
zmaleje. Rysunek po prawej stronie obrazuje funkcje¢ przynaleznos$ci opisujacy stan-
daryzowang rozmyta posta¢ BPV za pomocg skierowanej liczby rozmytej OFN jako
pare funkcji Kosifiskiego BPV=(g, f), gdzie funkcje f i g sa dane za pomoca wzo-
réw: (9) i (10). Funkcja g odpowiada czesci wznoszacej UP, a funkcja f — czesci opa-

dajacej DOWN. Na przedziale [

1
1+6C’

1] zostala dolaczona funkcja stala réwna C.

RYSUNEK 7.

Wykres funkcji przynaleznoéci BPV zorientowanej ujemnie, gdy AC < 0

fD

I o

Cmin

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Cmax m g
—_— -
< 7
g
f
3 Cmin 1
M
o +—
Cmax 0 1
1+6C
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Przyktad 1. Dany jest instrument A, dla ktérego cena réwnowagi €y = 110, cena
rynkowa ¢ =120, odpowiednio dolny Comin = 108 i goérny Cinax = 138 zakres BPV
przy obserwowanej cenie rynkowej. Mamy AC = € — Co = 120 — 110 = 10 > 0,
sc=1A4_1

120 12
Funkcja przynaleznosci opisujaca standatyzowang rozmyta posta¢ BPV wyraza
si¢ wzotrem:

(x—108)(1+1—12)
120-108+(x—108)

dla x € [108,120],

Hgpy+(x,C) = 138X laxe]120,138], ©”
138-120+(138-x)—
o dlax ¢ [108,138],
czyli po uproszczeniu
Dx-1309% dlax € [108,120]
. xX+36
ugpy+(x,C) = L1956 dlax €]120,138] > (40)
0 dlax ¢ [108,138]

Korzystajac ze wzordw (7) i (8), dostajemy funkcje przynaleznosci opisujaca stan-
daryzowang rozmyta posta¢ BPV za pomoca dodatnio skierowanej liczby rozmyte;
OFN jako pare funkeji Kosiniskiego BPV=(f, g), gdzie:

fG) = Lgpy+(0) = 22222 x e [0,1], (1)
-1 _ 354x-1656 12
( ) _ Rpr+ (x) - x—12 » X € I:O’ 13[ 42
glx) = 120 . [E 1] , (42)
) x 13,

w sytuacji, gdy spodziewamy si¢ na podstawie wilasnych, subiektywnych przestanek, ze
cena rynkowa wzrosnie. W sytuacji, gdy spodziewamy si¢ na podstawie wiasnych, subiek-
tywnych przestanek, ze cena rynkowa spadnie, funkcja przynaleznosci opisujaca stan-
daryzowang rozmyta posta¢ BPV za pomoca ujemnie skierowanej liczby rozmytej
OFN jest para funkcji Kosiaskiego BPV=(g, f).

Skierowana rozmyta stopa zwrotu OFRR wyraza si¢ wzorem:

OFRR = (17,1,) = (55 - 1,52 - 1), (43)

W kazdym z oméwionych przypadkéw wyznaczymy OFRR. Dla sytuacji 1a) ko-
rzystajac ze wzotow: (11), (7) i (8), otrzymujemy OFRR = (17,1, gdzie:

x6C—(1+6C)

r=V(w) (Comin(1+6C) =) X —Comin(14+6C) Lx €[o01], (44)
x6C—1 1
_ V(O)) [Crmax(1+8C)—Clx—Crmax B 1' x € [0’ 1+5C[
97 vw : (45)

1
¢ ’ x € [1+8C’ 1]
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W przypadku 1b) OFRR = (Tg, rf), gdzie 17 i 1 sa dane odpowiednio wzorami
(12)1 (13).

Dla przypadku nastepnego (22)) na podstawie wzoréw: (11), (9) oraz (10) dosta-
jemy OFRR = (rf, Tg), gdzie:

x6C—-1
_ V((l)) (Cmin(1+8C)-O)x—Cimin -1 xe [0 1+ 5C[
r = R (406)
o N
¢ ’ * S |1vec
ry = V() Ll Caly) —1,x € [0,1]. @7)

[Crmax(1+8C)—Clx—Cinax(1+8C)

W sytuacji 2b) skierowana rozmyta stopa zwrotu OFRR = (Tg, Tf), gdzie 17 i 75 sa
dane odpowiednio za pomoca wzoréw (14) i (15).

Dla rozmytej behawioralnej warto$ci biezacej BPV zorientowanej dodatnio skie-
rowana rozmyta stopa zwrotu OFRR jest zorientowana ujemnie. Podobnie dla beha-
wioralnej wartosci biezacej BPV zotientowanej ujemnie, skierowana rozmyta stopa zwro-
tu jest zorientowana dodatnio. Oznacza to, ze przypuszczenie o wzrodcie ceny rynko-
wej pociaga za soba przypuszczenie o spadku stopy zwrotu. Analogicznie, przypuszczenie
o spadku ceny rynkowej implikuje przypuszczenie o wzroscie stopy zwrotu. Jest to zgod-
ne z ogdlng teori finanséw. Stopa zwrotu zachowuje zasady zapisu domniemanego zwrotu
trendu. Stanowi to przyczynek do stwierdzenia, ze zastosowanie skierowanych liczb
rozmytych moze by¢ przydatne w finansach.

Przyktad 2. Dla instrumentu opisanego w przykladzie 1. skierowana rozmyta stopa
zwrotu na mocy wzorow (12) i (13) jest rtowna OFRR = (Tf,Tb) w przypadku, gdy
spodziewamy sig, ze cena rynkowa wzrosnie i OFRR = (Tg, Tf), edy spodziewamy sig,
ze cena rynkowa spadnie, gdzie:

13—
rf = V((D)m - 1, X € [0'1]3 (48)
V(w) =12 x—12 ,xE[O,E
Ty = 354x-1656 13 . 49)
Viw) _ 1, p= [E, 1]
120 13

4. Podsumowanie

Behawioralna warto$¢ biezaca zostala przedstawiona za pomocy skierowanych liczb
rozmytych. Liczbie rozmytej, ktora opisuje BPV, nadano orientacje dodatniq w przypad-
ku, gdy spodziewano si¢ na podstawie wlasnych, subiektywnych przestanek, ze cena
rynkowa wzro$nie, natomiast w sytuacji, kiedy spodziewano si¢ na podstawie subiektyw-
nych przestanek, Ze cena rynkowa zmaleje — orientacje ujemna,. Przy oczywistym zaloze-
niu, ze warto$¢ przyszla jest zmienng losowa, wyznaczona stopa zwrotu zostata opi-
sana jako skierowany rozmyty zbiér probabilistyczny. Nieprecyzyjnosé, przedstawiono
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tutaj przez rozmycie, nie zastapila (nie byta substytutem) losowosci, ale byta uzupetnie-
niem. Stopa zwrotu stala si¢ stochastyczna stopa zwrotu.

Model skierowanej behawioralnej wartosci biezacej moze by¢ dobrym narzedziem
w analizie i modelowaniu ekonomicznym. Wartoscig dodang opisanego modelu jest moz-
liwo$¢ uwzglednienia subiektywnych przewidywan zwrotu dalszego trendu ceny. Pozwa-
la to przypuszczad, ze uzyskane wyniki bedzie mozna wykorzysta¢ do analizy portfelowe;.
W kolejnej pracy autorka skupi si¢ na wyznaczeniu oczekiwanej skierowanej rozmytej
stopy zwrotu i ocenie ryzyka obarczajacego t¢ stope.
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WPEYW KOMPLETAC]JI STREFOWE], SKEADOWANIA
TOWAROW I METODY WYZNACZANIA TRASY MAGAZYNIERA
NA EFEKTYWNOSC PROCESU KOMPLETAC]JI ZAMOWIEN

Streszczenie

W artykule przedstawiono wyniki analizy wplywu ré6znych czynnikéw na efektywno$é procesu kompletacii
strefowej mierzona za pomoca $rednich czaséw kompletacji zaméwien i wspolczynnika wykorzystania stref.
W badaniach rozwazono dwa rodzaje kompletacji strefowej, tj.: sekwencyjna i synchroniczna. Eksperymenty
przeprowadzono z uzyciem symulacji i programu Warehouse Real-Time Simulator. Wyniki wskazuja, ze kom-
pletacja strefowa musi by¢ dobtze zorganizowana. Niewtasciwe dobranie metody sktadowania towaréw do
heurystyki wyznaczania trasy przy podziale na strefy moze spowodowac, ze czasy kompletacji beda dluzsze,
niz przy magazynie jednostrefowym. Prawidlowe dopasowanie sprawia, ze heurystyki dla wickszo$ci zaméwieny
generuja trasy optymalne. Jezeli towary szybko rotujace sa roztozone réwnomiernie w strefach, to problem
nieréwnowagi naktadu pracy w strefach dla kompletacji sekwencyjnej prawie nie wystepuje, a dla kompletacji
synchronicznej nie przekracza 20%.

Stowa kluczowe: kompletacja strefowa, sktadowanie towaréw, wyznaczanie trasy, symulacje

IMPACT OF ZONE PICKING, STORING AND ROUTING ON AVERAGE ORDER-
PICKING TIME

Summary

The paper presents the results of an analysis of the influence of different factors on zone picking efficiency,
as measured by the average order-picking times and the average utilization of zone pickers. The study considers
two versions of zone picking: sequential and synchronized. The research was performed using simulations and
the Warehouse-Real Time Simulator. The results indicate that zone picking has to be well organized. Improper
choice of storage policy to routing method while zone picking may lengthen order-picking times as compared
to those without zone division. However, proper selection can ensure optimal routes. When fast moving items
are similarly distributed in all zones, the problem of imbalance of zone utilization for sequential picking hardly
exists, and for synchronized picking does not exceed 20%.

Key words: zone picking, storage assignment, picker routing, simulations

JEL: C53
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1. Wstep

Podstawows, miara oceny efektywnosci magazynowej jest Sredni czas kompletacii za-
méwien. Istnieje pig¢ podstawowych grup czynnikéw, ktore wplywaja na czasy komple-
tacji, tj.: uktad magazynu (Jayous), czyli liczba i dtugo$¢ alejek, liczba poprzecznych ko-
tytarzy, umiejscowienie punktu I/O, w ktérym magazynier zaczyna i zazwyczaj koficzy
kompletacje zlecenia; sposob sktadowania towardw (storage location assignment), sposob
wyznaczania trasy magazyniera (order ronting); podzial magazynu na strefy (oming) oraz
tworzenie zlecen taczonych (order batching) [Yu, de Koster, 2009, s. 480-490]. De Koster
iinni [2007, s. 481-501] przedstawili krétki opis metod pozwalajacych na rozwigzanie
wymienionych probleméw i szczegdtowy przeglad literatury.

Artykul jest poswiecony sposobom kompletacji zamowien przy podziale magazynu
na strefy kompletacyjne. Frazelle 1 Apple [1994, s. 22.1-22.36] wyrdznili trzy takie metody,
a mianowicie: sekwencyjna (sequential), strefowa zlecen laczonych (batch zome) 1 falowa,
(wave picking). Kompletacja sekwencyjna (w literaturze funkcjonuja réwniez inne naz-
wy, takie jak: pick-and-pass 1 progressive) polega na kompletacji pojedynczych zaméwien
w rozbiciu na strefy. Towarty sg zbierane najpierw w jednej strefie, a nastgpnie pojem-
nik z pobranymi juz artykulami trafia do dalszych stref, gdzie uzupetnia si¢ go kolejnymi
wyrobami. Takie rozwiazanie nie wymaga konieczno$ci sortowania wyrobow. Po przej-
$ciu wszystkich niezbednych stref magazynowych, w pojemniku znajduje si¢ zestaw
towaréw z jednego zamoéwienia. Z kolel, strefowa kompletacja zlecen faczonych w li-
teraturze jest raczej okreslana jako kompletacja synchroniczna (synchronized, ale téwno-
czes$nie funkcjonuja nazwy parallel i simmltaneons). Polega ona na tworzeniu zlecent komple-
tacyjnych ztozonych z wigcej niz jednego zamowienia. Zlecenie jest pobierane do osob-
nych pojemnikéw w kazdej ze stref w tym samym czasie. Rozpoczecie kompletacji
nowego zlecenia wymaga zakoficzenia kompletacji poprzedniego we wszystkich stre-
fach. Taka organizacja pracy powoduje, ze wyroby po pobraniu beda musiaty by¢ po-
sortowane. Rowniez pojawia si¢ tutaj niebezpieczefistwo nieréwnowagi nakladu pracy
w strefach. Ostatnia z wymienionych metod, kompletacja falowa, stanowi odmiang kom-
pletacji synchronicznej, w ktorej zlecenia kompletacyjne powstaja poprzez polaczenie
bardzo duzej liczby zaméwien. Petersen [2000, s. 319-335] stwierdzil, ze dtugosé fal wy-
nosi zazwyczaj od 30 minut do 2 godzin. W artykule Petersena mozna takze znalez¢ in-
formacje na temat podstawowych zalet 1 wad zaprezentowanych koncepciji.

Przedstawiony opis nie jest precyzyjny. Yu i de Koster [2009, s. 480-490] rozwazyli
na przyktad kompletacje sekwencyjna zlecent Iaczonych. Takie rozwiazanie wymusza
zainstalowanie w magazynie sortowni, nierzadko automatyczne;.

Badaniem efektywnosci kompletaciji sekwencyjnej zajmowali si¢ m.in.: de Koster
[1994, s. 558-573], Petersen [2000, s. 319-335], Yu i de Koster [2008, s. 1054-1069; 2009,
s. 480-490], Melacini i inni [2010, s. 841-854], Gaast i inni [2012, s. 1-27]. Kompletacji
strefowej synchronicznej po§wigcono artykuly: Petersena [2000, s. 319-335], Jane’a
1 Laiha [2005, s. 489-490] oraz Le Duca i de Kostera [2005, s. 1-28]. Wedlug wiedzy
autorow, w literaturze brakuje badan taczacych wybdr metody kompletacii strefowej
ze sposobem skladowania towaréw, a zarazem problemem doboru heurystyki wyzna-
czajacej trase magazyniera. Temu wlasnie zagadnieniu jest poswigcony ten artykut.
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2. Parametry procesu kompletacji zamoéwien wykorzystane w badaniach

W badaniach empirycznych sprawdzono wzajemny wplyw: wyboru sposobu podziatu
na strefy i metody kompletacji strefowej, polityki sktadowania towaréw szybko rotujacych
oraz heurystyki wyznaczania trasy magazyniera na efektywnos$¢ procesu kompletacji
zambwiefl mierzong za pomocy $rednich czaséw kompletacji oraz wspotczynnikow
wykorzystania stref wyrazajacych nierownowage nakltadu pracy w strefach. Przyjeto nas-

tepujace parametry:

ukltad magazynu (rysunek 1.): jednoblokowy, prostokatny z 30 alejkami (zba-
dano trzy warianty, tj.: bez podziatu na strefy, z 3 strefami po 10 alejek, z 5 stre-
fami po 6 alejek);

punkt I/0O, z ktérego magazynierzy pobieraja pojemniki i ewentualnie (wobec
braku urzadzeti elektronicznych) zlecenia kompletacyjne, znajduje si¢ w rogu
magazynu. Wzdluz dolnego korytarza jest ulokowany przenosnik tasmowy
(rolkowy), na ktéry s odktadane pojemniki po skompletowaniu towaréw w stre-
fie. W przypadku kompletacji synchronicznej pojemniki sa transportowane do
sortowni, gdzie zamowienia sa sortowane i scalane. W przypadku kompletacji
sekwencyjnej pojemniki oznaczone kodami kreskowymi sa transportowane
do kolejnych stref, gdzie sq skanowane i —w razie potrzeby — w automatyczny
sposéb odstawiane na specjalnie wydzielony dla kazdej strefy fragment prze-
no$nika (tworzacy bufor), skad pojemniki sa pobierane celem uzupetnienia to-
waréw. Przyjmuje si¢ nieograniczong pojemnos¢ bufora (de Koster zauwa-
zyl, ze jezeli istnieje ryzyko przepelnienia bufora, mozna poinstruowac pracow-
nikéw, aby tymczasowo zdjeli pojemniki z przeno$nika 1 umiescili je na pod-
todze [de Koster, 1994, s. 558-573]);

rozklady towaréw szybko rotujacych w kazdej ze stref s takie same;

kazde zamo6wienie sklada si¢ z 10 réznych towaréw (w przypadku kompletacji
strefowej synchronicznej zlecenia w poszczegdlnych strefach sa scalane tak,
aby magazynier podczas jednego cyklu odwiedzal co najwyzej 10 lokalizacji);
liczba pobieranych wyrobow tego samego typu jest pomijana w analizie;
sposoby rozmieszczenia towardw szybko rotujacych w magazynie: catkowicie
losowo oraz na podstawie klasyfikacji ABC (class-based storage assignment), po-
lityka within aisle (towary z klasy A umieszcza si¢ w sposob losowy w alejkach
najblizszych punktowi 1/O), polityka across aisle (towary z klasy A umieszcza
si¢ losowo we wszystkich alejkach na lokalizacjach najblizszych korytarzowi,
przy ktérym jest umieszczony przenosnik);

metody wyznaczania trasy magazyniera: trasa optymalna (wytyczona zgodnie
z algorytmem Ratliffa i Rosenthala [1983, s. 507-521]) i heurystyki: s-shape, midpoint,
return, largest gap, combined (szczegbdlowy opis metod mozna znalez¢ np. w pra-
cy Tarczynskiego [2012, s. 105-120]);

dla magazynu bez podzialu na klasy oraz przy kompletaciji strefowej synchro-
nicznej stosuje si¢ kompletacj¢ bezposrednig zamowien 1:1 1 1:; przy kom-
pletacji strefowej sekwencyjnej tworzy si¢ zlecenia poprzez polaczenie zamo-
wien w rozbiciu na strefy (kompletacja 72n);
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—  parametry techniczne magazynu: szeroko$¢ regatu 2,65 m, szerokosc¢ alejek
3 m, szeroko$¢ gtéwnych korytarzy 3,4 m, srednia predkos$é poruszania si¢
magazyniera 5 m/s, czas pobrania towaru 10 s.

M fami pot i Sniki § i
agazyn Z trzema strefami p Q(CZOnyml pl’ZenOS em tasmowym z SOftOWnla‘
Strefa 1 - Strefa 2 - Strefa 3
A 21 381 381 nx 1 E 381 31| 1 21 381 381
= = | e | xX = | i e | xx e = | Res iy
2 2 362 .|| H 2 362 2| 2 2 362 332
3 23 363 e 3 23 363 33| = 3 23 363 383
—  — — — =~ = — — — = = — —  —
4 24 384 T 4 24 364 34| . 4 24 384 384
5 25 365 I 5 25 365 ;| = 5 25 365 385
- = = = o= = = = e e = = =
& 26 386 36| o & 26 368 38| & 26 388 338
7 27 367 w| o 7 27 367 7| o 7 21 367 387
8 28 368 | = 8 28 368 | = 8 28 368 388
A — — _ = = | = 1 = b = —
9 « 29 389 2 389 xx 9 « 29 369 E 389 xx 9 «~ 29 389 9_ 389
Mo @ "2 | o - En ~ B~ B o s EBnl ~ B c Bl B ~ Bl
10 2 [ 70 @ =) > 0 2 = @ @ e 10 g = EL
1 2 3 3 T 391 xx 1M1 2 @ T 39 xx 1m 2 3 ‘g 39 o
1t = o 1t = gt e S 1t = = gt o =
n < e ] 2 < e a2 < am| o 2 <= a2 L g 2 € | | »
= T e = = G el = = o o
13 33 373 ECE] 13 33 373 | = 13 33 3n3 393
R R B E:-B B = E = E =
14 34 374 394 | 14 34 374 ase| 14 34 a4 334 ]
1= = e 1= = (LSS 1= = ISRl | |
15 5 75 295 - 15 35 375 395 15 35 375 395 @ @
16 36 376 | = 16 36 376 | = 16 36 376 3% --
17 37 377 97| o 17 a7 377 397 | 17 a7 ar7 397
13 38 378 ;| = 18 38 378 | = 13 338 378 395
— — = == oo = = = = o= = = = =
19 33 379 /| 19 38 379 | 18 3 379 339 | |
20 40 | === |3m0 w0 | 20 40 | === |3mp wo| 20 40 | === |3m0 400
= - > = - * = -
| | | | | | | | | 1 | | | - -

|
przenosnik tasmowy / rolkowy

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Metoda badawcza wykorzystana do badan sa symulacje komputerowe. Obliczenia
zostaly wykonane z wykorzystaniem programu Warehouse Real-Time Simulator [Tar-
czyniski, 2013, s. 1-18]. Dla kazdego badanego wariantu decyzyjnego wykonano 20 tys.
replikacji (jedna replikacja oznacza jedno zamdwienie, ktére nalezy skompletowac).

3. Badanie efektywnosci kompletacji strefowej — wyniki obliczen

Zostaly wyznaczone srednie czasy kompletacji dla 90 wariantéw decyzyjnych z wyko-
rzystaniem narzedzi symulacyjnych (tabela 1.). Wszystkie warianty poréwnano z warian-
tem, w ktérym kompletacja odbywala si¢ bez podziatu na strefy, towary sktadowano
w sposob catkowicie losowy, a trasg magazynieréw ustalono z wykorzystaniem heurystyki
s-shape, ktora zdecydowanie najczesciej stosuje si¢ w praktyce. Dzigki wlasciwemu sktado-
waniu towaréw jest mozliwe poprawienie wynikéw o 26,93%, bez konieczno$ci zmia-
ny metody wyznaczania trasy. Gdyby magazynierzy poruszali si¢ po najkrotszej trasie, to
redukcja $rednich czaséw kompletacji wynioslaby 41,03%. Zastosowanie kompletacji
strefowej sekwencyjnej, zaréwno dla magazynu trzystrefowego, jak i pieciostrefowego,
powoduje dalszg redukeje, ale juz nie tak wyrazna, o kilka punktéw procentowych. Naj-
lepsze wyniki — skrocenie czasu o blisko 70% w stosunku do wariantu wzorcowego —
uzyskano dla kompletacji synchronicznej. Wariantem najkorzystniejszym jest ten, w ktorym
wyrézniono 5 stref, towary skladowano zgodnie z polityka within-aisle, a magazynierzy
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poruszali si¢ po najkrotszej trasie — poprawa wyniku o 69,12%. Tylko niewiele gorsze
rezultaty uzyskano dla metod wyznaczania trasy, ktore s tatwe do zastosowania w prak-
tyce, a mianowicie: heurystyki s-shape z polityka within aisk (65,03%0) oraz heurystyki return
z polityka, across-aisle (64,58%). Jednak nalezy pamigtaé, ze strefowa kompletacja zlecefi
taczonych wymaga dodatkowego naktadu pracy w sortowni lub duzych naktadéw finan-
sowych na zainstalowanie sortowni automatycznej.

Heurystyki: mwidpoint, return, largest gap 1 combined najefektywniej funkcjonowaly przy
skltadowaniu zgodnym z politykq across-aisle. Z kolei, metoda s-shape byta najskutecz-
niejsza w sytuacji, gdy wdrozono polityke sktadowania towarow within-aisl. Warta uwagi
jest pewna prawidtowos¢, ktéra cechowata heurystyke s-shape w magazynach podzielo-
nych na strefy. W tych przypadkach sktadowanie towaréw na podstawie klasyfikacji ABC
przyniosta bardzo niewielkg poprawe wynikéw w poréwnaniu ze sktadowaniem loso-
wym.
Rysunek 2. obrazuje zmiany liczby wygenerowanych zlecen (list kompletacyjnych) dla
poszczegdlnych wariantéw. Dla kompletacji strefowej sekwencyjnej liczba wygenero-
wanych zlecent wyniosta okolo 295% wariantu podstawowego przy magazynach trzy-
strefowych i blisko 450% dla magazynéw picciostrefowych. Kompletacja synchroniczna
powodowala, ze zaméwienia w ramach stref byly faczone, czego nastepstwem bylo
to, ze liczba zlecen dla 3 stref stanowita okoto 102,6%, a dla 5 stref okoto 100,2% liczby
pierwotnych zaméwien.

RYSUNEK 2.
Liczba zlecen realizowanych przy réznych wariantach organizacji stref
kompletacji
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Zrédlo: opracowanie wlasne.
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TABELA 1.
Srednie czasy kompletacji dla réznych wariantéw (w nawiasach podano
procentowa poprawe czasu wzgledem wariantu jednostrefowego z losowym
rozmieszczeniem towaréw i heurystyka s-shape)

Podzial na strefy Skfadowanie Metoda wyznaczania trasy
s-shape | midpoint | return | largest gap | combined | optimal
osowe 2714 | 2213 | 2856 22:01 24:15 21:05
‘ 0,00%) | (18,44%) | (:6,27%) | (1917%) | (10,92%) | (22,60%)
| strefa reroseaicle | 2630 | 1706 | 1707 17:04 17:09 16:38
‘ 2,70%) | (37,23%) | (37,14%) | (37,34%) | (37,02%) | (38,90%)
vithinaide | 1954 | 1808 | 2234 17:37 18:17 16:04
(26,93%) | (33,44%) | (17,16%) | (35,31%) | (32,87%) | (41,03%)
osowe 18:54 | 18:46 | 21:08 18:23 17:59 16:51
) (30,61%) | (31,06%) | 22,41%) | (32,50%) | (33,98%) | (38,13%)
3 strefy . 2407 | 1552 | 1549 15:51 15:50 15:35
kompletacia sekwencyina | 2SI | 41 440 | 1710 | (41,89%) | (41.81%) | (41,83%) | (42,76%)
o 1843 | 1839 | 20:52 18:15 17:49 16:45
within-aisle |3 o900 | 31520 | 23,379%) | (32,96%) | 34,56%) | (38,48%)
osowe 1953 | 20:07 | 22:00 19:54 19:28 18:59
(26,97%) | 26,13%) | (19,18%) | (26,90%) | (28,54%) | (30,31%)
5 stref . 21557 | 1453 | 1450 14:52 14:51 T4:41
kompletacja sekwencyina | 2SI | 49 4004 | 4536%) | (45,55%) | (45,43%) | (45,49%) | (46,07%)
N 1951 | 20:08 | 22:01 19:55 19:28 18:59
within-aisle | o7 1100 | 26,05%) | 19,16%) | 26.84%) | 28.51%) | (30.20%)
osowe 1148 | 1248 | 1431 12:12 11:23 10:11
(56,68%) | (52,97%) | (46,69%) | (5521%) | (58,21%) | (62,63%)
Iswefy rcrossaisle | 1803 | T2 [ 1137 [ 1137 11:37 | 110
kompletacja synchroniczna (33,72%) | (57,06%) | (57,31%) | (57,32%) | (57,36%) | (58,98%)
ithinaile | 1138 | 1242 | 1417 12:06 11:15 10:06
S (57,26%) | (53,35%) | (47,57%) | (55,59%) | (58,72%) | (62,90%)
osowe 9:34 10:35 | 12:19 10:12 9:04 8:26
‘ (64,86%) | (61,12%) | (54,76%) | (62,52%) | (66,74%) | (69,02%)
5 stref A across-aisle 13:53 9:47 9:39 9:41 9:36 9:14
kompletacja synchroniczna (49,01%) | (64,06%) | (64,58%) | (64,43%) | (64,72%) | (66,12%)
vithinaide | 931 1032 | 12:18 10:11 8:59 8:24
(65,03%) | (61,30%) | (54,85%) | (62,61%) | (67,02%) | (69,12%)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Na rysunku 3. przedstawiono wykresy dystrybuanty czaséw kompletacji zaméwien dla
czesto stosowanej w praktyce heurystyki s-shape w magazynie jednostrefowym i sekwen-
cyjnym trzystrefowym. Dla drugiego wariantu $redni czas kompletacii byl krétszy o 5,9%.
Réznica z pozoru niewielka, ale w przypadku magazynu trzystrefowego najwigksza licz-
ba zamoéwien (12,47%) byta kompletowana w czasie od 16 do 17 minut, a dla magazynu
jednostrefowego byto to 12,11% i przedzial o dwie minuty diuzszy. Dla magazynu jed-
nostrefowego polowa zaméwien zostata skompletowana w czasie 19:48, a w przypadku
trzech stref w 18:37. Co cickawe, dla zaméwien, dla ktérych czasy kompletacji byty naj-
krétsze, lepsze wyniki uzyskano przy kompletacii jednostrefowej. Dla 3% najszybciej
kompletowanych zaméwien $redni czas kompletacii byt lepszy o okoto 2%, jesli nie
dokonano podzialu na strefy. Dzieje si¢ tak, gdy wszystkie pobierane towary znajduja
sie w dwoch pierwszych alejkach. W przypadku podzialu na strefy roénie szansa na to, ze
wyroby trzeba bedzie pobieraé z kilku stref, co zwigkszy czas obslugi zlecenia. Jesli
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poréwna si¢ czasy kompletacji pojedynczych zaméwien (rysunek 4.), to mozna zaobser-
wowac, ze dla 65,32% zamdwien czasy kompletacji w magazynie trzystrefowym byly
krétsze niz przy braku podziatu na strefy, dla 0,43% takie same, a dla pozostatych 34,25%
dtuzsze. Dla zaméwien, dla ktérych wariant jednostrefowy byl lepszy, réznica czaséw
byta stosunkowo niewielka. Przyktadowo tylko dla 1,77% zaméwien czas kompletacji
w magazynie jednostrefowym byt krétszy o co najmniej 5 minut niz w przypadku, gdy
byly one kompletowane w trzech strefach, natomiast az dla 10,56% zamdwien réznica
czaséw wynosila co najmniej 5 minut na korzy$¢ magazynu trzystrefowego.

RYSUNEK 3.
Dystrybuanta czas6w kompletacji zamowien dla heurystyki s-shape
i najlepszych wariantéw w magazynie jednostrefowym (sktadowanie
within aisle) i sekwencyjnym trzystrefowym (sktadowanie within aisle)

10 4 01 strefa (within aisle)

W3 strefy, k. sekwencyjna (within aisle)

wo wo
> 0

procesu kompletacji zaméwienia
=
N
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0,0 A
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Czas kompletacji
Zrédto: opracowanie wlasne.

Druga heurystyka, tatwa do wdrozenia, jest heurystyka rezurm. Kompletacja, zgodnie
z ta metoda, daje bardzo dobre wyniki, ale tylko w potaczeniu z polityka sktadowania
across-aisl. Na rysunku 5. przedstawiono poréwnanie czaséw kompletacji poszczegdl-
nych zaméwien dla heurystyki rezurn w magazynie jednostrefowym i sekwencyjnym
pieciostrefowym. Dla okolo 76,60% zaméwienr wariant trzystrefowy okazal si¢ lepszy,
a dla 23,06% gorszy (0,34% zamdwien zostato skompletowanych w takim samym czasie).
Tylko 2,05% zaméwien bylo kompletowanych w jednej strefie szybciej o co najmniej
5 minut niz przy trzech strefach. Z kolei, dla az 19,92% zamdwien czasy w magazynie
trzystrefowym byly krétsze o co najmniej 5 minut.
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RYSUNEK 4.
Poréwnanie czaséw kompletacji zamoéwien dla heurystyki s-shape
i najlepszych wariantéw w magazynie jednostrefowym (sktadowanie
within aisle) i sekwencyjnym trzystrefowym (sktadowanie within aisle)

Procent zamoéwien zrealizowanych szybciej
w magazynie trzystrefowym

A
100 +

60
40 A
) 20 Minimalny interwal czasowy,
Ma%{symaln,y interwal czasowy, 0 ktoty zamowienia w magazynie
o ktory zamowienia w magazynie trzystrefowym byly
trzystrf:fowym mog’(jv .b«VC realizowane szybciej
realizowane wolniej
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10:00 8:00 6:00 4:00 2:00 0:00 2:00 4:00 6:00 8:00 10:00
Zrédlo: opracowanie wlasne.

Rozktady prawdopodobiefistwa czaséw kompletacji zaméwiet w magazynie pig-
ciostrefowym dla kompletacji synchronicznej i réznych polityk skladowania towarow
przedstawiono na rysunkach: 6.17. Wyznaczajac trase zgodnie z heurystyka s-shape i przy
sktadowaniu within-aisle, najwigcej zamowien, gdyz 32,59%, zostalo pobranych w bardzo
krétkim czasie od 6 do 8 minut, a az 97,86% w czasie 6-14 minut. Stosujac polityke across-
aisle, czas kompletacii dla az 54,96% zamdwiett wynosit od 12 do 14 minut, a dla 27,65%
16-18 minut. Zupelnie inne wyniki uzyskano dla heurystyki s-shape. Czas pobrania, az
87,70%, zaméwien wynidst od 6 do 12 minut, z czego 42,01% od 8 do 10 minut, ale
przy sktadowaniu across-aisle. Dla polityki within-aisle wyniki byly duzo gorsze: 56,67% za-
mowien kompletowano w czasie 10-14 minut, a 24,35% jeszcze dluzej. Krotkich cza-
s6w kompletacji zamoéwien nie da si¢ wigc osiagnaé ani przez samo skladowanie to-
waréw szybko rotujacych, ani przez dobér trasy magazyniera. Tylko polaczenie tych
dwoéch elementow gwarantuje poprawe wynikéw. Z wykresow jeszcze wynika, ze dla
heurystyk: midpoint, return, largerst gap i combined rozktady prawdopodobienstwa zakoncze-
nia procesu kompletacji w okreslonym czasie byly do siebie bardzo zblizone, a takze
bliskie czasom optymalnym.
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RYSUNEK 5.
Poréwnanie czaséw kompletacji zamoéwien dla heurystyki refurn
i najlepszych wariantéw w magazynie jednostrefowym (sktadowanie
across aisle) i sekwencyjnym pigciostrefowym (sktadowanie across aisle)

Procent zaméwieni zrealizowanych szybciej
w magazynie pigciostrefowym

100 4
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pieciostrefowym mogly by¢
realizowane wolniej
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pieciostrefowym byly
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

RYSUNEK 6.
Rozktady prawdopodobienstwa czasu kompletacji w przeliczeniu
na pojedyncze zamoéwienie dla kompletacji synchronicznej pigeciostrefowej,
sktadowania across-aisle i roznych sposobéw wyznaczania trasy
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Przedzial czasowy w ktorym zakonczono kompletacje
(w minutach)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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RYSUNEK 7.
Rozktady prawdopodobienstwa czasu kompletacji w przeliczeniu
na pojedyncze zamoéwienie dla kompletacji synchronicznej pigciostrefowej,
sktadowania within-aisle i r6znych sposoboéw wyznaczania trasy

Prawdopodobiefistwo zakofczenia =
procesu kompletacji g
—_ T Q. S o
< 000 g8 &
g = 8.8 g &
A °g g SUg R
28 3 2E T @
£0 a8 3 g &
9 B g 03 20
04 - & g E 2| oy =
B S g E = 2l
7} s} S =}
- ] < o a
@) 5 =}
— I3 o |5 2
al “lo 3]
bS] 1 3] el
= ER-
& E o &
<! al [ oo g
s g S— 9T |» 3
0,2 A 2 5 S SE g g
7] = g £ fnglo} el
) E= R} < g
. <.g
S g & = & g
¢ 83| [5s° e JESg ofgm
v-g Fow | &8 8E 248 (755 985 Pes
SRezBg | [ZE g = S g SE8FBEE
<3 e EE 'z &Dag < g g},gﬂ
fEDEgE g s |=ca 7Ef]ge &
sEE8SC0O o S& rE |E88
0,0 T T T T T
4-6 6-8 8-10 10-12 12-14 14-16 16-18

Przedzial czasowy w ktérym zakoniczono kompletacje

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Na rysunkach: 8. 19. pokazano, dla jakiego procentu zamowien trasa wygenerowana
za pomocy, poszczegolnych heurystyk w magazynach trzystrefowych byta optymalna.
Dla heurystyk: midpoint, return, largest gap 1 combined w polaczeniu ze sktadowaniem across-
aisle dla blisko 60% zlecenr przy kompletacji sekwencyjnej 1 okoto 50% przy komple-
tacji synchronicznej wygenerowane trasy przejscia byly najkrétsze z mozliwych. Ozna-
cza to, ze nie ma potrzeby wdrazania w magazynie systemu, ktéry kieruje magazynie-
réw na droge optymalng. Zblizone efekty mozna uzyskac za pomoca prostych heurystyk
w polaczeniu z wlasciwym skladowaniem towaréw szybko rotujacych.

Niezwykle istotne jest wlasciwe ulozenie w magazynie towarow szybko rotujacych.
Przy kompletacji sekwencyjnej 1 podziale na trzy strefy zastosowanie polityki across-aiste
powodowaly, ze czasy kompletacji dla wickszo$ci heurystyk, takich jak: widpoint, return,
largest gap 1 combined, byly bliskie optymalnym, a mianowicie srednie wartosci byly gor-
sze od optymalnych o 1,52% do 1,83%. Dla metody s-shape utozenie towaréw szybko
rotujacych wzdtuz gtéwnego korytarza przyniosto pogorszenie wynikéw w stosunku
do rozmieszczenia losowego. Tutaj najlepsze wyniki uzyskala polityka within-aisle, a czas
kompletacji byt dtuzszy od optymalnego dla tej polityki o 11,71% i tylko o troche lepszy
niz przy rozmieszczeniu losowym towaréw. Przy podziale na pigé stref 1 wdrozeniu poli-
tyki across-aisle dla kompletaciji sekwencyjnej $rednie czasy kompletacji dla heurystyk
(za wyjatkiem s-shape) takze byly bliskie wartosciom optymalnym (byly gorsze od 0,98%
do 1,32%). S-shape w polaczeniu z rozmieszczeniem within-aisle przy pieciu strefach dato
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juz czasy kompletacji niemal optymalne, a §rednio dtuzsze 0 4,55%. Réwniez dla kom-
pletacji strefowej synchronicznej heurystyki: midpoint, return, largest gap i combined przy-
niosly najlepsze rezultaty (i bliskie warto§ciom optymalnym) w potaczeniu z polityka
across-aisle (czasy kompletacji przekroczyly najkrétsze mozliwe wartosci o 3,93%-4,66%
dla 3 stref14,13%-6,07% dla 5 stref). Dla heurystyki s-shape duza liczba towaréw na zleceniu,
ktora implikuja wymagania kompletacji strefowej synchronicznej, spowodowala, ze
wdrozenie sktadowania zgodnego z polityka, within-ailse w bardzo niewielkim stopniu skré-
cito czas kompletaciji.

RYSUNEK 8.

Odsetek zlecen, dla ktorych trasa kompletacji odpowiadata trasie optymalnej

przy kompletacji sekwencyjnej trzystrefowej, dla r6znych heurystyk wyznaczania
trasy i metod skfadowania towaréw

Liczba zlecen realizowanych
w czasie optymalnym
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sktadowanie losowe across-aisle within aisle

Metoda sktadowania towaréw

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Najwicksze redukcje czasu kompletacji zaméwien dla najpopularniejszych i najlatwiej
implementowanych heurystyk: s-shape i return, w poréwnaniu z najlepszymi wariantami
przy magazynie jednostrefowym, uzyskano przy kompletacji synchronicznej i podziale na
5 stref. Przy takiej organizaciji pracy magazynu metoda s-shape w polaczeniu ze skladowa-
niem losowym albo zgodnym z polityka within-aisle data podobne wartosci $rednich
czasow kompletacji co metoda return z polityka across-aiske 1 byly one lepsze od wariantu
jednostrefowego o okoto 52% dla s-shape i blisko 44% dla return. Oczywiscie, najbardziej
byloby korzystne wdrozenie metody wyznaczajacej najkrotsza trasg lub chociaz heu-
rystyki combined. Wykorzystanie w praktyce zaréwno algorytmu Ratliffa i Rosenthala, jak
i metody comzbined nie jest jednak proste i moze powodowaé wiele innych niedogodnosci.

Drugim kryterium oceny kompletaciji strefowej, obok srednich czaséw kompletacii,
jest wspotczynnik wykorzystania stref, ktéry obrazuje przez jaki czas magazynierzy
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kompletujq zamoéwienia (jako procent catkowitego czasu ich pracy). Pozostaly czas to
czas oczekiwania na zlecenie. Dla kompletacji sekwencyjnej problem nieréwnowagi wy-
korzystania stref w praktyce nie wystapit — minimalna wartos$¢ to ponad 97% (tabela 2.).
Zalozono, ze bufory w strefach sg nieograniczone, dlatego magazynierzy ze strefy pierw-
szej nie musieli czeka¢ z rozpoczeciem kompletacii zlecenia, az pracownicy z kolej-
nych stref zakoficza poprzednie zlecenia. Stad wspolczynnik wykorzystania pierwszej
strefy wyni6st 100%. Wysokie wartoéci w kolejnych strefach wynikajq z tego, ze przy-
jeto zblizone rozklady towaréw szybko rotujacych we wszystkich strefach.

RYSUNEK 9.

Odsetek zlecen, dla ktorych trasa kompletacji odpowiadata trasie optymalnej

przy kompletacji synchronicznej trzystrefowej, dla réznych heurystyk wyznaczania
trasy i metod sktadowania towaréw

Liczba zleceni realizowanych
w czasie optymalnym
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sktadowanie losowe across-aisle within aisle

Metoda sktadowania towaréw

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Dla kompletacji synchronicznej, gdzie najpierw zamowienia dzielono na strefy, a nas-
tepnie scalano, tworzac koncowe zlecenia, problem nieréwnowagi wykorzystania stref
wystapil w wigkszym stopniu (tabela 3.). Wspotczynniki wykorzystania stref wyniosty
od 81% do 91%, mimo ze przyjeto zalozenie, iz $rednia liczba towaréw kompletowanych
z kazdej strefy jest zblizona. Najgorzej sytuacja wygladata przy podziale na 5 stref i heury-
stykach: s-shape, return i combined w polaczeniu ze skladowaniem losowym lub polityka
within-aisle — az 19% czasu magazynierzy spedzali na oczekiwaniu na nowe zlecenie. Prob-
lem nieréwnowagi w najmniejszym stopniu mial miejsce dla 3 stref, metody s-shape i poli-
tyki across-aisle — tutaj bylo marnotrawione 9% czasu pracy. Jane 1 Laih [2005, s. 489-496]
podali przyklad rzeczywistego magazynu, gdzie wspolczynniki wykorzystania stref na-
wet nie przekraczaly 50%, co bylo spowodowane znaczng réznica w §rednich liczbach
towarow pobieranych w poszczegélnych strefach.



150 Grzegorz Tarczyniski, Michal Jakubiak

TABELA 2.
Wspotczynniki wykorzystania stref kompletacyjnych przy kompletacji
sekwencyjnej
Liczba Metoda Metoda Wspoélczynnik wykorzystania strefy (w %)
stref wyzna- sktadowa- | Strefal. | Strefa 2. | Strefa 3. | Strefa 4. | Strefa 5.
czania nia
trasy towarow
3 s-shape losowe 100,00 97,22 99,97 - -
3 midpoint losowe 100,00 97,59 99,97 - -
3 return losowe 100,00 97,70 99,98 - -
3 largest gap losowe 100,00 97,70 99,98 - -
3 combined losowe 100,00 97,56 99,98 - —
3 optimal losowe 100,00 97,72 99,98 - -
3 s-shape across-aisle 100,00 99,67 99,78 - —
3 midpoint across-aisle 100,00 99,50 99,84 - -
3 return across-aisle 100,00 99,56 99,88 - —
3 largest gap across-aisle 100,00 99,48 99,84 - -
3 combined across-aisle 100,00 99,54 99,83 - -
3 optimal across-aisle 100,00 99,56 99,84 - -
3 s-shape within-aisle 100,00 99,45 99,73 - —
3 midpoint within-aisle 100,00 98,73 99,55 - -
3 return within-aisle 100,00 99,10 99,69 - -
3 largest gap within-aisle 100,00 98,88 99,68 - -
3 combined within-aisle 100,00 99,36 99,83 - -
3 optimal within-aisle 100,00 99,29 99,85 - -
5 s-shape losowe 100,00 99,98 97,31 99,70 99,51
5 midpoint losowe 100,00 99,97 97,05 99,58 99,40
5 return losowe 100,00 99,96 97,52 99,59 99,44
5 largest gap losowe 100,00 99,98 97,08 99,59 99,47
5 combined losowe 100,00 99,97 97,19 99,64 99,45
5 optimal losowe 100,00 99,98 97,46 99,72 99,39
5 s-shape across-aisle 100,00 99,18 99,20 98,48 98,18
5 midpoint across-aisle 100,00 99,80 99,08 98,88 98,52
5 return across-aisle 100,00 99,77 99,01 98,86 98,40
5 largest gap across-aisle 100,00 99,79 99,02 98,89 98,48
5 combined across-aisle 100,00 99,78 98,99 98,88 98,47
5 optimal across-aisle 100,00 99,77 98,99 98,87 98,44
5 s-shape within-aisle 100,00 99,81 99,01 99,02 98,85
5 midpoint within-aisle 100,00 99,73 98,85 99,01 98,55
5 return within-aisle 100,00 99,58 99,11 98,72 98,34
5 largest gap within-aisle 100,00 99,80 98,92 98,98 98,55
5 combined within-aisle 100,00 99,81 98,93 99,09 98,75
5 optimal within-aisle 100,00 99,80 99,02 99,03 98,64

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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TABELA 3.
Wspotczynniki wykorzystania stref kompletacyjnych przy kompletacji
synchronicznej
Liczba Metoda Sredni wspotczynnik wykorzystania strefy (w %)
stref | sktadowania dla metody wyznaczania trasy
towarow s-shape | midpoint | return largest | combined | optimal
84p
3 losowe 85,19 88,19 85,02 88,20 85,86 87,43
3 across-aisle 91,08 87,81 87,58 88,00 87,96 90,05
3 within-aisle 85,13 88,06 85,33 88,03 85,74 87,36
5 losowe 81,11 84,51 81,15 84.41 81,41 85,10
5 across-aisle 87,21 82,31 82,12 82,70 83,34 86,41
5 within-aisle 81,06 84.93 81,24 84,52 81,57 85,36

Zrédto: opracowanie wlasne.

4. Podsumowanie

Wdrozenie kompletacji strefowej w magazynie pozwala na redukcje srednich czasoéw
kompletacji zamowien, ale tylko wtedy, gdy réwnoczesnie zadba si¢ o wlasciwe sklado-
wanie towarow szybko rotujacych i dobor heurystyki wyznaczania trasy. Wydaje sie, ze
te dwa ostatnie czynniki maja duzo wigksze znaczenie niz sam podzial na strefy. Przeprowa-
dzone eksperymenty $wiadcza o tym, ze nieprawidtowo przeprowadzona kompletacja
strefowa moze nawet spowodowa¢ wydtuzenie $rednich czaséw kompletacji zaméwien.
Heurystyki: midpoint, return, largest gap 1 combined powinny by¢ stosowane w polaczeniu
z polityka sktadowania across-aisle, a heurystyka s-shape z polityka, within-aisle. \Wowczas
nawet dla ponad 50% zamédwien trasa wygenerowana przez te heurystyki byla optymalna.

Oprécz $rednich czaséw kompletacji, drugie kryterium stosowane przy ocenie
kompletacji strefowej stanowito wykorzystanie stref kompletacyjnych. W pracy zalo-
zono, ze rozklad towaréw szybko rotujacych we wszystkich strefach jest zblizony do sie-
bie. Mimo to mozna bylo zauwazy¢ problem nieréwnowagi naktadu pracy w strefach przy
kompletacji synchronicznej, gdzie dla okreslonych wariantéw w niektorych strefach
pracownicy nawet przez blisko 20% czasu pozostawali bezczynni, czekajac na nowe
zlecenie. Dla kompletacji sekwencyjnej problem ten wystapil w minimalnym stopniu. po-
winny by¢ kontynuowane badania dotyczace stopnia wykorzystania stref. Interesujace
bytoby okreslenie przyblizonego rozkladu czasu obciazenia stref, przyjmujac, ze rozktady
czasé6w kompletacji w strefach sg znane, ale nie sg zblizone do siebie (jak zalozono
w artykule). Inne problemy badane juz przez naukowcdw, jednak wymagajace, zdaniem
autorow, dalszej analizy, to: ustalenie sposobu przydziatu towaréw do stref tak, aby
réwnoczesnie osiggnaé dwa cele, a mianowicie: minimalizacje Sredniego czasu kompletacji
1 maksymalizacje wykorzystania stref [Jane, Laih, 2005, s. 489-4906], jak rowniez two-
rzenie zlecen taczonych i ich harmonogramowanie w celu zapewnienia plynniejszej
realizacji procesu kompletacji strefowej [Hong i in. 2012, s. 557-570].
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CLASSIFICATION OF TRADE SECTOR ENTITIES IN
CREDIBILITY ASSESSMENT USING NEURAL NETWORKS

Summary

One of the most valid tasks in credit risk evaluation is the proper classification of potential good and bad
customers. Reduction of the number of loans granted to companies of questionable credibility can significantly
influence banks’ performance. An important element in credit tisk assessment is a prior identification of factors
which affect companies’ standing. Since that standing has an impact on credibility and solvency of entities. The
research presented in the paper has two main goals. The first is to identify the most important factors (chosen
financial ratios) which determine company’s performance and consequently influence its credit risk level when
granted financial resources. The question also arises whether the line of business has any impact on factors that
should be included in the analysis as the input. The other aim was to compare the results of chosen neural
networks with credit scoring system used in a bank during credit risk decision-making process.

Key words: credit risk, default, bankruptcy, neural networks

JEL: C45, G33, G11

1. Introduction

Running a business is a constant process of decision making. Those decisions ate
always accompanied by risk which can be characterised by a different scale. Ultimately
that risk takes a form of a financial dimension. In market economy risk is a common
phenomenon. However, it affects various branches, and decisions made within them,
to a different extent. The branch which is exposed to a financial and credit risk the most
is the financial sector (banks, financial institutions etc.).

The history of bank systems indicates that the main reason of decreasing potential
profits or bank’s own capital and the occurrence of financial difficulties was inefficient
credit granting policy, faulty credit procedures, of credit norms and regulations as well
as insufficient collateral of a loan. The mentioned difficulties often lead to a loss of
credibility and liquidity which, in turn, to banks’ default and bankruptcy. Banks cannot
be too reckless in granting financial resources, on the other hand, however, they cannot
be too restrictive, either. The first situation leads to granting loans to investors of low
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creditability and, in turn, to financial losses. The other one (a very conservative bank)
to a lower profit due to a smaller number of awarded loans (so-called lost opportunities).

Accordingly, the efficient classification of bank’s customers to an appropriate risk
group is a fundamental principle for banks or other financial institution. As a result of
the rapid increase of the amount of insolvent companies (debtors) and a credit risk level
(in relative and absolute values) in the past 30 years, the interest in methods of identifying
factors which influence credit risk, classifying customers of banks into defined groups
and consequently reducing the level of credit risk, grew significantly.

Banks use different methods to assess customers’ creditability (i.e. the probability
that the customer will pay back the full amount of credit and all other contractual payments
in a pre-determined time). Usually those methods are credit scoring methods combined
with financial ratios analysis and models of discriminative analysis, the objective of which
is to assign the potential debtor to one of two groups: “good” or “bad” customer [Wojcicka,
Wojtowicz, 2009]. However, despite being actively developed, some of these methods still
are not flexible enough when compared to constantly changing economy conditions.
Therefore, a growing interest in solutions like artificial neural networks (ANN') and
their applications in credit risk assessment is noticeable and every, even the smallest
improvement in accuracy, is a significant accomplishment [West, 2000]. This interest
is due to the fact that neural networks have a built-in capacity to adapt their synaptic weights
to changes in the surrounding environment. In particular, a neural network trained to
operate in a specific environment can be easily retrained to deal with minor changes
in the operating environmental conditions [Haykin, 2011, p. 3].

2. Methods

The study can be classified in applied studies group and the research strategy is
descriptive. Neural network technique (NN) — also called artificial neural network (ANN)
— is used.

The research focuses on investigating and comparing the results of two different
structures of neural networks — the most common Multi-Layer Perceptron (MLP) and
Radial Basis Function neural network (RBF).

Main similarities and differences between the two NN structures are presented in
Table 1.

The collected data was obtained from a bank operating on Polish market, the
Commercial Court in Poznan, Poland (the data is confidential therefore the names of the
companies cannot be revealed) and from NOTORIA SERWIS. The data cover a petiod
of six years (2009 — 2014). The sample contains financial statements of companies which
include a balance sheet, an income statement, a cash flow statement and a statement of
changes in equity.

! In this paper the acronym ANN and NN will be used alternatively to define artificial neural
networks.
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TABLE 1.
Similarities and differences between MLP and RBF neural networks.
MLP RBF
signal transmission feedforward feedforward
process of building the one stage two different, independent
model stages — at the first stage by

means of radial basis
functions the probability
distribution is established;
the network learns the
relations between input x
and output y at the second
stage. On the contrary to
MLP the lag is only visible
in RBF in the output layer.

threshold yes no

type of parameters weights and thresholds e  location and width of
basis function and

e weights binding basis
functions with output

functioning time faster slower (bigger memory
required)
learning time slower faster

Source: own elaboration based on [Kowalski, 2011; Gaudart et al., 2004; Nigrin, 1993; Statistica
Help SANN].

The other purpose of the research is to determine those endogenous factors which
affect the level of company’s credit risk. It is important to identify which of the factors
have the biggest impact and which are unnecessary and therefore can be removed from
future analysis [Wojcicka, 2012; Wojciak, Wojcicka, 2008; Wojciak, Wojcicka, 2009].

The implemented tool is STATISTICA Neural Networks (SANN). Variables are
divided into dependent and independent ones. Independent variables are the financial
ratios of various groups which banks find the most significant in credit risk analysis and
use them in their models. The dependent variable was identified as a “good” or “bad”
company. A “good” company was the one which was (or would be) granted financial
resources and, consequently, the “bad” enterprise was the one that was denied funding.
However, it must be stressed that the fact that a bank classified the company as a good
debtor and was willing to grant the financial means is not unequivocal with final entering
into the contract of a loan.

The data set was divided into three groups in a following manner:

—  learning group (80% of data set),

—  testing group (10% of data set),

- validation / holdout group (10% of data set).

For building models, different variants of hidden layers were used.
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3. Research and findings

The first goal of the research was to identify the optimal set of financial indices from
a global set of 25 most popular financial indexes. The whole set of ratios is presented
in Table 2.

TABLE 2.
A list of ratios used in the research
1 Current ratio 14 Financial surplus rate
2 Quick ratio 15 Long-term debt ratio
3 Receivables ratio 16 Current assets turnover ratio
4 Stock turnover ratio 17 Short-term investments
5 Receivables to liabilities 18 | Operating activity profitability
6 | Gross profit margin ratio | 19 Assets profitability index
7 Net profit margin ratio 20 Equity profitability index
8 Sale profitability index 21 Costs increase ratio
9 Costs level ratio 22 Sales dynamics
10 Total debt ratio 23 Operating ratio
11 Equity debt ratio 24 Self-financing ratio
12 Financial leverage 25 EBITDA /Financial expenses
13 Debt/EBITDA

Source: own on the basis of [Bragg, 2010].

The initial set of 25 indices was used as the entry data in NN learning process. In
each step 20 NN of the chosen artificial neural network models — MLP and RBF, were
estimated to state whether the analysed company is “good” or “bad” and to classify them
in an appropriate group. Then the process of reducing the set of entry data began. It was
conducted iteratively. The first step was to calculate the correlation between each pair
of ratios. Next, the pair of the highest level of correlation was chosen. From that pair this
ratio was rejected which had the highest average level of correlation with the remaining
indexes. The obtained set of 24 indices was then implemented as entry data into the
NN learning system. Then another index was rejected and once again, a new, limited
set of entry data was applied to NN. This process was continued until the set got to
3 indices. Then, the whole process was stopped.

It appears that the best set of indices for MLP neural networks architecture consists
of 7 following indices: Current ratio, Total debt ratio, Financial leverage, Financial surplus
rate, Equity profitability index, Equity debt ratio, Sale profitability index. Rating of
the results (MLP) is presented in Table 3.
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TABLE 3.
Best five neural networks of MLP architecture
Neural Qual.lty Qua.hty Error Act}vatlon Activation
No. network (learning) | (testing) function (hidden (output)
% % layer)
1 | MLP 7-11-1 96.67 90.00 | Entropy | Sinus Softmax
2 | MLP 7-12-1 95.00 91.67 Entropy | Sinus Softmax
3 MLP 7-10-1 93.33 88.33 SOS Logistic Linear
4 | MLP 7-13-1 86.67 80.00 | SOS Exponential | Sinus
5 | MLP 7-9-1 81.67 78.33 | SOS Tanh Exponential

Soutrce: own calculations; SANN.

However, RBF networks include a slightly wider set (7-9 indices). Seven ratios are
accompanied by two following ones: EBITDA/Financial expenses and Cutrent assets
turnover ratio. Rating of the results (MLP) is presented in Table 4.

TABLE 4.
Best five neural networks of RBF architecture
. . Activation
No. Neural (18;1111;;) (thllelrllg) Error function Activation
network % v function (hidden (output)
layer)
1 RBF 7-13-1 95.00 91.67 | Entropy | Gaussian Softmax
2 RBF 7-12-1 93.33 91.67 | Entropy | Gaussian Softmax
3 RBF 7-10-1 88.33 83.33 | Entropy | Gaussian Softmax
4 RBF 8-14-1 88.33 81.67 | Entropy | Gaussian Softmax
5 RBF 9-12-1 85.00 81.67 | Entropy | Gaussian Softmax

Source: own calculations; SANN.

Concerning the results in a learning group it is certainly MLP 7-11-1 network
which performs better then RBF, reaching 96.67% accuracy in comparison to 95.00%.
However, level of accuracy in RBF 5 best networks is quite steady (the gap reaches just
10.00%) while in the same group of MLP 5 best networks this gap is bigger (15.00%)
which indicates a certain instability of possible results. Yet an opposite situation occurs
when concerning testing group. A conclusion is justified that in case of testing group, RBF
neural networks do a little better than MLP. Just one of the MLP networks exceeded the
level of 90.00% in testing group (7-12-1), while in case of RF 7-13-1 and 7-12-1 exceeded
that level (91.67%). However, also the lowest level of testing quality was reached among
MLP networks (78.33%, MLP 7-9-1) which proves the gap between the best and
worst network to be relatively wide (13.34%) while in case of RBF it is merely 10.00%.
It is worth stressing that almost all 5 best neural networks, in case of both types of NN,
are in the range level above 80.00% when concerning the best networks in learning and
testing sets.



158 Aleksandra Wojcicka

Testing the neural networks on separate set of data (validation group) proved that both
types of NN show good results, however, MLP performs slightly better than RBF.
Table 5 presents the results obtained in validation group, for both types of tested NN,
in comparison to a real bank credit scoring model (further referred to as BSCM).

TABLE 5.
Comparison of MLP and RBF neural networks and BCSM

Type of NN Quality (%)
MLP 7-11-1 83.33
MLP 7-12-1 83.33
BCSM 81.67
RBF 7-13-1 76.67
RBF 7-12-1 76.67

Source: own calculations.

Comparison of MLP and RBF results with a banking credit scoring method, on the
same set of data, is very encouraging. MLP architecture of neural networks slightly exceeds
the performance of BCSM. BCSM uses 6 indices (respectively best MLP and RBF
architecture use 7 and 7-9 indices) for making credit-granting decisions which are invariable
irrespective of the line of business. This, in authors’ opinion, can have an adverse impact
on a final outcome of the decisions made, as it is very often too static and does not
follow the latest trends in rapidly changing economy and market conditions or it does
not distinguish some subtle factors. It is also important to stress that BCSM is usually
only a part of the whole process of granting or rejecting loans and it is often followed
by the expert’s or analyst’s opinion supported by the results of BCSM.

Although the differences between implemented methods can seem marginal, still
they can be observed and eventually may decide not only about bank’s performance
but in extreme cases, about its survival.

Comparison of current and previous research (for construction sector [Wojcicka,
2016b] and industrial sector [Wdjcicka, 2016a]) proved that the line of business influences
the optimum set of input data (financial ratios) as they vary depending on a particular
branch of business. The ratios used in analysed sectors are presented in Table 6.

Only two ratios appear in case of three analysed sectors, therefore, they can be
tentatively considered as universal. It means that they can be used regardless of the
line of business of the assessed company. However, it is worth stressing that 8 out of
25 initial input ratios do not appear at all in any of neural networks cases, therefore, they
can be omitted in any analysis. Moreover, BCSM shares four (in case of construction
sector) and 5 (in case of industrial sector) of all 6 initial ratios it uses. However, its results
are not better than the ones of the best neural networks. It proves that too narrow set
of input data negatively influences the outcome. It can be assumed that it would be
beneficial to supplement this basic set of BCSM 6 ratios by chosen ratios indicated by
neural networks as useful in the case of a specific business sector.
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TABLE 6.
Comparison of ratios used for the analysis of trade, construction and
industrial sectors

Construction Industrial
No. Ratios Trade sector sector sector
MLP | RBF | MLP | RBF | MLP | RBF

1 Current ratio X X X X
2 Receivables ratio X X X X

Operating activity profitability

ingex ¢ o ’ x x x x
4 | Financial surplus rate X X X X
5 Total debt ratio X X
6 Costs level ratio X X
7 | Assets profitability index X X X
8 Financial leverage X X X X X
9 | Operating activity profitability

index X x *
10 | Current assets turnover ratio X X
11 | Quick ratio
12 | Stock turnover ratio
13 | Receivables to liabilities ratio X X
14 | Equity profitability index X
15 | Equity debt ratio X
16 | Sale profitability index X
17 | EBITDA/Financial expenses X

Source: own calculations.

The comparison of research for construction and industrial sector with the current
research also proved the tendency of MLP performing slightly better than RBF. However,
one fact remains disturbing. Depending on the sector the results of accuracy, that neural
network achieved, vary significantly. Some sectors reach the results visibly higher than
the other and that should be further investigated. This can be related to the fact that
construction sector is quite homogenous, while industrial sector covers a wide variety
of activities. However, the trade sector also covers a wide range of businesses but its results
were comparable with construction sector. Therefore, it should be considered in future
research whether it is justified to analyse sectors as the whole or whether it would be
more beneficial to single out separate branches.

4. Conclusions

Credit risk estimation and correct classification of customers is a valid, up-to-day,
significant issue. Therefore, methods are being constantly developed to improve the
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process of decision-making and new models are being created. The methods cover a wide
range of various approaches. Their utility is checked daily in bank practice. The objective
of used methods is increased accuracy which means that more creditworthy applicants
are granted a loan, thereby increasing bank’s profits. Consequently, those accounts which
are not creditworthy are denied the loan and, thus avoiding unnecessary losses.

The paper analysed two types of neural networks: Multi-Layer Perceptron (MLP) and
Radial Basis Function (RBF). The choice of those types of neural network architecture
was dictated by their popularity.

In the research, they both proved to be highly useful in credit risk decision-making
process. The obtained results show that, irrespective of the model and data set, the
accuracy is not less than 80% (among the best ones).

The research on decreasing input data (set of financial indices) showed that there
is no need to excessively increase the number of indexes, for the best results were obtained
for subsets of approximately 7-9 indices. It also showed that it is justified to use a smaller
subset of universal ratios, regardless the line of business (2 ratios proved to be universal
in case of trade, construction and industtial sectors). However, they should be combined
with other subsets of ratios — specific for the particular sector.

In the author’s opinion, it would also be essential to implement other methods of
including and excluding the variables — preferably, independently for each method and
branch of economy.

Moreover, one of the further directions of currently ongoing research, may lead to
broadening the set of exogenous factors which, in the authot’s opinion, significantly
influence credit risk.

The alternative direction of research, with respect to this analysis, bases on comparative
analysis among neural networks and other approaches to categorising clients (popular
credit scoring methods, Z-score models, other classification methods — classification
trees, regression etc.) and amid different types of neural networks as well.
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ANALIZA FALOWA KURSU USD/PLN W REPREZENTAC]I
BINARNE]

Streszczenie

Kurs pary walutowej mozna zobrazowac w postaci reprezentacji binarnej. Algorytm binaryzacji zamienia
kurs reprezentowany przez dane tikowe na odpowiedni ciag binarny. Podstaws algorytmu jest dyskretyzacja
kursu, w ktdrej kazdej zmianie wartosci, rownej zadanej jednostce dyskretyzacji, jest przypisywana wartos$¢ bi-
narna zgodna z kierunkiem zmiany kursu. Badania statystyczne przeprowadzone przez autora potwierdzity
istnienie zaleznosci w binarnej reprezentacji kursu miedzy historycznymi zmianami a dalszym kierunkiem
zmian. Reprezentowany binarnie kurs moze by¢ zatem wykorzystany do wyznaczania kierunku i zakresu przysz-
tych zmian, a w konsekwencji budowy systeméw HFT' charakteryzujacych si¢ dodatnia stopa zwrotu. Jedna
z podstawowych metod analizy technicznej jest analiza falowa. W artykule przedstawiono zastosowanie analizy
falowej dla reprezentacji binarnej. W tym celu zaproponowano algorytmy pozwalajace na detekgje fal, nastepnie
dokonano analizy odpowiednich parametréw fal oraz ich wplywu na kierunek przysztych zmian kursu walu-
towego USD/PLN. Proces binatyzacji kursu i algorytm wyznaczania fal zostal przeprowadzony na podstawie
oprogramowania napisanego przez autora w jezyku MQLA4 i C++.

Stowa kluczowe: rynck walutowy, FOREX, analiza techniczna, analiza falowa

BINARY REPRESENTATION OF USD/PLN EXCHANGE RATE: A WAVE ANALYSIS
Summary

The exchange rate of a curtency pair can be represented in a binaty form. The binarization algorithm converts
rates presented in tick data into an appropriate binary string. The basis for this algorithm is provided by an exchange
rate discretization, in which each change in value equal to a given discretization unit is assigned a binary value,
which corresponds to the direction of change. Statistical research performed by the author confirms dependencies
of previous changes and future change of direction in binary representation of exchange rates. Thus, the binary
representation can be applied in appointing the direction and scope of future changes, and consequently in the
construction of HFT systems with positive rates of return. Wave analysis is one of the basic methods of technical
analysis. The paper presents the application of wave analysis for binary representation. For this purpose, algorithms
for wave detection are proposed, followed by the analysis of relevant wave parameters and their impact on the
direction of future changes in the USD / PLN exchange rate. The binarization process and algorithm for
appointing pairs is performed based on the author’s proprietary software written in the MQI4 and C++ language.

Key words: currency market, FOREX, technical analysis, wave analysis
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1. Wstep

Kursy par walutowych zwyczajowo sa prezentowane w formie wykresu §wiecowego.
Kazdej zmianie kursu w okreslonym okresie sa przypisywane cztery wartosci, takie jak:
warto$¢ max, min, otwarcia i zamkniecia. Taka reprezentacija jest wykorzystywana w meto-
dach wizualnych analizy technicznej. Wskazniki analizy technicznej réwniez sa wyznaczone
na podstawie parametréw lub wybranego parametru swiecy [Murphy, 1999; Schlossberg,
20006; Yazdi, Lashkari, 2013; Valcu, 2004; Neely, Weller, 2011]. Stosowanie reprezen-
tacji Swiecowej prowadzi do utraty wartosci informacyjnej dotyczacej zmiennosci kur-
su wewnatrz §wiecy. Zastosowanie reprezentaciji binarnej kursu walutowego umozliwia
bardziej precyzyjna i skuteczniejsza analize¢ kursu walutowego. Takie podejscie eliminuje
w analizie technicznej okresy braku zmiennosci, np. noce, a jednoczesnie zachowuje in-
formacje¢ o kierunku i poziomie zmian, ktéra dla potencjalnego inwestora jest najbar-
dziej istotna.

Kurs USD/PLN w reprezentacji binarnej zostal poddany analizie statystycznej w celu
zbadania istnienia mozliwych zaleznosci pomiedzy danymi historycznymi a aktualnymi
zmianami ceny. W analizie statystycznej postuzono si¢ zestawem testow z pakietu
SP800-22 [Rukhin 1 in. 2010], wykorzystywanych m.in. przez National Institute of Stan-
dards and Technology (NIST) do badania generatoréw liczb pseudolosowych oraz certy-
fikacji modutéw kryptograticznych.

Mozliwo$¢ zastosowania reprezentacji binarnej kursu walutowego do budowy modeli
predykceyjnych byta rozwazana w pracy Stasiaka [20106], w ktorej zaproponowano stanowy
model reprezentacji binarnej SMBR (ang. State Model of Binary Representatin). Mo-
del pozwala na okreslenie prawdopodobiefstw przysztych zmian kursu.

Wiekszo§¢ metod analizy technicznej wykorzystuje zaleznosci falowe, np.: analize
formaciji, analiz¢ trendu itd. lub popularng wéréd analitykéw teorig fal Elliotta [Bickford,
2007; Murphy, 1999; Schlossberg, 2006; Frost, Prechter, 1995]. W metodach tych brakuje
sprecyzowanych warunkéw detekeji poczatku i kofica poszezegélnych fal. Detekeji fali
dokonuje analityk lub inwestor w spos6b indywidualny. W konsekwencji uniemozliwia to
jednoznaczna weryfikacje istnienia zaleznosci falowych na rynku walutowym.

Celem artykutu jest propozycja algorytméw detekeji fal pozwalajacych na jedno-
znaczng analize charakteru wystepujacych fal oraz wykazanie na przykladzie badanej
pary walutowej istnienia zaleznosci migdzy parametrami fali a prawdopodobienistwem
kierunku przysztej zmiany kursu walutowego.

W artykule poddano analizie dwa algorytmy, ktdre shuza precyzyjnemu wyznaczaniu
fal w reprezentacji binarnej. Przedstawiono takze przyklad analizy parametréw fal wyste-
pujacych w pigcioletnich notowaniach kursu USD/PLN z okresu 01.01.2010-
01.01.2015. W analizie postuzono si¢ tikowymi danymi pochodzacymi od brokera
Dukascopy.

Artykul sklada si¢ z trzech rozdzialow. W rozdziale drugim ukazano reprezentacje
binarna. W rozdziale trzecim opisano dwa algorytmy detekeji fal oraz na ich podstawie
analiz¢ badanej pary walutowej. Artykul kofczy podsumowanie zawierajace wnioski
z tych badan.
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2. Reprezentacja binarna kursu walutowego

Na rynku walutowym kursy zmieniaja si¢ $rednio co sekunde. Tak wysoka czestotli-
wo$¢ zmian w rzeczywistosci uniemozliwia prezentacje danych tikowych. W celu analizy
kursu w diuzszych przedziatach czasowych, kurs walutowy praktycznie przedstawiaja
wszystkie platformy brokerskie (np.: MetaTrader, JForex itd.) w formie wykresu §wieco-
wego dla danego interwatu czasowego. W reprezentacji §wiecowej kurs opisuje sie dzie-
ki czterem parametrom tworzacym $wiece (cena otwarcia, cena zamknigcia, cena mak-
symalna oraz cena minimalna) dla danego okresu. Kurs w reprezentaciji §wiecowej jest
wykorzystywany przez techniki wizualnej analizy technicznej. Kurs w takiej reprezen-
tacji (lub jeden z parametréw $wiecy, np. kurs zamkniecia) jest rowniez wykorzysty-
wany jako dana wejsciowa przez wskazniki analizy technicznej (np.: MACD, RSI)
[Murphy, 1999; Schlossberg, 2006; Yazdi, Lashkari, 2013; Valcu, 2004; Neely, Weller,
2011]. Reprezentacja $wiecowa — bedaca przeksztalceniem danych tickowych! na dzie-
dzing czasu — prowadzi do utraty czesci informacji dotyczacych zmiennosci kursu i trud-
nodci interpretacyjnych. Jednocze$nie moga wystepowac zmiany o duzej amplitudzie
trwajace kilka minut (np. podczas prezentacji danych makroekonomicznych), a takze wie-
logodzinne — wielokrotnie mniejsze — wahania podczas nocy [Murphy, 1999; Schlossberg,
2000]. Taki charakter analizowanych danych przyczynia si¢ do duzej ztozonosci modeli
okreslonych w dziedzinie czasu.

Analizowanie danych tickowych jest skomplikowane ze wzgledu na wielko$¢ danych
oraz fakt rejestracji parametréw, ktore nie majg warto$ci informacyjnej, takich jak losowe
fluktuacje kursu. Stosujac reprezentacje binarng, przedstawiono kurs w zaleznosci od
wielkosci zmian, a nie czasu, jak w przypadku reprezentaciji $wiecowej [Stasiak, 2015].
W reprezentacji binarnej kluczowa jest zmiana kursu, natomiast czas jej trwania calko-
wicie pomija si¢. Kazdej zmianie kursu o przyjeta jednostke dyskretyzacji przypisano
warto$ci binarna 0 lub 1. Algorytm dyskretyzacji dla poczatkowej wartosci kursu okresla
go6rna i dolng granice zmiany. Jest ona réwna dodatniemu i ujemnemu przyrostowi kur-
su o zadang jednostke dyskretyzacji. Jesli kurs spadnie ponizej dolnej granicy, algorytm
przypisuje warto§¢ binarng réwna zeru (0), za§ w przypadku wzrostu ceny powyzej
gérnej granicy, algorytm przypisuje warto$¢ binarng réwna jeden (1). W nastepnych
krokach algorytm wyznacza kolejne wartosci graniczne w stosunku do aktualnego kursu.
W efekcie dziatania algorytmu kurs pary walutowej ukazuje si¢ w postaci ciagu binarnego
(np. 01011101) [Stasiak, 2015]. Na rysunku 1. zobrazowano przyktadows zamiane kursu na
ciag binarny. Jesli wystapia luki cenowe, np. po weekendach, algorytm sprawdza, ktéra wartosé
zostalaby osiggnicta i zwraca odpowiedni rezultat. Nastgpnie kolejne wartosci graniczne
sa okreslane w odniesieniu do pierwszej ceny po luce cenowe;.

1 Dane tickowe (ang. #ck data) to najbardziej precyzyjne dane, w ktérych sa zarejestrowane wszystkie
zmiany (nawet o najmniejsza mozliwa wartos¢) kursu walutowego.
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RYSUNEK 1.
Przyktad reprezentacji binarnej kursu walutowego

Cena

/

ty ty ts ty Czas

Reprezentacja binarna 1 0 1 1

Zrédlo: [Stasiak, 2016].

2.1. Zalety stosowania reprezentacji binarnej

W analizie §wiecowej, np. o interwale godzinnym, szereg zmian o zasiegu kilkudzie-
sieciu pipséw? moze by¢ reprezentowanych przez jedna swiece. W konsekwencji po-
woduje to utratg wielu informacji dotyczacych czgstotliwosci i kierunku pojedynczych ru-
chéw ceny. Na podstawie kursu przedstawionego w reprezentacji $wiecowej, w wielu
przypadkach trudno jest zweryfikowad, czy dana transakcja zakofczyltaby si¢ zyskiem,
czy stratg inwestora. Sytuacja taka zostala przedstawiona na rysunku 2. W pierwszym
przypadku (rysunek 2a) inwestor osiagnalby zysk, natomiast w drugim (rysunek 2b)
ponidslby strate, cho¢ oba notowania obrazuje taka sama §wieca. W sytuacji zastoso-
wania reprezentacji binarnej, najwazniejsze dla analizy technicznej informacje — kierunek
oraz zasi¢g zmian — sa rejestrowane. Czas trwania zmiany w reprezentacji binarnej jest
pomijany, poniewaz ten parametr dla inwestora ma znaczenie drugorzedne (w przy-
padku zastosowania kilkudziesieciu pipsowych jednostek dyskretyzacji czas zmiany jest
liczony w minutach lub godzinach). Reprezentacja binarna posiada zatem wigksza warto$¢
informacyjna dla inwestora i w nastgpstwie umozliwia precyzyjna analize¢ kursu wa-
lutowego.

2 Pips to podstawowa jednostka zmiany kwotowan kursu walutowego. W przypadku kursu walutowego
USD/PLN wynosi 0,0001.
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RYSUNEK 2.
Przyktad dwoéch réznych zmian kursu generujacych strate (a) lub zysk (b)
z transakcji, reprezentowanych przez t¢ samag Swiece

a) b)

Reprezentacia ( 1 0 1 1 0 0 11

binarna:

Zrédlo: opracowanie wlasne.

2.2. Uzasadnienie mozliwo$ci zastosowania reprezentacji binarnej

Najwazniejszym parametrem reprezentacii binarnej jest wlasciwy doboér jednostki dys-
kretyzacji. W zaleznosci od przyjetej wartosci otrzymany przebieg zmian kursu moze
mie¢ r6zny charakter. Wybor zbyt malej jednostki dyskretyzacji powoduje rejestracie lo-
sowych fluktuacji, tzw. szumu. Rejestracja losowych fluktuacji moze prowadzi¢ do trud-
nosci w analizie przedstawionego kursu (problem istnienia i filtracji szumu byl wielo-
krotnie poruszany w kontekscie analizy technicznej [Lo, Mamaysky, Wang, 2000; Logue,
Sweeney, 1977; Neely, Weller, 2011]. Jednoczesnie wybdr zbyt duzej jednostki dyskrety-
zacji spowoduje rejestracje tylko duzych, bardzo rzadkich zmian, co w konsekwencji
przyczyni si¢ do utraty wielu cennych informacji dotyczacych zmiennosci kursu. Op-
tymalna wielko$¢ jednostki dyskretyzacji powinna uwzgledniaé kwestie praktyczne,
np.: wielko$¢ spreadu, mozliwosé zawieranie transakcji (w ktérych TP i SL sg oddalone
od ceny o jednostke dyskretyzacji). Biorac pod uwage powyzsze rozwazania, w artykule
przyjeto jednostke dyskretyzacji na poziomie 40 pipséw dla badanej pary walutowe;.

W celu dalszej analizy kursu, w reprezentaciji binarnej z przyjeta jednostka dyskretyzacii
nalezy okresli¢ charakter otrzymanego ciagu binarnego. W zwiazku z tym zweryfikowano,
czy ciag binarny ma charakter losowy, tzn. czy wystgpowanie kolejnych zmian jest nie-
zalezne od historii przebiegu. W przypadku potwierdzenia hipotezy losowosci dalsza
analiza kursu w reprezentacji binarnej dla zadanej jednostki dyskretyzacji bytaby bezce-
lowa. Weryfikacji hipotezy losowosci postuzyl zestaw czterech testow statystycznych pa-
kietu SP800-22 [Rukhin iin. 2010], zalecanych przez NIST. Wybrano nastepujace testy:
pojedynczych bitow, pokerowy, serii, dlugich serii w bloku. Jednoczesny wynik pozytyw-
ny pozwala na zakwalifikowanie danych jako losowe. W badaniach przyjeto poziom istot-
nosci rowny 0.05.
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Badaniu poddano dane historyczne kursu USD/PLN w reprezentacii binarnej
otrzymane dla przyjetej 40-pipsowej jednostki dyskretyzacji z okresu 5 lat (01.01.2011-
01.01.2016). Hipoteza losowosci zostata potwierdzona jedynie przez test pojedynczych
bitéw, co oznacza porownywalna liczbe zer 1 jedynek w badanym okresie [Rukhin i in.
2010; Chung, 2012]. Trzy pozostale testy odrzucily hipoteze losowosci. Rezultat ten
mozna interpretowaé jako mozliwos¢ istnienia pewnych prawidtowosci dotyczacych
réznych czestotliwoscel wystepowania okreslonych wzorcow sekwencii zerojedynkowych
[Godbole, Papastavridis, 1994; Menezes, Oorschot, Vanstone, 1996]. Podobne rezul-
taty otrzymano dla innych wartosci jednostek dyskretyzacii [Stasiak, 2015]. Podsumowu-
jac, wyniki testéw statystycznych wskazuja na mozliwos$¢ istnienia zaleznosci migdzy
historycznymi przebiegami a przysztym kierunkiem zmian. Taki charakter danych uza-
sadnia dalsze badania nad analiza zmian kursu przedstawiona w reprezentacji binarne;.

3. Fale w reprezentacji binarnej

Pojecie fali wystepuje w wigkszosci technik analizy kurséw [Bickford, 2007; Murphy,
1999; Schlossberg, 2006]. Na przyktad w wizualnej analizie wykresu kolejne fale o danych
parametrach tworza formacje itd. W teorii Elliotta (powszechnie stosowanej przez ana-
litykéw rynku walutowego w analizie technicznej) sformutowano szereg zaleznosci po-
miedzy parametrami kolejnych fal [Frost, Prechter, 1995]. Obecno$¢ fal na rynku wa-
lutowym mozna rowniez uzasadni¢ analiza zachowania inwestoréw [Obetlechner, 2005].
Wigksze ruchy na rynku s rezultatem publikacji waznych danych makroekonomicznych,
np. stép procentowych lub naglych zmian politycznych, np. dymisji w rzadzie. W takich
przypadkach inwestorzy zawierajacy transakcje kierujq si¢ otrzymanymi informacjami
jeszcze przez okreslony czas, tworzac fale o okreslonym zasiggu i czasie trwania.

3.1. Definicje i rodzaje fal

Podstawg dotychczasowych metod analizy technicznej, opartych na badaniu fal i ich
parametréw, jest wizualna analiza wykresu §wiecowego [Frost, Prechter 1995; Murphy,
1999]. Pomijajac fakt utraty wartosci informacyjnej wykresu §wiecowego, efektywnosé
danej techniki zalezy od indywidualnej oceny analityka. Bez okreslonych, precyzyjnych
zasad detekji fal, weryfikacja istnienia potencjalnych zaleznosci falowych na rynku waluto-
wym oraz analiza parametréw fal z wykorzystaniem danych historycznych jest niemoz-
liwa. Na rysunku 3. zobrazowano dwie (z wielu réznych) mozliwosci wyznaczenia fal
przez analityka badZ inwestora dla danego wykresu kursu.

Chcac zweryfikowac obecne teorie i metody analizy technicznej, bazujace na analizie
fal, albo zaproponowac nowe metody modelowania rynku z wykorzystaniem zalezno$ci
falowych, konieczne jest precyzyjne zdefiniowanie algorytmu detekeji poczatku i kofica
danej fali, ktérego dzialanie bedzie uniezaleznione od wiedzy 1 indywidualnych prefe-
rencji inwestora.
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RYSUNEK 3.
Roézne mozliwosci wizualnej detekcji fal: a) jedna fala, b) piec¢ fal

a) b)
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

3.2. Algorytm detekcji fal w reprezentacji binarnej (ADFRB)

W wigkszosci teordi (np. w teorii Elliotta) i metod analizy technicznej kurs moze znajdo-
wac si¢ aktualnie w fali wzrostowej lub spadkowej [Frost, Prechter, 1995; Murphy, 1999].
Koniec fali spadkowej jest townoznaczny z poczatkiem fali wzrostowej i na odwrét. Ana-
logiczne podejscie zastosowano w przedstawionym algorytmie. Podstawa detekcji fal
w reprezentacji binarnej jest przekroczenie okreslonych progéw wartoéci §rednich wzros-
tow badz spadkow kursu walutowego. W algorytmie detekeji fal w reprezentacji binar-
nej definiuje si¢ dwa wejsciowe parametry, od ktérych zalezy dokladno$é algorytmu.
Sa to:

—  liczba analizowanych zmian historycznych

—  poziom Sredniej liczby wzrostéw/spadkéw w 7 poprzedzajacych zmianach

kursu rozpoczynajacych falg p.

Algorytm detekeji fal w reprezentacji binarnej wyznacza $rednia wartos¢ spadkéw oraz
wzrostow w 2 ostatnich zmianach kursu. Jesli Srednia warto$¢ wzrostow przekracza
zadany prog p, rozpoczyna si¢ fala wzrostowa. Jesli z kolei warto§¢ spadkow przekra-
cza zatozony prég p, rozpoczyna si fala spadkowa. Jezeli $rednia wzrostow i $rednia spad-
kéw nie przekracza progu p, to zaklada sie, Ze trwa kontynuacja biezacej fali. Algorytm
detekeji fali w reprezentacji binarnej przypisuje kazdej zmianie rodzaj fali. Algorytm
detekciji fal w reprezentaciji binarnej mozna zapisa¢ w ponizszy sposob.

1) Wyznaczenie $redniej liczby wzrostéw w oraz spadkéw s w 7 poprzedzaja-

cych zmianach:
_ XX s = it lxi—1

> m >

w

gdzie X; to /-ta zmiana w reprezentacii binarnej.
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2)  Jezeli:
w>p to poczatek lub kontynuacja fali wzrostowej,
§£>p to poczatek lub kontynuacija fali spadkowe;.
3) Jezeli:
w<p1s5<p to kontynuacja biezacej fali.
Dziatanie algorytmu detekeji fal, jego dokladnosé, czestotliwosé rejestrowanych fal itd.
zalezg od parametréw 7 1 p. Od ich wartoéci réwniez zalezy charakter zwiazkéw po-
miedzy parametrami kolejno nastgpujacych fal.

3.3. Algorytm detekcji fal w reprezentacji binarnej z uwzglednieniem okresow
konsolidacji (ADFRBK)

W analizie kursow walutowych, a takze innych instrumentéw mozna wyodrebnié
okresy charakteryzujace si¢ bardzo malymi wahaniami cen [Murphy, 1999]. Przykladem
moga by¢ godziny nocne na rynku walutowym, np. kurs USD/PLN podczas godzin
nocnych w Polsce cechuje si¢ bardzo malymi wahaniami. Zalozenie, ze kurs moze znajdo-
wac sie w fali wzrostowej albo spadkowej powoduje, Ze okresy konsolidacji sa automa-
tycznie klasyfikowane jako kontynuacja danej fali. Takie podejscie przyczynia si¢ do po-
gorszenia jakosci modelowania kursu z wykorzystaniem fal. Stad w artykule zapropono-
wano algorytm detekgji fal w reprezentacii binarnej z uwzglednieniem okreséw konso-
lidacji. W tym modelu wprowadzono trzeci rodzaj fali — tzw. fali neutralnej — ktéra od-
powiada okresowi konsolidacji na rynku. Podobnie jak w przypadku algorytmu ADFRB,
w proponowanym algorytmie réwniez wykorzystano poziomy srednich wzrostéw i spad-
kéw do detekcji danego rodzaju fali. W algorytmie zdefiniowano trzy wejsciowe para-
metry, a mianowicie:

m — liczba analizowanych poprzedzajacych zmian kursu;

n — poziom §redniej liczby wzrostéw/spadkéw w 7 poprzedzajacych zmianach kursu,
rozpoczynajacy fale neutralna;

P — poziom $redniej liczby wzrostow/spadkdéw w 7 poprzedzajacych zmianach kursu
rozpoczynajacych fale,

Algorytm detekeji fal w reprezentacji binarnej mozna zapisa¢ w ponizszy sposob.

1)  Wyznaczenie $redniej liczby wzrostow w oraz spadkéw s w 7 poprzedzaja-

cych zmianach:

w = it xi s = Xitqlxi—1]
m ’ m
gdzie X;oznacza i-ta zmiang w reprezentacji binarnej.

2)  Jezel:
w>p to poczatek lub kontynuacja fali wzrostowej,
§>p to poczatek lub kontynuacja fali spadkowe;.

3) Jezeli:
w<nis<pitrwa fala wzrostowa to poczatek fali neutralnej,
s<n1w<pitrwa fala spadkowa to poczatek fali neutralnej,
w pozostatych przypadkach kontynuacja biezacej fali.
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Algorytm detekgji fal przypisuje kazdej zmianie kursu o jednostke dyskretyzacji odpo-
wiedni rodzaj fali (neutralnej, wzrostowej badz spadkowej). Podobnie jak w przypadku
poprzedniego algorytmu ADFRB, doktadno$¢ i czestotliwos$é rejestrowanych fal zaleza
od przyjetych parametréw: 7 11 p. Od ich wartosci zalezy réwniez charakter zwiazkow
pomiedzy parametrami kolejno pojawiajacych sie fal.

3.4. Reprezentacja binarno-falowa

Po kazdej zmianie kursu o przyjetq jednostke dyskretyzacji mozna jednoznacznie
okresli¢, w jakiej aktualnej fali znajduje si¢ kurs. Mozna w tym celu wykorzystac jeden
z dwoch zaproponowanych w artykule algorytméw. W reprezentacji binarno-falowe;
kazda zmiana kursu o przyjeta jednostke dyskretyzacji jest reprezentowana przez parg
dwoch parametréw. Plerwszy to kierunek zmiany (0 dla spadku, 1 dla wzrostu), analo-
gicznie jak w przypadku reprezentacii binarnej. Drugi parametr przedstwia rodzaj aktual-
nej fali i jest wyznaczony na podstawie odpowiedniego algorytmu detekeji. W przypadku
zastosowania pierwszego algorytmu (ADFRB) parametr ten moze przyja¢ dwie war-
tosci: 1 dla fali wzrostowej, a 0 dla fali spadkowej, natomiast w przypadku zastosowania
drugiego proponowanego algorytmu (ADFRBK) parametr moze przyjaé trzy warto$ci:
1 dla fali wzrostowej, 0 dla fali spadkowej i 2 dla fali neutralnej (ukazujacej okresy konsoli-
dacji rynku). Reprezentacja binarno-falowa zalezy zatem od zastosowanej jednostki dys-
kretyzacji, przyjetych parametréw i rodzaju algorytmu detekeji fal. Na rysunku 4. zob-
razowano przyklad reprezentacii binarno-falowej fragmentu kursu, wynikajacej z zasto-
sowanego algorytmu detekcji fali.

RYSUNEK 4.
Reprezentacja binarno-falowa kursu walutowego

reprezentacja binarna kursu

111101 | -— (0-spadek/1-wzrost)

rodzaj aktualnej fali
(0-spadkowa, 1-wzrostowa dla ADFRB)
(0-spadkowa, 1-wzrostowa, 2-neutralna dla ADFRBK)

Zrédlo: opracowanie wlasne.

3.5. Analiza parametréw fal dla kursu walutowego USD/PLN

Prawidlowosci dotyczace wystgpowania oraz parametry rozkladu dlugosci fal zaleza
od charakterystyk danej pary walutowej, jak rowniez rodzaju i przyjetych parametrow
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algorytmu detekgji fal. W artykule przedstawiono analize fal wystepujacych w kursie wa-
lutowym USD/PLN. Badaniom poddano notowania historyczne z okresu 5 lat. Przyjeto
w nich 40-pipsows jednostke dyskretyzacji.

Rysunek 5. obrazuje zalezno$¢ liczby wystapien fal wzrostowych i spadkowych od ich
dtugosci, wyrazona w liczbie zmian kursu o jednostke dyskretyzacji. W badaniach zas-
tosowano algorytm detekeji fali w reprezentacii binarnej, pozwalajacy na zarejestrowanie
fali wzrostowej i spadkowej (ADFRB) z parametrami #=8 i p=0.7. Otrzymane rezultaty
potwierdzily zbiezny charakter rozktadéw diugosci fal wzrostowych i spadkowych.

RYSUNEK 5.
Zalezno$c liczby wystapien fal wzrostowych i spadkowych od ich dtugosci
w reprezentacji binarno-falowej — ADFRB (=8, p=0.7)
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Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Na rysunku 6. zilustrowano wyniki analogicznej analizy wystepowania fal o danej
dlugosci zwiazane z zastosowaniem algorytmu detekeji fal w reprezentacji binarnej
ADFRBK z nastepujacymi parametrami: 7=8, p=0.7, #=0.4. Na podstawie tych rezulta-
tow mozna skonstatowad, ze fale o okreslonej dlugosci wystepuja czg¢sciej badz rzadzie;j.
Taka wiedza moze zosta¢ wykorzystana do predykeji dalszego kierunku zmian kursu wa-
lutowego USD/PLN, opattego na ocenie aktualnej dtugosci fali. Rezultaty potwierdzily
podobny ksztalt wykresow dla fal wzrostowych i spadkowych, co z kolei wskazuje na
analogiczne zalezno$ci pomigdzy odpowiednimi falami (np. prawdopodobienistwo prze-
tamania fali wzrostowej o dtugosci 10 moze mie¢ warto$¢ bliskg prawdopodobiefistwu
przetamania fali spadkowej o tej samej dlugosci). Fale neutralne, reprezentujace okresy
konsolidacji, charakteryzowaly si¢ natomiast krotsza dtugoscig Srednig niz fale spadkowe
1 wzrostowe.

RYSUNEK 6.
Zalezno$c¢ liczby wystapien fal wzrostowych, spadkowych i neutralnych od
ich dtugosci w reprezentacji binarno-falowej — ADFRBK (m=8, p=0.7,n=0.4)
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

W celu zweryfikowania wplywu aktualnej przynaleznosci do fali na kierunek przyszlej
zmiany kursu przeprowadzono analiz¢ prawdopodobiefistwa wzrostu lub spadku w za-
leznosci od rodzaju fali i jej dtugosci.

RYSUNEK 7.
Prawdopodobienstwo kierunku kolejnej zmiany dla fali o dtugosci 10
— ADFRBK (m=8, p=0.7, n=0.4)

60

Fala wzrostowa Fala spadkowa

B Wzrost (1) OSpadek (0)

Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Na rysunku 7. zobrazowano prawdopodobiefistwo wzrostu lub spadku, gdy aktualny
kurs znajduje si¢ w fali wzrostowej badz spadkowej o dlugosci réwnej 10. Rezultaty okre-
$lono na podstawie modelu o parametrach: 7=8, p=0.7, #=0.4. Otrzymane wyniki wska-
zuja, ze przyszty kierunek zmian kursu jest zalezny od dlugosci i rodzaju biezacej fali.
Oznacza to, ze analiza falowa moze by¢ wykorzystana do konstrukcji modeli predyk-
cyjnych, wspierajacych podejmowanie decyzji inwestycyjnych. Stad warto rozwazy¢
przyklad najprostszego systemu HFT opartego na prezentowanych powyzej parame-
trach. System zawiera nast¢pujace transakcje: transakcje kupna (o parametrach TP
(ang. Take Profif)=cena+]D, SL (ang. Stop Loss)=cena-]D)) w przypadku detekcji
fali spadkowej o dtugosci 10 oraz transakcje sprzedazy (o parametrach TP=cena-]D,
SL=cena+]D) w przypadku detekgji fali wzrostowej o dlugosci réwnej 10 sa zawierane
automatycznie. Tak skonstruowany system w badanym okresie zawieratby okoto 58%
zyskownych transakgji, generujac dodatnia stope zwrotu. Przykiad ten dowodzi mozli-
wosci praktycznego wykorzystania analizy falowej oraz uzasadnia dalsze badania zalez-
nosci falowych w celu polepszenia rezultatéw predykeii.

4. Podsumowanie

W artykule przedstawiono dwa algorytmy detekeji fal w reprezentacii binarnej. Pierw-
szy algorytm ADFRB pozwolil na detekcje fal wzrostowych i spadkowych, natomiast
drugi ADFRBK umozliwil detekeje fal wzrostowych, spadkowych i neutralnych (repre-
zentujacych okresy konsolidaciji). W dalszej czesci artykulu zaproponowano nowa, bi-
narno-falows reprezentacje kursu walutowego, w ktorej kazdej zmianie kursu przypi-
sano rodzaj biezacej fali, okreslony na podstawie dzialania zaproponowanych algoryt-
moéw detekcii fal.

W artykule pokazano przyktad analizy falowej dla danych historycznych pary walu-
towej USD/PLN z okresu 5 lat. Rezultaty tych badan wskazuja na duze podobiedstwo
charakterystyk fal spadkowych i wzrostowych. Jednoczesnie zauwazono, ze fale neu-
tralne byly zdecydowanie krétsze od fal wzrostowych i spadkowych. W artykule prze-
prowadzono takze analiz¢ wplywu rodzaju i parametrow biezacej fali na kierunek przy-
sztych zmian kursu. Podstawg rozwazan podjetych w artykule byla analiza kursu pary wa-
lutowej UDS/PLN. Ukazane wyniki potwierdzily falows strukture badanego kursu oraz
istnienie statystycznych zaleznosci miedzy parametrami fal a prawdopodobiefstwem kie-
runku przyszlej zmiany. Wartos$¢ tego prawdopodobietistwa dla przyktadéw zamieszczo-
nych w artykule postuzyla budowie systeméw HFT o dodatniej stopie zwrotu. W celu
wyprowadzenia uogdlnionych wnioskéw, w przysztych badaniach jest planowana szet-
sza analiza poréwnawcza zaleznosci falowych w reprezentacji binarno-falowej dla innych
par walutowych.
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WYKORZYSTANIE MODELI GARCH W ANALIZIE RYZYKA
FINANSOWEGO SPOLEK AKCYJNYCH NOTOWANYCH NA GPW

Streszczenie

Celem niniejszego artykutu jest odpowiedZ na pytanie, czy mozliwe jest skuteczne prognozowanie wartosci
ryzyka rynkowego w warunkach polskiego rynku kapitatowego. Do analizy tego zagadnienia wykorzystano
szeregi dziennych stop zwrotu spolek notowanych na Gieldzie Papieréw Wartosciowych w Warszawie w la-
tach 2000-2015. W czesci badawcezej pracy przyjeto zalozenie, iz analizowane szeregi czasowe sg realizacja pro-
cesu GARCH, co pozwolito na modelowanie charakterystycznych wlasciwosci spotykanych w empirycznych
szeregach czasowych stop zwrotu akcji gieldowych. Pomiaru ryzyka dokonano postugujac si¢ popularnymi
miarami zagrozenia. Zostala réwniez podjeta proba wyboru optymalnej sposrdd najpopularniejszych metod
estymacji ryzyka.

Stowa kluczowe: GARCH, Value at Risk, Expected Shortfall, Median Shortfall, RiskMetrics

FINANCIAL RISK ANALYSIS IN POLISH STOCK MARKET USING GARCH MODELS
Summary

The aim of this paper is to investigate whether it is possible to successfully forecast market risk in the Polish
capital market. To answer this question, daily time series of the stock prices listed on the Warsaw Stock
Exchange between 2000-2015 are analysed. In the research part of the paper, it is assumed that the analysed
time series are the realisation of the GARCH process, which allows the author to model the characteristic
properties among the empirical data. The risk is assessed with the use of popular quantile risk measures.
Additionally, an attempt is made to establish the optimal method of risk estimation.

Key words: GARCH, Value at Risk, Expected Shortfall, Median Shortfall, RiskMetrics

JEL: C22, C53, C58, G17, G32

1. Wstep

Ryzyko jest nieodzownym aspektem kazdej inwestycji. Cheac alokowad swoj kapi-
tal na gieldzie, potencjalny inwestor bedzie narazony na wiele jego réznych odmian.
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Sposrdd tych najczesciej spotykanych warto wymienié: ryzyko zmiany stopy procen-
towej, zmiany kursow walut, inflacji, braku plynnosci, bankructwa oraz ryzyko rynkowe
bedace gléwnym tematem niniejszego artykutu. Postugujac si¢ definicja z pracy Jajugi
[2004, s. 99-100], ryzyko rynku (market risk) mozna zdefiniowaé jako wystepowanie
zaleznosci miedzy ogdlna sytuacja na gietdzie a trendami i zmianami cen poszczegdl-
nych akcji. Gléwny aspekt pracy zostal poswigcony wlasnie analizie owego ryzyka
w kontekscie dynamicznych zmian zachodzacych w finansowych szeregach czasowych.

W pierwszym rozdziale zaprezentowano miary wykorzystywane do oceny ryzyka fi-
nansowego. Prezentacje rozpoczeto od wprowadzenia odchylenia standardowego. Byta
to pierwsza miara ryzyka inwestycyjnego, ktora w 1952 roku zaproponowalt Henry Mar-
kowitz [1952]. Nastepnie zaprezentowano miary kwantylowe. Rekomendowany przez
Bazylejski Komitet Nadzoru Bankowego — Value at Risk [An international model-based
approach. . ., 1995] oraz wprowadzony przez zespdt pod kierownictwem Phillippe Atznera:
Expected Shortfall [Artzner iin. 1999]. W 2013 roku Komitet Bazylejski zarekomendowat
réwniez Expected Shortfall jako miare ryzyka inwestycyjnego |Consultative Document. ..,
2013]. Ostatnia, przedstawiona w tym rozdziale miarg, jest Median Shortfall, bedaca
rozwini¢ciem idei koherentnych miar ryzyka [Kou iin. 2013] stworzonej w 1999 roku.

Rozdziat drugi w catoéci poswiecono metodom modelowania ryzyka finansowego.
W pierwszej kolejnosci wprowadzono prostsze metody w postaci symulacji historycz-
nej oraz zaproponowanej przez bank J.P. Morgan metody ‘RiskMetrics” [RiskMetrics
— Technical Document, 1999). W dalszej cz¢dci rozdziatu zarekomendowano wykorzystanie,
stworzonych przez Engle’a [1982] 1 Bollersleva [1986], modeli klasy (G)ARCH. Modele
te wprowadzono ponad trzy dekady temu, jednakze wciaz znajduja one zastosowanie
w empirycznych badaniach wlasnosci finansowych szeregéw czasowych. Latwos¢ pa-
rametryzacji, czytelna konstrukeja oraz prostota ich rozbudowywania, pozwalajaca uwzgled-
ni¢ charakterystyczne wlasciwosci stop zwrotu instrumentéw finansowych, sprawiaja,
ze ciesza si¢ one duzym zainteresowaniem zardwno ze strony statystykow, jak i ekonome-
trykow.

W ostatnim fragmencie artykulu zaprezentowano empiryczne badania stop zwrotu
akeji notowanych na Gieldzie Papieréw Wartosciowych w Warszawie. W badaniu tym
dokonano proby oceny skutecznosci metod prognozowania ryzyka finansowego oraz
jakosci trzech, przedstawionych w czesci metodologicznej pracy, miar ryzyka. Zasto-
sowanie trzech odmiennych metod modelowania ryzyka umozliwito poréwnanie ich sku-
teczno$ci oraz uwidocznilo réznice w uwzglednianiu charakterystycznych wilasciwosci
badanych szeregéw czasowych.

Pomimo obszernych publikaciji poruszajacych problematyke przedstawiona w ni-
niejszym artykule, tematyka analizy ryzyka inwestycyjnego wciaz pozostaje aktualnym
zagadnieniem. Kwestia ta jest szczegélnie istotna w sytuacji nowo powstajacych kryzy-
séw finansowych, rosnacej aktywnosci algorytméw handlujacych instrumentami fi-
nansowymi czy tez wystepowania nowych aktywow inwestycyjnych. Obszerna préba ba-
dawcza w polaczeniu z szerokim wyborem kwantylowych miar ryzyka oraz potrakto-
waniem réznych specyfikacji modeli GARCH, jako jednej metody analitycznej, nadaje
niniejszemu artykutowi warto$¢ pracy oryginalnej.
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2. Analiza ryzyka

Jak juz wspomniano we wstepie, ryzyko jest nicodlacznym aspektem kazdej inwe-
stycji, a potencjalny inwestor, podejmujac racjonalne decyzje inwestycyjne, zmuszony
jest okresli¢ prawdopodobienistwo wielu, czasami ekstremalnych i odmiennych, zda-
rzef. W naukach ekonomicznych wyréznia si¢ najczesciej dwa podstawowe podejscia
do ryzyka: ryzyko negatywne i ryzyko pozytywne. Niniejsza praca skupia si¢ wylacznie
na negatywnych aspektach ryzyka inwestycyjnego. Jednakze warto nadmienié, iz inwes-
torzy sktonni do ryzyka badz tez spekulanci sa w znacznym stopniu zdeterminowani do
podejmowania owego ryzyka w nadziei na wigksza, oczekiwang stope zwrotu. Pierwsze
badania prowadzone przez Henryego Markowitza [1952] dowiodly, iz mozliwe jest
uzycie odchylenia standardowego lub tez semi-odchylenia jako miary ryzyka inwesty-
cyjnego. Podejécie to nie wytrzymalo jednak proby czasu i tym samym zarzutow o nie-
uwzglednianie niejednorodnosci wariancji w czasie czy tez braku rozréznienia sily wply-
wu negatywnych 1 pozytywnych zmian wartosci badanych instrumentéw na ich ryzyko.
Jako alternatywe zaczeto wykorzystywac Value at Risk (VaR). Byla to na tyle dobra alter-
natywa, ze zaczal ja rekomendowad, a nawet wymagac jej stosowania, Bazylejski Komitet
Nadzoru Bankowego. Pomimo swych niezaprzeczalnych zalet, szybko okazalo sie, iz
mozliwe jest zbudowanie lepszej miary ryzyka. Zadania tego podjat si¢ zespdt matema-
tykow pod przewodnictwem Philippe Artznera [1999], ktéry zaprezentowal kohe-
rentng miare ryzyka — Expected Shortfall. W literaturze mozna réwniez spotkac sie
z okresleniem Zail conditional expectation — TCE lub conditional V alue at Risk — cVaR. Rozdziat
ten rozpoczyna si¢ od przedstawienia najczesciej spotykanej kwantylowej miary ryzyka —
VaR. Wyjasniono kryteria niezbgdne do uznania miary za koherentna, by nastgpnie
przytoczy¢ dwie koherentne miary ryzyka, czyli wspomniany wczesniej Expected Short-
fall oraz odporny odpowiednik owej miary — Median Shortfall. Zaprezentowane w tym
rozdziale miary ryzyka mozna uznac za najczesciej wykorzystywane w kontekscie ryzyka
finansowego, cho¢ warto zaznaczy¢, 1z oprocz koherentnych miar kwantylowych, réwniez
istnieja: wypukle [Follmer, Shied, 2002; Fritelli, Rosazza, 2002], spektralne [Acerbi,
2002; Szego, 2002] i transformujace miary ryzyka [Wang, 2002]. W literaturze polskie;
transformujace miary ryzyka zostaly zaprezentowane w pracach Trzpiot [2004; 2012,
2014]. Nie sa one jednak przedmiotem niniejszej pracy.

2.1. Value at Risk

Value at Risk nazywany takze wartos$cig zagrozona jest najczesciej stosowang miarg
zagrozenia. Ze wzgledu na tatwos¢ interpretacji, sumaryczny sposéb przedstawiania
mozliwej straty 1 prostote implementacji jest on stosowany w wigkszosci instytucji
finansowych. Formalnie VaR jest wyrazany jako oczekiwana warto$¢ straty instru-
mentu finansowego, przy zatozeniu, ze prawdopodobiefistwo jej osiagni¢cia lub prze-
kroczenia jest rowne arbitralnie przyjetemu poziomowi istotnosci:



Wykorzystanie modeli GARCH w analizie ryzyka finansowego... 179

pWeyr Wy —VaR) = a, M

gdzie:

W;— wartos¢ kapitatu w chwili t,

p — prawdopodobiefistwo wystapienia zdarzenia,

VaR — Value at Risk,

a — arbitralnie przyjety poziom istotnosci (1 — poziom ufnosci).

Gléwnymi wadami VaR jako miary ryzyka jest niespetnienie zalozed o subaddytyw-
nosci, duza zalezno$¢ wynikéw od przyjetej metody estymacii oraz brak informacji o ocze-
kiwanym poziomie strat w przypadku przekroczenia wartosci zagrozonej. Szczegoto-
wy opis réznorodnych metod estymacji VaR wraz z praktycznymi wskazdéwkami do-
tyczacymi przeprowadzania obliczen znalez¢ mozna w pracy Besta [2000].

2.2. Koherentne miary ryzyka

W 1999 roku zespél matematykéw pod przewodnictwem Philippe Artznera [1999]
zaprezentowal szereg aksjomatow, ktore z matematycznego punktu widzenia powinna
spetnia¢ dobra miara ryzyka.

1. Translacja inwariantna:

P(X+aro)=P(X)_a XEG,VC;ER-I—’ (2)
gdzie:
Ty — stopa zwrotu instrumentu wolnego od ryzyka,
G — zbi6r wszystkich ryzyk,
X,Y — rozklady stép zwrotu instrumentéw finansowych,
R™— przestrzeri dodatnich liczb rzeczywistych.

Jesli czed¢ zysku z instrumentu X zostanie okreslona jako stala z prawdo-
podobiedstwem wystapienia rownym 100% i zapisana w postaci aTy, to ty-
zyko tego instrumentu zmaleje o wspotczynnik a. W skrajnym przypadku, gdy
p(X) = a, otrzymuje sie instrument wolny od ryzyka.

2. Monotoniczno$¢:
v
X<Y=pX) <pk) X.Y €G. 3)

Relacja stop zwrotu dwoch skladnikow przeklada si¢ na relacje pomiedzy
ryzykiem owych instrumentéw finansowych. Jezeli stopa zwrotu instrumentu
Y jest wigksza od stopy zwrotu instrumentu X, to ryzyko instrumentu Y jest
wieksze niz instrumentu X.

3. Subaddytywnos¢:
P+ <pD+p(Y) y yeg. @

Ryzyko portfela aktywéw maleje wraz ze wzrostem jego dywersyfikacji.
Ryzyko portfela nie powinno przekracza¢ sumy ryzyka jego sktadowych.
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4. Dodatnia homogenicznos¢:

pOX) =1p(x) L. =0, )

gdzie:
A— zbiér wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych.

Ryzyko A instrumentéw X jest rownowazne z ryzykiem instrumentu X przemno-
zonym przez wspdlezynnik A.

Miare spelniajaca wszystkie opisane powyzej wymogi nazywa si¢ koherentna. Jako
przyklad takiej miary Philippe Artzner podal Expected Shortfall, wyznaczany jako
oczekiwana wartos¢ strat po przekroczeniu poziomu okreslonego przez Value at Risk.
Formalny zapis tej miary mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposéb:

ES, = E(X|X < VaR , (X)). ©)

Jednoczesnie warto zauwazy¢, iz popularne odchylenie standardowe nie jest miarg
koherentna, gdyz nie posiada wiasnosci translacji inwariantnej i monotonicznosci [Trzpiot,
2004]. W przypadku miar budowanych na podstawie semiwariancji réwniez nie jest
spetniony warunek monotonicznosci miary ryzyka. Value at Risk nie spetnia natomiast
wymogu subaddytywnosci. Gléwna wada zaprezentowanej miary mogg by¢ trudnosci
zwigzane z jej estymacja dla rzadziej spotykanych rozkladéw prawdopodobiefistwa. Wzo-
ry wyprowadzone na podstawie funkcji gestosci najczesciej stosowanych rozkltadow
mozna znalez¢é w pracy Nadarajaha i innych [2014].

W 2013 roku jako alternatywa dla klasycznych juz miar zagrozenia Kou zdefiniowat
Median Shortfall (MS) [Kou 1 in. 2013]. Analogicznie jak w przypadku ES, wyznacza
si¢ ja jako warto$¢ oczekiwang strat po przekroczeniu VaR, z tq réznica, iz $rednig zas-
tepuje tutaj mediana. Za sprawg tego prostego zabiegu miara ta cechuje si¢ szeregiem
pozytywnych wlasciwosci, z ktérych do najwazniejszych naleza: tatwos$¢ oszacowania
oraz odpornosé na bledy estymacii wynikajace z nieprawidlowej specyfikacji modelu.
Formalny zapis tej miary przedstawiono we wzorze (7):

MS, = mediana[X|X < VaR,(X)] = VaRa(X). 7)
2

W przypadku estymacji miare t¢ mozna konstruowac w sposéb identyczny jak VaR
(MS1q, jest téwne wartosci zagrozonej przy odpowiednio mniejszym poziomie istot-
nosci: VaR 5o,). Fakt ten jest szczegolnie istotny, jesli zachodzi koniecznos¢ testowania
wstecznego (backtesting) lub wyznaczania miary ryzyka na podstawie funkcji gestosei roz-
ktadu prawdopodobienistwa. W przypadku Median Shortfall procedura ta przebiega w
sposob identyczny jak to ma miejsce w Value at Risk i jest znacznie prostsza do
estymacji Expected Shortfall

3. Modelowanie ryzyka
Istnieje wiele metod wykorzystywanych do modelowania ryzyka finansowych stép

zwrotu. W literaturze zazwyczaj wyréznia si¢ dwa odmienne podejscia. Pierwsze zak-
tada, iz zmiennos$¢ w kolejnych dniach prognozy jest stata. Zaltozenie to nie jest jednak
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zgodne z empirycznymi wilasciwo$ciami finansowych szeregéw czasowych. W niniej-
szej pracy przyjeto alternatywna koncepcje zaktadajaca, iz w szeregach tych wystepuje
zmienno$¢ warunkowa wynikajaca z przeszlych informacji. W zaprezentowanym roz-
dziale pracy skupiono si¢ przede wszystkim na deterministycznym podej$ciu zakltadaja-
cym jednoznaczne oszacowanie parametru zmiennosci. Alternatywa w tym przypadku
mogg by¢ modele zmienno$ci stochastycznej (Stochastic 1 olatilisty — SV), w ktérych przyj-
muje sig, iz prognoza zmiennosci nie moze by¢ dokladnie oszacowana na podstawie in-
formacji dostepnych w dniu przeprowadzenia prognozy. Obszerne opracowania do-
tyczace wykorzystania metod SV w modelowaniu ryzyka finansowego mozna znalez¢é
w pracach: [Melle, Fabio, 2000; Pajor, 2003, 2010; Taylor, 1986]. Innym alternatywnym
podejsciem, cieszacym si¢ coraz wigksza popularnoscia, sa sieci neuronowe, ktorych
poréwnanie ze standardowymi modelami GARCH zostalo przedstawione w pracy
Hossaina i Nassera [2011]. Warto jednakze pamigtaé, iz badania przeprowadzone
w pracy Fiszedera [2009] dowodza, ze prognozy generowane przez modele SV, po-
mimo generalnie lepszego dopasowania wewnatrz proby, sa mniej trafne, niz te gene-
rowane z wykorzystaniem modeli GARCH.

W pierwszej czgsci tego rozdzialu zaprezentowano najprostsza metode modelowa-
nia ryzyka w postaci symulacji historycznej. Wprowadzono ja do pracy zaréwno w ce-
lach poréwnawczych w stosunku do bardziej zaawansowanych metod, jak réwniez jako
potwierdzenie jej niewielkiej skutecznos$ci. Nastepnie w dwoch osobnych wariantach
przedstawiono miar¢ RiskMetrics. Zastosowanie watiantu z parametryzacja odpowied-
nig dla amerykanskiego rynku kapitalowego postuzylo weryfikacji wplywu blednej spe-
cyfikacji modelu na otrzymywane wyniki. Ostatnia cze$¢ rozdzialu zostala poswiecona
czterem odmiennym specyfikacjom modelu GARCH. Réznorodno$é owych wersji
pozwoli na uwzglednienie odmiennych wlasciwosci charakterystycznych dla finan-
sowych szeregéw czasowych w modelowanym procesie.

3.1. Symulacja historyczna

Metoda symulacji historycznej jest jedna z prostszych metod wyznaczania wartosci
zagrozonej. W najprostszej postaci VaR jest wyznaczany na podstawie dolnego kwantyla
historycznych stop zwrotu. Gtéwnymi zaletami tej metody jest jej nieparametrycznosé,
tatwo$c¢ implementacji oraz brak zalozen dotyczacych rozkladu stop zwrotu. W przy-
padku wystepowania niestacjonarnosci, jak to czgsto ma miejsce w szeregach finan-
sowych, watpliwe jest jednak przyjmowanie zalozenia, iz przyszte wartosci ryzyka mo-
ga by¢ wyznaczane jedynie na podstawie jego przesztych realizacji. Cz¢sciowym roz-
wiazaniem tego problemu moze by¢ polaczenie metod symulacji historycznej z me-
todami Monte Carlo. W pracy Fiszedera [2009] metoda szacowania warto$ci zagrozo-
nej na podstawie symulacji historycznej uplasowala si¢ na ostatnich miejscach pod
wzgledem jakosci otrzymywanych prognoz w rankingu stosowanych metod.
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3.2. RiskMetrics

Metoda ta zostala zaproponowana przez analitykéw z banku JP Morgan. Zauwa-
zyli oni, iz najnowsze obserwacje w wigkszym stopniu wplywaja na przyszte wartosci ry-
zyka, niz te pochodzace z bardziej odlegtych okreséw. W celu modelowania tego typu
zjawiska zaczeli oni wykorzystywac metode wyrownywania wyktadniczego dla warian-
cji (EWMA), zapisywang formalnie w nastgpujacy sposob:

0fqye = Aof + (1 = Do, ®)

A — parametr modelu (0 < 4 < 1),
o%— wariancja,
t — okres.

Analiza danych, dotyczacych spétek gietdowych notowanych na gietdzie w No-
wym Jorku, wykazala, iz dla dziennych stép zwrotu najlepsze wyniki uzyskuje si¢ dzigki
zastosowaniu parametru A=0,94, wykorzystujac do tego celu dane z dwudziestu pigciu
dni poprzedzajacych okres prognozy. W pracy Fiszedera [2009] zaproponowano od-
mienne podejscie. Warto$¢ parametru zostata wyznaczona symulacyjnie na podstawie
danych z proby, w celu minimalizacji pierwiastka bledu §redniokwadratowego (RMSE).
Obliczen symulacyjnych mozna dokona¢ dzigki przedstawieniu modelu RiskMetrics
jako IGARCH(1,1) bez dryfu. W takim przypadku warto$¢ parametru A moze zostac osza-
cowana wraz z reszta parametréw modelu za pomoca metody najwickszej wiarygodnos-
ci. Podczas stosowania tej miary warto mie¢ jednak na uwadze to, iz badania przepro-
wadzone na polskim rynku kapitalowym w pracy Fiszedera [2009] dowodza, iz miara ta
systematycznie nie doszacowuje ryzyka.

3.3. Modele GARCH

Obecnie modele klasy GARCH sa najczgsciej stosowanymi modelami, stuzacymi do
modelowania 1 prognozowania zmiennosci stop zwrotu instrumentow finansowych.
Ich niezwykta popularnosé przede wszystkim wynika z mozliwosci modelowania naj-
czgsciej spotykanych wilasciwosci stop zwrotu instrumentow finansowych, tj.: grubych
ogonoéw, leptokurtycznosci, grupowania zmiennosci, powrotu do $redniej, asymetrycz-
nego wplywu dodatnich i ujemnych stép zwrotu na wariancje¢ oraz dtugoterminowe;j
zalezno$ci danych. W praktycznych badaniach finansowych szeregéw czasowych naj-
czgsciej wykorzystuje si¢ modele GARCH(1,1), rzadziej GARCH(1,2) lub GARCH(2,1).
Popularne jest rowniez faczenie modeli zmiennosci z modelami autoregresyjnymi,
tworzac w ten sposoéb modele zagniezdzone typu AR-GARCH. W pracy Piontek [2004]
zostala takze postawiona teza, iz modele AR s3 w tym przypadku znacznie czesciej wy-
korzystywane 1 bardziej intuicyjne, niz ARMA, ARIMA czy ARFIMAL

1 Obszerny opis poszczegblnych modeli klasy GARCH mozna znaleZ¢ w pracach: [Doman, Doman, 2004;
Tsay, 2005; Ositiska, 2006; Fiszeder, 2009; Francq, Zakofan, 2010; Andersen i in. 2009; Gouriéroux, 1997;
Ardia, 2008; Asteriou, Hall, 2006; Mayers, 2009]. Przyklady wykorzystania modeli GARCH w analizie ryzyka
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W pracy badawczej wykorzystano ponizsze specyfikacje modeli GARCH.
1. GARCH(P, Q):

hy = ay + 2?21 Bihe—j + Ny ai€t;, )

Zaproponowany w 1986 roku przez Bollersleva [1986] model autoregresyj-
nej heteroskedastycznosci warunkowej wciaz cieszy si¢ ogromna popular-
noscia w modelowaniu zmienno$ci instrumentéw finansowych. Gléwnymi
zaletami przemawiajacymi na korzy$¢ stosowania modelu GARCH sa: jego
skuteczno$¢ w prognozowaniu zmiennosci, tatwa rozszerzalno$¢ oraz moz-
liwos¢ opisu za jego pomoca najczesciej spotykanych wlasciwoscl instrumentow
finansowych. Natomiast najpowazniejszym zarzutem sa stabe podstawy teo-
retyczne wyjasniajace zmiennos¢ warunkowych stép zwrotu. Jednoczesnie
przytacza si¢ argumenty, iz modele te jedynie opisuja zmienno$¢ szeregéw cza-
sowych, nie wyjasniajac przyczyn owej zmiennosci.

2. EGARCH(, Q):

Inhy = ao + X7_ Bjlnhej + XL, a0z + vzl = E(Iz.- DD}, (10)

gdzie:

g, 0 — stale,

yi=1

E(|z¢—;]) = y/2/m — dla rozkladu normalnego [Fiszeder, 2009, s. 27].
Model ten jest rozszerzeniem standardowego modelu GARCH. Jego za-

stosowanie umozliwia modelowanie odmiennego wpltywu dodatnich i ujem-

nych stép zwrotu na wariancjg (asymetrii informacji). Dodatkowsy zaleta, wy-

nikajaca z przyjecia logarytmicznej postaci wariancji warunkowej, jest row-

niez brak konieczno$ci nakladania ograniczen na parametry modelu w celu

zapewnienia dodatnich warto$ci wariancji warunkowej, co znacznie ulatwia

estymacje modelu. Wprowadzenie zmiennej standaryzowanej Z; w miejsce

powszechnie stosowanej €; pozwala w dodatkowy sposéb ograniczy¢ wplyw

wartoscl nietypowych na wariancj¢ warunkowa modelu.

3. GJR-GARCH(P, Q):
he =ao+ X0 Bihej + X1 aief_ + X1 wilp i€t 1

Model ten, analogicznie jak EGARCH, stuzy modelowaniu efektu dzwigni
(asymetrii informacji). Zasadnicza jego zaletq jest natomiast znacznie mniej
skomplikowana postac¢ wzoréw na bezwarunkowa warto$¢ oczekiwang wariancji
procesu.

na rynkach $§wiatowych sa dostepne w pracach: [Lama i in. 2015; Wang, Chung, Guo, 2012; Deacle, Eylasiani,
2014; Furi6, Climent, 2013; Smolovi¢, Lipovina-Bozovié, Vujosevi¢, 2017; Zhu, Galbraith, 2011; Atrcia,
Hoogerheide, 2014].
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4. APARCH(P, Q):
h' =ag+ 2?21 Bi(ler—il + wier—)® + XL, ashd_, (12)

gdzie:
w — dodatnia liczba naturalna (dla w = 0 model redukuje sic do EGARCH).

W empirycznych badaniach finansowych zdarza sig, iz wartosci bezwzgledne stop
zwrotu sg ze sobg silniej skorelowane niz ich kwadraty. Wlasciwos¢ te mozna wykorzystac
dzigki zastosowaniu Asymetric Power GARCH, kt6ry umozliwia jednoczesne mode-
lowanie skosnosci.

W pracy badawczej wszystkie przedstawione powyzej specyfikacje modeli byly rozwa-
zane z nastepujacymi rozkladami warunkowymi stép zwrotu:

1.  normalny,
t-Studenta,
skosény t-Studenta,
uogolniony rozklad bledu,
uogolniony rozktad hiperboliczny,

Johnsona,

7. odwrotny rozklad gaussowski.

Jednoczesnie warto w tym momencie zauwazy¢, ze wyniki analiz VaR z wykorzysta-
niem modeli GARCH, przedstawione w pracy Fiszedera [2009, s. 250], wskazuja, ze
specyfikacja rozktadu warunkowego w zaden sposob nie wplywa na wyniki otrzymywa-
nych prognoz. Fakt ten nie jest jednak zgodny z badaniami przeprowadzonymi w pra-
cy Piontek [2002], w ktérej dowiedziono, iz w przypadku gdy VaR jest réwny 0,05, roz-
ktad normalny sprawdza si¢ doskonale. Natomiast zastosowanie rozktadéw o grub-
szych ogonach (t-Studenta) moze skutkowaé niedoszacowaniem ryzyka i zwigkszona licz-
ba przekroczen ustalonego poziomu ryzyka. Sytuacja ta ulega odwroceniu przy mniej-
szym poziomie istotnosci rownym 0,01.

SRR e

4. Analiza empiryczna

W czesci badawczej pracy przeanalizowano dane dotyczace wszystkich spolek akceyi-
nych notowanych na Gieldzie Papieréw Wartosciowych w Warszawie. Z podstawowego
zbioru usunicto instrumenty, ktore nie zachowaly ciaglosci notowan w okresie od 1 stycz-
nia 2000 roku do 1 stycznia 2015 roku. Z analizy wylaczono réwniez 30% najmniej ptyn-
nych spotek 1 walory spekulacyjne, ktérych cena w analizowanym okresie spadta po-
nizej kwoty 1 z1. Dla tak dobranego zbioru danych wedtug wzoru (13) wyznaczono
logarytmiczne stopy zwrotu, ktore nastepnie poddano badaniu na obecnosé hetero-
skedastycznosci:

1y = InPy — InPy_q, (13)
gdzie:
Ty — stopa zwrotu instrumentu w chwili t,
P; — cena instrumentu w chwili t.
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Analizy efektu ARCH dokonano wykorzystujac zaproponowane w pracy Doman
1 Doman [2009] testy Engle’a [1982] oraz Mcleoda-Li [1983], przyjmujac opdznienia
na poziomie 4% diugosci badanego szeregu finansowego. Dodatkowo, ze wzgledu na
wielokrotne postugiwanie si¢ tymi testami statystycznymi, zastosowano poprawke Bon-
ferroniego [Bonferroni, 1936]. Wyniki obydwu testéw potwierdzily istnienie 36 spotek
gieldowych, ktérych szeregi logarytmicznych stép zwrotu w analizowanym okresie
charakteryzowaly si¢ wystepowaniem efektu ARCH przy poziomie istotnosci wyno-
szacym 0,01. W rezultacie otrzymano zbiér wymienionych ponizej spotek gietdowych,
ktorych analizy dokonano w dalszej czedci pracy, a mianowicie: Agora, Amica, Ulma,
Bank Handlowy, Mbank, Budimex, Sygnity, Debica, Efekt, Elbudowa, CNT, Forte,
Hydrotor, Indykpol, INstalKrak, Groclin, Kety, KGHM, Kompap, ALMA, Pelion,
Mostostal Ptock, Mostostal Warszawa, Muza, Novita, Orbis, Pekao, PKN Orlen, Polnord,
Prochem, Projprzem, REMAK, Ropczyce, Stalprodukt, WAWEL 1 WISTIL.

4.1. Metodologia

Whadciwe analizy rozpoczeto od skrécenia szeregu czasowego. Modele GARCH, zas-
tosowane do poprawnej estymacji parametréw, wymagaja dlugich szeregéw. Postugu-
jac sie wynikami badan Ng 1 Lam [2006], minimalna dlugo$¢ szeregu czasowego dla mo-
delu GARCH powinna by¢ nie mniejsza niz 1 000 obserwacji. Logarytmiczne stopy zwro-
tu zawarte w przedziale czasowym od 1 stycznia 2000 roku do 1 grudnia 2004 roku
zostaly wigc wykorzystane jako zbior treningowy dla estymowanych modeli. Wiasciwe
analizy, dotyczace ryzyka finansowego, zostaly przeprowadzone jedynie dla okresu od
1 stycznia 2005 roku do 1 stycznia 2015 roku. Estymaciji ryzyka dokonano za pomoca
ponizszych metod.

1. Metoda symulaciji historycznej

Dla pierwszego dnia kazdego miesigca w analizowanym okresie zostal wy-
znaczony dolny 5%-owy kwantyl rozktadu stop zwrotu. Nastepnie dla pozo-
stalych dni kazdego miesiaca (od 27 do 30) wyznaczano prognozy dzienne, wy-
korzystujac regule pierwiastka kwadratowego.

2. RiskMetrics

Prognoz przyszlych wartosci ryzyka ta metoda dokonano dzigki budowie
dwéch typéw modeli. Pierwszy z nich polegat na budowie modelu IGARCH
z parametrem A = 0,94 i warunkowym rozktadem normalnym. W drugim na-
tomiast wykorzystano metode najwigkszej wiarygodnosci do estymaciji wszys-
tkich parametréw modelu IGARCH(P,Q) z rozktadami warunkowymi przy-
toczonymi w rozdziale 3. Prognozy ryzyka skonstruowano analogicznie jak
w przypadku metody symulacji historycznej. Dla pierwszego dnia kazdego roku
zostal oszacowany model z optymalnymi parametrami (P,Q)). Nast¢pnie modele
te zostaly wykorzystane, by kazdego miesiaca (uwzgledniajac najnowsze dane
historyczne) stworzy¢ 27-30 (w zaleznosci od miesiaca) dziennych prognoz.
Wszystkie prognozy ryzyka zostaly skonstruowane na podstawie metody
bootstrap zaprezentowanej w pracach Pascuala i innych [2006] i Shimizu
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[2010]. W modelach, w ktérych byly szacowane wszystkie parametry modelu,
zastosowano identyczne procedury selekcji i testowania jak w przypadku opi-
sanych ponizej modeli AR-GARCH.
3. AR-GARCH

Szacowanie modeli AR-GARCH rozpoczeto od wyznaczenia parametru
AR dla kazdej analizowanej sp6tki gietdowej na pierwszy dzietr kazdego roku
kalendarzowego w analizowanym okresie. Ze wzgledu na niejednoznacznosc¢
wynikéw funkeji autokorelacji 1 autokorelacji czastkowej procedura ta zostata
wykonana dzigki budowie modeli autoregresyjnych z uwzglednieniem metody
najwickszej wiarygodnosci. Stosujac kryterium informacyjne AIC, wybrano
model najlepiej opisujacy zachowanie stop zwrotu, a parametrem AR postu-
zono si¢ podczas estymacii lacznej modelu zagniezdzonego AR-GARCH. Wy-
korzystujac oszacowany uprzednio stopieni autokorelacji szeregu czasowego, do-
konano estymacji modeli AR-GARCH metoda najwickszej wiarygodnosci. Mo-
dele te byly konstruowane wedtug nastepujacego schematu: dla kazdej z trzy-
dziestu szedciu analizowanych spoélek oraz dla kazdego z jedenastu analizowa-
nych lat stworzono cztery warianty modeli AR-GARCH. Modele te przedsta-
wiono we wzorach: (9), (10), (11), (12). Kazdy z tych wariantow zostal réwniez
oszacowany w szesnastu wersjach z parametrami P<4 i Q<4 oraz siedmioma,
przedstawionymi w rozdziale trzecim, warunkowymi rozkladami stop zwro-
tu. Oznacza to, iz dla kazdej z trzydziestu szesciu spotek stworzono 4 982 mo-
deli. Kolejnym etapem analizy byla redukcja zmiennych statystycznie nieistot-
nych. Wykorzystano w tym celu test Nybloma [1989] na stabilnos¢ parametréw
modelu, zaproponowany przez Doman i Doman [2004]. Przyjmujac poziom
istotnosci réwny 0,05, dokonano usunigcia zmiennych statystycznie nieistot-
nych w kazdym ze 177 408 modeli. W przypadku gdy dalsza redukcja zmiennych
nie byla juz mozliwa, a model wciaz zawieral zmienne statystycznie nieistotne,
zostawal on usuniety z puli wariantéw akceptowalnych dla dalszych analiz.
Nastepne kryterium selekeji stanowil test Kupca [1995], ktory jest bezpos-
rednio zwigzany z przytaczanymi w niniejszej pracy miarami ryzyka. Na ostatnim
etapie selekcji zastosowano kryterium informacyjne BIC. Jesli i to kryterium
okazalo si¢ nierozstrzygajace, preferowano modele prostsze (typu GARCH)
wobec bardziej ztozonych alternatyw.

Oszacowany, na poczatku kazdego roku, optymalny model AR-GARCH
nastepnie wykorzystano pierwszego dnia kazdego kolejnego miesigca w da-
nym roku (uwzgledniajac dane historyczne z poprzednich miesiecy), w celu
skonstruowania 27-30 (w zalezno$ci od miesiaca) dziennych prognoz. Skon-
struowane 1 wyselekcjonowane w ten sposéb modele charakteryzowaly si¢ spora
stabilnoscia. Ich specyfikacje na przestrzeni lat zmienialy si¢ tylko w niewiel-
kim stopniu. Swiadczy to tak o dobrym doborze modeli wyjsciowych, jak i ich
stabilnosci, ktéra moze przeklada¢ si¢ na wyniki otrzymywanych prognoz.
Analogicznie jak w przypadku modeli IGARCH stosowanych w metodologii
RiskMetrics, do konstrukcji prognoz wykorzystano metody bootstrap.
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Wyniki tych analiz zobrazowano ponizej. W tabeli 1. 1 2. zaprezentowano wyniki
dotyczace liczby otrzymanych (po procesie selekeji) modeli z podzialem zaréwno na
typ skonstruowanego modelu, jak i wykorzystywany, warunkowy rozklad prawdopo-
dobienistwa.

TABELA 1.
Liczba oszacowanych modeli GARCH z uwzglednieniem ich typu
Model GARCH EGARCH GJR-GARCH APARCH
Liczba 284 16 11 10

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Analiza frakcji wystapien poszczegdlnych typéw modeli wykazata, 12 najczesciej sto-
sowany w badaniach empirycznych model GARCH zdecydowanie zdominowal po-
zostate modele.

TABELA 2.
Liczba oszacowanych modeli GARCH z uwzglednieniem rozktadu
warunkowego

Rozktad Norm NIG GED t-Stud Jsu Ghyp | st-Stud
Liczba 150 64 49 24 19 9 6,

Zrédto: opracowanie wlasne.

W przypadku analizy frakeji liczebnosci poszczegdlnych modeli w przeprowadzonym
badaniu, z uwagi na typ warunkowego rozkladu prawdopodobiefistwa, wyniki sa znacz-
nie bardziej zréznicowane. Zaskoczeniem moze by¢ fakt, iz w przypadku analizy instru-
mentéw finansowych, w ktorych niejednokrotnie zalozenie o normalnosci nie jest spel-
nione, rozktadem najczgsciej wystgpujacym w badaniu byt wiasnie rozktad normalny. Po-
pularnosé drugiego pod wzgledem popularnosci rozkladu mozna natomiast wyjasnic
zwigkszona liczba jego parametréw, co w rezultacie umozliwilo lepsze dopasowanie
do danych empirycznych.

Usrednione dla wszystkich analizowanych spotek wyniki rocznego poziomu prze-
kroczen, ryzyka i pierwiastka bledu $redniokwadratowego dla przyjetych miar ryzyka za-
mieszczono w tabelach: 3.-5.
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TABELA 3.
Analiza metod estymacji Value at Risk
Metoda estymaciji Symulacja | RiskMetrics | RiskMetrics AR-
historyczna | 3 — (.94 -IGARCH | GARCH
Stednia liczba przekroczen 1,41 13,47 12,14 9,89
w roku
Ryzyko -13,31% -4.27% -4,38% -4,06%
RMSE 0,1461 0,0503 0,0503 0,0430

Zrédto: opracowanie wlasne.

Analiza metod estymacji ryzyka na podstawie VaRsq, wykazala, iz najmniejsza liczbe
przekroczen (Srednio 1,41 przekroczenia poziomu ryzyka rocznie na spotke) zanotowano
w odniesieniu do estymaciji metoda historyczna. Gtéwnym powodem takiego stanu rze-
czy jest jednak znacznie przeszacowany sredni poziom ryzyka oraz slaba jako$¢ dopaso-
wania otrzymanych prognoz w stosunku do rzeczywistego poziomu zmiennosci. W przy-
padku metod RiskMetrics obserwowana jako$¢ dopasowania byta identyczna. W me-
todzie, w ktérej parametr A byl wyznaczany metoda najwickszej wiarygodnosci, zaobser-
wowano zmniejszong liczbe przekroczet przy przyjetym poziomie VaR. Wynik ten jest
zgodny z analiza poréwnawcza tych dwéch metod przeprowadzong przez Fiszedera
[2009], w ktorej to rowniez symulacyjne wyznaczanie parametru skutkowato lepsza jakos-
cig oceny ryzyka. Najlepsze wyniki otrzymano dzigki zastosowaniu modeli GARCH. Zna-
mienny jest tutaj fakt, iz spadek liczby przekroczen w zaden sposéb nie byt spo-
wodowany wzrostem oszacowanego poziomu ryzyka, ktére w tym przypadku byt na naj-
nizszym poziomie. Analiza poréwnawcza jakosci dopasowania otrzymanych prognoz do
rzeczywistego poziomu ryzyka takze umozliwia uznanie metody estymacji warto$ci
zagrozonej z wykorzystaniem modeli GARCH za najlepsza.

TABELA 4.
Analiza metod estymacji Expected Shortfall

Metoda estymaciji Symulacja | RiskMetrics | RiskMetrics AR-
historyczna | 3 — (.94 -IGARCH | GARCH
Stednia liczba przekroczen 0,38 7,76 6,47 3,96
w roku
Ryzyko -20,81% -5,36% -5,50% -5,05%
RMSE 0,2300 0,0625 0,0625 0,0524

Zrédlo: opracowanie wlasne.

W przypadku analizy ryzyka z wykorzystaniem Expected Shortfall, jako miary ryzyka,
sytuacja wyglada analogicznie jak dla VaR. Zaréwno jako$¢ dopasowania, jak i liczba
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przekroczen sugeruje wykorzystanie metody GARCH jako optymalnej metody esty-
macji poziomu ryzyka rynkowego. Warto rowniez zauwazy¢, iz w modelach GARCH,
przy wzroscie ryzyka sredniorocznego o 1 punkt procentowy w stosunku do VaR, za-
notowano spadek liczby przekroczen przyjetego poziomu o polowe. Wirdéd pozosta-
tych metod estymacji zaobserwowano podobna tendencje, co moze przemawiaé za lep-
szymi wlasciwo$ciami Expected Shortfall jako miary ryzyka. W przypadku RiskMetrics
z estymowanym parametrem A byl widoczny spadek liczby przekroczeni (Srednio o jed-
no przekroczenie rocznie), przy nieznacznie zwigkszonym poziomie ryzyka.

TABELA 5.
Analiza metod estymacji Median Shortfall
Metoda esty- | Symulacja hi- RiskMetrics RiskMetrics - AR-
macji storyczna 1=0.94 IGARCH GARCH
Przekroczenia 0,61 8,91 7,55 5,1
Ryzyko -17,94% -5,09% -5,22% -4,81%
RMSE 0,1975 0,0595 0,0596 0,0501

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Jednoczesnie w odniesieniu do Median Shortfall stwierdzono znaczacy spadek liczby
przekroczen w poréwnaniu z Value at Risk. Jednakze spadek ten nie byt tak drastycz-
ny, jak w stosunku do ES. Zanotowano réwniez lepsze dopasowanie prognoz do
danych empirycznych wraz z jednoczesnym zmniejszeniem warto$ci prognozowanego
ryzyka. Fakt ten moze przemawiaé za zmniejszonym bledem szacunku ryzyka i doktad-
niejszymi prognozami.

Zaréwno ES, jak 1 MS wypadly w tym badaniu zdecydowanie lepiej niz VaR. Réznice
pomiedzy tymi dwiema miarami, cho¢ wciaz zauwazalnie, nie byly juz tak drastyczne.
Mhniejszy poziom ryzyka i lepsze dopasowanie prognoz do empirycznych szeregow cza-
sowych w przypadku MS byly efektem konstrukcji tej miary. Ze wzgledu na zastoso-
wanie mediany, miara ta byla bardziej odporna na pojawienie si¢ wartosci odstajacych.
Powodowato to, iz wszystkie jej odchylenia od $redniej (réwnej 0) byly stabsze niz
w odniesieniu do Expected Shortfall. Z tq sama przyczyna dotyczaca ES wigzata sig
mniejsza liczba przekroczen przyjetego poziomu ryzyka w poréwnaniu z MS. Obecna
w finansowych szeregach czasowych ujemna autokorelacja pierwszego stopnia spra-
wia, iz bardziej prawdopodobne jest wystapienie po sobie dwoch stop zwrotu z odmien-
nymi znakami, niz kolejnych dwoch wzrostéw/spadkéw. W przypadku stép zwrotu
akcji spotek gieldowych zdarzenia ekstremalne i wartosci odstajace sa dos¢ powszech-
nym zjawiskiem. Potencjalny inwestor bedzie starat si¢ uchroni¢ przed prawdopodob-
ng seria dwoch lub trzech przekroczed poziomu ryzyka z rzedu, ktore to zostalyby
predzej wychwycone przez ES. Z tego wlasnie powodu wybér ES moze by¢ bardziej
zasadny dla inwestora z wysoka awersja do ryzyka.

Z racji specyfikacii przyjetej w metodologii estymaciji ryzyka z wykorzystaniem modeli
GARCH zweryfikowano réwniez istnienie lub brak zalezno$ci miedzy liczba miesigcy,
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ktéra uptynela od wyboru optymalnej specyfikacji zastosowanego modelu (1 stycznia
kazdego roku), a wartoscia ryzyka mierzonego zaprezentowanymi w pracy miarami.
Wyniki przeprowadzonych analiz zamieszczono w tabelach: 6.1 7.

TABELA 6.
Analiza $redniego poziomu ryzyka w poszczegolnych miesigcach roku
Ryzyko

Miesiac VaR ES MS
Styczen -4,06% -5,06% -4.83%
Luty -4,06% -5,06% -4,81%
Marzec -4,00% -5,09% -4,81%
Kwiecien -3,98% -5,03% -4,82%
Maj -3,98% -4,92% -4,68%
Crerwiec -4,02% -5,00% -4.80%
Lipiec -4,01% -5,04% -4,80%
Sierpien -4,07% -5,08% -4,81%
Wrzesieti 4.20% -5,12% 4.87%
Pasdziernik 4.14% 5,16% -4,93%
Listopad -4,01% -5,05% -4,82%
Grudzien -4,04% -5,05% -4,82%

Zrédto: opracowanie wlasne.

Wykorzystujac test korelacji liniowej Pearsona z 1895, dokonano analizy korelacji
miedzy liczba miesiecy, ktore uptynely od momentu oszacowania optymalnego mo-
delu GARCH (styczen), a wartoscia ryzyka w kolejnych miesigcach otrzymana dla kaz-
dej z trzech zastosowanych miar. Uzyskane wyniki Swiadcza o braku statystycznie istotnej
korelacji migdzy liczba miesigcy a otrzymanymi poziomami ryzyka.

Dla sredniego poziomu liczby przekroczed réwniez zweryfikowano hipoteze o wyste-
powaniu korelacji linowej. Jedynie w przypadku miary VaR otrzymany wynik sugerowal
wystepowanie jednostronnej korelacji liniowej (p = 0,41, p = 0,09). Jednakze, ze wzgle-
du na malg liczbe obserwacji w przeprowadzonym tescie, badanie to powt6rzono z wy-
korzystaniem permutacyjnego testu korelacji Pearsona. Uzyskany w ten sposéb wynik
(p = 0,29,p = 0,177) sugeruje takze i w tym przypadku brak statystycznie istotnej ko-
relacji liniowej.
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TABELA 7.
Analiza $redniego poziomu przekroczen w poszczegélnych miesigcach roku
Ryzyko
Miesiac VaR ES MS

Styczen 8 3 4
Luty 7 3 4
Marzec 9 3 5
Kwiecien 7 3 3
Maj 10 4 5
Czerwiec 8 3 4
Lipiec 11 4 6
Sierpien 13 6 6
Wrzesien 8 3 4
Pazdziernik 10 4 5
Listopad 11 4 5
Grudzien 8 3 4

Zrédto: opracowanie wlasne.

5. Podsumowanie

Wyniki przeprowadzonej analizy sq zgodne z wynikami badan przeprowadzonych
w pracy Piontek [2002]. Najdokladniejsze estymatory ryzyka dla zaprezentowanych miar
kwantylowych otrzymano dzigki wykotrzystaniu modeli GARCH. Przy szacowaniu miar
opartych na VaRsg, do estymowania jest wystarczajace (w wigkszosci przypadkéw) wy-
korzystanie standardowych modeli GARCH z rozkladem Gaussowskim. Tendencja ta
zapewne zostanie odwrocona w przypadku bardziej restrykeyjnych pozioméw istotno$ci.
Dla VaRy, lub VaR 1, zastosowanie rozkladow o grubszych od normalnego ogonach
moze prowadzi¢ do lepszej jakosci prognoz. Sposréd wszystkich przeanalizowanych miar
ryzyka VaR okazal si¢ najmniej skuteczng miara. Pozostate dwie miary cechowaly si¢
podobnymi charakterystykami. Ze wzgledu na szybsze dostosowywanie sie ES do aktual-
nej sytuacji rynkowej mozliwe jest utrzymanie z wigkszym prawdopodobiefistwem wyz-
naczonego poziomu ryzyka. Wiaze si¢ to oczywiscie z niewielkim wzorem blednych
szacunkéw 1 przyjetego poziomu ryzyka. Jednakze w aspekcie inwestycji finansowych jest
to koszt pozwalajacy zawczasu otrzymac niezbedne informacje o wzroscie ryzyka
spowodowanym nicoczekiwanymi i ekstremalnymi zmianami cen akeji. Informacja ta,
jak réwniez jej wplyw i znaczenie moglyby w przypadku MS zostaé¢ pominigte.

W kwestii skutecznosci zaprezentowanych modeli (miar), wykorzystywanych do mo-
delowania (oceny) ryzyka inwestycyjnego, Srednig warto$¢ czterech przekroczeft rocznie
w przypadku ES nalezy uzna¢ za bardzo dobry wynik. Szczegdlnie przy uwzglednieniu, iz
horyzontem prognozy byto 30 jednodniowych okreséw, a sam model byl estymowany
raz do roku. Stabilno$¢ otrzymanych specyfikacji modeli, niewielka liczba przekroczen
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przyjetego poziomu ryzyka oraz stabilny jego poziom mozna uznac za sukces przeprowa-
dzonych badan i pozytywna odpowiedz na pytanie, czy jest mozliwe skuteczne progno-
zowanie, modelowanie i zarzadzanie ryzykiem finansowym.
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