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W pracy niniejszej podam pewne twierdzenie z teoryi mnogo-
dci punktowych i wyprowadze¢ z niego kilka wnioskéw.

Bedziemy oznaczali tym samym symbolem liczbg rzeczy-
wistg oraz punkt prostej, bedgcy jej obrazem. Méwié bedziemy,
2e punkt p nalezy do przedzialu 6 = (a,b), jezeli a<<p<<h, za$
2e punkt p leiy wewngtrz tego przedzialu, jeZeli a <p <b.

Niech P oznacza dany zbiér punktéw prostej ( i lub
nie). Dany punkt g prostej nazywamy, jak wiadomo, miejscem
skupienia zbioran P (Cantor), jezeli przy wszelkiem e < g oraz
wszelkiem 8> g wewngtrz przedzialu (e, 8) zawiera si¢ nieskoii-
czenie wiele punktéw zbioru P, oraz miejscem kondensacyi
tego zbioru (Lindelsf), )eteh wewnqu'z kazdego takiego przedzialu
(a,8) iera sie niey ktéw zbioru P. Jezeli,
w szczegblnodei przy wazelhch a < g oraz B>g mnmy meskoli-
czenie wiele — .
zhiorn P wewngtrz kazdego z przedzialéw (a,g) oraz (_q, B), to
punkt g nazywaé bedziemy obustronnem miejscem skupienia —
wzglednie kondensacyi — zbioru P.

Twierdzenie. Jezeli kazdy punkt zbioru P naleiy
do jednego przynajmniej z przedzialéw, tworzgeych
zbi6r A,tomnogoéé wszystkichtych punktéw zbioru P,
ktére nielezq wewnatrz 2adnego z przedzialéw zbioru A,
jest co najwyzej przeliczalng.

Dowéd. Oznaczmy przez @ zbiér tych wszystkich punktéw
zbioru P, ktére nie lezg wewnatrz Zadnego z przedzialéw zbioru 4;
kaMy punkt sb{oru Q, jnko czeécl zbioru P, nalezeé bedzie, w mysl

ia, do jedneg dziatéw zbiora 4. O:
przez 4, "sbiér wuyslhch lych prudzlaléw zbioru 4, ktére sq wigk-

sze od 1, zaé przez @, zbiér wezystkich tych punktéw zbioru @,
n
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ktére nalezg do jednego przynajmniej z przedzialéw zbioru 4, Be-
dzie oczywidcie
Q=0+ (@ — Q)+ (@ — W +(@Q—+.... ()
Powiadam, Ze kazdy ze zbioréw @, jest co najwyzej przeli-
czalnym.
W samej rzeczy, podzielmy prosta na odcinki o dlugodci ’}';

okazemy, Ze na kazdym z nich le2g co najwyzej dwa punkty zbiora
Q.. Zalézmy w tym celu, ze na jednym z naszych odcinkéw leig
trzy rézne punkty gy, gs, ¢s zbioru Q.. Jeeli g, < gy <gs, to be-

1
dziemy oczywiscie mieli g, — ¢ < =
przez 6 przedzial zbioru 4,, do ktérego nalezy g,: skoro g, nalezy

do przedzialu 6> %, a nie lezy wewngtrz tego przedzialu, wiec musi

byé¢ jednym z jego koricéw. Jezeli ¢, jest lewym koficem przedzialu d,
to oczywiscie ¢; le2y wewngtrz J, jezeli zad prawym, to ¢, lezy
ngtrz 6. W obu przypadkach wpadamy w sprzecznosé z zalo-
Zeniem, Ze punkty ¢, i ¢, nalezg do Q.
Dowiedlismy wige, Zze podzieliwszy prostg na przeli mno-

goéé odcinkéw o dlugodei %, mamy na kazdym z nich co najwy-

2ej dwa punkty zbioru @,: zbiér ten jest wiec co najwyzej przeli-
czalnym. Wobec wzoru (*) wynika stqd natychmiast, ze i zbiér @
jest co najwyzej przeliczalnym, co bylo do udowodnienia.

Wniosek 1. Kazdy zbiér punktéw posiada co naj-
wyzej przeliczalng mnogo$é miejsc skupienia, ktére
nie sg obustronnemi.

Dowéd. Oznaczmy przez Q zbiér wszystkich tych miejsc sku-
pienia danego zbioru P, ktére nie sg obustronnemi. Jezeli q jest
jednem z nich, to istnieje odpowiedni przedzial d, ktérego (lewym
lub prawym) koficem jest ¢, i wewngtrz ktérego niema zadnego
punktu zbioru P, a wige tex Zadnego miejsca skupienia tego zbioru.
Zaden zatem punkt zbioru @ nie moze lezeé wewngtrz przedzialu d.
Mozemy wige wzgledem zbioru @ oraz odpowiedniego zbioru 4

ystkich dziald ¢ dowiedzione twierdsenis, skad
wynika, Ze zbiér Q jest co najwyzej przeliczalnym.
Gdyby$my powtérzyli powyiszy dowéd, oznaczajge przez @

) oraz g — gy < . Oznaczmy
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xblér wszysmch punkww zbioru P, ktére nie s jego obustronnemi

p to wniosk llbyémy, iz kazdy zbiér punktéw
zawiera co najwyzej przeliczal ktow, ktére nie sg
jego obustronnemi miejscami skupienia. Stad natychmmst wynika

Wniosek 2. Kazdy nieprzeliczalny zbiér punktéw
zawiera nieprzeliczalng mnogosé punktéow, ktére sg
jego obustronnemi miejscami skupienia.

Wniosek 8. Kazdy zbi6ér punktéw posiada co naj-
wyzejprzeliczalngmnogosé miejsc kondensacyi, ktére
nie sg obustronnemi.

Dowéd. Dla kazd miejsca kond: i ¢ danego zbioru,
ktére nie jest ok , istnieje przedzial d, ktérego koricem
jest ¢ i wewnatrz ktérego zawiera si¢ co najwyzej przeliczalna
mnogosé punktéw danego zbioru. Zadne zatem miejsce kondensacyi
nie moze leze¢ wewnatrz d. Stad natychmiast slusznodé naszego
whiosku.

Wniosek 4. Kazdy zbiérliczbrzeczywistych, ktéry
uporzgdkowany wedlug wielkos$ci jest dobrze upo-
rzgdkowanym, musi byé co najwyzej przeliczalnym.

Dow6d. Gdyby nasz zbiér byl nieprzeliczalnym, posiadalby
w mysl wniosku 2-go miejsce obustronnego skupienia. MoZnaby wiec
z jego element6w zbudowaé cigg nieskoriczony typu *o, co przeczy
zalozeniu, ze zbiér jest dobrze uporzgdkowanym.

Whniosek 5. Wér6d kazdejnieprzeliczalnej mnogo-
§ci miejsc niecigglosci funkeyi f(z) w danym prze-
dziale istnieje nieprzeliczalna mnogosé punktéw,
w ktérych f(@) posiada z obu stron niecigglo$é ro-
dzaju 2-got.

Dowéd. Niech P i liczalny zbiér punktéw nie-
cigglodei funkeyi f{z). Oznaczmy przez w(z) oscylacy ¢ fankeyi f(z)
w punkcie z2. Gdyby przy wszelkiem naturalnem » zbiér P, wszyst-

kich, nalezgcych do P rozwigzan nier6wnosei m(a.-)}1 byl przeli-

czalnym, to i zbiér P jalby, wbrew zalozeniu, by¢ przeliczal
Jest wigc przy pewnem n zbiér P, meprzellczalnym w zblone P

1 Pojecie dwéch rodzajéw niecigglodei dzit Dini. Zob.
fiir eine Theorie der Functionen einer verlndurhchon reellen Grosse. Leipzig lm
* Definicye u‘o pojecia zob. n. p. u Baire'a: Legons sur les fonet. dis-
continues. Paris 1
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istnieje zatem, w mysl wniosku 2-go, nieprzeliczal punk-
téw, ktére sg jego i miej: i skupienia. Niech p be-

dzie jednem z nich; z uwagi, e p jest obustronnem miejscem sku-
1 3 P 3 5
pienia punktéw, dla ktérych w(z)>;, wynika w jednej chwili, ze

p jest dla f(z) punktem niecigglosci z obu stron 2-go rodzaju.

Whiosek nasz zostal wige udowodnionym; z niego wynika na-
tychmiast

‘Wniosek 6. W kazdym przedziale istnieje co naj-
wyzej przeliczalna mnogo$¢ miejse, w ktérych funk-
cya jest z jednej strony ciggly, a z drugiej nieciggla.
Jezeli dla dane] hczhy g istnieje w danym zbiorze P cigg nie-

acy, j do g, to g nazwiemy prawo-
stron nem miejscem skupienia tego zbioru. Zbibr, zawierajgcy
wszystkie swe prawostronne miejsca skupienia, nazwiemy prawo-
stronnie zamknietym.

‘Wniosek 7. Zbiér prawostronnie zamkniety rézni
si¢ od swojej pochodnej co najwyzej o przeliczalng
mnogo$é punktéw.

Dowéd. Niech F dany zbi6r pi ie zamkniety.
Polézmy F = F,+ F,, oznaczajge przez F, zbiér wszystkich tych
punktéw zbioru F, ktére nie sa jego miejscami skupienia; zbiér F,
bedzie, jak wiemy, co na;wyiej przeliczalnym, wszystkie za$ punkty
zbioru F, bedg i zbioru pochod F.

Oznac:my przez Q zbi6r wszystkich tych elementéw zbiorn F’,
ktére nie sq elementami zbioru F. PoniewaZ ten ostatni jest za-
mknigtym prawostronnie, wigc punkty zbioru @ bedg lewostronnemi
tylko miejscami skupienia dla F,i zbi6r @ bedzie zatem co najwy-
2ej przeliczalnym. Mamy tez oczywiscie F' = F,+4 Q. Jest wigc

F+Q=F+F

skad, wobec wniosku o mocy zbiordw @ i F, wynika shusznosé
naszego twierdzenia.
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