METODA WYPROWADZANIA CALEK
LOGARYTMICZNYCH ROWNANIA .
ROZNICZKOWEGO

dy aztby+........

dz~ a'z+by4........
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Briot i Bouquet uwzglednili wypadki, w ktérych réwnanie

a) dy ax + by + ........
=dzfby+........

daje si¢ rozwigza¢ przez calki y jed (hol fi )

albo algebrai j lub p gpnej natury w otoczeniu miejsca

(=y)=1(0,0?

Okazalo si¢ pozniej?, Ze przez rozwazania zaczerpnigte z dzie-
dziny réwnan r6zniczkowych czgstkowych i przedstawienie calki
parg funkeyi [z =@ (¢), y = ()] o zmiennym parametrze ¢ mozna
réwnanie (1) rozwigzaé w otoczenia mxejsca (z,y)—(o 0) catkiem
ogoblnie — w wypadkach nieobjetych jami Briota i Bou-
queta — juz to przez calki zbhhmce si¢ do miejsca (z,y) = (0,0)
spiralnie, juz to przez calki logarytmiczne.

W krétkosci metoda calkowania przedstawia si¢ w ten sposob:

Réwnanie (1) zastgpuje si¢ réwnaniem czgstkowem

@ @by )G Gakbyt) =0

w ktérem @ (zy) = O ma byé wlasnie calky réwnania (1) dla oto-
czenia miejsca (z,y) = (0,0)
Przez liniowe podstawienia sprowadza si¢ (2) do postaci:

@ b+ G+ D+l Gan)a 4 5 = 0,

1 Przez sprowadzenie réwnania (1) do postaci ¢. :—"’— at gy +..

3 Por. E. Picard. «Traité d'Analysec. T. Il (wydanie dm(u) Ch. L,
a takle zapiski irédel w «<Encyklopaedie der mathema®ischen Wis-
senschaftens, T. IL str. 215 i nast.
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gdzie y, y, s3 nowe niezalezne zmienne, (1, ¥l (41, y) s je-
d dnemi funkcyami tych zmi stopnia 2-go (po nich naste-
pujg takiez funkeye stopni 3, 4,..), a 2 i 1 sq pierwiastkami ré-
wnania stopnia drugiego:

@ 4@) =

a—2i, a

14 ,b—1~-o'

Z powodu dowolnodei jednego ze spblezynnikéw a, b, a’, b’
przyjaé mozna, e jeden pierwiastek 4 jest = 1.

W wypadku kiedy drugi pierwiastek 4 jest = 1

1) nie jest catkowity dodatni,

2) nie jest = %, v=234,...
3) nie jest odjemny,
calkujemy réwnanie (3) w ten spos6b:
Polézmy dla krétkosei
NtWvh+...=9, 1y;+(y:y.)é+---=v.
i zamiast (3) rozwazmy dwa réwnania:
dw dw
(a) ¢x‘rh+¢xd7’=lﬁ)
dw, dw,
(b) gy TP, =

O tych réwnaniach dowodzi sig, Ze posiadajg jednoznaczne
calki , @, w otoczenin miejsca (y,, y,) = (0,0), (a wige i miejsca
@,9) = (0,0)).

Napiszmy (a), (b) w postaciach:
; E) 1 ? !
(a") 9”47,]”5") + 9 d—y'logwl-l
/ 3 d
(b) ‘P:T!’lloswx-f-lp.d—hlogm,—l

i odejmijmy réwnanie () od (a), to dostaniemy:
1 1

L] i| o (9o 0
(2} dy, 0g o + @ F Ing?l - 0



Metoda wyp ia calek logarytmiczny b

a to wskazuje, Ze

1
1} = const.
@,

jest catkg réwnania (3). Za po do zmiennych (z, y) dosta-
jemy calkg rOwnania (1)1

Uwzglednijmy teraz wykluczone wartodci 1), 2), 3). W przero-
bieniu réwnania (1) na (3) zrobiono uzytek z obudwu pierwiastkéw:
2, 1 réwnania A(2) = 0.

Gdy si¢ przy tem przerabianiu zrobi uiytek tylko z jednego
pierwiastka 421, nabwezas zamiast réwnania (3) dostaniemy

©® g+ 0ugeh +...157"_’+ v +m.+...1§—;‘”-o.

gdzie przytem u,, p, sg dowolne.

Gdy réwnanie 4(4) = 0 ma powtarzajgcy si¢ pierwiastek 4 —
(obojetnem jest na razie, czy go zakladamy = 1, czy tez==1), to
wtedy zamiast (5) mie¢ bedziemy:

O B+t G A+ 1500,

W1lasnie ten wypadek powtarzajgcego sie pier-
wiastka chcg uwzgledni¢ i wyprowadzié calke loga-
rytmiczng, jaka si¢ tu okazuje, w spos6b naturalny?
za uzyciem metody podobnej n p. do tej, jakiej sig
uzywa w réwnaniach rézniczkowych liniowych ze
stalymi sp6lczynnikami w razie powtarzajgcych sig
pierwiastk6w roOwnania charakterystycznego.

Naznaczmy pierwiastki réwnania A(4) =0 przez 2 i 4,
przyjmujgc je na razie jako rézne od siebie, a spil-

czynniki w réwnaniu (5) nazwijmy krétko: X o, X, ,,.

* Przez podstawienie
o =ct, o=¢tA,
gdzie ¢ jest dowolny parametr, dostajemy z lych réwnari calke réwnania (1) w po-

staci pary funkeyj.
3 Picard L e. str. 82, 83, przechodzge do réwnan czgstkowych, wprowa-

dza apryocznie dwie zmienne u == —¢t, v = ;T_i! Z drugiej = nich (v) dosta-
jemy, gdy A =1, v=tlogt.
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Polozymy wige
dw 2w
(6) X‘,.E+XM,_47.=O
Réwnanie to posiada jednoznaczng catke @ dla otoczenia
miejsca (yy,y,) = (0,0), a przy rekursywnem obliczaniun
spélezynnikow tej calki zbytecznem jest wykluczaé

wartosci 1), 2), 8), albo zakladaé, ze 2E4,!
Zamiast réwnania (6) zauwazmy réwnanie

Qo Q0
(a) x"°¢m+x""‘-ﬁg7, =w.
Lecz analogicznie, gdy sig przy przerabianiu réwnania (1) zrobi

uzytek tylko z drugiego pierwiastka 4, 4= 2, dojdziemy do réwnania:

dw, dw,
(7) X"nd_y; —,v,d‘h"ox
a w miejsce jego zauwazymy:

dw, dw,
® X‘,ﬂd_yl"' u,y,dT/:=11ﬁ’x

Podzielmy réwnanie (@) przez w, a réwnanie B) przez o,
i odejmijmy je potem od siebie, to dojdziemy do zwigzku:

Qo dw, 2w dw,
dy dy dy, dy,

(8) Xu?'—XA,o;“l XF:P:;—‘_Xv‘v‘;l! .
T +\—l, =1

Przyjmijmy teraz 4 = L=1to otrzyraamy

X;O-X;‘o'xxay X,.,;.,=Xy‘-_- Hz—xp,n

a wige réwnanie (8) przejdzie na

d log  — log @,
& O e

3 logw — log w,
+Xl"ld—-'/![ 1-1. L-z.-n_l'




Metoda wprowadzania calek logarytmieznych 1

Précz tego mamy réwnanie (8), ktére, gdy 4 =4, =1, ma
postaé:

@) Xio : logw, + X, , 9 Iogw, =1

Przez odjecie (8") od (a’) dos(ajemy:
2 [[log ® — log @,
“dyl —.—l—l‘ ‘_A_I"IOSWI}+

log @ — loy
A = W L B
To wskazuje, 2e przy 4 = 4, = 1 ma réwnanie (6) calke:

I — |
9) Q- [%‘-"-‘L-M_l—log @, = const.

Lecz
N_[logm—logm,] 50
' A—2 3 =2y =1 0’
bo w razie 4 = 4, jest o=w,. A wigc
)
N-9
@3 a2y =1
Poléimyz

(10) @ =ct*],.,, a wigc @, =ct, gdzie C jest stala dowolna,
a ¢ parametrem zmiennym, to dalej mamy:

-c.td -

‘“ et Iogt] ct.logt
do)
di
@31

= logt, logw,=loge+ logt

i widocznie podstawieniami (10) czynimy zadosé réwnaniu catko-
wemu (9).
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Z réwnai

o

d_‘ -1
dostajemy y,, y,, a wiec i #, y wyratone w funkeyach ilodci ¢,
ctlogt. Ta para funkeyj daje catke logarytmiczng. Zjawia si¢ ona
w wypadku powlarzajgcego si¢ pierwiastka 4 réwnania A(4) = 0,
bez réZnicy czy 4 nalezy do wartoci wykluczonych, czy nie.

=ctlogt, wetr| ., =ct

|



	DSC_0636.JPG
	DSC_0637.JPG
	DSC_0638.JPG
	DSC_0639.JPG
	DSC_0640.JPG
	DSC_0641.JPG
	DSC_0642.JPG

