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ROMUALD WITWINSKI.

Badanie z teoryi odksztalced nieskonczenie malych
powierzehni prostoliniowych.

Etude sur la théorie de la déformation infiniment petite des surfaces réglées.

W .Sprawozdaniach Akademii Paryskiej“ z roku 1909 mate-
matyk francuski J. Haag oglosil dwie noty, zawierajace nader interesujace
rezultaty z teoryi odksztalcenia nieskoriczenie malego powierzchni prosto-
liniowych. Wyniki badan Haaga s podane tylko w streszczeniu i nie wy-
Swietlajg wcale samej metody poszukiwan autora. '

W rozprawie niniejszej zamierzam rozwina¢ i uzupei¢ wyniki badan
Haaga, szerzej przedstawi¢ niektore rezultaty poszczegélne, nawiazujac swe
poszukiwania do pieknych badan Darbouxa.

L

1. Réwnania kazdej powierzchni nierozwijalnej (S), odniesionej do
linij asymptotycznych, mozemy napisa¢ w postaci !
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'} G. Darboux, Théorie des surfaces, t. VI, p. 24.
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gdzie 6;, 0,, 6, sa trzy rozwigzania réwnania postaci

%6

m=k6, (B)

proporcyonalne do dostaw kierunkowych normalnej w punkcie M (a, )
i zwigzane procz tego zaleznos$cig

6, +6,° + 6> =V —RE,

gdzie R i R’ oznaczaja promienie giéwne krzywizny powierzchni w punkcie
M. W ten sposob, dla powierzchni danej i punktu danego te trzy funkcye
majg wartosci, wyznaczone w zupetnosci !,

Jezeli o jest rozwigzaniem jakimkolwiek réwnania (B), wowczas po-
wierzchnia najogélniejsza (S,), ktora odpowiada powierzchni (S) o elemen-
tach ortogonalnych jest dana zapomoca wzoréw:

et 2w 26, 2w 26,
mlﬁ‘](ﬂjﬁ—wﬁ)da—(ﬁif‘?—armaﬁ) ag,
o 2w 26, dw 26,
R PR
L f Rk 20 28,
21"'_[(&39a __“’é&)‘ia“’(ﬁﬂeg = eg)d“'

Zauwazmy, ze dwa rézne rozwigzania o i o’ réwnania (B) nie moga
nigdy dac tej samej powierzchni (S,), albowiem, gdyby to istotnie byto mo-
zliwe, wowczas mieliby$my rownanie
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i analogiczne réwnania — dla 0, 0,. Rdéwnania te sg zgodne tylko dla
o= w’, poniewaz wyznaczniki takie, jak 0, -zi? — 6233—6;, nie mogga wszystkie
trzy by¢ réwne zeru, bo inaczej powierzchnia (S) sprowadzaltaby si¢ do
krzywej.

') Nalezy jednak zauwaiy¢, ze powierzchnia nie zmienia sie, gdy zmienimy znaki
przy funkeyach 6, i ze ta powierzchnia przeksztalca sie na symetryczna wzgledem punktu
poczatkowego, jezeli pomnozymy wszystkie rozwiazania §; przez ]'rl . To dowodzi w szcze-
golnosci faktu, Ze nie bedziemy mieli wszystkich powierzehni rzeczywistych z liniami asym-
ptotycznemi rzeczywistemi, ograniczajac si¢ tylko do rozwiazan rzeczywistych réwnania (B);
nalezy do nich dolaczy¢ rozwigzania czyste urojone.
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2. To ustaliwszy, szukajmy, jakie powinny by¢ funkcye 6,, 6,, 6, k,
aby powierzchnia S byla powierzchnia prostoliniowa, ktérej tworzace pro-
stoliniowe majg parametr, réwny .

Uwazajmy punkt m o spéirzednych 6,, 6,, 6,. Prosta Om jest réw-
nolegla do normalnej w punkcie M do powierzchni (§); jest wiec ona za-
warta w plaszczyznie (=), poprowadzonej przez punkt O prostopadle do
tworzacej D, przechodzacej przez punkt M. Ptlaszczyzna ta, gdy zmienia
sig parametr =, obwija stozek dodatkowy stozka kierunkowego powierzchni.
Zalozymy, ze ten ostatni nie sprowadza sie do plaszczyzny, a nieco pézniej
tylko zbadamy przypadek powierzchni z ptaszczyzng kierunko-
w3a. Przy tych warunkach niech bedg @, &, ¢ spélrzedne (funkcye parame-
tru ) punktu jakiegokolwiek m charakterystyki plaszczyzny (=), czyli pro-
stopadtej O 4 do plaszczyzny asymptotycznej powierzchni (S), ktdra to pla-
szczyzna, jak wiadomo, jest réwnolegla do plaszczyzny stycznej stozka kie-
runkowego. Gdy zmienia sie parametr a, punkt n opisuje krzywa, styczng
do plaszczyzny (=), tak ze pochodne @', 0, ¢’ funkcyj a, b, ¢ wzglgdem a
sg spoirzednemi punktu plaszczyzny (=), nie polozonego na prostej On Y.
Wnosimy stad, ze funkcye 6, 6,, f;, ktdére sa spéirzednemi punktu piaszczy-
zny (=), moga byc¢ przedstawione w postaci:

0, —ha+pd, OB,=rb-tub, 6,=ictpc, (1)

gdzie A ip oznaczaja dwie odpowiednio obrane funkcye zmiemnych i .
Wyrazajac, ze funkcya 6; spetnia réwnanie (B), otrzymamy:

| 2x 2y, .

— — ! — ] r_5 —
)+ (35 50 — k) Far =0 @

Mamy rowniez dwa réwnania analogiczne, ktére otrzymamy, zastepujac
a przez bic. Zauwazmy teraz, ze wyznacznik |a a’' @'’ nie moze by¢
réwny zeru, bo inaczej krzywa-miejsce punktu n bylaby polozona w plaszczy-
znie, przechodzacej przez punkt O, i prosta D bylaby stale prostopadia do
tej plaszczyzny, co jest niemozliwe, albowiem wowczas powierzchnia (S) by-
taby powierzchnig walcowg. Rownania (2) pociagaja wigc za soba réwnania
nastepujqce:

22A A 3y, -

—— —kA=0, eg—i—aga—a—kpi_o,
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) To ostatnie nie byloby prawdziwe, gdyby powierzchnia posiadata plaszczyzng
kierunkowa, albowiem, w tym przypadku, prosta O.A bylaby stata, jako prostopadita do
plaszczyzny kierunkowej.
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Ostatnie z tych réwnan wskazuje, ze parametr p. zalezy tylko od para-
metru . Przypomnijmy sobie teraz, ze punkt m byl obrany zupetnie do-
wolnie na prostej O 4; mozemy wigc, nie zmieniajgc powierzchni (S), zasta-
pi¢ funkcye a, b, ¢ przez pa, pb, pe, gdzie p jest funkcya dowolna zmien-
nej «. Przy tych warunkach, funkcya 6,, naprzyklad, staje si¢ réwna
(rp+pp) @+ ppa’. Poniewaz p nie moze by¢ zerem (inaczej prosta OM
opisywalaby stozek, i powierzchnia bytaby rozwijalng), przeto mozemy przy-
ja¢ pp=1. To prowadzi oczywiscie do zatlozenia w=1 we wzorach
(1). Na mocy tej hypotezy, réwnania (3) sprowadzaja sie do nastepujacych:

32) 3
m@““k}\zo, ap ]ﬂ_o (4)
Eliminujac %, otrzymujemy:
3 DN 5 sl
3adp  op " (9)

Catkujac wzgledem B znajdujemy:

o 1
9‘& == 7 e — All = 2 AIZ, (6)
gdzie 4, jest funkcya dowolna parametru a. Otrzymujemy réwnanie Ric-
catiego, ktorego rozwigzanie szczegblne jest 4,. Stosujac zwyklg metode
catkowania i chege unikng¢ kwadratur, kolejno ktadziemy:
Ar 1
'A'l i Iz » 1:[2 e Q—E .
Catkg ogolna réwnania (6) i—co za tem idzie, — réwnania (5) mozemy
wigc napisa¢ w postaci
AH 24/
S TAL B’
gdzie 41 B sa dwie odpowiednie funkcye dowolne parametréw a«iB. Dru-
gie z réwnan (4) daje
24/p
A+ By

Mozemy zresztq uprosci¢ te wyrazenia zapomoca wyboru nalezytego pa-
rametrow « i3, ktore, jak dotad, byly obrane w sposob zupetnie dowolny.
Wzigwszy podjuwage, ze zadna z funkcyj A i B nie moze sprowadza¢ sie do
wielkosci statej [(jak to przy tem zaloZeniu jest widoczne, jezeli potozymy
wartos¢ h w wyrazeniach (1) na funkcye 0,, 6,, 6,), bedziemy mogli obrac

&—
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funkcye 4 dla parametru o i funkcye B dla parametru B. Przy tych wa-
runkach mamy:

2 2
A= — ; k— g
o+ (= +p)?
zatem:
2a W 20 " — 2¢
= — 6 = = '. 7
761 q+ﬁ+ &2 +Q+[ 3 d+ﬁ+c ()
Réwnanie (B) przybiera postaé
226 26

(8)

2008 (2 PP
Jestto r6wnanie o ré6wnych niezmiennikach, ktérego catka

ogolna jest szczebla (rang) drugiego (G. Darboux, Théorie des
surfaces, t. I, str. 143). Ta catka ogdlna réwna sie, jak wiadomo,

2(4+B) . :
e e R &)
== e i o
gdzie A jest funkcya dowolna parametru «, i B — funkcya dowolna para-

metru §.
Jezeli teraz otrzymane wartosci na 6,, 6,, 6,, o podstawimy w réwna-
nia (A) i (C), wowczas z tatwoscia otrzymamy:

_ 20 =0be) | (i
o—-p +.’(bc kg ot
2((1,0’—(30') I all_ q! el D
4= "valp +ﬂf@c;. a'¢") dz, St
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A f (A'a"— A"a)da,

x, =a' B |

o+
P At 4 — f __ KRB
yjl:ernf4_2('?)‘476“‘41 obB B B—}— {(A’b" A"y da, (E)
£z Rt
oy 1
&= C’B"i—g_(g{i £ A+ S o [ (A'C”f A"¢')dea.
oG

W tych wzorach, trzy funkcye a, 6, ¢ moga byc¢ obrane do-
wolnie, z zastrzezeniem jednego tylko warunku

¢=|a o a'|+0, (10)
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s,
poniewaz, jakiekolwiek sg funkcye 6,, 6,, 6,, one speiniajg réwnanie (8),
i, ponadto, linie (=) powierzchni, przedstawionej przez réwnania (D) sa
oczywiscie linie proste.

Ostatecznie — w réwnaniach (D) mamy réwnania powierzchni
prostoliniowej (S) najogdélniejszej, nie majacej ptaszczyzny
kierunkowej i odniesionej do jej linij asymptotycznych;
rownania (E) okreslajg powierzchnie najogdlniejsza (S)), kto-
ra odpowiada powierzchni (S) o elementach ortogonalnych.

Goursat otrzymal podobne rezultaty jeszcze w 1896 r. w poszukiwa-
niach swych, dotyczacych zastosowan pewnych wlasnosci ogdlnych réwnan
liniowych i metody Laplace’a?. Matematyk ten wskazat rowniez sposdb,
dajacy moznos¢ uniknigcia kwadratur, wystepujacych w dwéch grupach wzo-
10w, sposob, ktory zreszta dawniej jeszcze stosowal Koenigs wyltacznie do
powierzchni prostoliniowych, przytem na drodze zupeinie odmiennej 2.

3. Zanim przystgpie do badania wlasnosci geometrycznych, ktore moz-
na wyprowadzi¢ z wzoréw poprzednich, poprzedze niniejsze rozwazania Kkil-
koma uwagami, ktére beda pozyteczne w dalszym ciagu.

Postawmy sobie najpierw zagadnienie nastepujgce: Dana jest po-
wierzchnia prostoliniowa (S); znales¢ metode, pozwalajgca
przedstawié¢ rownania tej powierzchni w postaci (D). Innemi
stowy, czy mozliwe jest znalezienie trzech nowych funkcyj @,, &,, ¢, zmien-
nej «, dajgcych poczatek tej samej powierzchni, co i trzy funkcye a, b, ¢?
Jezeli tak, wowczas kazdemu punktowi M powierzchni (S) odpowiadajg dwa
ukfady spotrzednych (z, B) i (%,, B,), 1 poniewaz dla kazdego z nich linie
spotrzedne sa liniami asymptotycznemi, zatem z koniecznoscia funkcya «,
jest funkcyg zmiennej «, i funkcya 3, jest funkcyg zmiennej B. Prdcz tego,
funkcye 6/, 6./, 6,/ zmiennych «,, B,, odpowiadajace drugiemu ukladowi,
posiadajg w punkcie M te same wartosci, co i funkcye 6,, 6,, fi, zmiennych
o, @, albo funkcye —6,, —6,, —0,, jak to wynika ze znaczenia geome-
trycznego tych ilosci (n® 1) 9.

Mamy wigc, naprzyktad, tozsamos$¢ nastepujaca

6 (5 , o) =, (2, B). an
Po zatem,
226, i 3231’ = !
3735—3;(1:5)-611 E{Daﬁo’—k(dg,ﬁo).el, (12)

') Sur les équations linéaires et la méthode de Laplace (American
Journal, t. XVIII, n® 4); Sur les lignes asymptotiques (Bulletin de la Société ma-
thématique de France, 1896 r.).

) Comptes rendus de 'Académie, 2 stycznia 1888.

3 Ten warunek konieczny jest rowniez dostateczny, poniewaz wzory
(A) zachowuja te samg formg¢ po zamianie zmiennych, ktéra nie zmienia linij spéirzednych.
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i z tozsamosci (11) otrzymujemy:

320, 928, da dp
day3B, 03B da, dB,

podstawiajac we wzér (12), mamy:
k(a, B)dodf=Fk(zy, @) doydp,.

Zamiana zmiennych (2 a,, | B,) powinna przeksztalci¢ sam na siebie

element liniowy
ds®*=Fk(e, B) dadf. (13)

Otéz w przypadku rozwazanym element ten jest

2dadb
ds? = .
= et ey

Otrzymujemy wigc element liniowy kuli, a wiadomo, ze przeksztalcenie
najogélniejsze, ktére go pozostawia bez zmiany, jest dane przez wzory

__ma—+4n 5 mpE—n
e Bo—— = i
pa+tgq’ —pB+q°

o, (14)
gdzie m, n, p sa cztery wielkosci state dowolne .

Jezeli teraz zastapimy w réwnaniach (11) funkcje 6, i 6,/ przez ich war-
tosci, otrzymane z wzoréw (7), bedziemy mieli tozsamo§é

20, da,  —2a , da

ot Tda, at BT da’

skad, biorgc pod uwage wzory (14), znajdujemy jeden jedyny utamek

WP s a0
=% patqr <
Gdybysmy potozyli 6,"= — 6,, przyszlibysSmy do wzoru (13) i, co za
tem idzie, do (14); tylko wzor (15) bylby zastapiony przez
mqg—np
Ay ——aA — 5 - \ 16
’ (p2+q) o

Ostatecznie, — postawione zagadnienie jest catkowicie rozwiazane i ma
odpowiedZ nastgpujaca: Powierzchnia (S) dana jest w formie (D):

") Darboux loc cit, t. 1, str. 30, 31.
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spos6b najogdlniejszy otrzymania tej powierzchni w tej sa-
mej formie polega na zamianie zmiennych wzordw (14) i na
zastgpieniu funkcyj a, b, ¢ zmiennej « przez funkcye a,, b, ¢
zmiennej 2,, wyprowadzone z poprzednich zapomocg wzorow
(15) lub (16).

4. Mozna réwniez postawi¢ sobie zagadnienie analogiczne dla po-
wierzchni (S)):

Dane sg funkcye a, b, ¢; czy mozna znalesé¢ dwie pary
funkcyj (4, B) i (4,, B,), ktére, bedac podstawione we wzory
(E), dajg te same warto$ci na x,, ¥, &°?

Wiemy juz (n° 1), ze wartosci, odpowiadajace rozwigzaniu o, muszg
by¢ koniecznie identyczne. Stad, wedilug wzoru (9), wynika, Zze réznice
A,=A4, — A, B,= B, — B powinny czyni¢ zados¢ tozsamosci

‘ 2(4;+ By) _
A, + By — ---d+5—_0.

Otéz, jezeli nadamy parametrowi 2 jakakolwiek wartos¢ liczebng, be-
dziemy mieli ré6wnanie rozniczkowe liniowe rzedu pierwszego wzgledem 4,;
catkujac, przekonywamy sig, ze 4, jest tréjmianem stopnia drugiego wzgle-
dem «. Tak samo, B, jest tréjmianem stopnia drugiego wzgledem §. Sto-
sujgc metode spoétczynnikow nieoznaczonych, znajdujemy nastepujacy wynik:

Dla tego, zeby funkcye 4,, B, dawaty te same wartosci
na x, 4, 2, coifunkcye 4, B, potrzeba i wystarcza mozliwos$é
znalezienia trzech statych m, n, p, zwigzanych zaleznoscia:

Ay=A-+me?>+na-tp, Bi=B—m@-+ng—p. (17)
5. Koficze uwagi wstgpne, wprowadzajac réwnanie rézniczkowe

07 X6 L 4v6=0, (18)

w ktérem spotczynniki A, p, v sa w zupelnosci wyznaczone przez warunek,
ze rownanie spelnia sig dla trzech funkcyj liniowo niezaleznych a, b, c.
Réwnanie to charakteryzuje powierzchnie (S) w prze-
ksztalceniach homograficznych, zachowujacych plaszczyzne
w nieskonczonosdci.
W rzeczy samej, niech beda a,, b,, ¢ trzy jakiekolwiek z rozwigzan
tego rownania, liniowo niezalezne; bedziemy mieli:

ty=ma—+m b+ mye,
bo=na-+nb-+n,c, (19)
co=pa—+pb+ip,ec,
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gdzie m, m,,... p, oznaczajq dziewie¢ wielkosci stalych, ktérych wyznacz-
nik nie réwna sie zeru.

Obliczmy wartosci odpowiadajgce z,, y,, 2,, ktére dajg wzory (D).
W tym celu, zauwazmy, ze ilosci ¢,b,)—b, e, i ¢, by! — b, ¢,) mogg by¢

uwazane jako iloczyny odpowiednie macierzy 7; el przez macierze
P I R PV R B e

LR ' a’ e | Wnosimy stad, ze jezeli M, M,, M,, ..., P,
sg to minory‘_\, odpowiadajqce wielko$ciom m, m,, m,,..., p,, wéwczas,

pomijajac stale, ktére wynikajg z kwadratur, mamy:
y=Mx-+M y-+ M,z,
Yo= Nzt N,y + N, z, (20)
2, = Px 4+ P,y + P,z;

wzory te istotnie okreslajg najogélniejsze przeksztalcenie homograficzne, za-
chowujace ptaszczyzne w nieskoficzonosci.

Mozna zastosowac to twierdzenie w celu uproszczenia badania
wiasnosci rzutowych powierzchni (8). Naprzyklad, znajdzmy w a-
runek, aby linia () byta prosta. Na mocy powyzszego, warunek ten
dotyczy tylko funkcyj A, p, v. By mozliwie szybko otrzyma¢ ten warunek,
mozemy zalozy¢, Zze sprowadziliSmy w zagadnieniu prosty do potozenia,
w ktorem jest ona skierowana wedlug Oz. Jezeli napiszemy teraz, ze nor-
malna wzdtuz linii (§) pozostaje prostopadta do Oz, co sig wyraza zalezno-
$cig 0, =0, otrzymamy: ¥

2¢

afB

c=m (=4 B)? (m = const.),

¢ 0,

skad

Podstawiajgc w réwnanie (18), otrzymamy warunek szukany

20+ 24 (2 4-B) v (a B =0. @1

Dlatego, zeby powierzchnia posiadata dwie proste (§),
trzeba i wystarcza, aby réwnanie (21) posiadalo dwa pierwiastki state wzgle-
dem {, co daje dwa warunki

') Warunek ten, bedgc oczywiscie konieczny, jest réwniez dostateczmy, poniewaz,
jezeli plaszczyzna, styczna w kazdym punkcie linii (3), jest réwnolegla do 0z, woéwezas
ta linia jest koniecznie prosta réwnolegta do Oz, gdyz wszystkie jej plaszczyzny scisle
styczne sg réwnolegle do tej prostej.

Prace mat.-fiz., t. XXVIIL 9*
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A
vi —~+ o = const., 2\} -+ Q‘LT& ~+ a? = const.

Dlatego, zeby powierzchnia (S) byta rzedu drugiego,
trzeba i wystarcza, aby rownanie (21) sprawdzalo sie niezaleznie od warto-
sci B; skad warunki:

A== 9—=0.

W przypadku, gdy istnieje tylko jedna prosta (%), mozna na mocy
przeksztalcenia (14), zatozy¢, ie ta prosta odpowiada 3 — oo; warunek (21)
sprowadza si¢ wowczas do warunku v=0. Mozna wywnioskowaé, ze ta
prosta wchodzi do rachunku dwa razy, innemi stowy, — ze warto$¢
odpowiednia B jest.pierwiastkiem dwukrotnym réwnania (21); zakladajac
stale, ze ten pierwiastek jest nieskonczony, wnosimy. ze to, co wyzej powie-
dziano, ttémaczy si¢ zapomocg warunkow p. =v=0. Przypadek ten rézni
si¢ od poprzedniego tem, ze zmiennos$¢ plaszczyzny stycznej
wzdluz prostej rozpatrywanej podlega prawu Chasles'a. Moz-
na to udowodni¢ w spos6b zupelnie intuicyjny, zaktadajac, ze powierzchnia
posiada dwie proste (8), nieskorczenie blizkie.

Dowdd analityczny $cisty moze by¢ uskuteczniony w sposéb nastepu-
jacy. Biorac, jak wyzej, prosta za 0§ z, z latwoscig znajdujemy, Ze pta-
szczyzna, styczna w punkcie M (=, o), ma za réwnanie

a' X+ 6¥ =0;
z drugiej strony rzedna z punktu M jest
a=f(a'b"—Va")da.
Czytelnik sam z tatwoscia udowodni, ze dlatego, aby z bylo funkcyg

. bE y . : 5 gL e
homograficzng PR jest koniecznem i dostatecznem istnienie tozsamosci na-

stepujgce;j:
ma' +nb' =p (m, n, p=-const.),

Mozna zreszta, zapomocg podstawienia, ktére ma miejsce we wzorach
(19), zalozy¢ n =0, innemi stowy, przyréwnaé¢ a’ do wielkosci statej, nie
rownej zeru, jak to wynika z warunku (10). Wprowadzajac te hypoteze w réw-
nanie (18) (w ktérem oczywiscie zakladamy v = 0), bezposrednio znajduje-
my warunek szukany: p. = 0.

II.

Przejdzmy teraz do wyprowadzenia réznych wnioskéw, ktére wyplywaja
z wzoréw (D) i (E), uwag poprzednich i wlasnosci ogélnych odksztalcenia
nieskonczenie matego powierzchni.

(11) Badanie z teoryi odksztalceni nieskonczenie matych. 129

6. Badanie powierzchni (S). Badania nasze zaczniemy, wykazujac,
w jaki sposéb réwnania (D) pozwalajg zbada¢ zasadnicze wlasnosci po-
wierzchni prosto-liniowe;j.

Przypomnijmy sobie wprzédy, ze dostawy kierunkowe prostopadiej do
plaszczyzny asymptotycznej sg proporcyonalne do @, b, ¢; oznaczmy te do-

a b ¢
stawy przez — , — , —, kladac
yp 0 o o g

p?=a?+ b*+c. (22)
Dostawy kierunkowe tworzacej sa:
cb’——bc” gf’—ca’, ba’—ab’; (23)
dalei 1 P1 P1
alej
p2 =8(cd — be)=p?(c* —p"), (24)
dzie
B s?=a/? 0" ¢ ! (25)
Wreszcie dostawy kierunkowe normalnej w punkcie M sa:
B e o Sy
[ Py’ g
gdzie
2 2 i) g2 2 2y 2p o (26)
p® = 0,24 6,2- 0,2 —=0o® —p"* 1+ﬁ_p)'
Wiemy zreszta, ze p,* = -— RE'(n°1). Wiemy réwniez, na mocy wzo-

r6w Ennepera, ze p,® rowna sig wraz ze znakiem promieniowi skretu t
linii (B), przechodzacej przez punkt M. To tatwo stwierdzic bezposrednig
metoda, ktéra nam da natychmiast znak promienia <.

Na mocy tego, co byto powiedziane w n° 3, mozemy ograniczy¢ si¢ do
rozwazania linii f=oco. Zakladajac o krzywej, ze jest ustawiona w sposob
dowolny, i oznaczajac przez s tuk tej krzywej, bedziemy mieli, ze dostawy
stycznej i binormalnej odpowiednio sa:

A do d o
(B'e"— ") £ : (¢'a’ —a'c) = (@' V' — b’ a) = :

b,

=

' g, ¥ B, ¢

pp o’ P2 s’ P2 ¢ '
Stad wyprowadzamy dostawy kierunkowe normalnej gitéwnej, ktora
wraz z dwiema innemi prostemi tworzy tréjscian tréjprostokatny dodatni; do-
stawa, odpowiadajgca osi Ow jest, naprzykiad
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1 da
e [0 (@' " — W ") — ¢’ (¢! @ — o' "))
1 da dao
£ a'cs — alg?) — et "g).
S T (a'c a'' a?) =3 (a's' — a' a)

Stosujac jeden z wzoréw Freneta, otrzymujemy teraz:

al’ a's' a's’ - as

3 gh i T 2
skqd t = —o% Wigc, w przypadku ogélnym, mamy:
T =—p> (27)

Szukajmy teraz punktu srodkowego M,. Normalna w tym pun-
kcie musi by¢ polozona w plaszczyznie asymptotycznej; skad warunek

ab, 4+ 66,4 c,=0,

Wprowadzajqc t¢ wartos¢ we wzory (D), bedziemy mieli rownania linii
zwezenia. A
ZnajdZmy parametr rozmieszczenia . Tworzaca jest ustawio-

na przez swojg dostawe kierunkowg (23): miarg algebraiczna h wektora
(M, M) jest:

z ktorego znajdujemy:
(28)

0___

o

h=p,

2 2 2 !
gt e e g i

Z drugiej strony, niech bedzie V7 kat plaszczyzny $rodkowej z plaszczy-
zng styczng w punkcie M, kat mierzony okoto tworzacej o stalym kierunku.
Na mocy definicyi mamy:

h
gV’

Ot6z, aby obliczy¢ tang ¥, wystarczy mie¢ dostawy kierunkowe pot-
prostej, ktéra tworzy z tworzacq i normalng do plaszczyzny asymptotycznej
trojscian trojprostokatny dodatni. Poniewaz dostawy tych dwdéch ostatnich
prostych sg znane, mozemy zatem wyprowadzi¢ z nich dostawy pierwszej; do-
stawa, naprzyktad, odpowiadajaca osi Ox, jest:

W=

1

PPy

[6(ba'—ad) —c(ac--ca),

_a'p—ay
PPy S
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Wowczas mamy:

1 2p
= g B
o P Saf, _P1 (Px a+?) :
Tl I
— S(&p—ap') 8,
Zatem:
©=p? — g% (30)

Poréwnanie réwnan (24), (26), (27), (29) i (30) prowadzi nas do réwna-
nia nastepujacego:
= 2h_2 5 hz
e e T
1

skad wyptywa nastepujacy pigkny wzér
B My (31)

ktory mozna przettémaczyc¢ na konstrukcye w sposéb nastepujacy:

‘Dana jest powierzchnia liniowa; niech bgdzie M jeden
z punktow tej powierzchni i M, — punkt srodkowy tworzacej,
przechodzgcej przez punkt M. Wystawmy w punkcie M, prosto-
padtg A do prostej M, M i odi6zmy na niej dtugos$é MK, row-
na parametrowi rozmieszczenia. Ptlaszczyzna, poprowadzona
przez punkt M prostopadle do KM, przecina prosta A w pun-
kcie K’ tak, ze odcinek KK' rowna sie promieniowi skrgtu
w punkcie M linii asymptotycznej, przechodzacej przez
punkt M. Poza tem, ten promien skretu jest tego samego
znaku, co i parametr rozmieszczenia.

Oczywista, iz mozna réwniez dobrze powiedzie¢, ze krzywizna zu-

pelna w punkcie M réwna sie — P W szczegolnosci, krzywi-
zna zupetna w punkcie sSrodkowym rowna sie — —_!;.
®

Wzér (28) daje nam bezposrednio rozwiazanie nastepujgcego zagadnie-
nia: Znales¢ powierzchnie prostoliniowe, ktérych linia zwg-
zenia jest jednoczesnie linig asymptotyczng. Istotnie, mozemy
zalozyc¢ (n° 3), Ze ta linia asymptotyczna odpowiada wartosci §=oco, co daje

') Mozna zauwazy¢, ie ten parametr rozmieszczenia jest istotnie ujemny, jak tylko
@, b, c sg rzeczywiste. To samo dotyczy promienia skretu t, obliczonego wyzej. Lecz to
nie powinno nas dziwic, albowiem wiemy (n” 1), ze nadajac tylko wartosci rzeczywiste na
a, b, ¢, nie otrzymamy wszystkich powierzchni rzeczywistych. Aby je otrzymaé wszystkie,
nalezy wzig¢ wartosci czyste urojone, co daje wowczas parametr rozmieszczenia dodatni
i promien skrgtu dodatni.
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i : - ; : P 0- BQleem miel S 7
b ’

wiek funkcye, czynigce zado$¢ tozsamosci

@+ te2=1.

W tym
ym przypadku parametr rozmieszczenia réwna sie co do

wielkosci i ieniowi
sciiznaku promieniowi skretu linii zwezenia

a 4 b'? - ¢'? = const.

7- s s - - .
Badanie powierzchni (S;). Jedynie interesujacemi sa wlasnosci tej

niej powierzchni (S). To latw - : g
e il o sprawdzi¢ na réwnaniach (E). Potézmy dla

u=f(4a"— A"a")da, v=[(4'"— A"V)da

bedziemy mieli i At amut it

(@, —u) (¢b'—be) + (y,— v) (ac— ca’) + (23— w) (ba'— ad’) = 0. (32)

uwai;ll"?l; 315;? przzedfstima rf)wnanle P{aszczyzny linii (=), jezeli bedziemy
i klt’(')r‘él' ,Sts-]i 1(;)' spolrzednfe biezace. Ta plaszczyzna obwija rozwi-
i :)na Od]funkze ; lerunko?vy jest dodatkowy dla stozka powierzchni (.S)
ke cyi dlm.volne; Sk co nasuwa mysl, e ta rozwijalna stano-.
Wi Sasle-ajf)goll'rllejszq,. przybierajaca stozek kierunkowy poprzedni
e tejtl jezeli dana jest ta rozwijalna, konieczne jestdwyznacze e

sposéb, aby bylo: :

u(cd'—oe)+v(ac —ca)-twda—abd)=p, (33)

gdzie p oznacza funkcye dang parametru o.
Jezeli zauwazymy, ze

u=A'a’"—24"a 42 fA" ada
wowczas rownanie powyzsze mozemy napisa¢ w postaci:
Roézniczkujac kolej i s
jno trzy razy i zastgpujac, pochodne trzecie funkcyj

12T na i i

r_ 1
(cV/—bc) fA"ado-+(ac'— ca') fA"bda+(ba'—alb) fA" cda = D

-

metr ten sprowadza sig zreszta do —a?, tak ze bedzie staly, gdy wez’mli):r;a-
) ¥

(15) 7Badianieiz teoryi odksztatcenl nieiskgﬁczenie matych. - 133

ul

QAHIEZJl(1p1+p.p+plr),i,_vpf)\p’féllplﬂpp’_}i"p —ip

Ot6z wnosimy, Ze istnienie rozwijalnej A jest rownowazne
istnieniu funkcyi 4" 1 nawet A, poniewaz mozna bez zmiany po-
wierzchni (S;) dofaczy¢ do tej funkeyi tréjmian jakikolwiek drugiego stopnia
wzgledem o, modyfikujacy funkcyg B (n® 4).

W szczegolnoscl, jezeli rozwijalna A jest stozkiem o wierz-
chotku 0, wowczas mamy p=0; mozna wiec wzigé 4=0. Wow-
czas funkcye w, v, W S4 wielkosci state, rowne zeru, W przeciwnym razie
réwnanie (33) wyrazatoby, Ze powierzchnia (S) posiada ptaszczyzng kie-
runkowa.

Widzimy, jaka jest rola funkcyi dowolnej 4. Przeciwnie, rola funkcyi
B polega na ustaleniu natury linij ptaskich (). Ale nie mozna w sposéb
prosty geometryczny wskaza¢, jaki jest stopiefi ogolnosci, ktory zachodzi
w wyborze tych linij, gdy dana jest powierzchnia rozwijalna-obwiednia ich
plaszczyzn, innemi stowy, — funkcya A. Wszystko to, co utrzymywac mo-
zemy, sprowadza sie do tego, ze mozemy obra¢ dowolnie jedng z tych linij;
funkcya B jest wowczas wyznaczona Pprzez réwnanie rozniczkowe rzedu
pierwszego, tak ze przewidywa¢ mozna istnienie jeszcze jednej statej dowol-
nej w rozwigzaniu. Pomijajac blizsze poglebienie tego pytania, nie przedsta-
wiajacego zresziq wiekszego interest, poczynimy jedynie tylko nastepujace
spostrzezenie: Jezeli linia szczegolna (o) jest prosta, wowczas
wszystkie inne s3 r6wniez prostemi, i powierzchnia (S, jest
rozwijalna.

W rzeczy samej, jezeli napiszemy, ze Zi, Y1, #1 czynig zados¢ rowna-
niom rzutéw prostej na paszczyzny spotrzednych, wowczas otrzymamy zalez-
nosci w postaci nastepujacej:
2B

!
my (B P
gdzie spotczynniki m; s3 1o state, przyczem dwa pierwsze nie réwnajg sig
zeru dla jednego conajmniej rzutu.

To réwnanie liniowe catkuje sie z latwoscia i daje na B tréjmian dru-
giego stopnia wzgledem §, ktory moze sprowadzac¢ sig do zera, przy zmienie-
nin funkcyi 4 (n° 4). Otoz, jezeli uczynimy B =0 w réwnaniach (E),
z latwoscig znajdziemy powierzchnig rozwijalng, ktorej krawedZ zwrotu ma
za rownania

Al Al
C=uT 4 (ad'—a' 4), g/:va—z—(bA' -V 4),

B My
st fat Bt

A’
r=w— 4 (cA'—c'd).
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Mozna byloby wyprowadzi¢ stad rozwiazanie zagadnienia odksztatcenia
nieskofczenie matego powierzchni rozwijalnych, dla ktérych metoda wzoréw
Lelieuvre'a jest niedostateczna. Nie bedziemy jednak tu zajmowali sig tem
pytaniem, tem bardziej, ze mozna zagadnienie rozwiazac¢ wprost, wychodzac
z odksztatcenia skonczonego.

8. Badanie dwunastu powierzchni. Poszukiwania dalsze beda polegaly
na tem, aby otrzymac szereg rezultatéw, stosujac teorye dwunastu powierz-
chni, ktora tak pieknie nawigzat Darboux do zagadnienia ogélnego od-
ksztalcenia nieskoriczenie matego (Théorie des surfaces, t. IV, str. 48 i na-

stepne).
Mamy najpierw powierzchnig¢ (4), okreslong przez réwnania:
g i o ol
o (A+B)@atp —2d+B)
gl oy Sbanlilch | (35)
o (A+B)@+5—2(4+B)
P 2¢ — ¢ (a+-§)

o @ FB)e+H -2d+B)

Linie (o) tej powierzchni sa plaskie; ich plaszczyzny sa to
plaszczyzny (w), poprowadzone przez punkt 0 prostopadle do tworzacych ()
powierzchni (S). Jezeli jedna z nich jest prostoliniowa, wow-
czas to samo ma miejsce dla wszystkich pozostatych, i po-
wierzchnia (4) jest rozwijalna. W rzeczy samej, jezeli napiszemy, ze
«', y', 2 spelniajg réwnania rzutéw prostej na plaszczyzny spoétrzednych,
otrzymamy zwigzki nastgpujace:

B'(a+48)—2B+mB+n=0 (m, m = const.).

Rownanie to, scatkowane wzgledem B, daje tréjmian drugiego stop-
nia wzgledem B, ktéry moze sprowadzac sig do zera (n® 4). Ale wtenczas
tatwo jest stwierdzi¢, ze (4) jest powierzchnia rozwijalng, ktdérej krawedz
zwrotu ma za réwnania:

e a e b g c
e AR s T i SR i

PrzejdZzmy teraz do powierzchni (£), ktérej punkt P, homologiczny

z punktem M powierzchni (S), ma za spéirzedne:

X=x+4y=2—72y, }r:y+2’$1+;ﬂ'21,

ZF o'y, — v,

R e
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Kladac dla uproszczenia
E=f(0c"—c'b")da, 1=/ (c'a"—a'c")da,

C=f(a'b"—¥a")du,
mamy, naprzyktad,
2B (cb/—be)+2(bw —cv) + (2 4B) (fv—V'w)
(4'+ B) (2 +4-5) — 2(4 4 B) ’

spotrzedne Y i Z wyprowadzimy zapomocg przestawien kolowych.
Wiadomo, ze powierzchnia (E) jest odniesiona do swych linij asympto-
tycznych i odpowiada ona powierzchni (4) o elementach ortogonalnych.
Przy B=0, jest ta powierzchnia oczywiscie prostoliniowa.
Jezeli rozwijalna A (n°7) jest stozkiem o wierzchotku O,
mozemy wzig¢ A =u=v=w=0. Woéwczas X sprowadza si¢ do

X=¢t+ (36)

E_iy !
X—tt 2(el b)) _
. 2B
D"+P 3 B;’
Otéz punkt P zlewa sie z punktem M’ powierzchni (S), ktérego spol-
rzedne (of, §') rownajg sig o/ =a, ' =F— QBI’; . Wobec tego, powierz-

chnia (¥) zlewa si¢ z powierzchnig (S). Oto dwa przypadki,
kiedy powierzchnia (X) jest prostoliniowa; wykazemy, Ze in-
ne przypadki zachodzi¢ nie moga, gdy zalozymy, ze jej tworza-
ce prostoliniowe sa linie (a).

W rzeczy samej, zalézmy wprzody, ze linia szczegdlna a jest
prosta, nie réownolegta do prostej . Linia homologiczna z (A)
znajduje sie wowczas w plaszczyznie prostopadtej do tej prostej; poniewaz
ona jest juz polozona w plaszczyznie 1I, prostopadiej do prostej D, przeto
linia ta jest koniecznie prosts, i, wobec tego, mozna przyjac¢ B =0,
i powierzchnia (¥) jest prostoliniowa.

Rozumowanie powyzsze chybia, jezeli prosta («) powierzchni
(¥) jest rownolegta do prostej (D). Ale, gdy to ma miejsce, wowczas
dwie ilosci S(X—&)a i S(X - &) a’ muszg sprowadza¢ si¢ do funkcyj
zmiennej «. Otéz, sa one odpowiednio réwne

_ 26 o ARG AR
@¥B)o+p—2AFD
928u (cb’ — be')

A+ B)(a+5— 24+ B)

Prace mat.-fiz., t. XXVIIL

Su(ed —be)
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Jezeli te wartosdci nie sa rowne zeru, ich stosunek =@ nie moze by¢
niezalezny od 3. Mamy wiec

Su(cbd'—be)=0.

Zwracamy sie do réwnania (33). Réwnanie to sprawdza si¢ w ogolnosci
przy pewnych warto$ciach szczegélnych =. Aby réwnanie to byto spelnione
niezaleznie od wartosci o, nalezy zalozy¢, ze rozwijalna A jest stozkiem
o wierzchotku O; w tym przypadku powierzchnia (X) zlewa sig z po-
wierzchnig (5).

9. HKongruencge (S). W dalszym ciagu nie bedziemy wigcej zajmowali
sie badaniem teoryi dwunastu powierzchni, poniewaz nie wydaje sig nam, by
badania te mogly nas doprowadzi¢ do wynikéw istotnie interesujgcych; zaj-
miemy sie teraz specyalnie powierzchnig (¥) w przypadku, gdy ta powierz-
chnia jest powierzchnig prostoliniowa, przyczem B = 0.

Wiadomo, ze prosta MP jest styczna w punkcie M do powierzchni (S)
i w punkcie P — do powierzchni (£); wytwarza ona kongruencyg, kto-
rej dwie powloki powierzchni ogniskowej sg powierzchnia-
mi prostoliniowemi, na ktérych tworzgce prostoliniowe od-
powiadajg sobie wzajemnie. Bedziemy nazywali kongruencya (G)
kazdg kongruencye, posiadajaca te wiasnoscé.

Powiadam, ze kazda kongruencye () mozna otrzymac spo-
sobem powyzszym. W rzeczy samej, niech bedg (S) i (8') dwie powloki
powierzchni ogniskowe]j takiej kongruencyi, i M, M’ dwa punkty homolo-
giczne dowolne. Wiadomo, ze kiedy prosta M M’ wytwarza kolejno dwie ro-
dziny rozwijalnych kongruencyj, wowczas punkty M i M’ opisujg odpowied-
nio na powierzchniach (8) i (S8') dwie siecie sprzezone. Z drugiej strony, na
mocy zalozenia, gdy punkt M opisuje prostg D na powierzchni (8S), punkt
M’ opisuje prosta D’ na powierzchni (8'). Poniewaz te proste sg liniami
asymptotycznemi na powierzchniach je zawierajacych, wnosimy stad, ze linie
asymptotyczne drugiej rodziny sg réwniez liniami homologicznemi na dwoch
powierzchniach?. Teraz juz mozna bedzie zastosowac¢ twierdzenie Gui-

) To wynika z nastepujacej wlasnosci ogolnej: Jezeli wykazemy migdzy
dwiema powierzchniami dowolnemi (S) i (S') istnienie odpowiednio$ci
punktowej, przeksztatcajacej dwie siecie szczegdlne powierzchni (S)
na dwie siecie sprzezone powierzchni (§), wéwczas linie asymptotyczne
odpowiadajg sobie na dwoch powierzchniach. Istotnie, wiadomo, ze w dwdch
punktach homologicznych M i M' styczne homologiczne sq4 w odpowiednio$ci homograficz-
nej. Zatem styczne asymptotyczne powierzchni (S), dzielace harmonicznie dwie pary stycz-
nych (Mt, M6), (Mt,, M6,) do dwoch sieci przediozonych, maja za homologiczne, w pun-
kcie M' dwie styczne asymptotyczne powierzchni (8'), ktére dziely harmonicznie pary
(M't', M'6"), (M't,', M'6,"), homologiczne, na mocy zatozenia, z poprzedniemi.

(19) Badanic z teoryi odksztalcen nieskofnczenie matych, 137

cl?arda ! i twierdzi¢, ze powierzchnia (S') moze by¢ wyprowadzona, jak po-
w_lerzclmia (), z powierzchni (8). Otoz poznalisSmy wszystkie przypadki,
k'le.dy powierzchnia (X) jest powierzchnia prostoliniowa, ktorej prostemi sa
ll.me (#). Przypadek 4 =0 nie daje nic, poniewaz powierzchnia (X) zlewa
sig z powierzchnia (S); kongruencya sprowadza sie do tworzacych p-owierz-
chni (S). Pozostaje wiec tylko przypadek, kiedy B—=0, ktéry chcielismy
udowodnicé.

Ostatecznie, kongruencye¢ najogélniejsza (@) otrzymamy,
taczac punkty M i P, ktorych spotrzedne sg dane przez wzo-
ry (D) i (36), gdzie zaktadamy B=0. Kongruencye te mozna réw-
niez otrzymac bez zadnej kwadratury, albowiem mozna unikna¢ kwadratur,
wystgpujacych w €, v, ¢, w, v, w (n* 2). ‘

10. Postawmy teraz zagadnienie w sposéb nieco odmienny i wiecej
symetryczny. Dajmy sobie dwie powierzchnie prostoliniowe
w formie (D). Bedziemy mieli, naprzyktad, powierzchnig (S), okreslong
przez funkcye a, b, ¢ zmiennej =; nastepnie — powierzchnie (S,)?, okre-
élonq_ przez trzy funkcye a,. 4,, ¢, zmiennej o, zapomoca wzoréw, jak na-
stepujacy:

¢ " P [
o=2000 b g, (D)

i h s 1 1

w ktorym potozylismy
=/ ¢, — ¢, b,") doy,
i gdzie wskazniki pokazujq pochodne, wzigte wzgledem =, .

To ustaliwszy, szukajmy, jakie zwiagzki powinny zachodzi¢
migdzy « i «; z jednej strony, i miedzy B i o z drugiej strony,
a takze,—jakie warunki winny spetnia¢ funkcye a, b, ¢, g DG
na to, aby prosta MM, wytwarzatla kongruencye (&) po-
wierzchni ogniskowych (S) i §,).

Mozna bytoby odpowiedzie¢ na to pytanie, opierajac sie na paragrafie
poprzednim i utozsamiajgc powierzchnie (S,) z powierzchnig (¥)- Wolimy
jednak zastosowac nastgpujgcg metode bezposrednia. Napiszmy, ze prosta
MM, jest styczna w punkcie M do powierzchni (S) i w punkcie M, —do
powierzchni (S,); odwolujac si¢ na dostawy kierunkowe normalnej w pun-
kcie M do powierzchni (S) (n° 6), mamy:

24, _ 24

o T

(Elﬁé+ ==, (37)

49

') G. Darboux, loc. cit. n® 888.
?) Jasnem jest, ze ta powierzchnia nie ma nic wspéinego z powierzchnia (S,) para-
grafow poprzednich. To samo ma miejsce dla wszystkich nastepujacych oznaczen.
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2 a1 QA. 2 Al

f— — & +- _ = 38

R (al ay B1) (& 4 a - p) £ ﬁl) 6%

gdzie dla uproszczenia polozylisSmy
A=cb'—bd, A, =1e,b == be’.

Rownanie (37), naprzyktad, ma postac

m n P ,
e —— 4+ ——4-q¢=0 (39)
cEpETIm TatiTatan T
wraz z rownosciami

m=— —48a4,, n=—28a(t —§)),
(40)
p=28a'4,, qg==S8a' (5 —§).

Jezeli nadamy zmiennej o jakakolwiek wartos¢ liczebng, wéwczas otrzy-
mamy miedzy B i@, zwiazek homograficzny. Pomijajac przeksztalcenia (14),
(15), (16), wyrazone, naprzyktad, na powierzchni (S), mozna zalozy¢ {§, =§.
Wprowadzajac to zatozenie w réwnanie (39). mamy

g =90, nt+p=0, m-+na, +par=0. (41)
Wprowadzajgc w (38), mielibysmy tak samo:
¢ =0, n+p,=0, m—+no+pe=0, (42)

nazywajgc przez m,, n,, P, ¢, ilosci, wyprowadzone z m, n, p, q przez
zamiane liter @, b, ¢ 1 a4, by, ¢;.
Rownania ¢ =0, g, = 0 dajg nam przedewszystkiem:

&, —E=np(c'd — b'¢),
n—n=p(a@'¢' —a), (43)
G, —C=p®a'—ad,

odzie p oznacza pewien czynnik proporcyonalnosci®. Kiadac te wartosci
zamiast n i n,, otrzymamy

&' b' ¢
) To zaktada, ze réwnosci ;:. = .771’ -+ 7‘, nie maja miejsca. Lecz gdyby istotnie
tak bylo. mielibysmy p=0; skad n =0, m=0. Otéz z réwnosci p =m =0 wyprowa-
| B C
dziliby$my 741 - —Bl — (s tworzace D i D, bylyby rownolegle i wobec tego zlewajace si¢

(n® 8), co dawaloby niedorzeczne rozwigzanie.
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L L n,=—pp.
Drugie z rownan (42) mozemy woéwczas napisac:
P’p-+n=0;

porownywajgc je z ostatniem z réwnan (41) i z uwagi, ze wartosci n i p nie
mogq obie by¢ réwne zeru, inaczej m takze réwnatoby sie zeru, i proste Di D,
bylyby réwnolegle, — otrzymujemy p? = 1. Pomijajac zmiane znaku przy
@, b, ¢, wezmy p=1. Mamy wigc teraz do sprawdzenia tylko trzy row-
nania nastgpujace:

p=p, m+p(ea—a),)=0, m-|+p (2a,—a)=0. (44)
Drugie z nich mozemy napisa¢ tak:
S[a" (& — o) —2a] 4, =0,
poniewaz, précz tego, mamy tozsamosciowo
Sla" (e —a,)) — 2a]Ad=2p,

i minory u=BC,— CB,, v=CA,—AC,, w= A B, — BA, nie réwnajg
sie oba zeru, wnosimy stad:
a'(r—a)—2a=iu, b(@e—a)—20=2rv,
' (a—a) —2¢c=rw.
Tak samo:

r

a, (21— a2)—2a,=MNu, b'(e—a)—20=2%\0v,

e (ay—o)i— 2¢;, =k, 0.
Stad wyciggamy:

24 =»xr(c'v—0b'w), 24, =3, (¢, o — b w);
p=x(8a (¢,/v—b/w) = »Su(cb'—10b'¢)),
pr=A8a)/ (!v—b'w)=ASu(c,/o'—b,/¢).

Warunek p = p; daje nam woéwczas A, — — &, albowiem widzielismy,
ze pip, nie mogg by¢ réwne zeru. Mamy wiec

a(x—a)—2a=a,/(a—a)-}2a,

i dwa réwnania analogiczne. Te trzy rownosci pociggajq zresztg za sobg
oczywiscie trzy rownnnia (44).
Ostatecznie wigc, warunki szukane sg nastepujace:

(2 — o) (@ — @) = 2(a+ay), (45)
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& —&=cb'—¥¢/, (46)

wraz z warunkami, ktére z nich wyprowadzamy zapomoca
przestawien kotowych. Réwnania takie, jak (46), stuzg zresztg
do tego, aby ustali¢ state catkowania, odpowiadajgce &, 1, ¢,
gdy obrane zostaly juz te stale, ktére wprowadzaja sie w g, 1, L. W rzeczy
samej, powiadam, ze, rozniczkujac réwnanie (46), otrzymujemy tylko wniosek
z réwnan takich, jak réwnanie (45). Wyrazniej, réwnanie (46) zrézniczkowa-
ne mozemy napisac:

(¢"doy—c"da) (b'4b,") — (b, Ao, — b"d ) (¢+¢,)=0. (47)

Ot6z, rézniczkujac réwnanie (45), otrzymujemy:

(2 — %) (a,"do; — a"da) = — (d= +da) (a'+a,); (48)
i istotnie widzimy, e rownanie (47) jest wnioskiem z réwnan takich, jak row-
nanie (48).

Spostrzegamy z fatwoscia, jaki jest stopien ogélnosci rozwigzania. Moz-
na wybra¢ dowolnie funkcye a, &, ¢, innemi stowy, powierzchnig (S), na-
stepnie zwigzek miedzy o, ia. Funkcya @, jest woéwczas dana przez row-
nanie rézniczkowe liniowe (45), i funkcye b, i ¢, — przez rownania analo-
giczne. Co do odpowiedniosci miedzy M i M, , to jest ona ustalona na dwdéch
tworzacych homologicznych zapomocg réwnosci g = B,

Przypomnijmy przytem, ze dla tego, aby mie¢ warunki zadane
w formie najogdlniejszej, byloby konieczne utozsamienie réwnaf (37)
i (38) z zaleznoscig homograficzng dowolna migdzy Big,, —
niech nig bedzie:

mpg, +nf +pB,+9¢=0. (49)

Mielibysmy rachunki bardziej skomplikowane, ktorych mozna uniknag,

dokonywajac naprzyktad, na powierzchni (S) zamian zmiennych (n° 3)

5 "Ete = ma—q a(mg—np)
) 77m?| __‘p: = Mmoo 7})3 (mo:—p):-’ L

Roéwnania (45) i (46) przybieraja wéwczas postaé V:

1) Aby uskuteczni¢ szybko rachunek réwnania (51), nalezy zauwazy¢, ze jezeli ozna-
czymy indeksem zero stare zmienne, bedziemy tozsamosciowo mieli:
. 2(et—bc)

P

, 2(coby’ - bocy'

5071

o
2T o 3

poniewaz powierzchnia (S) nie zmienia sie. Teraz juz bedziemy mieli %,, czynigc B,= oo,
L p =
Mieenp= — - Podstawiajac to w (46), to jest
';;1 = ‘.::J — l’f'(,’ b,r* (‘0'. f),’.

i biorac pod uwage (50), otrzymamy (51).
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(mao; —na—pa,+q) (@' —a,")
(50)

=2[m(ao,—a,a)+pa,—nal,

4m(be,—ch)

PO = S S e e
§,—E=c'b, bcl+maa1ﬁna—pa1—l—q'

(81)

Mozna wreszcie w tych rownaniach zmieni¢ znaki przy @, b, ¢, albo
przy a,, b, ¢;.

11. Obwiedne kwadryk. Powierzchnie (S) i (S,), o ktérych zaktadamy,
ze czynig zados$¢ warunkom (45) i (46), szukajmy miejsca prostej M M,, gdy
zmienia si¢ tylko 3. Poniewaz odpowiednio$¢ miedzy M i M, jest homogra-
ficzna, przeto miejsce to jest kwadryka. Jest to latwo sprawdzi¢ rachunkiem
elementarnym. Aby otrzymac réwnania prostej M M,, wystarcza wzia¢ row-
nania ptaszczyzn stycznych w punkcie M do powierzchni (S) i w punkcie M,
do powierzchni (S,), co kolejno daje:

2P —Q(+p=0, 2P —0Q(y+p=0, (52)
jezeli dla uproszczenia potozymy
P,==8a,(x—§), @ =8a/(x—§),
£), @—=8a'(x—§).

P=>Sa(x
Eliminacya 3 daje rownanie miejsca

2(PQ, —QP) + (2 —2) Q@ =0, (53)

co istotnie przedstawia kwadryke (¢).

Gdy zmienia si¢ =, kwadryka ta stale dotyka swojej obwied-
ni wedtug czterech bokéw czworoboku skosnego. W rzeczy sa-
mej, krzywa stycznosci zawiera juz dwie proste )i D,, ktére sg tworzacemi
tego samego ukladu kwadryki. Poniewaz ta krzywa jest linia przeciecia kwa-
dryki (¢)) z inng powierzchnia drugiego stopnia [naprzyktad powierzchnig (Q),
nieskonczenie blizkg], przeto jest ona wyznaczona przez cztery boki czworo-
boku skosnego (2), w ktorym D i D, s3 to dwa boki przeciwlegle.

Rownanie (53) okres$la rodzine kwadryk najogélniejsza,
posiadajgcqg wtasnos¢ poprzednia: albowiem, jezeli mamy takg ro-
dzing, wowczas tworzgce kazdego ukiadu kwadryki zmiennej wytwarzaja kon-
gruencyg (G), ktora moze byc¢ otrzymana sposobem powyzszym (n° 9).

Znamy juz dwa boki D i D, czworoboku (). Powiadam, ze dwa in-
ne boki sa stycznemi asymptotycznemi wspdélnemi do po-
wierzchni (S)i(S,). Mozna byloby dowieé¢ tej whasnodci analitycznie,
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rézniczkujgc réwnanie (53) w ten sposob, aby mie¢ charakterystyke kwadryki
(2). Ale rachunki sg zbyt dtugie, i my ograniczymy si¢ do podania dowodu
geometrycznego nastepujacego.

Niech bedzie (#) hyperboloida scisle styczna do powierzchni (S) wzdtuz
(D); jest ona utworzona, jak wiadomo, przez styczne asymptotyczne powierz-
chni (S) w réznych punktach prostej (D). Kwadryki (¢)) i () przecinaja sie
wediug prostej (D); zatem te kwadryki majg wspolne dwie tworzgce (d) i (d,)
uktadu, do ktérego nie nalezy (D). Niech bedzie (s) powierzchnia, utworzo-
na przez (d), naprzyktad. Wykazemy, ze kwadryka (¢) przecina sie z po-
wierzchnig (s) wedtug linii (d). Istotnie, kazda plaszczyzna (IT), przecho-
dzaca przez (d) dotyka powierzchni (&), (), (H) w trzech punktach m,
m', m', ktére parami sq w odpowiedniosci homograficznej. Punkty podwéjne
homografii (m/, m'") zlewaja sie z punktem M, poniewaz sg to punkty ogni-
skowe prostej (d), uwazanej, jako nalezgcej do kongruencyi stycznych asym-
ptotycznych powierzchni (S), poniewaz powierzchnie (s) i (H) sg utworzone
obie przez proste tej kongruencyi.” Punkty podwojne homografii (m, m")
réwniez pokrywaja sie punktem M, poniewaz punkty przeciecia powierzchni
(¢)) i (H), odpowiadajace prostej (¢) same zlewajg si¢ w punkcie M. Wno-
simy stad, ze majg miejsce dwa zwigzki nastepujace:

1 1 1 1
= — = ————= (&, FF—const).
Mm! Mm Mm M
skad:
- I e e
Mm Mm'

Otéz prosta (d) stale nalezy do kongruencyi (&) i, wobec tego, po-
wierzchnia (s) jest styczna w punkcie M, do powierzchni (S,;). Poniewaz to
samo ma miejsce dla kwadryki (()), widzimy, ze punkt M, jest homologicz-
ny sam dla siebie w homografii (m m). To dowodzi, ze k" réwna sie zeru
i wobec tego punkty m i m’ zawsze pokrywaja si¢ wzajemnie. Innemi stowy,
powierzchnie (¢)) i (s) przecinaja sie wediug prostej (d).

Tak samo mozna byloby dowies¢, ze kwadryka ¢ przecina wedtug pro-
stej (d,) powierzchnig (s,), utworzong przez te prosta. Ostatecznie, czwo-
robok (2) jest istotnie Wyznaczony przez proste (D), (D)), (d)
i(d,), i mozna powiedzie¢, ze powierzchnia prostoliniowa, utwo-
rzona przez kazdy bok, przybiera za styczne asymptotyczne

1) Przypominam czytelnikowi, ze jezeli dwie powierzchnie prostoliniowe, majace two-
rzaca (d) wspéing, sa utworzone przez proste, nalezace do tej samej kongruencyi. wowczas
ich punkty przeciecia na prostej (d) sg punktami ogniskowemi tej prostej
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dwa boki, ktére go przecin aja, poniewaz cztery boki odgrywaija oczy-
wiscie t¢ sama role w zadaniu.

Wzajemnie, kazdy czworobok zmienny, posiadajacy te
wlasnos¢, moze by¢ otrzymany w sposéb powyzszy.

W rzeczy samej, wyobrazmy sobie, ze takim czworobokiem jest czworo-
bok (2), i uwazajmy kwadryke (¢)), styczna do (S) wzdiuz (D) i przecho-
dzaca przez (D,). Kwadryka ta zawiera oczywiscie proste (d) i (d,). Précz
tego, rozumowanie powyzsze stosuje sig bez zadnej modyfikacyi, poniewaz
powierzchnie (¢)) i (s) posiadajg te samg plaszczyzne styczng w punkcie
M,, mianowicie ptaszczyzne dM,D,. Wigc powierzchnie te przecinajg sie
wedtug prostej (d). Tak samo (§) jest styczna do (s,) wediug prostej (d,).
Jezeli teraz proste (d) i (d,) beda odgrywaly role prostych ()i (D,) i od-
wrotnie, wowczas mozna twierdzi¢ réwniez, ze kwadryka (¢)) przecina po-
wierzchnig (S,) wedtug prostej (D,). Ostatecznie, czworobok (2) jest
zawsze krzywga stycznosci kwadryki (¢) ze swoja obwiednia,
i twierdzenie wzajemne zostato dowiedzione. ¥

12. Powyisze rozwazania geometryczne pozwalaja nam przedstawic
teraz nowa metode wyznaczenia kongruencyj (G), albo, co pro-
wadzi do tego samego, — rodzin kwadryk (¢). Wychodzgc z powierzchni
(S), danej przez réwnania (D), utwérzmy teraz kwadryke (@), przecinajgca
si¢ z powierzchnia (S) wedtug prostej (D), i zawierajacq dwie styczne asym-
ptotyczne (d) i (d,). Nastgpnie napiszemy, ze ta kwadryka dotyka swojej ob-
wiedni wedtug tych dwéch prostych.

Rownania prostej (D) sa nastepujace:

P=0, (=—0. (54)

Szukajmy réwnan stycznej asymptotycznej (d) w punkcie M o para-
metrze 5. Mamy najpierw rownanie (52) plaszczyzny stycznej. Spostrze-
gamy nastgpnie, ze dostawy kierunkowe prostej (d) sa proporcyonalne do
ilosci takich, jak nastgpujgce:

2(0€d"—be")  2(c¥ —be)
B el — ol Bl — b -~
LTES: (+ 57

) Mozna zalozy¢ tylko, ze boki przeciwlegle (d) i(d,) sa to styczne
asymptotyczne powierzchni (S) i (8)). Stad z koniecznoscia wynika, ze (D) i (D)
sa styczne asymptotyczne powierzchni (s) i (s,). Istotnie, (8) i (s) przecinaja sie catkowicie
wedlug krzywej (I') — miejsca punktu 37 . Wigc styczna w punkcie M do (I') ma te sama
sprzgzong wzgledem tych dwdch powierzchni. Poza tem, (d) jest styczna asymptotyeczna
razem dia (S) i (s). Druga styczna asymptotyczna jest wiec réwniez ta sama dla dwdch
powierzchni. Otéz, jest to (D) dla (8); wiec réwniez dla (s). Dowiedliby$my tak samo, ze
(D) jest to styczna asymptotyczna powierzehni (s1) i ze (D),) jest styczna asymptotyczna dla
powierzchni (s) i (s,).
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Latwo juz jest teraz widziec, ze prosta (d) jest prostopadta do kierunku,
ktorego dostawy kierunkowe sg proporcyonalne do ilosci

o — (@B a", V—(tpo, —@tpe
Stad wynika réwnanie drugiej plaszczyzny, zawierajqcej prosta (d), mia-
nowicie rownanie
Q@ —23— R(z2+p5) =0,
w ktorem potozyliSmy
R==8a" (xz —¥§).

Zatem réwnania prostej (d) sg nastepujace:

P—m@=0 r
(m — a—gr ‘j) : (55)
Q—28—2mR=0
Zupetnie tak samo, réwnania prostej (d,) sa formy nastepujacej:
P—n@=0,
: (56)

Q—2:—2nR=0.

Aby utworzy¢ kwadryke (§), zauwazmy, ze stanowi ona czes¢ peku
punktowego, wyznaczonego przez hyperboloide $cisle styczng (H) i przez
parg plaszczyzn P — m@Q) =0, P—n@=0. Otéz rownanie hyperboloidy
(H) otrzymamy, eliminujac m z réwnan (55), co daje:

H=2PR—((Q—28)=0. (57)
Réwnanie kwadryki (¢)) ma wiec postac:
S=2PR—Q(Q—23)+t(P—mQ)(P— nQ) =0. (58)

Nalezy teraz zatozy¢, ze ¢, m, n sg to trzy funkcye zmiennej « i szu-
ka¢ charakterystyki kwadryki (¢)). Rozniczkujac wigc (58) wzgledem «
i nwzgledniajac tozsamosci

oP . 0Q

T oo P
°R dé !
— = — == —Y e — ki

z ktorych dwie ostatnie otrzymuja sie z uwagi na wzor (18),— znajdujemy:
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=—2P(ARB+pQ+vP)
—2Q03 (P —mQ) (P—ng)
+t(P—mQ)(Q—&—nR—n'Q)
+tP—-nQ)Q—3—mR—m'Q)=0.

Musimy teraz wyrazi¢, ze kwadryka, przedstawiona przez to réwnanie,
przecina kwadryke (¢)) wedtug czterech prostych, miedzy ktéremi sg pro-
ste (D), (d) i (d,). Pierwsza z nich przechodzi juz przez prostg (D). Jezeli
proste (d) i (d,) sq r6zne, wéwczas dosé wyrazi¢, Ze one sprawdzaja tozsa-
mosciowo réwnanie (59); woéwczas szybko prowadzi to do zwigzkow, ktére
winny zachodzi¢ miedzy ¢, m, n. Ale metoda ta nie stosuje sig, jezeli proste
(d) i(d,) zlewaja sie, i, précz tego, przedstawia ona niedogodnos¢, albowiem
nie daje czwartego boku czworokata (). Obierzemy wigc i tu inng droge.

Wyrazmy, ze kwadryka (59) stanowi czesé pgku, wyznaczonego przez
(¥)) i dwie ptaszczyzny (D, d), (D,, d,), majace odpowiednio réwnania:

P—m@ 0, gP—nQ+h(Q—2:—2nR)=0,

(59)

gdzie g i h oznaczaja dwa spétczynniki nieoznaczone. Powinna zachodzi¢
tozsamos¢ nastepujgca:

T=kS+(P—mQ)g(P—nQ)+n1(Q —22—2nR),
T=kH+P-mQ P —nQ) +hr(Q—25— 2nR)],

albo

gdzie potozyliSmy /=g -|-tk. To powinno mie¢ miejsce, jakiekolwiek sg
wielkosci P, ¢), R. Rachunek utozsamienia nie nastrecza zadnych trudnosci
1 daje nastgpujace wyniki:

I=¢—2v, h=t, k=-—24lE_M (60)
tmn'+4nm'— m—;—rﬁ)=l—2vmn, (61)
t(l—m —n')=20+42v(m-+n). (62)

Réwnania (61) i (62) wyrazajg dwa warunki konieczne
i dostateczne na to, aby kwadryka (@) dotykata swojej ob-
wiedni wzdtuz czworoboku skosnego.

Réwnania te mozna przedstawi¢ w innej postaci, eliminujgc kolejno
z nich m' i n/, co daje si¢ uskuteczni¢ zapomoca kombinacyj liniowych
(61) +n(62) i (61) -+ m (62); w ten sposéb otrzymamy:



_Rop{ualcﬁli Witwinski. (28)

1 46

tm—n)(1 —2m) =20 4 2pm 4 2vm?), (63)

tn—m)(1 —2n)=20R 4 2pn +2vn?). (64)‘

Sa to te réwnania, ktére otrzymaliby$my, stosujac metodg, tylko co
wzmiankowang. Ale réwnania te stanowig uktad rownowazny
z uktadem rownan (61), (62) tylko przy m = mn.

Boki (D), (d) i (d,) czworoboku (2) maja odpowiednio za réwnania
(54), (55), (56). Co do boku (D,), to ten otrzymamy, przecinajac kwadryke

(¢)) ptaszczyzna
g(P —nQ)+h(Q —20—2nkK)=0;

znajdujemy z tatwoscia, ze mozna wzig¢ za rownania prostej (1) rownania:

P [t’- 2yt &k 4 ‘; (m+n)] 4 £Q (1 —tmm)—2t3=0,
(65)

PE4Q|r—2v 401 L (m-t-m)| +20R=0.

Eliminujac ¢ z réwnan (63) i (64), widzimy, ze mozna obra¢ do-
wolnie rodzine prostych (d), aby tylko one byly stycznemi
asymptotycznemi powierzchni (s), przyczem proste (d,) s3
wowczas wyznaczone przez rownanie Riccati’ego.

13. Na zakoriczenie zajme si¢ jeszcze zbadaniem kilku uwagi godnych
przypadkéw szczegdlnych, ktére otrzymamy, poddajac czworobok (€2) pew-
nym okreslonym warunkom.

Wymagajmy, naprzyktad, aby w czworoboku () dwa boki zle-
waly sie. Boki te, oczywiscie, moga by¢ tylko bokami przeciwleglemi.

Jezeli temi bokami sg boki (D) i (D,), wowczas réwnania (65)
muszq by¢ réwnowazne réwnaniom (54); to ttémaczy sig¢ warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym ¢=0. W tym przypadku, kwadryka (¢)) jest wigc
hyperboloidg, §cisle styczng do powierzchni (5). Rownania
(63), (64) pokazujg nam, ze m i n sa wowczas pierwiastkami rownania dru-

giego stopnia
A 2pm—4vym*=0. (66)

Mozna réwniez powiedzieé, ze parametry § dwdch wierzchotkéw podwdéjnych '

czworoboku (2) sa dane przez rownanie
22 2p (2 +B)+v(2+0F)2=0.

W przypadku, kiedy to réwnanie posiada jeden pierwiastek staly, znaj-
dujemy warunek (21), aby powierzchnia (S) posiadata kierownice prostoli-

29 Badanie z teoryi odksztalcen nieskoficzenie matych. o
niowa. Dlatego, aby dwa pozostate boki (d) i (d,) rowniez zlewaty sie, inne-
mi stowy, —aby hyperboloida scisle styczna do powierzchni
(S) byta jednoczesnie $cisle styczna do innej powierzchni
prostoliniowej (s), jest konieczne i dostateczne, aby zacho-

dzit zwigzek
pt— 2hv =0.

Jezeli tylko dwa boki (d) i (d,) zlewajq sig, mamy m = n. Réwnania
(63), (64) sprowadzaja si¢ wéwczas do réwnania (66). Co do ¢, jest ono dane,
naprzyktad, przez réwnanie (62). Wzajemnie, jezeli m czyni zado$¢ rowna-
niu (66), woéwczas mamy badz to =0, badz to m =n, pomijajac przypa-
dek, w ktorym m/=1 i ktory dawaiby (= const. i prowadzitby do prostej
(d) statej, polozonej na powierzchni (S).

Styczne asymptotyczne (d') i (d,/), ktore speiniajg row-
nanie (66), charakteryzuja sie wtasnoscig, ze maja z p owierz-
chnia styczno$¢ rzedu trzeciego. W rzeczy samej, mozna je uwazac,
jako polozone na dwoch hyperboloidach $cisle stycznych, odpowiednio (H)
i (H). Otéz (H) zawiera trzy tworzace kolejne 1, 2, 3 powierzchni (S); hy-
perboloida (H') zawiera tak samo trzy tworzace kolejne 2, 3, 4. Wiec proste
(d') i (d,”) przecinajq cztery tworzace kolejne 1,2, 3, 4, 1 istotnie posiadaja
z powierzchnig (5) stycznos¢ rzedu trzeciego!. Nazwijmy te styczne stycz-
nemi hyperasymptotycznemi i—powierzchniami hyperasym-
ptotycznemi powierzchni (S) — dwie powierzchnie prostoliniowe (s')
i (s,/), ktore one tworza. Uwagi, poczynione wyzej, pozwalajg nam wygtosic
twierdzenie nastgpujqce:

Jezeli powierzchnia prostoliniowa (s') jest hyperasym.
ptotyczna dla innej powierzchni liniowej (S), to i odwrotnie,
powierzchnia (S) jest hyperasymptotyczna dla powierz-
chni (§').

1Y Analitycznie mozna rozumowac, jak nastepuje. Niech beda x,, @,..., & spol-
rzedne Kleina prostej (D), ktora wytwarza powierzchni¢ (S); sa to funkcye parametru =.
Potkwadryka (H), utworzona przez styczne asymptotyczne, jest okreslona przez trzy row-
nania:

ZX.x,—10, 2X.a!=—0, 2 Xz =0,

gdzie X,, X,,..., X; sa spolrzedne biezace Kleina. Dwie proste (d') i (d;") powierz-
chni (H), stanowiace cze$¢ charakterystyki, sa wyznaczone przez rownania (1) i rownania,
ktére wyprowadzimy z (1), biorac pochodna wzgledem «, co daje tylko nowe réwnanie
IX;x/"=0. Otoz te cztery réwnania wyrazaja dokiadnie, ze rownanie wzgledem o pun-
ktow przeciecia powierzchni (S) z prosta (X;) posiada pierwiastek poczwoérny, innemi stowy,
ze zachodzi stycznoS¢ rzedu trzeciego. ‘
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Mozemy réwniez twierdzi¢, ze jezeli kwadryka zmienna ()
stale dotyka swojej obwiedni wedtug czworoboku skosnego,
ktorego dwa boki kolejne sg jeden dla drugiego stycznemi
hyperasymptotycznemi, wowczas trzeci bok zlewa sie ko-
niecznie z jednym z poprzednich.

Mowiac o hyperboloidzie $cisle stycznej, uczyfimy uwage, ze réwnanie
(57) nadaje si¢ bardzo dobrze do badania, a to dlatego, ze srodek o jestdany
przez réwnania:

I):-O, Q:’S’ R:O;

skad znajdujemy:
x—&E=cb'—be", y—n=uac'—ca’, z—C=ba"—ad"

Szukajmy powierzchni liniowych, ktérych hyperboloida
scisle styczna wzgledem kazdej tworzacej ma wierzchotek
na tej tworzacej.

Wystarcza napisa¢. ze prosta Mw jest prostopadta do ptaszczyzny,
stycznej w punkcie M. Jezeli zauwazymy, ze dla punktu M mamy P =0,

a

=26 . : .
=0, B— PRCE widzimy wowczas, ze dwie plaszezyzny, przechodzace
przez prosta M o, sa nastepujace:
P=0, 2) —R(e+B) — 28 =0.

Napiszmy ze s one prostopadte do plaszczyzny stycznej (52); mamy,
zachowujac oznaczenia n° 6 i spostrzegajac, ze

Saa" =pp +p? — o2,
2
at-p="7,

4ps'—2(a4B) (0" + ' — ) — 2 (a4 §) '+ (2 L B oo’ —O.

Réwnanie pierwsze pokazuje nam, ze wierzcholek w zagadnie-
niu musi by¢ punktem §rodkowym, co jest zreszta widoczne geome-
trycznie, poniewaz powierzchnie (S) i (H) majg ten sam punkt srodkowy.
Drugie réwnanie, z uwagi na pierwsze, przybiera posta¢

oo =o'
albo
2

p’? — o2 = const.

Otéz, powierzchnie szukane sa to powierzchnie, ktorych
parametr rozmieszczenia jest staty.

(31) Badanie z teoryi odksztalcen nieskoriczenie matych. : 119

W szczegélnosci, jezeli hyperboloida $cisle styczna jest
stale obrotowa, z koniecznoscig znajdujemy przypadek poprzedni. Ale
zachodzi warunek dodatkowy:

ez _| "z 2 N2
a’? b |- e =p'"2

Latwo to widzie¢, biorac rownanie wzgledem S hyperboloidy: pozosta-
wiam jednak czytelnikowi moznos$¢ samemu przekonania si¢ w tem, i nie bede
dalej zatrzymat si¢ nad tym przedmiotem.

14. Powr6émy do czworoboku (), aby uwydatni¢ inne przypadki
szczegolne.

Zadajmy, naprzykiad, aby dwa boki byly rownolegte. Beda to
koniecznie dwa boki kolejne, o ktérych zawsze mozna zalozy¢ ze sa niemi (D)
i(d). Wowczas (d) bedzie styczng asymptotyczna w punkcie w nieskonczo-
nosci prostej (I)). Ta prosta otrzymuje sie, jezeli polozymy m =0 w réw-

naniach (55). Nastepnie mamy:
tn=—2A, (67)

W=1+%n+%%? (68)

Aby prosta (d) byta styczng hyperasymptotyczna, trzeba i wystarcza
aby A réwnalo si¢ zeru. Aby prosta (D,) zlewala sig z (D) i (d,) z (d), przy-
czem zeby proste (d) i (D) zostawaly zawsze réwnolegle, trzeba i wystarcza,
aby byto A=y = 0. To daje nam oczywiscie rozwigzanie nastgpujgcego za-
gadnienia:

Znales¢ dwie powierzchnie prostoliniowe (S) i (s), kto-
rych tworzace sg parami rownolegte, przytem takie, Zze hyper-
boloida, $cisle styczna do powierzchni (S) wedtug jakiejkol-
wiek tworzacej, jest §cisle styczna do powierzchni (s) wedtug
tworzacej rownolegtej.

Proste (D) i (d) s3 zawsze, wedtug zalozenia, rOwnolegte;
szukajmy warunku, aby dwa inne boki (I),) i (d,) rowniez byty
rownolegte.

Postugujac sie rownaniami (56) i (65), znajdujemy jedyny warunek:

n

?4ﬁ—2w#ﬂ+j2 g
ktory, z uwagi na (67), mozemy napisac¢ w postaci:

N Yo
=14 ) nﬂi-} ne.
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Poréwnywajac z rownaniem (68), widzimy, ze warunkiem koniecz-
nym i dostatecznym szukanym jest warunek NM=p. Gdy ten
wartnek jest spelniony, wowczas wszystkie kwadryki, dotykajace ich ob-
wiedni wedlug prostej (D) i prostej rdwnoleglej, nie moga dotykac tej ob-
wiedni wedlug dwdch innych prostych, w przeciwnym razie te ostatnie row-
niez bylyby réwnolegle.

RESUME.

Ce travail est consacré au développement des quelques résultats intéres-
sants qui se rattachent 4 la déformation infiniment petite des surfaces réglées
et que M. Haag a résumés dans ses deux Notes, présentées a I' Académie
des Sciences (Comptes Rendus, 1909).

En partant des équations de la surface (S) non développable, compre-
nant, comme on sait, les trois fonctions 6,, f,, 6, qui sont les trois solutions
d’une ¢équation de la forme

a2

2adp ’

je cherche d’abord quelles doivent étre les fonctions 6,, 6,, 6,, & pour que
la surface (S) soit une surface réglée, dont les génératrices aient pour para-
meétre o, Parmi les autres en s’appuyant sur ces considérations, je déduis
le théoréme suivant: les équations de la surface réglée (S) la plus
générale nayant pas de plan directeur et rapportée a ses
lignes asymptotiques sont les équations (D); les équations (E)
définissent la surface (S;) la plus générale qui corresponde
a (8) avec orthogonalité des éléments (Goursat).

L’étude des propriétés géométriques qu'on peut déduire des formules
que je donne, je commence par la question suivante: Une surface réglée
(S) étant donnée, y a-t-il plusieurs maniéres de mettre ses
équations sous la forme (D)? Cette question admet la réponse sui-
vante: La surface (S) étant donnée sous la forme (D), la ma-
niere la plus générale de I'obtenir sous la méme forme con-
siste a faire le changement de variables et a remplacer les
fonctions @, b, ¢ par les autres fonctions (voir le texte polonais,
page 125).

Jétudie les propriétés projectives de la surface (S) et je cherche les
conditions pour que la surface posséde deux droites et pour qu'elle soit du
second degré eic.

Dans la deuxiéme partie de mon travail je passe en revue les consé-
quences diverses qui découlent des formules (D), (F) et des propnetea gé-
nérales de la déformation infiniment petite des surfaces.
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