


—_7‘,9“;_1',, F

JAN ZYDLER
CZYTELNIA

LARYDS

- GEOMETRJI' ANALITYCZNEJ

NA PLASZCZYZNIE

PODRECZNIK SZKOLNY

WYDANIE TRZECIE, ZE 102 RYSUNKAMI W TRKSCIE

1922

WYDAWNICTWO M. ARCTA W WARSZAWIE
POZNAN —— LWOW —_ LUBLIN .— LODZ — WILNO



CZYTELNIA

PRZEDMOWA.

Nigdzie moze bardziej matematyka swojem pigknem nie jagnieje,
jak w geometrji analitycznej, tem wspanialem skojarzeniu dwoeh
jej zasadniczych dzialdw: analizy i geometrji. A jezeli napisanie
podrecznika nie jest rzeczg latwsg, to z tej dziedziny jest tem tru-
dniejsza, ze autor nie moze sie pozby¢é obawy, aby szaty wykladu
szkolnego nie tylko jej wdzigkéw nie przyémily, ale je raczej
) ‘ uwypuklily.

7 obawa wiec do pracy niniejszej przystepowalem, a bodicem
0 mi jedynie bylo pragnienie spelnienia obowiazku, cigzgcego na
! kazdym z nas, ten przedmiot wykladajgcyeh, ile ze swojskiego
nodrecznika dotad z tej dziedziny nie mamy 7).

Jak sie z tego zadania wywiazalem, nie moja, oczywiseis, jest
vzeezs sadzié — faciant meliora potentes. — Zamiarem moim byio
opracowanie podrecznika, dostosowanege do potrzeb szkoly §rednie],
wiec tez caly wyklad w ramach tej szkoly jest utrzymany, gdzie
niegdzie zaledwie dodane sa uwagi, dajace sposoby rozwigzania oma-
wianej kwestji przez zastosowanie rachunku wyiszego. Te ustepy,
oraz niektére jeszcze, wprawdzie dajace zupelniejszy poglad na
naunke, ale ktérs, ze wzgledu na niewielki stosunkowo czas, prze-
znaczony na te nauke w programie szkolnym (np. o biegunie i bie-
gunowej przecieé stozkowych, o ich kole krzywizny, o linjach krzy-
wych wyzszego rzedu), sga odbite pismem drobniejszem i mogsg byé,
w razie potrzeby, a bez uszezerbku dla calosci, . przez nauczyciela
opuszezone.

1) Juz po oddaniu pracy minicjszej do druka doszla rak meick ,Gso-
metrja” Dr. A. Fomnickiego (Lwéw, 1912), kiérej czgié 1V sawicrs Geo~
metrjg analityczng. /
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W pracy nminiejszej byly mi pomocne, miedzy innemi, nastepu-
jace dziela:

A. Tresse et A. Thybaut, Cours de Géométrie analytique, Pa-
ris, 1904.

O. Fort und O. Schlomilch, Lehrbuch der analytischen Geometrie,
VII Auflage, Leipzig, 1904.

Dr. H. Ganter und Dr. F. Rudio, Die Elemente der analyti-
schen Geomstrie, VII Auflage, Leipzig, 1910.

Pr. Dr. Maz Simon, Analytische Geometrie der Ebene, Leipzig, 1911.

H. Weber und J. Wellstein, Encyklopiidie der elementaren Geo-
metrie, Leipzig 1907.

E. Beulel, Algebraische Kursen, Leipzig, 1911.

Dr. W. Zojqgezkowski, Geometrja analityczna, Warszawa, 1884.

E. Ilpocesaiveriti, AHAIHTAISCKAN reometpis, Mocksa, 1905.

Po kazdym prawie rozdziale podany jest szereg éwiczen w liez-
bie, wystarczajgcej do utrwalenia nabytych przez ueznia wiadomosei,
a wiele do nich materjalu zaczerpnalem z cennego dla nauczyciela
artykulu p. R. Fischer'a, p. t. ,Aufgaben aus der analytischen Geo-
metrie der Ebene” (Zeifschrift fiir mathem. und naturw. Unterrichi,
42 Jahrgang), poza tem posilkowalem sie takZe zbiorami zadan, np.

Prof. O. Th. Biircklen, Aufgabensammlung zur anal. Geometrie,
Leipzig, 1912. |

Fr. Graefe,
Leipzig, 1885.

Aufgaben und Lehrsiitze aus der anal. Geometrie,

Awutor.

Warszawa, w pazdzierniku 1912,
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WSTEP.

Geometrja analityczna, jak sama nazwa wskazuje, jest polaczeniem
analizy z geometrja i ma za przedmiot badanie i wykrywanie wia-
snofei utwordw geometrycznyeh zapomoca rachunku. Jej metoda
polega na tem, ze utwory geometryczne, wige linje, powierzchnie,
przedstawiamy zapomoca rownania i przez roztrzgsanie rownania
badamy wlasnesei linij lub powierzehni. Na tej wlasnie wzajemnosei:
na algebraicznem odzwierciedleniu wlasaosSci utworu geometrycznego
i na geometrycznej interpretacji zwiazku algebraicznego, polega
istota geometrji analitycznej.

Poniewaz figury geometryczne mogg byé plaskie i przestrzenne,
wiee i geometrja analityezna dzieli sig na dwie czesei: plaska i prze-
strzenna. Niniejszy wyklad dotyezy linij plaskich.

Tworeg geometrji analitycznej jest znakomity matematyk i stynny filozof
René Descartes, zwany takie Kartezjuszem (15696 — 1650). Wprawdzie juz
u starozytnych matematykéw greckich moZna odnalezé przeblyski mysli po-
laczenia analizy z geonetrjs, wszakze dopiero od czaséw Viédte'a (1 540—1603),
kiedy algebra zaczela sig postugiwaé liczbami ogélnemi, mogia byé naprawde
mowa o stosowanin jej metod do badad geometr;cznych, a genjuszowl Descar
tes’a zawdzigezamy istotne skojarzenie tych dwoch galezi matematyki, Oan to
wlasénie w wydanej . 1637 swxoje; ,Geometrji” stworzyl nowg metode ujgcia
linji geometrycznej w rownaniu, dajac w fen sposéb znakomite narzedz e do
badan geometryeznych. W czgsci 1 ,Geometrji” podaje Descartes sposoby geo-
meirycznego przedstawienia zasadniczych dziatand arytmetyeznych, nastepnie
wykreslanie obrazéw geometrycznych rowvad 1-go i 2 go stopuia, oraz daje
po raz pierwszy wyjasnienie pierwiastké v ujemnych réwnania. W czgéei 11
traktuje o linjach krzywych, przedstawiajae je réwnamami, w III za$, osta-
tniej, czedei zajmuje sig slynnemi w staroZytnosci zadaniami: o podwo] niu sze
§cianm i trysekcji kata. Descartes pierwszy daje okresleni- styeznej, jako
granicy siecznej, nie poprzestajic na pojgein styeznej starozytnych matematykow,
jako prostej, ktéra ma z krazywg tylko jeden punkt wspdlny.

Wspblezeénie, a jak dowodza niektorzy, w.zeinie; nawet od Descartes’a,
bo w 1629 r., wpadl na ten sam pomyst gloény takze matematyk francuski
Fermat, jednakze jego dzielo opublikowane bylo dopiero w r. 1460 %a wige
w 27 lat po ,.,Geometr;i” Deseartes’a) i niema dustatecanego powodu do od-
mawiania Kartezjnszowi zaslugi pierwszenstwa,

Descartes i wspoélczesni mu matematyey traktowsli geometrje analityezna
tylko na plaszezyinie, dopiero Parent (1666 1716) i Cluiraut (1713 —1765)
rozszerzyli ja na utwory przestrze ne, & kiedy dzigki genjaldym odkryciom
Newtona oraz Leibnitza mozna bylo stosowaé rachunek nieskorezonostkowy,
geometrja analityczna olbrzymiemi krokami posuwaé sie zaczela naprzéd i za-
jela obecnie bardzo poczesne miejsce W rzgdzie nauk matematycznych.

J. ZYDLER. — ZARYS GEOMETRJI ANALITYCZNEJ.



ROZDZIAL L
Punkt. Uklady wspélrzednych,

§ 1. Uktad spolrzednych prostokatny. Spélrzednemi punktu
nazywaja sie takie wielko Sci, ktére wyznaczaja w zu-
pelnosSci polozenie punktu na danej plaszezyinie.

7 A Niech bedzie dany pewien punkt

. M (rys. 1). Aby wyznaczyé jego

polozenie na plaszezyznie, kreslimy
dwie do siebie prostopadle proste

i MQ, z ktérych pierwszy wyraza

zz’, a drugi—odleglo$é od prostej
¥ yy' (MP | z2' i MQ | yy'), wyzna-
: ~czaja polozenie punktu M na plasz-

czyinie. :

Odeinki OP(=MQ)i MP(=0Q)
nazywaja si¢ wspdélrzednemi punktu M, proste zz' i Yy —
osiami sp6lrzednych; odcinek OF, lub liczbe, oznaczajges
jego dlugosé, nazywamy odcieta, a odeinek MP, lub liczbe, ozna-
czajges jego dlugo$é — rzedng danego punktu. Prosta za’ nazywa

Rys. 1.

sig osig odcietyeh, prosta yy'—osig rzednych, a punkt O— |

poczatkiem ukladu spélrzednych, inaczej punktem
Zerowym.

Oczywiscie, sama dlugo$é odecinkéw nie wystareza do wyznacze-
nia punktu, trzeba mieé¢ jeszeze kierunek, w ktérym te dlugosci
nalezy odmierzaé. Jezeli nie zrobiono innych zastrzezei, to zwykle
odcigte, odmierzane na prawo od poczatku ukladu, uwaza sie za
dodatnie, na lewo — za ujemne; rzedne za§ liczymy w gé6rg od
poczatku ukladu za dodatnie, na d6f — za ujemne. Dodatni kieru-
nek osi spélrzednych oznacza sig czesto strzalks (jak naprz. na rys. 2
i nastepnych).

L)

zx’ 1 yy'; wtedy dwa odeinki MP

> :
0 5 odleglo&é danego punktu od prostej

S aRey o

Na zasadzie powyiszego latwo juz bedzie wyznaczy¢ punkt, ma-
jac jego spolrzedne. Niech np. trzeba bedzie wyznaczyé punkt, kid-
rego spolrzedne sa: 4 3 i — 5, czyli, jak sie zwykle pisze: punkt
{4+ 8,—5).” Kreslimy prostokatny uklad osi spdirzednych =0y (rys. 2)
i, liczge od punktu O, odmierzamy na osi odcigtych na prawo od-
ecinek OP, rowny trzem pewnym jednostkom dlugosei, z punktu F

74
.VA
P
-3 Vg I
0 )
7) > X
! m g
v
Rys. 2. ¥ Rys. 3.

wystawiamy prostopadly do Oz i odmierzamy na niej na dél odei-
nek PM réwny pieciu obranym jednostkom, otrzymujemy punkt M.

Osi spolrzednych dzielg plaszezyzne na cztery tak zwane éwiartki,
ktérych kolej jest wskazana na rys. 3.

Z tego, co bylo powiedziane wyZej, wynika, Ze dla punktéw,
polozonych:

w I é&wiartce, obie spolrzedne sg dodatnie,

w II éwiartece, odcigta jest ujemna, rzedna dodatnia,

w III éwiartce, obie spélrzedne sg ujemne i '

w IV cwiartee, odcigta jest dodatnia, rzedna ujemna,

Widzimy wige, Ze dwie liczby, wziete z wlasciwemi znakami, wy-
starézaja w zupelnoSci do wyznaczenia polozenia punktu na plasz-
czyinie i odtad, jezeli powiemy, Ze punkt jest dany, rozumieé przez
to bedziemy, Ze jego spélrzedne sa dane. ;

WartoSei spélrzednyeh oznaczane sa zwykle liezbami oderwa-
nemi, bez wskazania jednostki miary; robiae wiee wykreslenie, na-
lezy przedewszystkiem obraé jednostke dlugosci (1 em., lub 1 em,
i t. p.); najdogodnie]j jest poslugiwaé sie¢ papierem milimetrowym,
biorac za skale jedna, dwie lub wiecej przedzialek na papierze.

§ 2. Uklad ukosnokatny. Polozenie punktu jest odniesione do
dwoch osi-spélrzednych: 2’ i yy' (rys. 4), ktére tworza z soba pe-
wien kat. Dla wyznaczenia punktu M, wykreslamy MP| Oy, wtedy
odcinek OF nazywa si¢ odcieta punktu A, a odeinek MP — jego
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Ay rzedng. Te dwa odeinki, lub liczby,
ktére oznaczaja ich dlugosé i kieru-
nek, wystarczaja do wyznaczenia pun-

M ktu M, jezeli kat xOy mi¢dzy osiami

jest dany. .

Te dwa uklady spélrzednyeh, z kt6
rych pi'erwszy (prostokatny) bywa naj-
czesciej stosowany, nazywaja sie ogol-
nie ukladem réwnoleglym, albo kar-
tezjanskim.

Rys. 4.
- § 3. Uklad biegunowy. W tym

ukladzie spélrzednych dany jest staly punkt O, zwany biegu-
nem, i prosta stala Oz, zwana osig biegunowsg (rys. 5).
Punkt M bedzie wyznaczony, jezeli s dane jego dwie spdirzedne
o biegunowe: odcinek OM=—p, czyli od-
/ legloéé punktu od bieguna, zwana
i promieniem wodzgeym, i kat
// MOz = ¢, zwany anomalja, albo
= » amplituda, ktéry tworzy promien
Rys. 5. wodzacy z dodatnim kierunkiem osi
biegunowej.
Anomalja 9 zmieniaé si¢ moze od 0 do 360° (i dalej) i liezy sig
w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwki zegarowej, a promiefi
wodzacy moze przybieraé wszelkie wartoSci dodatnie.
W dalszym wykladzie, o ile nie bedzie wyraZnego omdwienia,
zawsze bedziemy mieli na mysli prostokatny uklad wspélrzednych.
§ 4. Zadanie 1. Znalezé odleglo§é pomiedzy dwoma
punktami danemi.
Dany jest prostokatny uklad spdlrzednych z0y (rys. 6) i dwa
punkty: A, ktérego spoirzedne sa: OC = z; i AC=y, oraz punkt B,
: ktérego spoirzedne sg:
B 0D =m, iBD:yg.. :
Dlugoéé & odcinka AB obliczymy
z A ABE, w ktorym AE|| Oz
E AB? — A2 4+ BE2,
ezyli = 82 = (x, — )% + (¥o—Y1'%
a wige 3=V (25—l + (11— %)
& W przypadku szezegblnym, kiedy
D jednym z punktéw danych jest pocza-
tek ukladu spolrzednych, otrzymamy:
8= yz2 +

¥ 4A

= SR

Taka jest odleglosé punktu (z;, 7,) od poezatku ukladu.

§ 5., Zadanie 2. ZnaleZé spélrzedne punktu, ktéry
taeznice dwéch punktéw danyeh dzieli w stosunku
danym (m: n).

Niech beds (rys. 7) dane dwa punkty:

;{V(x;(, g,'})l i B(xzilyg),dpunktem zadanym niech bedzie C(z, y).

ykresimy spoirzedne tyeh trze ow i A
AH || Oz, wtedy z podobieﬂstv?:a troj- il sk S

katéw ABH i ACG mamy: =4
el AC
GH O
ezyli b =
.’Fg == n
stad 208 nE — nry = mr, — me,
(m 4 n)e = nx; + ma, - /)
AL et
m -+ n
W podobny sposéb otrzymamy:
CG — AC
BE 5 AB
ezyli i TP Ui g
Yo — ¥y m -+ n’
stad zas (m 4 n)y = ny, + mys,,

__ Yy 4 my,
T mtan -

: W Fen sposéb punkt C zostal wyznaczony; ale, jak wiemy z pla-
nimetrji, istnieje jeszeze jedno rozwiazanie zadania: niech drugim
punktem iqtianym bedzie €' (2, ¥’), leigcy na przedluzeniu odecinka
A'B. Za_uwazmy przedewszystkiem, ze odleglogei AC’' i C'B maja
kierunki przeciwne, a zatem musimy napisaé

AC m
0B = a
Dokonawszy przerdbek, podobnych do poprzednich zhajdziemy
Pl Gl SR
n—m SN, e g g

gdzie m i n sg liezbami bezwzglednemi. :

ABO punktalch‘ C i €' méwimy, ze pierwszy z nich dzieli odeinek
w s_tosunku m:n wewnetrznie, drugi — zewnetrznie,

a oba dziela go harmonicznie w stosunku m : n. Punkty Ci ¢’

gq ze sobgs harmonicznie sprzezone; latwo sie przekonaé
Ze tak samo bedzie CB CcA A

BC.= T ur
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a wige punkty A i B dziela odeinek CC' harmonicznie W stosunku
m :n, wogdle zatem otrzymali§my 4 punkty: A, B, C, ¢, ktore sta-
nowia dwie pary punktow harmonicznie ze sobg sprzezonych.
Z tego, co bylo powiedziane, widzimy, Ze cecha harmonicznego
podzialu danego odcinka bedzie
3 AG ik AC
"o e
AC: AC q
B Chars
W przypadku szczegdlnym, jezeli m = n otrzymujemy spoéi-
rzedne Srodka odcinka
_ 4t T

e H

2

“ezyli

§ 6. Zadanie 3. Znalezé warunek, zeby trzy punkty |

lezaly na jednej prostej.

y4 .(,‘ dane:

g / - Az ¥ Blze ¥); C (75 Ya)-

H lezg na jednej proste] ABC, wykre-
§lmy ich sp6irzedne i poprowadimy
AH || Oz, wtedy mamy: x

Fre ! AG CH — BG

r Z o i

i e G S (1)

zg—Zy~ Yp— Y2

nkty leZg na jednej prostej,

ych sg do siebie proporcio-

czyli

Rys. 8.

A wiee, jezeli trzy pu
toréznice ich spoirzedn
nalne.

Pokaimy teraz, Ze réwnosé

W naszem- zagadnieniu, innemi
niony, to dane punkty leza na jednej prostej.

PrzypuSémy przeciwnie, Ze
rzedna CF w punkcie innym,
punkty, 4, B 1, maja lezeé na jednej

$my, powinno byé
Tog— "

xa'—wg

_ %hon
Py,

Jozeli teraz te rownos¢ poréwnamy Z réwnogeig (1), dana. w na

gzem zaloZeniu, to otrzymamy, ze
e Yg = CF, 3
a to dowodzi, Ze przedluzeniem AB musi byé BC.

Niech beda (rys. 8) trzy punkty

Przypu$émy, ze te punkty istotnie |

(1) jest warunkiem wystarczajgeym
slowy: jezeli warunek (1) jest speti-

ostatecznie

przediuzenie odcinka AB przecina
niz C, np. w punkeie I, a wige wtedy
prostej, a zatem, jak widzieli-

a wige

A 7 -

Wa : S
rt;n(ek (1) mozna napisaé w innej postaci w nastepujacy sposéb
.iL'l Zyya_ '3}‘2) — %3(Y3 — Yo) = @3y — y;) — 23(Ys — Yy) L
172 Ys) + #o(ys — Yo + Yo — yy) + w5(y; — =
ostatecznie : ph Lahy
31(3%— ya) e ""2(:93_‘9'1) + 25y —ya) =0 . ... (2
-te_]‘ p.OStaGl latwo t¢ réwnos$é zapamietaé jt‘aieli
zauwazyé, ze wskazniki numerowe przy z1iy 'na;t j
po sobie w kolei ,eyklicznej”. o

I

kté§ 7. Zadanie 4. Obliczyé pole tréjkata, = 9
rego spéirzedne wszystki i !

’Nieeh e (rys‘yg), ich wierzcholkéw sa dane.
ktérego spdirzedne wierzeholkéw =1 ¢

sg: A(zy, y4); - B(y, ys);
C(xs, y,). ' A ; B

Z rysunku mamy:

S = polu A ABC = polu ACED +
+ pole CBFE — pole ABFD, : ‘
ale Lo D E F ~
pole ACED = } (AD+CE). DE=—
=3 (.’{1 + ¥3) - (25 — xy),

pole CBFE— § (CE + BF) . EF — 1
- :1!(.7 + a) . Lo —
w ABFD= }{(AD+ BF).DF —} i+§') Ei 2:))
J2) « \Fa T Ay ).

Rys. 9.

a wiee

S=4les—w) (1 + va) + (@, —x '
=3 (2 (v + v — 2;1 _('.—yj 'l-‘ Y3) ﬂ‘@:’i ;l.;)yi;}(ﬁz(ﬁ) b
2 — % (1 + ¥o) + 24 (31‘}192)]3: Sl e
=l (-t —mtnt)+ 5ty —y — )+

+ 73 (Y + 3 — y3 — yo)l, T

S=1[2 (1 —ys) + 5 (v — |

Gdyby punkty 4, B, C leialj; ;1: ]'é(‘lillil)ej_}_ pmlf’ogytiej_ .;Jvzt)gd S=

Otr ok (%2 “y.s) T % s — ¥ + v (g — yz)’= 0. T
zymujemy wynik, znany z poprzedniego zadania

8. cevm ;
§ 0 zmianie spéirzednych. Jak sie pézniej przekonamy, bywa

niekied B z 0
ledy rzeczg pozadang spdirzedne punktu, odniesionego do pew

nego ukladu, zastapié spét i i
et il y Zas polrzednemi w innym ukladzie, czyli doko-

rech nastepujgeych przeksztalceii:

zmiany spélrzednych. Ograniczymy sig tutaj do czte-

a) P iesienie rj
) Przeniesienie réwnolegle ukladu prostokatnego, czyli zmian
: a

o¢
poczgtku ukladu przy zachowaniu tego samego kierunku osi



MR

b) Obrét ukladu prostokatnego dokola poczatku, czyli zmiana
kierunku osi przy zachowaniu tego samego poeczatku.

¢) Zmiana jednoczesna poczatku ukladu i kierunku osi prosto-
katnych.

d) Przejscie od ukladu prostokatnego do biegunowego.

§ 8. Przesunigcie rownolegle osi spolrzednych. Uklad osi z0y |
(rysunek 10) pragniemy zastapi¢ nowym ukladem 20"y, ktérego osi
sq réwnolegie do poprzedﬁich, a poczatek O ma spolrzedne:
ON=ua i ON="0.

Wykreslmy spolrzedne do- §
s wolnego punktu M(z, y), wtedy |
mamy: i
r— OP = ON+ 0'Q=a+ o, ]
y=MP=0N+ MQ=0b+Y, |
gdzie #' i ¥ sa spblrzednemi
punktu M w nowym ukladzie
osi z0'y". _ i

A wiec na przejscie od da-
nego ukladu do nowego mamy '
WZOry: '

et ) LRIERET
y=0b+y 1 L

§ 10. Obrot osi spolrzednych. Uklad osi 20y (rys. 11) pragniemy
teraz zastapié ukladem z' Oy, ktorego odpowiednie osi tworza z po-
przedniemi kat o, a poczatek O pozostaje bez zmiany. '

Wykreslmy spéirzedne dowolnego punktu M w pierwszym i dru-
gim ukladzie, poprowadimy :

¥

.4

m'-
®
¥
9,

Rys. 10.

PQ | Oz i RP| Ox,

. yI W wtedy mamy :
b\y ,. B P Oj\".—:OQ—-I\TQ:OQ—RP,
'\\ i =5 P4 x ale z A OPQ:
%) RE-— ‘/y];’ 0Q = OP . cos o = %' €08 &, '
N\, iy gdzie OP=x' jest odcigta pun-g
3 ,-/‘ - ktu M w ukladzie nowym. b
No& ' S > Tak samo z A RMP, uwaza-
0 N G jae, zeI RMP=a, otrzymujemy
Rys. 11. RP—= MP.sina =y sin g,

gdzie MP =y jest rzedng pun |
ktu M w nowym ukladzie spélirzdnych.

A zatem mamy e
= sg=—x cosa—y sinea. . . . . o« = (2)

SRR g T

W podobny sposdb ‘bedziemy mieli:

g=MN:PQ—}—MR: OFP .sin oo + MP . cos 2,

czyli " y—=a' sinafyeosa. . . .. - - (29
Dla przejrécia przeciwnego: od ukladu 2’0y’ do 20y, pomnézimy

wzbr (2) przez cos a, a (2) przez sin o i dodajmy je do siebie,

wtedy bedzie

2 — x cos o -+ y sin a,

tak samo y =y cos a — & sin o. fonerge

P ey - . 4 27

§ 11. Zmiana poczatku ﬁklaflﬁ'i Kkierunku osi. Azeby od ukladu

20y (rys. 12) przejsé do ' 0'y', wyobraimy sobie uklad pomocniezy

"0y,

wtedy na przejSeie od ukladu danego do pomoeniczego bedziemy

mieli wzory 7
x=a + 7

ye= 0y e

gdzie a i b sa spélrzedne pun- Y 1\' :
ktu O’ w ukladzie pierwszym. SL '
Na przejscie zas od ukladu . M b
270" do 2’0y’ mamy wzory : '
2" =z cos o —y sin a, A o
yh=—=a"din-g + y' cos a, \ ' oy
a zatem na przejscie od ukladu b e e >X
20y do #'0'y' beda wzory: 0 ’

i
/ 7’.' 20

z—a-tx' cos o —y sina,
y = b+a' sin a+y' cos a..(3)

Rys. 12.

§ 12. Przejscie od ukladu prostokatnego do biegunowego. Ogra-
niczymy sie do przypadku najprostszego, kiedy of odcietych jest
zarazem osig biegunowa (rys. 13) i za biegun wzieto poczatek ukla
du prostokatnego. :

Wykre§lmy spdlrzedne
dowolnego punktu M, z A OMP mamy

OP = OM . cos (L MOxz);
MP— OM.sin (< MOz);

oznaczmy spolrzedne biegunowe pun- / v ;

OM=p i I MOz =4, 'z >
wtedy z==p cos @; y=psin ¢.... (4)

Y4




— 10 — ‘

la’ przejScia przeciwnego bedzie: = 5 ., i/
. k - ’).ﬁﬂ;‘_ “,4"

tang ¢ — i,
a podnoszgc oba i : ‘
poprzednie wzory do kwad i j
£ kil ratu i dodajac, otrzymamy
a p=ya®§ 2
. § 13. Zadania.
= oy

1. (3 Wyznaczyé polozenie nastepujgeych punktéw:
> B oh s e ) :
Lo . ki (4 0 (—35, 0); (0, 2). :
R ). Wykreglié tréjkat ABC, majae spé
\ 8. A(—3, 2); B, 0); C(_d, :
i 4. A(—5 3)' B 3 ] (_43 3).
/ » ¥)h (2, 1) 61y —'8
AR RS oer-2)
A7 Sl e B R M
. 1. any jest prostokat, ktérego boki sa; .
a) 517 b)41-3u -
Znale" ” ¢ v % =z 1 c) 12 15 20
czqtekz ‘;;ﬂgﬁ?i’l‘;’z 1380 wierzcholkéw, jezeli .‘iedenlz nich jest wziet
<— 8. Dan e t %'nych, podstawa za o§ odeigtych, a wysokoéé Ty
spélrzedne jigie; iell"OW]:loll:gxobok o bokach: a i b’ ; li;cieo _‘i z:;)é rzzdxgch.
, zcholkéw, jezeli jed ich = 4. A
nkla(%‘l s};(g)rzgzdnﬁch’ a Podstt;wa Za oJ.i ned‘;zi:t;l}fh jest waigty za poczgtek
—16). Znaleié odl o )
i ¢ odlegloéé pormigdzy dwoma punktami, ktéryeh spolvzgdne
P2 Ha
13).
1‘1’ % 5 9:)(; (IE.I)J 13). | @ 14 ((1 ""5)) ; ((% 2 1)
5 3 1 7 2 P .
12. 7 3 i / 15. (3 — < Ty
o BRI 18, (1, 3) LAt
17. Dany jest punkt: XI0. (4, ) i(—7,—3)
Znalezé je :) 5&? 3":1); 5= 135 g { — a5, 8). *
g eglosé od poczgtku ukladu spélrzgdnych.

(18 — 19). Bior
; gc skalg 1 cm. (1 e
metrowym nastgpujace odcinki: (lub 2 om.), wykreglié na papierze mili-

18. vV2; V5, V3.
19. y20; /13 y10.

(20 —_ 22) Zﬂ&lez’é B
; o 61 3 z
danych dzieli w stosunku (ﬁln;ﬁdne punktu, ktéry lacznice dwich punktéw

/ 20. (5, 10) i (35, 20) w stosunku 1 : 2.

4

-

w21, (— 3,8) i

. & » 8) i (12, — 12 ra

2 iy o alk

. —z4), nalezé spélrzed el

L e Lo polrzgdne érodka odcinka, majac spélrzedne jego

§28. (3, —8) i (—7, 9
~:\‘:,24. (e, = 6)( T 6);_ 2).

Irzgdne jego wierzcholkéw:

i b [

25— 30). Dane 53 spblrzedne wierzcholkéw trojkata. Oblicayé: 1) dlu-
goéé bokéw, 2) spolrzgdne érodkéw wszystkich trzech bokéw i 3)pole tréjkate:
25. (— 18, Tk (18, — 14); (— 3, 16).
26. (— 6, 18); (9, — 18); (15, — 10).
27. (12, g8); (— 18, — 8); (3, 20).
/‘28-. (4'«5‘) 6); (_'_ 8’ 6)? (.81 o) 6) =
%99, (44, 6): (—38, 6% (0, 0).
)80, (— 12, 9: 0); (12, 16).
(31—35). Dane sa spolrzgdne wierzcholkéw- tréjkata. Obliczyé: 1) dlu-
gosé lini) srodkowych, oraz 2) érodek cigzkosci trojkata:
31. (16, 14); (— 10, — 10); (- 8, 10).,
32 (=5 —8; (&M (=19
38 (7,8 (&, —4x (~ 6, — %) .
34: =4 8); (5, — %) (8, ).
"\.35‘ = = 2); (11, ) (—3 %) &
(36—39). Przekonaé sig, czy lezg na jednej prostej trzy punkty dane:

38 (7,105 (—4 7 (0.8)

39. (e, — b); (a4 b a— b); (a+ 2b, 26 — b).

40. Znaleié odleglosé pomigdzy dwoma punktami w zaleinoéei od ich
spblrzgdaych biegunowych. _

ROZDZIAL IL

Réwnania o dwoeh zmiennyeh i ich znaezenie
' geometryezne. '

§ 14. Rownanie linji. O linji moéwimy, Ze jest geometrycznie
WyZnaczona, jezeli jest znane prawo, na mocy ktérego mozna Wy-
kredlié dowolng liczbg jej punktow. To prawo daje moznosé, majae
odcieta jakiegokolwiek punktu danej linji, wykreslié jego rzedns,
a wiec daje pewng stalg zaleznosé, ktora istnieje miedzy spoirze-

* dnemi wszysbkich/punkté_w tej linji, jako ich miejsca geometry-

cznego. dJezeli 1@ zalezZno§é zdolamy wyrazié réwnaniem miedzy
zmiennemi & i ¥ gpdlrzednemi punktéw, to otrzymamy W ten Spo-
s6b rownanie linji, ktorego postaé bedzie zalezata od wlasnosei
samej linji.

Jezeli np. dana linja ma taka wlasnosé, Ze dla kazdego jej pum-
ktu rzedna jest rowna odcietej, to réwnaniem tej liezby bedzie

= &,

Jezeli linja ma taksg wlasnosé, ze dla kazdego jej punktu rzedna
jest w stalym stosunku do odeigte], to jej réwnaniem bedzie
. y=an,
gdzie a jest liczba stala.
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Wogéle, jezeli zaleznosé miedzy z i y, t. j. migdzy ,biezgcemi”
spéirzednemi punktéw danej linji moze byé wyrazona w ten Sposéb,
ze kazdej poszezegélnej wartosci na z odpowiada pewna oznaczona
(jedna lub wigeej) warto§é na y, to moéwimy, ze zmienna y jest
funkeja zmiennej « i oznaczamy to, piszge

e ¥y =f(=), :
- albo F(z, y) = 0.

A wiee, jezeli linja jest wyznaczona geometryeznie, to réwnanie
¥ = f(x), lub F(z, y) = 0, ktére wyraza staly zwigzek, jaki istnieje
migdzy . spSlrzednemi ‘kazdego punktu tej linji, jest analitycznem
przedstawieniem linji, czyli jest jej réwnaniem.

§ 15. Przyklady na réwnania danych linij.

~ Preyklad 1. Znaleié réwnanie prostej rownoleglej do osi odeie-
tych i poprowadzonej w odleglo$ei a od niej.

Niech bedzie (rys. 14) uklad osi 20y i prosta AB réwnolegla
do osi odecietych, odcinek OC — q.

Obierzmy na danej prostej sze-

y A . reg dowolnych punktéw; widzimy,
ze jakikolwiek punkt weZmiemy
A4 C B na AB, ze zmiang odeietej, rzedna

zachowuje zawsze te sama wartosé
@, a wige wogéle dla kazdego pun-
ktu danej prostej bedzie
7 —>x o et
i to jest wlasnie réwnaniem
Rys. 14. prostej AB.
W szezegélnym przypadku, je-

zeli odleglo§é OC = 0, otrzymamy
: y=10,
t. jJ. rowanie osi odcietych.

W podobny sposéb mozemy otrzymaé

L= b, :
réwnanie prostej ré6wnoleglej do osi rzgdnych i po-
prowadzonej w odleglosei 4 od niej. 3

W szczegélnym znowu przypadku, kiedy & = 0, otrzymamy

2 === 0,

t. j. réwnanie osi rzednyech.

Przykilad 2. Znalezé réwnanie prostej, ktéra przechodzi przez

poczatek ukladu spélrzednych i jest nachylona do osi odeigtych pod
katem 45°, :

— 13 —

Niech bedzie uklad osi zOy (ry-
sunek 15) i prosta 04, kidra z do- JA
datnim kierunkiem osi odeigtych two-
rzy kat = 459, . M

Obierzmy na tej prostej dowolny : :
punkt M, ktérego spoéirzedne niech 3 7
beda: OP =y i MP=y; z A OM_E)‘.@ 18 B : .
mamy: MP = OPF, ezyli v 40 % >

L = /] F
Yy —&y:

Dla jakiegokolwiek innego punktu Rys. 15.

(., ¥s) te] prostej bedzie

92 fm .Tg, .
a wiec dla kazdego punktu (z, ¥) danej prostej mamy
y=2,
i to jest rGwnaniem prostej 0A. : ;
Przyklad 8. Znaleié r'6wnanie pr?ste_], ktéra na
osiach spélrzednych odmierza odcinki dane.
Niech bedzie uklad spolrzednych

xQy (rys. 16) i prosta KL, ktéra JA
na osiach odmierza odeinki: K\B
OA=ai OB=050.
Obierzmy na KL dowolny punkt \{
M. ktérego spolrzedne niech beda, i :
Ry : o
z podobienistwa tréjkatow AMP P P \L
i AOB mamy:
AP MP Rys. 16.
XD T LO8
- AP— OA — OP=a—2x, AO=ga; MP=y; OB=}),
a—& st y
a zatem T T e
x y
czyli b=
T
ostatecznie = -+ %: 1

‘Poniewaz punkt M byl zhpelnie dowolny, wige dla kazdego p‘llt!-
ktu prostej KL bedziemy mieli taka zaleZnosé, a zatem otrzymali-
§my rownanie danej prostej. l

= 76 T0 ie okregu kola.

Przyklad 4. Znaleié rownanie o _ . /

Dane jest kolo (rys. 17), ktérego Srodkiem jest C. Uklad osi
obierzmy dowolnie i spéirzedne Srodka C niech beda: (a, b), a okrag

£
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AY uwazajmy, jako miejsce geome-
tryezne punktdw, ktérych odleglosé
od C jest stala i réwna r.

Obierzmy na okregu dowolny
punkt M (=, y), wykreSlmy jego

i CB| Oz, wtedy z A CMB mamy
CB2 + MB? = CM2,

0 ale CB= 0P — QA =z — a,
JﬁlB:MP—- CA:y—b,
CM =r, -
a wiee ( —a) 4 (y — b2 =12

OtrzymaliSmy réwnanie, ktére wyraza staly zaleznoS$¢é migdzy
spolrzednemi punktéw okregu kola, czyli réwnanie kola (dokladniej,
réwnanie okregu kola).

Jezeli uklad spolrzednych. obraé w taki sposéb, Zeby oS odecie- ‘
tych przechodzila przez Srodek kola, to wtedy bedzie » = 0 i row- |

nanie bedzie mialo postaé prostsza:
: (z—ap 4 y2 =12
Jezeli Srodek lezy na osi rzednych, to réwnanie kola bedzie:
2+ (y — b =1
Jezeli nareszeie za poczatek ukladu wzigé Srodek kola, to réw-
nanie bedzie mialo postaé najprostsza:
a2 + y2 — 72,
: Prayklad 5. Znaleié r6wnanie konchoidy (muszli)
Nikomedesa. '
Spos6b wykreslenia tej linji jest nastepujaey:
: Dana jest prosta.stala
KL (rys. 18) i pewien staly
» punkt O, z ktérego wypro-
" wadzamy szereg promieni,
przecinajacych prosta KL

Odmierzajae
AM = Aﬂ[l = aj;
A:MJ =it A'ﬂfi' = a;
L‘l"Mﬂ: A”MI": a,
i t. d., wyznaczamy szereg
punktéw: M, M, M",....
i M, M, M" ..., ktore

_ po polaczeniu utworzg dwie galezie linji krzywej, zwanej konchoidg

~ {lub muszla) Nikomedesa.

spolrzedne, spolrzedne Srodka kola

w punktach 4, 4°, 4”7 ...

R

Aby otrzymaé réwnanie konchoidy, za poczatek ukladu spdl-
rzednych obierzmy dany punkt 0, za o§ odcietych prostg réwno-
legta do KL; spblrzgdne dowolnego punktu M konchoidy niech
beda OP ==x i M'P=y. Z podobienstwa tréjkatow 044" i OM'F

o4’ 04
. oir = WP
! 04’'— OM' 04— M'P
stad zas eme e = oy o
ale 04" — OM = A'M' — a,
; C OM =/ OPPFMP? = Va*§3,
MP —y, 1

za§ odleglo§é OA jest wiadoma i = b, wige

a b—y
Mamy zatem W = i
czyli (@ 4 42) (b — y)® = a2

Oto jest réwnanie konchoidy.

§ 16. Miejsce geometryczne rownania o dwoéch zmiennych. Row-
nanie o dwoch zmiennyeh z i y ma ogdlna postaé: Fiz, y) = 0.
Poniewaz to réwnanie jest nieoznaczone, wigc mozemy jednej ze
zmiennych nadawaé wartoSei dowolne i rozwigzujge réwnanie, od-
nalezé odpowiednie wartoSei drugiej zmiennej, a wige mozemy otrzy-
maé nieskoficzong ilo§é par liczb, zado§é ezynigcych danemu réwna-.
niu. Jezeli teraz te liczby (rzeeczywiste) uwazaé bedziemy za posz-
czegdlne wartosei spolrzednych w pewnym ukladzie, to otrzymamy
nieskoficzony szereg punktéw na plaszezyinie, ktorych spolrzedne
zado§é czynig rownaniu F(z, y) = 0. Polaczywszy z sobg te punkty,
otrzymamy linje (wogbdle krzyws), ktora nazywa sie miejscem
geometrycznem lub obrazem danego réownania.

Poniewaz kazda para rzeczywistych liczb, czyniacych zadosé
rownaniu F(z, y) = 0, wyznaczaé bedzie pewien punkt na plaszezy-
#nie, wiee oczywiscie, im wigcej par takich liczb znajdziemy, tem
wiekszg wyznaczymy liczbe punktéw Zadanego miejsca geome-
trycznego. 3 : :

W szezegblnych przypadkach zdarzyé sie moze, ze dane rowna- -
nie albo wecale nie ma miejsca geometrycznego, albo przedstawia
jeden lub wigcej punktdw, nie linje.

Np. réwnanie a2 4 y2 4+ 25=0
nie ma zadnego obrazu geometrycznego, dlatego Ze niema takich
liczb rzeczywistych, ktéreby mu zado§é czynily.

Réwnanie 522 4 32 =0
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ma jedno rozwiazanie: # —=0 i y =0, a wiec przedstawia jeden
punkt (0, 0), t. j. poczatek ukladu spélrzednych. ;
Nastepujacych kilka przykladéw da nam mozZno$é zapoznania
sie ze sposobem wykreslania obrazéw geometryeznych danyeh row-
nan, ezyli wykreslania linji, ktérej réwnanie jest dane.
Przyklad 1. Wykreslic obraz geometryczny réwnania
Yy =3z — 2.
Dany jest uklad 'spélrzednych 20y
(rys. 19).
Nadajmy zmiennéj # w danem row-
naniu kolejno szereg wartosSci:
D02, 8 300 A3 il
wtedy z réwnania otrzymamy na y:
g A :
a wige otrzymamy szereg punktéw: -
M0, — 2); M(1, 1)

¥

M, Byalish. oo
Zakladajac teraz
r——1, — 2, —8, .. ..., s
otrzymujemy
Y0 — 0= RIS .

" i wyznaczymy znowu szereg punktow:
N(—1, —5); N(—2, — 8);
N'(— 38, —il);.....

Polaczywszy z soba te punkty, otrzymamy linje KL, ktéra be-
dzie obrazem geometrycznym danego rownania.

Mozna sie przekonaé, ze linja KL jest prosta. W tym celu
obierzmy na niej trzy dowolne punkty:

M, — 2 M, 1); M2 4)
i zobaczmy, czy bedzie spelniony warunek (patrz § 6):
2y(vs — ¥3) + @Yy — Y1) + *a(y1 — Y2) = 0.

W danym razie mamy: :

0.(1—4)—]—1.(4—1—2)-{-2.(—-2 —1)=0+46—6=0,
a zatem linja KL jest prosta.

Przyklad 2. Wykreslié linje: 2® 4 y* = 16.

Z réwnania mamy: 4

y= =+ /16 — 22, :

a wiee kazdej wartoSei .na z odpowiadaja po dwie wartosci na ¥,
ktére sie réznia od siebie tylko znakiem, eczyli przy tej samej od-
cigtej otrzymamy dwa punkty, symetrycznie polozone wzgledem
osi a: 5

Rys. 19.

it

Nadajac zmiennej x szereg dowolnych wartoSci, otrzymamy sze-
reg odpowiednich wartoSci na y, wyznaczajacych punkty zgdanego
miejsca geometryeznego; zapiszmy liczby w kolumnach dla tem
latwiejszego orjentowania sie i ulézmy tabelke:

23 ‘ - Punkty 1
ﬁ(-“—fA na rys. 20 M Mm'
0 |5 2208 Mi M ‘g
1| =15 MM i
gAY e MM : Lk
s| =7 | MM o s e g
i o A il
— 1 | IR N N };}/
— gy NN : LM,
137 3 " : ; ] ﬁ
— 3 + V7 N5 J\TI' . M.ﬁilﬁ“
— 4 0 4, : 2ys. 20.

Wykresliwszy punkty: M, M', M” i t. d.i polaeczywszy je z soba,
otrzymamy obraz geometryczny danego réwnania i jak latwo sie
przekonaé, bedzie nim okrag kola.

Przyklad 3. Wykreslié miejsce geometryczne rownania

y — sin =z,
_1’.5'
A
i
T
£
Rys. 2L
% ‘_—y ‘ Pankt e r.& llPunkt Ulézmy tabelke od-
i i S i ———  powiednich wartoSei
0L 0 0 0 0 0 naxiy i wyznaczmy
1 1 A5 BT A odpowiednie punkty
p 5 B S ol B (rys. 21): 5
| 3 . Wykre§lmy otrzy-
g =1 Y g 1@ mane punkiy i po-
ier D — 2z o] D lqezmy je z soba, o-
oL _SF e B — e — trzymamy linje krzy-
e ZYDLER. ~ ZARYS GEbM‘ETRJI}h’ALITYCZNEJ. 2
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wa, ktora sie sklada z nieskoificzonej liczby czeSei sobie réwnych,

przecinajgcych o5 odeietyeh i polozonyeh naprzemian to nad nis,
to pod nig. Otrzymana linja nazywa sie sinusoidg i przedstawia
obraz zmiennoSci wstawy trygonometryeznej.
Przyktad 4. Wykreslic miejsce geomeiryczne réwnania
y = 3a°. A

Z postaci réwnania wnioskujemy, Ze przy zmianie £ od — co do

+ oo, y bedzie przybieralo tylko dodatnie wartoSci, a wiec linja
bedzie calkowicie polozona nad osig odeietych, '

Ulézmy znowu tabelke ‘wartosei na « i Yy i wyznaczmy odpo-
wiednie punkty tej linji;

T % Yy Punkty

0 |- 0 0
=+ 1 1A A
2t 2| BibB
+ 34| 411 CiC
j:mi—koo w oo

Rys. 22.

Kazdej dodatniej wartoSei y odpowiadaja po dwie wartoseci na =,
rozniace sie od siebie tylko znakiem, wiec linja bedzie symetryezna
wzgledem osi rzednych. W miare wzrastania # wzrasta y, otrzy-
mamy linje, ciagngca sie do nieskoficzonoS§ci — poznamy ja blizej
w dalszym wykladzie.

§ 17. Klasyfikacja linji. ZapoznaliSmy sie z dwoma zasadniczemi
zagadnieniami geometrji analityeznej: 1) majac linj¢, geometrycznie
wyznaczons, znalezé stala zaleznosé pomiedzy spélrzednemi jej punk-
tow, czyli znaleié jej rownanie i 2) nawzajem: wykreslié linje,
ktérej réwnanie jest dane. Oba te zagadnienia nawzajem si¢ uzu-
pelniaja i maja na celu rozpoznanie wlasnoSei pewnej linji.

Linje, ze wzgledu na postaé réwnania, ktore je przedstawia,
dziels sie na dwie gromady: linje algebraiczne i linje
przestepne; do pierwszej gromady naleza takie linje, ktérych
réwnanie, odniesione do kartezjafiskiego ukladu spélrzednych, je

funkeja algebraiczng zmiennych # i y. a wige w ktérych rownaniju

zmienne z i y nie sg uzaleznione znakiem wykladnika potegi, log
rytmu, funkeji trygonometrycznej i t. p.; wszystkie pozostale linj
nalezg do przestepnych. :
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Z linij, ktére poznaliSmy z poprzednich przykladéw, do alge-
braicznych naleza: linja prosta, kolo, konchoida; do przestepnych:
sinusoida.

Linje algebraiczne, ze wzgledu na stopied ich réwnania, dziela
sig na linje 1-go, 2-go, 3-go rzedu i t. d. Rzad linji krzywej jest
jej cecha charakterystyezng i nie zalezy od wyboru ukladu spél-
rzednych, lecz od jej wlasnosSei, a zmiana spolrzednych nie moze
wpiynaé na podniesienie lub obnizZenie stopnia réwnania krzywej,
dlatego ze, jak widzielisSmy (§ 11), ogédlne wzory mna przejScie od
jednego ukladu do drugiego sa funkejami 1-go stopnia wzgledem
spéirzednyech,

Z pomiedzy linij, z ktéremi mieliSmy sposobnosé zapoznania sie,
prosta nalezy do linij 1-go rzedu, kolo (okrag) jest linja 2-go rzedu
konchoida 4-go rzedum i t. d. '

ROZDZIAL TII.

Linja presta

4 8 1_8. Przystepujemy do szezegélowego rozbioru linij pierwszego
i drugiego rzedu, rozpoezynajae od linji prostej.

: Béwnax}ie linji prostej. Aby wyprowadzié réwnanie prostej, od-
niesiemy ja do ukladu spélrzednyeh 20y i rozréznimy cztery mo-
zliwe przypadki:

1) Prosta jest réwnolegla do osi odeietych. Niech
prosta KL przecina o§ rzednyech w punkeie 4 (rys. 23). Odcinek
OA =1k; obierzmy na danej pro-
stej dowolny punkt M, widzimy,
ze jego rzedna MP—1F i wo-
gdle, dla jakiejkolwiek wartosei 7
odecietej 2, rzedna zachowuje
zawsze te sama wartoSé k, czyli

y==k

g

jest réwnaniem danej prostej.
2) Prosta jest réwno-
egta do o0si rzednych.
{iech prosta KL (rys. 24) prze-
na o§ « w punkcie B, odeinek BO = |, wtedy obrawszy dowolny
nkt na danej prostej, widzimy, ze jego odcieta = I, a wige dla

-

‘Rys. 23,
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jakiejkolwiek wartosei rzednej odeieta bedzie miala zawsze tq samg
wartosé [, czyli
jest réwnaniem danej prostej.

m:l

~

YA K
Rt == -T M
] B > X
L
Rys. 24. Rys. 25.

3) Prosta przechodzi przez poezgtek ukladu. Pro-
sta KL bedzie geometrycznie wyznaczona, jezeli jest wiadomy kat «,
ktéry tworzy z dodatnim kierunkiem osi odeietych (rys. 25).

Obierzmy na prostej KL dowolny punkt M, ktérego spolrzedne

niech beda: OP—=z i MP =y, wtedy z A prostokatnego omMpP mamy;.

MP — OP. tang a,
ezyli y = x . tang a.

Oto jest rownanie prostej KL. Wprowadzmy oznaczenie
tang o = m,

otrzymamy réwnanie y = maz.
4) Przypadek ogélny: prosia KL nie jest réwnolegla d
zadnej z osi spélrzednych i nie przechodzi przez poczatek uklad
(rys. 26).
Dana prosta jest teraz geometrycznie Wyznaczona przez dwi
stale wielkosei: odeinek OB = b, ktéry odmierza na osi rzednyeh,

i kat a, ktéry tworzy z doda
I A L
M

tnim kierunkiem osi odeietych.
% // 5
3 A '

Obierzmy na prostej KL do-

wolny punkt M, ktérego spdi-

rzedne niech beda: OF = =z

i MP—y, poprowadimy B C| O,

B : wtedy z A BMC mamy

'// : MC = BC. tang o, _

A " s ale MC= MP—OB=y— b,
/ 7y F BC = OP ==’$,

ax wiee y —b=a.tang «a,

Rys. 26. czyli y== tanga + b

e

WprowadZmy znowu oznaczenie
tang o — m,
wtedy réwnanie prostej bedzie
y:mm—}-b B e E e tbed (e Uar AT {1)

§ 19. Uwagi nad rownaniem prostej. Otrzymane réwnanie (1),
dla odréznienia od innyeh, ktore moga réwniez przedstawiaé linje
prosts, bedziemy nazywali réwnaniem zwyklem linji prostej.
Zauwazmy tu przedewszystkiem, ze:

1) W réwnanin wystepuja dwie stale wielkogei: m (= tang @)
i b, z ktérych pierwsza wyznacza kierunek prostej i dlatego nazywa
sic stala kierunkowa lub spétezynnikiem katowym
i przybieraé moze wszelkie wartodci (kat o zmienia sie od 0° do
360°), a druga jest réwna odeinkowi, ktéry dana prosta odmierza
na osi rzednyeh, i nazywa sig rzedng poczatkowa.

Widzimy wiee, Ze réwnanie prostej jest zaleine od dwéch wiel-
koSei stalych, co si¢ tiumaczy geometrycznie w ten sposdb, ze
do wyznaczenia prostej konieczne i dostateczne sa dwa warunki
(np. prosta przechodzi przez dwa punkty dane, albo przez jeden
punkt i jest réwnolegla do prostej danej i t. p.).

2) Jak dopiero co powiedzielisSmy, W réwnaniu

Yy = mx 2 b?
6dniesionem do ukladu spolrze- 4 1
dnyeh zOy (rys. 27), dwie stale
m i b wyznaczaja prosta, ezyli,
majac dane m i b, moiemy Wy-
kreslié prosta, ale tylko jedng
(KL). Inna jakakolwiek prosta,
np. K’L’, w tym samym ukladzie
spolrzednych bedzie wyznaczona
przez dwie inne stale, np. m’
i b, wiec jej rownanie bedzie

Y= m'z -|— b'.

Uwa-ga..- Prosta KL, odniesiona do innego ukiadu spolrzednyeh
2’0", mialaby réwnanie: ¥ = ma’ + b.
y=mz + b

y = mz,

Rys. 27.

@

3) Jezeli w réwnaniu
stala b — 0, to otrzymamy
a wieec otrzymamy prosts, przechodzgca przez poczatek ukladu
spolrzednych.

4) Jezeli w roéwnaniu (1) spélezynnik katowy m =0, t0 otrzy-
mujemy : y=2b, !
réwnanie prostej, réwnoleglej do osi odeietych.



ezyli, oznaczajge A0 = — &

v

o

5) Jezeli obiedwie stale sg réowne zeru, to otrzymujemy
y=0,
ezyli réwnanie osi odeigtych.

6) Z réwnania (1) nie mozna wprost otrzymaé prostej réwno-

leglej do osi rzednyeh, dlatego, Ze wtedy kat a = 90° a wiegc

m=tang a=co i b =co. Wiedy z A ABO (rys. 26) mamy .
BO = A40. tang «,

b= —km,
wstawiajae te¢ warto§é & w rownanie (1), mamy
; y = mx — km,
[ Fadh
stad gt k.
Zakladajge teraz m — co (a = 909), otrzymujemy
; 2—k=0, czyli z=1kF,
t. j. r6wnanie prostej réwnoleglej do osi rzednych.

7) Jezeli w rownaniu (1) bedzie m = co i 6 = 0, to napisawszy :

je naprzéd w postaci

otrzymamy _ z = 0.
oezyli rownanie osi rzednych. ?

-~ § 20. Twierdzenie. Miejscem geometryecznem wszel-
kiego réwnania 1-go stopnia o dwéech zmiennych
jest linja prosta.

Najogolniejszg postacia rownania 1-go stopnia o dwoch zmien-
nych x i y jest

A By G — ) 48 IR R G S
w ktérem A, B, C moga mieé wszelkie wartosei, a wige, dla dowie-
dzenia twierdzenia, nalezy rozwazyé wszystkie mozliwe przypadki.

1) Zaléimy naprzdd, ze 4 — 0, wtedy ;namy-réwnanie

By + C=10, ezyli y=—§,
E ‘ C )
albo oznaczajge — 3= k, j
y =k,
gdzie k jest liczbg stalg.

Z postaci otrzymanego réwnania wnosimy, Ze zmiennej # mozna
nadawaé wszelkie wartosSci, wtedy y bedzie zachowywalo zawsze te
samg wartod§é k, a wiec miejscem geometrycznem otrzymanego réw-
nania bedzie prosta réwnolegta do osi odeietyech.

9) Jezeli B =0, to otrzymujemy _
C
Az + C=10; »=— =
: : c ]
czyli, oznaczajac — - =5
- = l’

gdzie | jest liczba stala. ;
Rozumujae tak samo, jak w przypadku poprzednim, wyw?losku-
jemy, Ze obrazem geometrycznym réwnania jest prosta rowno-
legta do osi rzednych.
3) Niech teraz bedzie C = 0, wtedy mamy réwnanie

1:1.’1: "{"' B.’f == 0,
sta_d . By —— A-’L’,
¥
& B
5
GZYH -:E = m,

gdzie m jest liczba stala. %

Jezeli teraz zmiennej z nadamy szereg dowolnych wartosc:
@iy Ty gy 8w vaus s ;
to na y otrzymamy odpowiednio takie wartosel
' i Yorsllay e Biwmimcsi s ’

noL WY

ie 7 - S = — ¥« s s+ =
x4 Zy T3

Wykre§lmy teraz (rys. 28)
punkty: W ”
Mzy, y); M2y, Y2); .

M xs, Ya); .- - - - M~ =

, witedy mamy 3 M
I o ST S et
6777 AN : E—;—x
.M“’P’” L Y 0 p’ pf/ Pw

S i
a zatem otrzymamy szereg trdj-
katéw: -
OM'P’, OM"P", OM"P",..... , ktore maja po dwa boki propor-
cjonalne, a katy miedzy niemi zawarte = 90°, a wiee beda to troj-
katy podobne, stad za§ wynikaé bedzie

X MOxz=< M'Oz= < B =, ;

to zaé dowodzi, 7e punkty M’, M”, M, ... .. leza na jednej prostej. 7

Rys. 28.
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A zatem rownanie Az 4+ By — 0 przedstawia prosty, prze-
chodzgca przez poczatek ukladu spélrzednych.

4) Jezeli bedzie 4 =0 i C = 0, wtedy mamy réwnanie

By = 0,
czyli y=0,
ktoére jest r6wnaniem osi odecietyech.
5) Jezeli B=0 i C =0, to otrzymamy
Az =0,
ezyli x=10
t. j. r6wnanie osi rzednych.
6) Niech nareszcie zaden ze spdlezynnikéw réwnania
Az + By + C=0
nie jest rowny zeru.

Obierzmy na linji, ktéra jest miejscem geometrycznem tego réw-
nania, trzy dowolne punkty: (zy, ¥); (%, %) i (25, y3). dJezeli te
punkty leza na poszukiwanej linji, to ich spélrzedne muszg zadoS§é-
ezynié jej réwnaniu, a wige, wstawiajae w réwnanie za z i y ko-
lejno x; i yy, 25 i yy, Oraz z; i y,, otrzymamy tozsamosei:

dxy + By, + C = 0,
Az, + By, + C = 0,
Azry + By, + C = 0.

Odejmujac teraz od 1-ej z tych tozsamosSci naprzéd 2-ga, a po-
tem 3-cig, mamy:

Ay — @5) + Bly; — ) = 0,
A(ry — ) + Blyy — y5) = 0,

ezyli A(xy — x5} = — B(yy — %)y
A{gy — z3) = — B(yy — y3)-
Stad przez podzielenie bedziemy mieli
‘ e Y
Xy — &y Yy —Yg'
a dalej
Zy(yy — Yg) — Ty — Yg) == @4(yy — ¥o) — Ta(Yy — Yo)s
ezyli 24(Ys — Yg) + 2o(ys — ¥y) + 23y — ¥2) = 0,

a to dowodzi, zZe obrane
{patrz § 6). d

Twierdzenie udowodnione; z niego widzimy, zZe istnieje jedyna
linja 1-go rzedu, mianowicie linja prosta.

§ 21. Zadanie 1. Wykresli¢é prosta, ktérej réwnanie
jest dane.

Poniewaz prosta jest w zupelnoSci wyznaczona przez dwa pun-
Xty, wiec dosé bedzie znaleZé dwie pary liczb rzeczywistych, zadosé-

trzy punkty leza na jednej prostej

L

czynigeych danemu réwnaniu i przez otrzymane w ten sposéb dwa
punkty poprowadzi¢ prosts. Najlatwiej bywa za takie punkty obraé
te, w ktorych prosta przecina sie z osiami spéirzednych, biorac
w rownaniu naprzéd y = 0, 2 potem z — 0.

Niech, np., trzeba bedzie wykreslié
prosts: 3 — 2y + 6 = 0; uklad osi z0y
{(rys. 29). :

Zakladajae w réwnaniu y = 0, otrzy-
mujemy: 3z = — 6; = — 2 (punkt A);
zzkiadajac £ =0, mamy: 2 = 6; y — 3
(punkt B); zgdang prosta jest AB.

§ 22. Zadanie 2. ZnaleZé r6wna-
nie prostej, ktéra przechodzi
przez punkt dany.

Dany jest punkt (;, 7). Réwnarnie
wszelkiej prostej, a wige i zadanej, moze-
my napisa¢ w postaei y=mzx 4+ b,
ale zZe punkt (z;, y;) ma lezeé na tej prostej, jego spdlrzedne po-
winny zadoSéezynié jej réwnaniu, czyli musi 1stn1ec tozsamosé

Yy = mz, + b.

Widzimy zatem, ze pomiedzy stalemi m i b, wyznaczajacemi
prosta, istnieja dwie zaleznoSei, z ktérych moZemy wyrugowad
jedng z tyeh stalych. Wyrugujmy b, cdejmujac od siebie napisane
rownosci, wtedy otrzymamy

/'o

Rys. 29.

Yi-yy=mw—a) .. (B

ito bedzie réwnanie zadane.

Widzimy, Ze otrzymane réwnanie zalezy od stalej m i dopéki m
nie jest dane, prosta nie bedzie wyznaczona, a zatem rownanie (3)
przedstawia wogéle pek linij prostych, przechodzacych przez punkt
dany, dla kazdej za$ poszezegilnej wartoSei na m otrzymamy
pewns prosta.

Jezeli postugiwaé sie ogélnem réwnaniem prostej

Az 4+ By 4+ C = 0,
to rozumu]qc jak poprzednio, napiszemy naprzéd tozsamosé
4z + By, 4+ C =0,
a nastepme przez odejmowanie, otrzymamy réwnanie Zgdane:
: d@ —2) + By —y)=0,.. - . . . ..(8)
zaleZne pozornie od dwéch stalych: 4 i B, wystarczy jednak po-
dzielié réwnanie przez jedns z nich (up. A), aby sie przekonaé, Ze

ono zalezy tylko od jednej stalej (g)

3

e T

\
gt
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§ 23. Zadanie 3. Znalez¢ r:wnznie prostej, ktéra
'zechodzi rzez dwa punkty dane. .
T Dane sg dw::) punkty: (z4, yy) 1 (.1-2: %;2), a w'iqc zia,dsufai 1:;:;3;;1
powinna byé jedyna. Réwnanie wszelkiej prostej, a wige 1 73 3
ma postac P |
Poniewaz za§ ta prosta ma przecl'lo_dzié przez punkty (o, Y4)
i (2, yp), Wige musza istnieé tozsamoscl:
3 Az + By, + C =0,
Az, + By, + C=0. s
Odejmujae teraz Odjog(')lnego rownania prosi.:e] t(-)zsamosc 1-sza,
a od tozsamofei 1-szej odejmujac’ 9-ga, otrzymujemy:
Az — ) + Bly —y) =10
A(zy— @) + Blys—y2) =0
Bly — y;) = — Az — 1),
B(yy;— ¥Ys) = — \A(xi — Zy).
Dzielae przez siebie te dwa réwnani_a, mamy

b e &

stad zad

Yy=lg &= Bh L 2

Oto jest zadane réwnanie, Napiszmy je w ipnej nieco pos aclf ;
uwidoezniajae spolezynnik katowy: g _
3 = @;_12 — L 0 RS C R (4} ’

il 2 i —a'z(x 1 _

§ 24. Zadanie 4. ZnaleZé punkt przecigecia sie dwéeh :

prostych.
Dane sg dwie proste
Az 4+ By + C=0,
A'z+ By+ C=0. : k!
Punkt przecigcia sig tych prostyech lezy jedn_oczesma m}’]e n?;_
z nieh i na drugiej, wigc jego spblrzedne powinny zadoséezy

0 jdzi TOZ-
obu danym réwnaniom, a zatem te spélrzedne odnajdziemy,

wigzujae réwnania wzgledem 2 i ¥.

Rugujac ¥, ot(l;.:‘yglinu—]ef;y}g)m e A
1"18“.13:0 ik m:.g — A'Bjy + (4C" — A'C)y=0.
ke A'C— AC
Y= AF— 4B

BC' —B'C

BC—BG. (5)
xr = AB’—A‘B,

widaé, Ze dane proste sy do siebie réwnolegle.

S el

Jezeli rownania prostych sq dane w postaci zwyklej:

y=ma + b,
y=ma} ¥,
to, rozwigzujge je wzgledem 2z i y, mamy
¥ —b b'm — bm’
=2 el <y ] p— = 4
T m—m Ra e v (5°)

Wniosek 1. Jeieli mianownik otrzymanych na = iy wartosei (5)

jest rowny zeru:

AB — AB—o,

a zaden z lieznikéw zerem nie jest, wtedy r = co i y = co i réw-

nania nie bedg mialy rézwiazafx wepolnych, a proste beds do siebie
rownolegle.

Wtedy mamy 4B — A'B = 0, ezyli
AT
=5 N h e A L

A zatem: jezeli dwie proste sg do siebie réwnole-

gle,to w ich réownaniach spélezynniki zmiennyech

i y s odpowiednio do siebie proporcjonalne

i nawzajem.

Np. z réwnan
bz — 16y —=4 1 22 — 5y — §

Jezeli réwnania prostych dane sg w postaeci zwyklej, to, jak wi-

dzimy z wartoSei (5’), warunkiem réwnoleglogei bedzie:

e Ol PO S S e S S S

. ezyli: jezeli dwie proste s3 do siebie réownolegle, to
spéfezynniki katowe ich r6wnai sg sobie réwne.

" Np. dwie proste: y =32+ 8 i y=—2382 — 5 sg do siebie row-

nolegle.

Wniosek 2. Jezeli w otrzymanych na z i y wartoseiach {5) mia- |

ownik i jeden z licznikéw _staje sig zerem: /

AR —— A'.B—_'- 0
BC — BC = 0,

o latwo sig przekonaé, ze wtedy i drugi lieznik bedzie réwny zeru.

Istotnie, z pierwszego warunku mamy

y ; e I
7 AB' = A’'B, eczyli =5
z drugiego
\ 4 ’ : : ‘B C f
BC' = B'C, ezyli =0
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%,:%, czyli A'C— AC =0,

o co wlasnie chodzilo.

stad

0

0 :
Wiedy otrzymujemy & = T iy=— o to znaczy, ze dane proste

do siebie przystaja, czyli tworzg jedna prosta: a zatem mozemy
powiedzied, ze jezeli W réwnaniach dwoch prostych
Ay B C

A TP .C
to dane rownania przedstawiaja jedng i te sama linje prost
wzajem.
§ 26. Zadanie 5. Znaleié kat miedzy dwiema prostemi.
Dane sa dwie proste (rys. 30): KL, ktéra z osig odeietych two-
rey kat o i K'I/, ktora z t3 osig tworzy kat o'; réwnania tych pro-
stych niech beda: -

a i na-

y = ma + b,
y =m'z + v,
gdzie m==lang o i m'=tang a’.

stemi moZna znaleZé z Za-
\ leznosei 7

’
ED-_—.'_(I-—'O'..

skad
tang o — tang o'

e /it'\” > tang @ = { Y tang o . tang a”
g 3 \ czyli
A i m—m’
langp =="F T e (7)
Rys. 30. 14 m.m

Wniosek. Jezeli w otrzy-

manej na tang ¢ wartodei (7) mianownik jest rowny zeru:
14 mm' =0,

b

ezyli
E m

Wi
to tang @ = oo, kat ¥ = 90° i proste sa do siebie prostopadle, a wige j

dwie proste sa do siebie prostopadle, jezeli spol-
jest)

ezynnik katowy W réownanin jednej proste]
réowny odwrotnoSei spélczynnika katowego
giej, z© znakiem‘zmienionym.
Np. dwie proste 1 :
A y=‘2$—-5iy:——%—.v+’3
s do siebie prostopadie.

m':—-——l-(S)

(4

Kat ¢ miedzy temi Dpro- |

Jezeli rownania dwoeh prostych sg dane w postaci ogdlnej:
Az 4+ By + C =0,
A’z + By + C =0,
to ich spolezynniki katowe mozna otrzymaé, napisawszy réwnania
w postaci:

A C
Yo" E B El
R :
o g Br s Bn
’ A’
wtedy M=~ m'= —
a wiee warnnkiem prostopadlosei danych prostyeh bedzie
A B
T jB' = + ;{})
czyli AA' 4+ BB =0.
Np. proste:

¢4 dy—156=0i 4f—3y +1=0
sa do siebie prostopadle, gdyZ 3.444.(—3)=0.

Jozeli w otrzymanej na tang ¢ wartosei (7) licznik m — m’ =0,
to wtedy ¢ = 0 i proste sg do siebie réwnolegle, wiee warunkiem
réwnoleglosei dwéch prostyech jest m = m’', o ezem wiemy jui z po-
przedniego zadania.

Uwaga. Jezeli sa dane dwie proste:
y = mz + b, z =k,
. to wzoru (7) na o-
¥, / . 4 bliczenie kata mig-
I dzy niemi zawar-

\ tego zastosowaé
wprost nie mozna,
ale wtedy z posta-
ei réwnania widzi-
~ / (A T . e :ny, ze 2-ga Prosta

| \ worzy z osia od-
eietych kat prosty,
a wiec kgt ¢ =
ez = 90° — a, jezeli
kat, utworzony z tg osig- przez pierwszg prosts, jest ostry (rys. 31);
jezeli zas kat a jest rozwarty, to otrzymamy ¢ = & — 909, co jest
widoezne z samego rysunku.

Rys. 31

s



e

Y el

§ 26. Zadanie 6. Znaleié¢ réwnanie prostej, ktdra
przechodzi przez punkt dany ijest réwnolegla do
prostej danej.

Dany jest punkt (z,, y,) i prosta

y = mz + b.
Zadang prosta wyznaczaja dwa warunki:
1) prosta ma przechodzié przez punkt (z,, v,), a zatem jej row-
nanie bedzie mialo postaé ;
i -yi == m’(a: T 'T1):
2) ma byé réwnolegla do prostej danej, wiec
: - m’ — m,
i rownaniem zadanej prostej bedzie
¥ U= m{e — 24).

W podobny sposéb znajdziemy réwnanie prostej, kitéra przecho-

dzi przez punkt (7, y;) i jest prostopadla do danej prostej:

1
y— 4 =— & — )

§ 27. Zadanie 7. Znalez¢ odlegloéé danego punktu
od prostej danej.
Dany jest (rys. 32) punkt M(z, y,) i prosta KL:

Az 4+ By 4+ C=10 St (1)
PoprowadZmy MA | KL i zadanie rozwigzemy, odnajdujac

odleglosé MA:

S=MA=V(,— P+ @ —v%H - - - - @
. gduie (zy, y;) sa spélrzedne pun-
7 & 77 S ktu M, a (z, y) spéirzedne punk-

tu A4, dotychczas nieznane.
Punkt A jest miejscem prze-
ciecia sig prostej KL, ktorej
réwnanie (1) jest dane, i prostej
M4, ktérej rownanie latwo o-
x trzymac, jako prostej, przecho-
X dzacej przez punkt Mz, yy)
i prostopadlej do KL.

Rys. 32. Napiszmy réownanie (1) w po-
staci:
# A c
S beat st

s los o ¥ e

A : : . :
spélezynnik katowy = — 5, 8 Wige spélezynnik katowy prostej MA
bedzie + g, a rownanie tej linji bedzie

B
y—y1=;4(x—m1) BRI e e P R
Rozwiazujac teraz réwnanie (1) i (3) wzgledem # i y, otrzymamy
spolrzedne punktu A.
7 réwnania (3) mamy
B
y=1y + Z(-" — &y),
wstawmy te warto§é w réwnanie (1):
B2
Az + By, + A—(.-vm.'rl) + =0,
ezyli A%z 4 ABy; + Bz — B%r; + AC = 0,
(42 4 B%z — B?x; — ABy, — AC,
B2z, — ABy, — AC
A2 B :
Znajdimy jeszeze (z — ), gdyz we wzorze (2) wystepuja réznice:
(g—a) i (7 — )

£ =

_ A(4zy + By + 0)
42 1 B .

Z réwnania (3) otrzymamy teraz

B(Az, 4+ By; + ©)

&-— .’!’1 2

i A2 + B2 )
; (dz; + By, + C)?
B o EhE liog I
a wiec B2 A2 f B .
ostateczﬁie 6= = v _tljyij_ < (4)
V42 4 B

Poniewaz & oznacza odleglo§é, wige z pomiedzy dwdéch znakoéw
przed pierwiastkiem naleiy wybraé taki, aby 9 bylo dodatnie.

Otrzymany wzér na 3 jest latwy do zapamigtania: licznikiem
jest lewa strona réwnania prostej, w ktérem za x iy wstawiono
spolrzedne danego punktu (zy, y4), 2 mianownikiem jest pierwiastek
kwadratowy z sumy kwadratéw spélezynnikéw obu zmiennych da-
nego rownania. :

§ 28. Rownanie normalne linji prostej. Dana jest prosta KL
(rys. 33) i uklad osi zOy. Ta prosta jest geometrycznie wyzna-
czona: 1) dlugosecia OC = p prostopadlej, spuszczonej z poezatku
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£ #

RN L

ukladu na KL, oraz 2) katem COz = B, ktory ta prostopadla tworzy
z dodatnim kierunkiem osi odeigtyeh. ZnajdZmy teraz rdwnanie
prostej KL w zaleznoSci od tych dwoch stalych.

Obierzmy na danej prostej dowolny punkt M{z, y); z podobiei-
stwa trojkatow MPA i OCA mamy:

ME Qg
PA c4A’
ezyli MP.CA= 0C.PA,
ale MP=y; 0C=p;
PA= 04— O0P= g =%
5 CA = OC . tang B=p . tang B,
=% ' 4 zatem
K
ry -tang g =p (m’: B x).
L T
cosB ~ cosB e
y sin f=p — x cos B,

ostatecznie xcos B+ ysin B—p=0.

Oto jest nmormalne rdéwnanie linji prostej, zwane takie réwna-
niem Hesse’go; kat 3 moze praybieraé wartosci od 0° do 3609 a od-
eingk p od 0 do co.

Jezeli dane proste sg do siebie réwnolegle, to ich réwnania nor-
maine beda sie réznily tylko diugoseia odeinka p, kat zag § zachowa
dla obu te sama wartosé, a wiec normalne réwnania dwoch prostyeh
réownolegtych beda mialy postaé:

2 cos B+ ysinp—p
zcos p 4+ ysin 3B—p

0,
0.

ol

§ 29. Sprowadzenie ogdlnego rownania prostej do postaci nor-
malnej. Jak sie niebawem przekonamy, normalne réwnanie prostsj
ma pewne waine zastosowanie, zachodzi wiec potrzeba przeksztai-
¢enia réwnania ogélnego na normalne.

Niech bedzie ogdlne réwnanie
Ar By Pl =07 .o e el
ktére pragniemy doprowadzié do postaci
ceos 8tysinPp—p=0 . ... . . . @

S R

Jezeli te dwa réwnania majg przedstawiaé te samg proste, to po-
winno byé (patrz § 24): :

con-fi - lame Pl g f
S T S ;
albo, oznaczajac warto§é kazdego z tych stosunkéw przez A:
cos B — AX
YR 7 R S SRR s
— p= Ck

Wtedy zamiast réwnania (2) mamy nastepujace:
Ax 4+ By 4+ C) =0, . \
ktére otrzymamy z réwnania ogdélnego (1), mnozgc je przez czynnik A.
Dla wyznaczenia tego czynnika, podnieSmy pierwsze dwie z réw-
nodei (3) do kwadratu i dodajmy je do siebie:
(42 4 B)A2 = cos® B + sin® B =1,
SRS
V4% + B2
i widzimy, Ze wartoSé czynnika A moze by¢ znaleziona dla wszel-
kich rzeczywistych wartofei 4 i B, :
Aby teraz wiedzieé, jaki znak polozyé przed pierwiastkiem kwa-
dratowym, posilkujemy si¢ ostatnig z réwnosei (3):

Ch= —p,
ktéra wskazuje, Zze A powinno mieé znak przeciwny, niz C, gdyz—p
jest zawsze liczba ujemna.
A zatem, aby ogé6lne rownanie -prostej
‘ Az + By+ C=0
doprowadzié do postaci normalnej, nalezy je pomnoiyé przez

X 1
C e o
VA2 | B2

i otrzymamy rdéwnanie normalne
Az 4+ By + C
vaz+ B
Jezeli réownanie linji prostej ma postaé zwykla
¥ y = m + b!

to napisawszy je w postaci
—mz +y—b=0,

widzimy, zée A=—m; B=1; A= -—71' :
e Vi m?
i rownanie normalne bedzie
y — mae—Db
V14 m2
J, ZYDLER. — ZARYS GEOMETRJI ANALITYCZNET. 3
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Przyklad 1. Réwnanie
8z —4y —10=10

doprowadzié do postaci normalnej.

W danym razie:

A=38 B=—4; = — 10;
1
}»: e — 1,

wiec normalne réwnanie bedzie
3e — 4y —2=0.
O kierunku prostej mozna nabraé pojecia stad, Ze bedzie
cos B= 4 3:8in f=—14,
wiee kat B bedzie nalezal do 4-ej éwiartki.
Przyklad 2. Doprowadzié do postaci normalnej réwnanie
52 — 12y + 65 = 0.

W danym razie

A—=5 B=—12 C=+ 65
1
== 1
ErE "

i réwnanie bedzie
j — 52+ 15y — 5=0.
Prostopadla p bedzie polozona w 2-¢j ¢wiartce.
<> § 30 Odlegtos¢ punktu od prostej. Powréémy jeszeze raz do
“ adania o odleglosci punktu M(zs, ¥y) (rys. 34) od proste] KL, kto-
rej réwnanie niech bedzie teraz dane w postaci normalnej: ]
zcos B+ ysinf—p=0

gdzie p = O0C, ' B = < COx. : :
Aby rozwiazad zada-

14’\. \’ = nie, poprowadZmy przez

e punkt M prosta '
B o - KL | KL;

N SR pnormalne réwnanie tej

prostej, jako réwnole-

o glej do KL, bedzie:

: L

gdzie p' = 0C", a kat ﬁ‘
pozostaje bez zmiany.

Z rysunku mamy
0c’' = 0C 4 CC,

R§s. 34.

czyli p=p+0
a wiee rownanie proste] K'L' bedzie
x cos B4y sin.3 —(p + 8) =0.

N z cos B+ o sin B—p'=0,

Poniewaz punkt M(z,, y;) lezy na K'L', wiee musi istnieé toz-
zy cos f 7y sin f—p—3=0, '
stad 0=ay cos B+ y; sin B — p.

Jezeli punkt M(z;, y,) lezZy z tej samej strony prostej KL, co
poczatek ukladu (rys. 35), to w réwnaniu prostej KL beézie
p =p — 0 i na odleglosé & o- '
trzymamy Wzor
= — (ry cos B + y; sin B—p).

A wiee wogdle
8 = == (rq cos B + y; sin B—p).

Stad widzimy, ze odleglosé
punktu od prostej row-
na sie lewej stronie row-
nania mnormalnego tej

samosé

O

prostej, w ktorem za ziy g ey ad }
s ~,

sg wstawione spélrzedne X

danego punktu. Rys. 35.

Jezeli teraz dany jest punkt (z;, y,) i prosta
Ax 4 By + C=0,
to, pragngc znalezé odleglvSé 3, doprowadZmy naprzéd réwnanie
do postaci normalne;j:
oY Az + By+C
| V2L B
i wtedy zadana odlegloSé bedzie
O e i)
}/ A2 B2
‘ .Znak prztd ulamkiem bedzie zalezal, jak widzieliSmy, od polo-
mela danego punktu. Taki sam rezultag otrzymaiiémy przedtem
(§ 27) sposobem wiecej zawilym.
Przyklad 1. Znalezé odleglo§é punktu (2, 7) od prostej
3z + 4y — 14 = 0.
DoprowadZzmy naprzdéd réwnanie do postaci normalnej:

A=+ =4
dot 4y — ¥ =0.
Wstawiajge teraz x = 2, y = 7, mamy
S==56 4 28 — 14 —20 — 4 4
Znak + przed 4 wskazuje, Ze punkt dany i poczgtek ukladu

0

4=3;, B=4 C

V25

spélrzednych leza z réznych stron prostej. - -
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Przyklad 2. Znalezé odleglosé punktu (3, 3) od prostej
152 — 8y + 13 = 0.

T e RN O e T
: : v/ 289
Réwnanie normalne bedzie
—Hz 4+ EFy—1H=0,
Haqe f=+H—H=—dt=—2

A zatem #adana odleglosé = 2, zas znak — wskazuje, ze punkt
dany i poczatek ukladu spolrzednych leia z tej samej strony danej
prostej.

§ 31. Rownanie dwusiecznej kata. Niech beda réwnania ramion
danego kata:

Az + By + C =0,
Az + By + C' =0,
odniesione do ukladu spélrzednych zOy.

Jezeli pewien punkt (zy, y;) lezy na dwusiecznej kata, to jego’
odleglodci od obu ramion powinny byé sobie réwne, znajdZzmy wiec
te odleglodci i przyréownajmy je do siebie.

Odleglogé 8, punktu (z;, 7;) od 1-go ramienia kata obliczymy, |

doprowadziwszy réwnanie do postaci nermalnej i wstawiwszy
z=ay 1 y=1y;:
g g Azy + By + C’
: l/ A2 3 B2
tak samo odleglosé 8Ltego punktu od 2-go ramienia kata bedzie
A’x’l‘l —|’— B’yl + C’ v

T

¢ A2 1 B2 -

By —

a zatem
Az + By; 4+ C A'zy + B'yy + C'.
TyfrE T /@ EB
Podobna zaleznoié bedzie istniala dla jakiegokolwiek innego
punktu, poloZzonego na dwusiecznej, a zatem réwnanie dwusiecznej,
jako miejsca geometrycznego takich punktéw, bedzie

Az + By+ C Az 4 By + €
s e ol e e e e — . . B . (1)
VA&+ B y4” + B?

Réwnaniu (1) mozna nadaé postaé znacznie prostsza (‘sym.bo-
liezna), jezeli si¢ uméwimy rdéwnanie ogélne linji proste] pl?&é
w skréconej postaci: P=0, gdzie P= Az + By 4 0, ato sAmo réw-
nanie, doprowadzone do postaci normalnej, pisa¢ w skréceniu: N=0.

A zatem, jezeli ogélne réwnania ramion kata sg:
=01 P
a ich réwnania normalne:
NVsE—s0iG INE ==}
to rownanie dwusiecznej danego kata bedzie
“1::#:;\)'2, albo I\E?l\-’;:o e N e (2)
Co do podwdéjnego znaku w réwnaniu (1) lub (2), nalezy pamie-
ta¢ uwage zrobiong poprzednio przy obliczaniu odleglosci 8. W za-
stosowaniu do obecnego zagadnienia, mozna bedzie powiedzieé,
co nastepuje: y
1) Jezeli poezatek ukladu spdlrzednych lezy wewnatrz danego
kata (lub kata wierzcholkiem przeciwleglego), to rdéwnanie dwu-
siecznej ma postaé
Ny = + N,,
dlatego, ze obie odlegloSei od ramion kata beda dodatnie (lub
obie ujemne).
. 2) Jezeli poezatek ukladu spéirzednych lezy wewnatrz kata przy-
leglego do danego, to réwnanie dwusiecznej bedzie
: Ny = — N,
dlatego, Ze jedna z odlegloSci bedzie dodatnia, a druga ujemna.
3) Z poprzednjego wynika, ze jakkolwiek jest polozony poeczatek
ukladu spéirzednych, jezeli réwnanie dwusiecznej danego kata jest

iVl == + N2,
to réwnanie dwusieeznej kata przyleglego bedzie
N, = — N,.

§ 32. Trzy proste, przecinajace si¢ w jednym punkcie. Dane sa
dwie proste: _ - _ :
D By + Cps0, U4X +1BY+0=9
A.‘E‘qu- B,Ey ;P C,ﬂ'! =8y 4 K+ "}‘ o 4 wit 2
znajdZmy réwnanie 3-ej prostej, ktéraby przechodzila przez punkt
przeciecia sie dwéch danych, :
Jezeli tym punktem jest (z,, y,), to jego spélrzedne musza za-
do&éezyni¢ obu réwnaniom danym, czyli tréjmiany Az + By 4+ C
i A2+ B'y4-C' przy 2=wa, i y=y, powinny staé si¢ réwnemi zeru.
Jezeli wige przez ten sam punkt (z,, y,) ma przechodzié i trzecia
prosta, to lewa strona jej réwnania powinna sig¢ stawaé zerem przy
z=uay i Yy =1y, a zatem rdéwnanie 3-ej prostej mozna napisaé
w postaci: MdAz + By + C) + N(d'z + By + C')=0,
gdzie A i ' sg liczbami dowolnemi.
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To samo mozna wyrazié krdcej, jezeli uzyjemy symbolicznego -

oznaczenia rownan: niech beda dane dwie proste
Fi=01F=0

wtedy wszelka prosta, ktéra przechodzi przez punkt przecigcia sig

dwéeh danych, bedzie miala réwnanie:

¥ ey R S eI e

gdzie X, i k, sa liczbami dowclnemi.
' Z : A

W, rzeczywistoSei jeden tylko ezynnik bedzie dowolny (3),
o czem latwo sie przekonaé, dzielae réwnanie (1) przez jeden
z nich, np. 2.

Stad wynika, nawzajem, twierdzenie nastepujace:

Jezeli dla rownan trzech prostych

P, =0 L= P3:0
istniejag takie czynniki A iA,, Ze
Py = Ppy + P, Y,

-

to trzy dane proste przecinajg siq w jednym punkeie. °

Twierdzenie jest oczywiste na zasadzie poprzedniego rozumowania.
Azeby np. przekonaé sig, Ze trzy proste.
8¢ — 5y +2=0,
2% 4+ y—3=0,
z+ Ty —8=0,
przecinaja sie w-jednym punkcie, pomndézmy 1-sze réwnanie przez
‘A = — 1, drugie przez A, = 2 i dodajmy je do siebie, otrzymamy
x4+ Ty —8=0, :
czyli réwnanie 3-cie, a zatem, na mocy poprzedniego twierdzenia,
utrzymujemy, ze trzy dane proste przecinaja si¢ w jednym punkeie.

§ 33. Zastosowanie twierdzenia o trzech prostych, przecinaja-
cych sig w jednym punkcie.
otrzymanego twierdzenia, mozna latwo dowiesé mniektérych twier-
dzei geometryeznych. :

1) Wszystkie trzy dwusieczne katéw wewnetrznych
tréjkata przecinajg sie w jednym punkeie.

Obierzmy poczatek ukladu spélrzednych gdziekolwiek wewnatrz
trojkata; réwnania bokdéw, doprowadzone do postaci normalnej,
niech beda: Nie==0, 1 Ny==0,- N3 =4,
wtedy rownania dwusiecznych beda:

N,—-N,=0; N,—N;,=0; N,— N;=0.

1) Cazytaj: P, jest toi samosciowo (lub identyeznie) réwne i t. d.

Zobaczymy teraz, jak na zasadzie =

Pl g e

Jezeli teraz pierwsze dwa rdéwnania dodamy do siebie (A, = 1;
), = 1), to otrzymamy N, — N, =0,
czyli 3-cie réwnanie, a to dowodz1 twierdzenia.

2) Dwusieczna jednego z katow Weantrznych
tr6jkata i dwusieczne dwéch katow zewnetrznyech,
do pierwszego nieprzyleglych, przecinajg sie w je-
dnym punkeie,.

Obierzmy poczatek ukladu spélrzednych, jak poprzednm. nor-

malne rdwnania bokéw niech beds:
Ny=0, Ny=0, N;=0,
wtedy réwnania dwusiecznych (jedna kata wewnetrznego i dwie
katéw zewnetrznych) beda:
Ny —Ny=0; Ny N;=0; N,+ N;=0.

Wystarezy znowu dodaé-do siebie pierwsze dwa rdéwnania, aby
otrzymaé trzecie, a to dowodzi twierdzenia.,

-3) Srodkowe wszystkich trzecl?<bok0w tréjkata
przecinaja sie w jednym punkecie.
Dany jest tréjkat ABC (rys. 36).
Dla ulatwienia, za poczatek ukladu A
spblrzednych obierzmy wierzcho-
lek Ay za o8 odecietych kierunek &
boku AB; spélrzedne wierzchol-
kéw trojkata niech beda: L K
A(0, 0); Bz, 0); Oz, ys). \

ZnajdZmy teraz réwnania wszyst- 4 M i
kich trzech Srodkowyech.

Réwnanie Srodkowej AK, jako
prostej, przechodzacej przez po-
czatek ukladw i przez punkt K, ktérego spélrzedne sa:

Rys. 36.

SR i 1 _ 049 _ 3y
2 2 =
bedzi Y
edzie = S S
T e w7 [ ¢
czyli kZy E agr— e =0 2t e e L (AR

Srodkowa BL przechodzi przez dwa punkty, ktérych spolrz@dne s4:

B(2y, 0); L3y, 470),
a wiee jej rownanie bedzw \ D
1y, — : 4
%‘2‘2 R xi ( 1) iy

 ezyli (g — 22y — o F 29 =0. _. . . . . (2) :




przechodzacej, przez dwa punkty:

Réwnanie §rodkowej CM znajdziemy, jako réwnanie prostej,

Clrgy Yok M(3xy, 0),
a zatem bedzie
Sk o Yo — 0 LA
Y — Yy = ———a'2 T T i (z—a3),
czyli (225 — @)y — 27595 + 23y = 2T — 275y
(22, — @)y — 2o + 2y =0 . . . . . (3)

Jezeli znowu dodamy do siebie'réwnania (1) i (2), to otrzymamy (2),
a to dowodzi twierdzenia.

§ 34. Rownanie biegunowe linji prostej. Dana jest prosta KL

: (rys. 37), biegun 0, o§ biegunowa

Oz. Prosta bedzie wyznaczona diu-

gofcia p prostopadlej OA4, spusz-

czonej z bieguna na prosta i ka-|

tem A0z =@, ktoéry tworzy ta;
prostopadia z osig biegunowa.

Obierzmy na danej prostej do-

>z  wolny punkt M, ktérego spéirzedne

Ry 2 biegunowe sa: promieii wddzacy
Rys. 37. OM = p i anomalja MOz = w;
- z A OAM otrzymujemy
04
T oo (p—a)
czyli P Ea(_nppj?)'

to jest réwnanie biegunowe linji proste].

§35. Zadania.

(1—2). Znalezé rownanie prostej, ktéra z osig odcigtych tworzy kat—a,
a na osi rzednych odmierza odcinek = b:

1. ai—45% — e 2 a2l b — %

(8 — 8). Wykreslié prosta, ktérej rownanie jest dane;

8. y—=az—5. 6. y==2.

4. y= 2z — 3, 7. y= 3 8
5. y=—2z 1} 5. 8. y=i=

LT

(9—16). Wykresli¢ nastgpujgce proste:
9. x—>5. ‘ 13. 4z — 3y + 24 = 0.
10. y = — 4. 14. 2z } 5y — 10 = 0.
11. z=—3. PR I
15- T+ 5 1.

12 2—y=2. o et B

Y 16 5 S 1.
(17 — 20). Nastgpujgce réwnania linji prostej doprowadzié do postaci

zwyklej: i

17. 8z — 4y = 12, 19. 32+ 4y + 11 =0,
18 5.21—-—‘3{——-3:0. $ 20. 493—7‘5/—18:0.

(21 — 26). Znalezé kat, ktéry tworza z osia odeigtych nastepujace proste:

2. y=u=. 24. =z 2y —24=0.

22. y=—=x+5. 25. 8z 4 1lby — 21 = 0.

23. 23 —y-—4=0. 26. 3z — by 4 8 = 0.

(27 — 30).' Znalezé odcinki, odmierzane na osiach spélrzednych przez

prosta, ktérej rownanie jest dane:
3 g
27. 3 i 1. 29.
28. 3a 1 4y = 12. 30..
31. Etéry z punktéw:

(11__" 1)} (_ 2, 3); ('— 1, — 2)

3z — 2y — 10 = 0.
2z + By + 20 = 0.

lezy na proste;j:
2 —3y—4=0? br dy=1? 8z — 9y 4 43 =07

(32 — 37).
punkty dane:

32. (5, 3) i (7, 4).*

Znalezé réwnanie prostej, ktéra przechodszi przez dwa

35. (0, 0) i (8, 3).

33, (—2,8) i (—5, 5 86. (0, 2) i (—3 —3).

34. (7, 0) i (2, — 3). 800 (5 -l

(38 — 41). Znaleié réwnania srodkowych tréjkata, ktérego spoélrzgdne
wigrzcholkéw s3 dane: y

38-. _(_ 3, 2)5 (5: 0)3 (— 4, — 3)'

% (— 5, 3); (2, 1); (1,— 3).

40. (2, 4); (2, —3) (—5, —3). ;

4. (— 3, 4); (—4, —4); (2,—2)

(42 — 45). Znalezé p'uﬁkt, w ktérym przecinajg sig proste.
42. 3z 4 5y —28 =0; 1lz 4 3y} 20= 0,

4. z+y—1=0;, 20—y -+ 4=0.

45, 5z + 3y — 11 = 0; 4r — By + 6 = 0.

{ v P
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65. (— 1, —2); 2z— 3y =0.

66. (a, 20); (a+ b)z+ (a2 — by —c=0.

67. Dowiesé, ze lgcznica dwéch bokéw trojkata jest réwnolegla do trze-

(46 — 49). Znalezé spolrzgdne wierzeholkéw trojkata, ktérego réwnania

bokéw sg dane:

46. 22—y —1=020, 47. =—y+ 4 =§ (E.. . ciego bokm i réwna jego polowie.
ea—y -+ 6=0, ?'T’ = gy =<] 13 = 0’ (68 — 71). Znalezé réwnania wszystkich trzech wysokosei trojkata, kto-
3z —2y+ 1=0. o Rk et rego spolrzgdne wierzcholkéw s3 dane:
3 e 68 (21 1); (3) — 2); (_ 4! == 1).
48 z+2y—5=0 49. ;‘_“Ffiy _|_3'11 s 69 (= 16, 19); (8, 1); (— 12, 22).
0 — 2y + 11 =0, 9 - iy 4+ 1=0. 70. (—. 3, 2y @ —%)s @& — 3)
30 — 2y + 11 =0. ; . (= 485 G — B (=5 D

50. Znalei¢ odleglosé poczatkn ukladu spélrzednych od punktu przecigeia -

E 72. Biorac liczby z poprzednich zadad (68—71), znaleZé rownania pro-
sig prostych:

stopadlych, wystawionyeh ze $rodkéw bokéw trojkata.

o4y +4=0 2y— 3¢ — 34 = 0. 73, Dowiesé, ze przekatne rombu sa do siebie prostopadle.

2 —y+ 4=0 przecinaja sig (74 — 81). Doprowadzié¢ do postaci normalnej nastgpujgce rownania:

5. Dwie proste: 2 +y —1 =20 2

wwmmAJMMWMmM—9=°i%+3—m=”wwﬂmﬁ, 74. 4z 4 3y — 12=0, 78. 3z — 4y + 5 =0.
_ Znale#é dlugosé odcinka ADB. 75. 12z + 5y — 65. 79. %—y—1=0
5 : s . dwiema prostemi: 76. 15z 4 8y 4 51 = 0. 80; 2z — 5y + 10=0.
(32 — 55). Znalesé kat migdzy dwiems P 77. 5z — 12y + 26 = 0. 81. 32— 2 + 1=0.

52. z—2y+4=0; 34y —9=0.

53. 3z — 2y +6=0; 3z — 4y = 0.

4. 6z + Ty = 4; 517—-6y—}—-2:0.

55. 3z —y— T=20; 52 —y + 8=0.

ktérego réwnania bokéwsa dane:

(82 — 89). Znaleié odleglosé danego punktu od prostej danej:

82. (4, 1); 3z — 4y 4+ 12 =0.
83. (2, 8); 5z — 12y 4 60 =0.
84. (0, 61); 12y = 5z.

3 (56 — 57). Obliczyé katy trojkata, 85. (5,8); o— 2 + 4 =0,

L , e BT 3a iy =21, 86. (—3, —1); z— Ty —10=0,
00 i”f;yis : 7z — 24y = 33, 87. (5, 8); 1lz — 2y — 22.
< g T 5—o. 5y — 192 = 25. 88. (— 4, — 6); Ta 4 24y 4 84 —0.

89. (—2 —1); 8z—2y+1=0.

(90 — 93). Znale#é odlegloé¢ migdzy dwiema réwnoleglemi prostemi:

90. 6z 4 8y — 11 =10; 3z 4 4y — 201 = 0.

91. 724 24y + 10 =10; Tz 4 24y —35 = 0.

92. 3z + 2y — 5 =20; 6x + 4y + 7= 0.

93. 5z 12y — 65 =0; 15z -+ 36y 4 26 = 0. ,

(94 — 97). Obliczyé wysokosci tréjkata, ktérego spélrzgdne wierzchol-
kéw sa dane: :

94. (12, 8); (— 18, — 8); (3, 20).

95. (11, 4); (— 4, —4); (17,— 4).

96. (8, 12); (2, 20); (— 13, — 16).

97. (— 6, 18); (9, — 18); (15, — 10).

98. Przez punkt przecigeia sig prostych:

42 + Ty —15—=10; 9r — 149 — 4 =0

poprowadzié prostg: -

58. Rozpoznaé, ktére z dwéch - danych prostych sg do siebie réwnolegle:l‘

1 A _— )
a) y=2x— 9 y =2z + &
by 3z 4 4y —3=0; 6z 4 8y + 3 =0
& 12z — 9y 4 1=10; 4dz—3y-+ 10 =-0.
d) 2z —5y —3=0; 4r 4+ 10y + 15 =0. : .
59. Rozpoznaé, czy sg do siebie prostopadle dwie proste, ktérych réw- |
nania sa dane:
: 2 e
a) y=—3r+ 5 y =2z <
) z+3y+4+6=0; 3x —y +1=0. .
c) 2z 4+ b5y — 5 =0; 5x—-—2y—_-4=0. ) f‘.}
d) 4m—.3_q—2:0;__3m—4y—|—1:0. y
ktéra przechodzi przez punks

__ G6). Znalezé réwnanie prostej,
i s 5 Gy prostopadla:

dany i jest do danej prostej: a) réwnolegla,

w60. (5, 6);_ Tz + 4y — 12 = 0.

BE (4, —3) 9z Wy =0

B2 s — 2%y —8em B

63. (0, —8); 2¢—58y+15=0.
64. (3,5); T+ 1ly+4=0

a) roéwnolegle do osi odeigtych,
b) réwnolegle do osi rzgdaych,




b | el

2 Y e

¢) réwnolegle do prostej: 22 — 3y — 9 = 0,
d) prostopadle do pierwszej z danych prostych.

(99 — 102). Znaleié réwnania wysokodci tréjkata, ktérego réwnani
bokéw sa dane:
99, 3z} 4y =0, 100. 4z — 3y — 12 =0,
T = 4z 4 3y +6 = 0,
Tx — 24y = 25, 3r 4 4y + 1 = 0.
101. 3z + 4y = 0, 102. ‘4z — 3y — 30,
z2—1=0, dr 4 3y = 10,

Ta — 24y 4 25 = 0. 122 + 5y = 6.

108. Przez punkt (5, 1) poprowadzié prosta, ktéra lgeznic unkto
p pop prosta, e p ‘

(2, 7), i (4, — 8) dazieli na polowy.

104. Znale#é réwnanie prostej, jezeli odecinki przez nig odmierzane n
osiach spolrzednych sy w stosunku 2 : 3, a pole utworzonego tréjkata pro
stokgtnego — 12,

(105—107). Pomigdzy dwiema przecinajgcemi sig prostemi lezy punkt
% ktérego wyprowadzono prostopadle do tych prostych; obliczyé pole utwo
rzonego czworokata:

105. 2 — 2 —1=0; 3z —y+ 7=0; A2, 3).
106. 3z — 2y —1=0; y 4 5=0; A4, 1).
107. ~ 4+ 5y + 24 =0; 3z 4 2y 4+ 20 =0; A(3, ).

(108 — 111), Znalezé réwnanie dwusiecznej kata, kidrego réwnani
ramicn sg dane:
108. 4z } 3y — 12 =0. 109. 15z 4 8y = 0,
122 — 5y + 60 = 0. 3z — 4y + 24 = 0.
110. 3z — 4y — 12 =0, 111. 2y + 11y — 22=0,
32 4 4y — 24 = 0. o0 — y 4 4= 0.

(112 — 114). Znalezé réwnania dwusiecznych katéw trojkata, ktoreg
réwnania bokéw sy dane:
112, 4z -+ 3y + 6 =0, 113. 42 — 3y + 48 =0,
4-1?—3y—-—-12=0, 4E+3y—72=0,
3z 4 4y + 1=0. 8z — 15y 4 94 = 0.

114 3z 4 4y + 17=0,
152 4 8y — 83 =0,
3r — 4y + 73 = 0.
(115 — 116). Dowiesé, ze trzy dane proste przecinaja sig w jedny
punkcie:
115. bz — 4y —8 =10, 116. 2z } 8y — 15 =0,
3z 4 6y — 10 =0, 5y —y—3=0,
9r — 24y — 4 = 0. 11z — 19y + 21 = 0.

-

117. Majgc spélrzedne wierzcholkéw tréjkata:
(— = 1)5 ("_ 2, — 9); (9, 10),.

dowiesé, ze wszystkie trzy wysokodei przecinaja sig w jednym punkcie.

¢ —

118. Majac spolrzedne wierzcholkéw tréjkata:
(21 11)5 (151 3)7 (71 T 8),
dowiesé, ze wszystkie trzy Srodkowe przecinaja sig w jednym punkecie.
119. Majac dane spélrzgdne wierzcholkéw tréjkata:
(— &7 1 = 23— 9)) . (9,"10),
dowiesé, ze wszystkie trzy prostopadle, wystawione ze srodkéw bokéw, prze-
cinaja sig w jednym punkeie.
120. Majac dane réwnania bokéw tréjkata:
3z + 4y + 17 =0,
15z 4+ 8y — 83 = 0,
3z — 4y + 73 =0,
dowieéé, ze dwusieczne wszystkich trzech katéw przecinajg sie w jednym
Punkcie. :

ROZDZIAL IV.
Kotlo.

§ 36. Rownanie kola. Kolo jest geometryeznie wyznaczone,
jezeli sg dane spélrzedne jego Srodka (¢, b) oraz promien r.

W dowolnym ukladzie spéirzednyeh réwnanie kola, jak juz wi-
dzielismy (patrz § 15), jest

: (z—af + (y — b2 =12
Jezeli Srodek kola lezZy na osi odcietyeh, to réwnanie ma postaé
(& —a)® + P2 =17
jezeli za§ &rodek lezy na osi rzednych, to bedzie
.’52—|— (y'"_b)2=T21
jezeli nareszeie za poezatek ukladu wzigé Srodek kola, to réwnanie
ma postaé najprostsza:
" S, B

§ 37. Roztrzasanie réwnania kola. Jakkolwiek linja kolowa jest
juz znana z geometrji elementarnej, to jednak wykazZmy niektére
je] wlasnoSei na zasadzie réwnania, aby sie zapoznaé z metoda roz-
trzasania, ktorg nadal stosowaé nam wypadnie.

Dla ulatwienia zadania, weimy réwnanie kola w postaci 'naj-
prostszej:

e 3/2 =y

kiedy za poczatek ukladu wzigty jest Srodek kola.
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1) Z réwnania mamy
y—=+ yE_2&,
R =
A wiec kaidej wartoSei na x odpowiadajg po dwie wartoSei nay
liczebnie réwne, ale rézne co do znaku, a zatem okrag kola jes
linja symetryczna wzgledem osi Oz, przechodzacej przez srode
kola, to znaczy, Ze jezeli zgiaé rysunek wzdluZz tej prostej, to obie
czesci okregu do siebie przystana. W podobny sposéb przekonam
sie, ze okrgg jest réwniez symetryczny wzgledem osi Oy (i wogdl
wzgledem wszelkiej prostej, przechodzacej przez Srodek kola).
2) Widzimy dalej, Ze graniczna wartodcia na z jest 4 r (wtedy
y = 0) i graniczng wartoScia na y jest réwniez -4 » (wtedy z — 0)
a dla wszelkich wartoSei # > 7, y staje sie urojonem, podobniez
staje sie urojonem dla y >». A zatem okrag kola jest linjg
skoficzona.
3) Jezeli rownanie napiszemy w postaci
z? 4 y2 — = 0,
to wstawiajae za « iy spolrzedne jakiegokolwiek punktu, polozoneg
na okregu, otrzymamy toZsamosé; jezeli zas wstawimy spélrzedne
punktu, poloZonego zewnatrz kola, to bedzie: |
ale o ki
a dla punktu, polozonego wewngtrz kola, bedzie

22 4+ 2 — 22 0, :
dlatego ze 2 jest kwadratem odleglosei punktu okregu od $rodka,
odlegloi¢é za$S punktu zewnetrznego bedzie wieksza, a wewnetrznego
mniejsza od promienia .

§ 38. Kolo i linja prosta. Niech bedzie réwnanie kola w pos
staci najprostsze]j

a2 gPas vl e SRS

i roOwnanie prostej w postaci normalnej

. zcos Bt+ysnB—p=0, . . . . . . (2
gdzie p, jak wiadomo, oznacza odleglo§é prostej od poczatku ukla-
du spdéirzednych.

ZnajdZmy punkty, w.ktérych prosta przecina sie z okregiem,

rozwiazujac rownania (1) i (2) wzgledem « i .
Wartos¢é y z réwnania (2):
p—xcos
sin B

y:

jezeli OC = .

ML e =)

wstawmy W réwnanie (1):
2% sin® B+ p® — 2p x cos B + 2% cos® B =92 sin? B,
czyli ;
@ —2pxcs B+ (PP—r2an?B)=0. . . . (3
OtrzymaliSmy réownanie kwadratowe wzgledem z i rzeezywistosé
jego pierwiastkéw bedzie zalezala od znaku nastepujacego wyrazenia:
p? cos® B —p? 4 12 sin® B= (12 — p?) . sin? B,
a wiec od znaku (r2 — p2).

A zatem: 1) prosta przecina si¢ z okregiem w dwéch rZeczywi-
stych i réznych punktach, jezeli p < r, ezyli jezeli jej cdleglosé od
srodka kola jest mniejsza od promienia;

2) ma jeden punkt wspélny z okregiem kola, jezeli p — r, wiec
jezeli jej odlegloS¢é od Srodka kola réwna si¢ promieniowi, i

3) nie przecina okregu, jezeli jej odleglo§é od Srodka kola jest
wieksza od promienia.

Z rdéwnania (3) mamy jeszecze:

a wiee r = g =P .08 B
bedzie odeiety Srodka cigeiwy, ktérg kolo odeina od prostej danej,
a rzedna bedzie

¥+ Yo
2

)= =p . sn §

3 (zﬁaiduje sig z réwnania (2), wstawiajaec warto§é na z).

Przez podzielenie mamy
Yy ==z . tang B. _
Stad widzimy, ze Srodek cigeciwy lezy na prostopadlej,
spuszczonej na nig ze Srodka kola.
Poniewaz dla cigeiw réwnoleglych kat B pozostaje bez zmiany,

wige stad wynika takze, ze Srodki cigeiw réwnoleglych

leza na prostopadlej, spusz- ¥

czonej na niezesSrodka kola. 4

§ 39. Dwa kola. Dane sg dwa
kola (rys. 38) o promieniach » i ',
przytem niech bedzie » > .-

Za poezatek ukladu spélrze-
dnych obierzmy &rodek pierwszego
kola, za 0§ odeigtych linjg Srodkéw,

wtedy rownania tych ko6l beda: Rys. 38. :
2=, ., . . . i
(=g Fgfas #2000 e Gy




ZnajdZmy wspdlne punkty okregéw tych kol rozw1qzu1ac ich
rownania wzgledem « i y. 1
Odejmujae je od siebie, otrzymamy
22 — (& — ¢t =12 — 72
Doy gt iR
2 92— g2

g o e R e REY L e SR

tad
o 2c

Wstawmy te warto§é na 2 w rownanie (1):

2 L
(e %) 4y =12,

4¢2
stad
D= 0 (42— 4P — (P42 —r2P
y i, g 4.C2 e 462 3 — =
LU plne i ), i R v s i
4c? =
1 ’ 15 g L
et E[(c + 1‘)2 = 1‘2] : [.1.2 Ce (C 5! 1‘)2], |
stad 1

1
y==% ANt +Ne+r—rICHr =" +r—9 ..

Z otrzymanych wartoSei na @ i y widzimy, Ze jezeli wspdlne

punkty danych okregdéw- istniejs, to jest ich dwa, oraz ze beda

lezaly w réwnych odlegloSciach od linij Srodkéw kél.

Aby jednak te punkty istnialy, musi iloczyn pod pierwiastkiem

w wyrazeniu (4) byé dodatnim. Od ezegdi to bedzie zalezalo?
Pierwszy z-czynnikéw jest niewatpliwie dodatni, drugi jest
réwniez dodatni na mocy zalozenia » > 7,
na znaku ostatnich dwéeh ezynnikéw. A mianowicie:
1) Jezeli
e+ —r>0ir+r—c>0
ezyli ¢ v ¥ e it 7,
to okregi przecinajg sie z soba.
To samo powinno byé, jezeli
- etV —rL 0irt+r—c<L0,
ale wtedy byloby |
el r—2die>rpr,

¢o jest niedorzecznoscia, bo ¢, r i 7' sg lieczbami dodatniemi.

rzecz wiec polegaé bedzla_‘

A

2) Jezeli c+r —r=0, eczylic=r— »,
albo jezell r'+r —e=0, eczyli e=7r 4 #,
to okregi maja tylko ]eden punkt Wspolny, t. . sg do siebie
styczne.
3) Jezeli nareszcie
et —rl0ir4+r—c>0,
skad ool e
(Oczywiécie, bedzie takze ¢ < r-4 '), albo jezeli
e —r>0ir4+r—c<9,
skad c>r 4

s ® - = 7 - -
(oczywiScie takze ¢ > r — /), to na y otrzymamy wartofci urojone,

a wiec okregi nie majg punktéw wspélnyeh.
OtrzymaliSmy twierdzenia, znane juz z planimetrji.

§ 40. Okreslenia. Podamy tu pewne okreslenia, z ktorych
czesé, zwlaszeza dotyczgea kola, jest juz znana z geometrji elemen-
tarnej, jednakze z uwagi na to, Ze te same pojecia spotkamy dalej,
méwige wogdle o krzywych 2-go rzedu, przytoeczymy jjeltu w fermie
ogélniejszej, majacej zastosowanie do linji 2-go rzedu wogdle.

Cieciwg nazywa si¢ odeinek, ktéry laczy jakiekolwiek dwa
punkty linji krzywej. :

Srodkiem linji krzywej nazywa sie taki punkt, w ktérym
dzielg sie na polowy cieciwy, przezeii poprowadzone.

Srednica nazywa sie miejsce geometryczne' Srodkdw cieciw,
poprowadzonych réwnolegle do pewnej prostej; méwimy wtedy, Ze
ta Srednica jest sprzezona z kierunkiem danej prostej (lub eieciw
do niej réwnolegiyeh). Dwie Srednice, z ktérych kazda dzieli na
polowy cieciwy réwnolegle do drugiej, nazywaja sie Srednicami
sprzezonemi z soba. .

Sredniea, prostopadia do cigeiw z nig sprzezonyech, nazywa sie
§rednicag gtowngq lub osig linji krzywej, a punkty, w ktérych
0§ przecina sig z krzywa, nazywajg si¢ wierzcholkami gléw-
nemi, albo krdeej, wierzcholkami tej krzywejs

Styeczng do linji krzywej nazywa sie graniczne polozenie
siecznej, kiedy jej obydwa punkty przeciecia z krzywa nieskoficzenie
do siebie sig zblizajg. Odcinek stycznej, liczony od punktu sty-
cznoSci do punktu, w ktérym styczna przecina sie z osig odecietyeh,
nazywa si¢ diugoscia stycznej. -

Normalng nazywa sig prosta, ktéra przechodzi przez punkt
stycznoSei i jest prostopadla do stycznej. DiugoScig normal-

nej nazywa sig jej odeinek, liczony od punktu stycznoSei do punktu -

W kitdorym normalna przecina oS odecietych.
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Podstyczng nazywa sie rzut dlugoseci stycznej na 0§ odcl
tych, a podnormalng -- rzut dlugosei normalnej na tg oS.

§ 41. Rownanie stycznej do kota. Dane jest kolo
p=mar =0 =1% .7 . W {1
gdzie a i b sg spolrzednemi Srodka, a r = promiefi, i dany jest punkt
(z4, ;) na jego okregu. ]
Jezeli przez punkt (zy, y;) poprowadzimy prosta, przecinajgcs
okrag kola, a nastepnie bedziemy jg obracali dokola tego punktu;
to jej drugi punkt przecigeia z okregiem bedzie sie zblizat do punktu
(%, y;) i kiedy oba punkty przecigcia zbiegna sie w jednym, prosta
ma z okregiem kola jeden (, podwéjny”) punkt wspélny i nazyws
sie styczng do kola. : :
Azeby znaleZé réwnanie stycznej w punkeie (x4, y;) okregu
znajdZmy naprzéd rownanie siecznej, ktora przecina okrag danego kol
w dwéeh punktach: (2, %) 1 (%5, ¥)-
prosta, ktéra przechodzi przez dwa punkty dane, a wiec jej row
nanie powinno mieé postaé ]
T '"1 =
ale punkty (2;, y;) i (#s, ) leza na okregu kola, a zatem

@ —a) + (y — P =1
| (e —a)® + (1 — 02 ="°.
Odejmijmy od siebie te dwie tozsamosei:

(0, — @) — (wy — @ + (3 — V® — (1 — OF =0,

ezyli
— Qar, — a2 4+ 2ar, = — (y — 2by, — y2 + 2by,),
(31 — x?) — 2a(xy — @) = — [(¥2— ¥°) — 26(y1 — ¥a))-
(2 — o)y + @ — 20) = — (¥ — ¥s) (y1 + ¥o — 20).
YooY =i 2y + 2 — 2a
Stad mamy g y_-—ﬁ—l Ty R
Wstawiajae otrzymana warto§é w rownanie (2), mamy réwnani
siecznej: 2, 410 — 24 s v
=2 — ).
Y Y= ¥y __I__ Uy — 2b ( : 1
Aby %eraz otrzymaé réwnanie styeznej, wezmy 7, = &y iy=1
wtedy bedzie '
y-—yi_-fy—i:‘—‘(m—.ﬂl) T (

F

Temu réwnaniu mozna nadaé inng postaé, latwiejszg do zapam
tania, napisawszy je naprzéd, po zniesieniu ulamkéw, w postaci

(y — )y — b) = — (x — z)(wy — @),
czyli

Jest to przedewszystkiem

¥y A L (;

(& — x)(xg — @) + (¥ — Yy — o) =0; i

LT

dodajac tozsamosé (z; — a)® + (y; — b)2 = r2,
otrzymamy
(x — )@y — a) + (#y — af’ + (v — y)y; — b) + (13 — b)2 =12,
ostatecznie @—azy—a)+ @y —0@—b=2 . . . (3)
Takie jest rownanie stycznej do kola w punkeie (»;, »,) okregu.
Rownanie latwe do zapamietania, jezeli je poréwnamy z réwnaniem
kola, oa ktérego tem sig rézni, ze zamiast (z — a)? czyli (r — a)

(r — a) jest (z — a)(x; — a); to samo w drugim wyrazie.
Jezeli réwnanie kola ma postaé uproszezong
2? + % = 12
to dokonawszy poprzednich przerdbek, otrzymamy réwnanie stycznej:
1
S s — (.’L' —X ) P . R e 4
1 ¥ 1 (4)
lub w postaci latw1e]sze] do zapamietania
7 Sy igpi e PR e S e
Zanotujmy tu jeszcze z rownania (3) spélezynnik katowy stycznej
T, — a
M
yp—b
2 ) %
a z réwnania (4): m=—->
— Y1

§ 42, Rownanie normalnej do kola. Ograniczymy sie tu do przy-
paaku, kiedy dane jest rownanie kola w postaci uproszezonej

z? + y? =%
Normalna przechodzi przez punkt stycznodei (zy, ¥;), a wiee jej
rownanie bedzie y—y; = m'(z — ),
a 7e jest prostopadla do styeznej, wiec
il M el
a zatem rdwnanie normalnej bedzie

!
Y wmiisE ;i(m—wi),

el
R xlx.

czyli
Z postaci tego réwnania wnioskujemy, ze normalna o§ kola prze-
chodzi przez poezgtek ukladu spélrzednych, wiec przez Srodek kola.

§ 43. Dlugos¢ stycznej, normalnej, podstycznej i podnormalnej.
Dane jest kolo (rys. 39): 22 + »> = »% i punkt M(z,, y;) na okregu.

b =




e b 3
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Poprowadimy styezng M7 i normalng MO. Dlugoscig stycznej jest
odcinek M7, ktéry mozna obliczyé z A MPT': y
MT = y MP2 + PT®,
ﬂdP:yl, a P'— 01 — OP=
= 0T — Zy.d
Odcinek OT znajdziemy, jako odcieta
punktu, w ktérym styezna przecina sie

¥
N gdzie

J

/] 1? / T x z osig odcietych; a wiee, jezeli napiszemy
g réwnanie stycznej
’/, wry + yy; = r*
i zalozymy w niem y — 0, to otrzymamy
Rys. 39. 72
iy e OT_i
s
2 SR 2
A zatem PT — ()i'—.rl_f— B e e :gl,
%3 g T ety
bo, oczywiseie, z,2 + y,2 = %
Dlugosé stycznej
Y r
. i et [ gy e
MT~]/y12+ e R S R
Dlugo$é normalnej MO =r. L
Podstyczna P7, jak w;dz1e11§my, 7% .
1

AN
Podnormalna OF = z,.

\S‘ § 44. Potega punktu wzgledem kota. Linja potgegowa dwéch kdt. Niech

bgdzie dane kolo (rys. 40):
(z — a)>4 (y — b)> — 12 =10 i punkt M(z,, y,).
Potega tego punktu wzglgdem danego kola jest,
jak wiadomo, réwna iloczynowi jego obu odle-
glosci od okregu kola, ezyli
© II= MA.MB,

inaczej

Il = (MC+ ) (MC — r) = MC2 — 2,
e MC2 = (@ — @)t + (5 — B2,
a zatem j

II=(z; — a)® + (y; — &) — r*.
Widzimy wige, ze potgga danego punk-

Rys. 40.

tu wzglgdem kola réwna sig lewej

stronie réwnania kola (prawg Jest 0), w ktérem za 2z iy sg
wstawione spolrzgdne danego punktu.

&

ARk v L g

Jezeli punkt M'(2;, ) leiy wewngtrz kola, to jego potega jest ujemna:
N=MA.MB= @+ MC)(r — MC) =
=7 — M= — [ — 2 + (s — b = 2]
Jezeli punkt lezy na okregn kola, to jego potega jest réwna zeru, bo
wtedy (#; — a)® + (¥ — b)* = r%
Niech teraz begda dwa kola:
(0 — af + (y— b = 2

(@ — ' + (y — b2 =12,
(Odejmijmy od siebie te réwnania: 6
— 2az 4 2a'% + a® — @' — 2by 4+ 2’y + b2 — b2 — 2 4 2 =0,
csyli
2(a’ — a)xr + 2(b" — by + [(a® + 8% — %) — (a? 4 2 — 2] = 0.

Otrzymaliémy réwnanie 1-go stopnia wzgledem z i y, a wige jego miej-
scem geometrycznem jest linja prosta. Coz to za prosta? ,

. Oznaezmy, dla skrdcenia, réwnania danych ko6l

‘Ki E= 0 ek e (O
wtedy réwnanie tej prostej bedzie
Kl e K2 ==} e

Ale K, jest potega pewnego punktu wzglgdem 1-go z danych kél, A,
za$ jest jego potega wzgledem 2-go kola (jezeli za 2 i y wstawimy spéi-
rzgdne tego punktu), a wige réwnanie K; — K, = 0, czyli K; = K, jest
rownaniem miejsea geometrycznego takich punktéw, ktérych potegi wzglgdem
obu ké! danych sg sobie réwne. To miejsce geometryczne nazywa sig linja
potezowg kol danych. .

Jezeli otrzymane poprzednio réwnanie linji potggowe] napiszemy w postaci . .

a —a (2 + 8% — %) — (a2 + 02 — 7?9
TG T TRk 25" — b) B, /
to widzimy, ze jej spélezynnik katowy jest .
a —a
s

Napiszmy jeszcze réwnanie linji srodkéw kél danych, jako prostej, prze-
chodzacej przez dwa punkby: (a, 8) i (a', &'):

b —b
— b= — _—
2 y a — a (m ﬂ),
jej spolezyonik katowy jest
; ¥ —b
m=—,
a —a

Widzimy zatem, Ze linja poteggowa dwoch k6l jest prosto-
padla do ich linji érodkéw. e

Niech teraz bgda dane trzy kola:

Ko 0 Ko =0 "KL ==




AR R s

réwnania linij potegowych kél.l-go i 2-ge, 2-go i 3-go oraz 1-go i 3-go beda:
Kl_—KQZO; KE—K?,:O; Kl'—K3=0.

Jeieli pierwsze dwa z tych réwnai do siebie dodamy, to ofrzymamy

trzecie, a zatem linje potggowe trzech kél przecinaja sig
w jednym punkecie (Srodek potggowy).

§ 45. Biegun i biegunowa. Niech bgdg dwa punkty: Py(z;, yy) i Py, ¥s)
oraz kolo: 22 + y2 = #2 (rys. 41). Jezeli przez te punkty poprowadzimy
prostg, to odcinek P, P, bedzie przez :
okrgg kola podzielony w pewnym
stosnnku, np. A : 1 i spélrzgdne
punktéw przecigeia M i N znajdzie-
my ze wzordw (patrz § 5)..

-??1-1-3\3’9,_

142"
.’/; + Ay,
14 A

Ale te spélrzedne muszg zadodé-
czynié rownaniu kola, a zatem:

. : (5‘1 aE mz)z 3 (31 4 lyg)z'_ ,,-.2

y =

N e B T it
czyli
W2(z,2 + Y2 — 1) + M@ %y + Yi¥o — ) + (2 + yf—r) =0

Otrzymaliémy réwnanie 2-go stopnia wzglgdem A ; jezeli zaloZymy :

Z%p + Y1y — 70 =0,

to otrzymamy z réwnania A, = — A,, i wtedy punkty L5505 oraz dwa
punkty przecigcia z kolem M i N stanowig harmoniczng czworke.

Przypuéémy teraz, ze F, jest punktem stalym, wyprowa.dir_ny % ni_eg(i
szereg promieni, przecinajacych okrag kola w punktach M i N, i dla kazdej
tréjki punktéw P, M i N odnajdimy czwarty harmoniczny L Spolrzc;d.ue
“punkta F,, na zasadzie poprzedniego rozumcwania beds zadoscéezynily
réwnaniu

Tl gt 2 S AR e L)

(spélrzgdne x, i y, bgdg zmienne) i nawzajem: punkty, kt6érych spéh‘z?dne
czynia zadodé temu réwnaniu, beds czwartemi harmonieznemi do P,, Mi N.

Ale réwnanie (1), jako pierwszego stopnia wzglgdem z 1 y przedstawia
linjg prostg, wigc:

jezeli z pewnego stalego punktu wyprowadzié szereg

promieni do kolaido obu otrzymanych punktow prze-
cigecia oraz danego punktu znaleié czwarty harmoniczny,
to miejscem geomefrycznem tych punktow czwartych har-
monicznych jest linja prosta.

Ta prosta nazywa si¢ biegunowa danego punktu P, , a punkt dany—
biegunem prostej (1). .

SIS

7Z otrzymanego rownania biegunowe]
*xy+ Yy = 1>
wnioskujemy, co nastepuje:
1) Jezeli dany punkt P;{a;, y,) lezy zewnatrz kola, to biegunowa prze-
cina kolo w dwéch punktach rzeczywistyeh, a Ze pomigdzy promieniami, ktére
z danego punktn mozna wyprowadzi¢ do kola, beda i dwie styezne, wige

biegnnowa punktu zewnetrznego przechodzi przez punkty stycznodei, czyhi
jest tak zw. cigciwg stycznosdei.

2) Jezeli dany punkt Pj(z,, y,) leiy wewnatrz kola, to punkt czwarty
harmoniezny le#y nazewngtrz, biegunowa nie przecina kola (HEI).

3) Jezeli punkt (z, ,) lezy na okrggu kola, to biegunowa jest styczng
do kola, co wreszcie jest odrazu widoezne z postaci réwnania (1).

4) Eatwo sig przekonaé, ze biegunowa jest prostopadia do
érednicy, poprowadzonej przez punkt dany.

Istotnie: rownaniem tej érednicy bedzie

jej spdlezynnik katowy mz‘z—_l, a spolczynnik katowy biegunowej,
1

T : . : & & 5
jak widaé¢ z réwnania (1), jest m’ =1

Y1
§ 46. Rownanie biegunowe kola. Dane jest kolo (rys. 42), kto
rego Srodkiem jest C, a promien— ». Za biegun ukladu obierzmy
dowolny punkt O, za o§ biegunows Oz;
weimy dowolny punkt M na okregu,
jego spélrzedne biegunowe niech beda:
promiefi wodzacy OM — p i anomalja
MOz = ¢; niech jeszeze odleglo§é OC=
— a i staly kat COz = o.
Z A OCM mamy:

CM2 = 0C? + OM? — B Rys. 42
— 20M . OC. cos (<L COM), ‘
czyli 2 = a® 4 p? — 2ap . cos (a2 — ¥).

Takie jest réwnanie biegunowe kola.
Jezeli Srodek kola lezy na osi biegunowej, to wtedy kat o = 0
i rownanie kola bedzie:

a® 4 p® — 2ap cos @ =12 ;
Jezeli zas za biegun wziaé Srodek, to wtedy @ = 0 i réwnanie
kola bedzie mialo postaé najprostsza: ;

P:T.,
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§47. Zadania.
(1 — 4). Napisaé réwnanie kola, majge spélrzgdae jego srodka C i pro- |
mien 7: ' :
1. 0(3, S — . 3. Q(—- 4, — G); 7 = 3,
2. C(-—-— h, 0) s =8, 2 4. C(0, — 2); r = 5,

5. Znalei¢ punkty, w ktérych kola,
(1—4), przecinajg osi spélrzednych.

6. Dane jest kolo: 2 4 32 = 17 i punkty:
(—41; (%, —%)s (—2 —1)s &— ¥ (—4 3).

dane w zadaniach poprzednich

Ktére z tych punktéw lezg na okregu danego kola, ktére wewnatrz, lub

zewngtrz niego?

(7 — 10). Znale#é spélrzedne érodka i promier kola, ktérego réwnanie
jest dane:
™ 7. 224 32— 8z — 6y + 16 = 0.

8. 22 4 ¥ 4 142 — 10y + 48 = 0.
9. 24y —5y —6=0,"
10. 22% 4 242 4 10z + Ty — 15 = 0.

11.  Znalei¢ réwnanie kola, ktérego okrag przechodzi przez dwa punkty: |

125 (7, — 2);.a érodek lesy na prostej: y — 32 — 19.

i jest styezny od osi odeigtych w poczatka ukladu spélrzednych.

(13 — 18). Znale#é réwnanie kola, ktérego okrag przechodsi przez tray
punkty dane: ]
13. (0, 0); (1, —2); (2, 1).
4 (1, 2); (13, 7 (1, 7).
- 15, (— 3, 2); ]381 ‘,IT): (—=, ).

16 (— & — 1) (1, = B) (9, — )

17. (1, 2) (3, 4); (5, 6). 18. (7, 1); (8, 1) (2, 3).

19. W ilu punktach prosta moze sig przecinaé z okrggiem kola i dlaczego?
(20 — 23).
20. 224 2=1; 24 y=y2.

21. 52% 4 5% 4 242 — {2y 4 16 =0,
3 — 4y + 12 = 0. ;

22. 22 =49, . 28. (z — 2P+ (y — 12= 25,'{
xr = 2y. 3r + 4y = 35. o
b Znalezé réwnanie kola o promieniu — 50, ktére na osi odecigtych

edmler;sa cigeiwg dlugodci==28 i ktérego okrag przechodzi przez punkt (0, 8).

0 (25 — 28). Znalesé dlugoéé cigciwy, ktéra dane kolo odeina od pro-
stej dane;j: ] B

25, .ﬂ:2+‘yQ:20; 5.’1}-—-—-12y—+—44:0.

26. 22+ =25 -3 — 4y =—1.
Y27. x® + 92 — 4x’+ 6y — 3 =0; 15z — 20y — 118.

28. 22+ P+ 4x — 2y — 21 = 0; Br— 12y 4+ 9 = 0.

12, Znalezé réwnanie kola, ktérego okrag przechodzi przez punkt (15, 25)

Zoalezé punkty wspélne kola i prostej: £

— 87 —

(29—34).
na okregu kola:

20. 2% L 92=—17: 4

30. 22 Ly —295 (-3 _ 4).

31. 2L yfo= a5, 0}

82. 2% 4 3% 4 14z — 10y 4 48 — o

88. (e3P (g sp—ig By

34. $2+y2—6$~10y+9:.—0; (— 1, 2).

35. Biorge liezby z poprzednich zadai (29 — 31), obliczyé dlugosé
stycznej, normalnej, podstyczne;j i podnormalnej w Hanym punkeie okregn kola.

Napisaé réwnanie styeznej i normalnej w punkeie, danym

(— 4, — 1)

(— 2, 6).

B

(36—41). Z danego punktu wyprowadzié styczne do kola:
36. (5, 0); a® 4 32— 9, 39. (4, 8); 22 4 42 — 20,
37. (5, 3), = 2 = 13. 7 ¢ A fo 1 ); 5 = e — 25.‘
38. (3, 5); 2242 =17, 41. (4, 6); z? 4 42— 26
(42 — 49). Znalezé réwnanie stycznej do kola, poprowadzonej: a) row-
nolegle, &) prostopadle dé prostej danej:
X42) 22 4 y2 — 9; 3z — 4y —12

\ 43. a2 L y2 ===~
44. 22 4 42 —13;
» @5 22 4323

iz + 33{ —24 — 0.
47. 22 + 3/2 :_'lﬁ’

br —12y —30 = 0.
48. 2% + 2 —95. 4r — 3y —12 = 0,
49. 2% 4 2 —35, 5z 412y 4-30 =L 0, .

50“ Znalezé réwnanie kola o promienin = 53, ktére jest styczne do
proste): 45z - 28y — 1433 w punkeie, ktérego odcigta — 25,

’51. Znalezé réwnanie kola, ktérego srodkiem jest punkt (6, 7) i do
ktérego prosta: y — 5% — 2 jest styczna.

(52 — 55). Znalezé-réwnanie kola, opisanego na tréjkacie, ktérego spél-
ragdne wierzcholkéw sa dane: ¥

52. (23 3-)3 (4, 5)5 (6, 1). 54, (7$ 1); (8, 1)5 (21 3)'
53. (o, 0) (2, 2); (1, 2). 55. (7, 1); (3, 1) (3, Bl
(56 —59). Znale#é réwnsnie kola, wpisanego w tréjkat, ktérego réwna-
nia bokéw sg dane:_/
56. 4z — 3y —12 =0, 57. 4x — 3y =30,
4r + 3y + 6 =0, y 4z -} 3y =10,
r 3$+4y+.1=0. 12x+5y=6.
5’8. 3z + 43} = 0, ) 59- y - 03
BT === T y=ix 4 3,

1
Tz — 24y -} 25 — 0. Y= — x4 %5,
60. Znalezé réwnanie kola, stycznego do osi odeigtych, ktérego okrag
przechedzi przez punkty: (1. 1Fs (— 1, 5). \
(61~—64). Znalezé réwnania wspllnych styeznych do dwéeh kél danych:
6l. (z 4384 (y—22—9; g2 & —1)2 + (y — 6)2 = 25,
. @E—224 (48— (e + 124 &y + 22 =0,

g 4
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63. (z —124+ (v + 6)2 = 16; 64.
(z+ 77 +

@+ 42+ (y +1)2=0.
65. Przez punkty wspélne dwbch kél:
24 3?4 24z — 14 =0
poprowadzi¢ kolo o promieniu = 5.
66. Przez punkty wspblne dwoéch kol:
_@2—]-_92—— 6r + 4y — 12 =10
a2 4+ y2 —10z —16y 4 40 = 0,
poprowadzié¢ kolo, ktérego *rodek lezy na prostej: 8z — 3y — 2. =0.

a2+ oy = 24

67—70). 7 danego punkiu Wy rowadzono obie styezne do kola, zna-
go P 2 ¢

w;.‘awnanie cigeiwy stycznosci:
67. (5, 0), x2 + yg — 9. 69 (3, 5), e + y'—" — 17.
68. (4. 3); 2% 4y =20 70. (74, Yo 4+ ¥ = 2.

(71—74). Znaleié potege danego punktu wzgledem kola danego (orsz

obliczyé dlugosé stycznej).
71. (4, 1); 224y =1T7.
72. (4, 3); 22+ 2z} 2 — 6y —7=0.
73. (— 5, — 2); 22—z 4 2+ 4y —21=0.
74. (4, —3); 2 — 6z y2 1 10y — 30 = 0.
Znalesé réwnanie linji potegowej dwoéch kél danych:

(75—78).

75. @ — 2@ 4 (y— 3 =236 77. (z— 3)2 + (y — 3)2 = 16;
@+ 12+ (y + 62 =29 (x+ 824 (@ —2P=2

76. (z — 3> + (v + 2)® = 36; 78. (z— 62 + (y — 22 =25
(x + 72+ (y + 7)F =16 (e 452+ @+ 12=4 |

Znalezé érodek potegowy trzech kol danych:
80. (x4 )+ (y — 32 =14%
(# — 22+ (y + 6> =18

(79—80).
79. (z — 22 + (y — 3)° = 36;
(@ + 12+ (y + 6p2=2

(z— 3P4 (y—B2=16 (x—=1)2 + (y + 6> = 16. §
(81 — 86). Znaleé réwnanie biegunowej danego punktu wazglgdem kola
danego: :
81. (3, 4); z2 4 y2 = 144. 83 (3,5); 224+ yP=T. ;
82. (0, — 65 2+ yPe= 144, B8 (4, 8); 2+ y2 = 20.

85 (1, 3); (z— 5)2 + (g — 3pP="10.
86. (8, 3); (#— 3)® 4 (y — 5)2 = 10.

(87—90). Znalezé biegun danej prostej wzgledem kola danego:
87. 4z + 3-9!' = T; a2 —- y2 = .
a2 4 y® = 25.

88. 4irx + y= 2 3
g89. 7x — 5y + 12 =0; 32+ y*=36.
90. Az + By + C=0; 2P

91. Znaleié miejsce geometryczne punktéw,
téw odleglosci od dwoeh punktbw danych jest stala.

Uwaga. Za poczatek ukladu spoélrzednych obraé srodek lacznicy punk-
t4w danych, a za o8 odcigtych tg lacznice.

92. Znalesé miejsce geometr

leglosci od dwéch punktow danych jest staly (patrz uwagg poprzednia).

dla ktérych suma kwadra-

yezne punktéw, dla ktérych stosunek od-
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Elips a

a o el ;
E: .48. Okreslenie i réwnanie elipsy. Elipsa nazywa si
]—:11161‘31(5? geomet‘ryczne punktéw majaeych taks wla?

snos6, Ze suma ich odleglosSei od dwéeh kté
nych jest stala, e,

D i

ktépgw;ﬁpg:nl;;y .d;me nazywaja si¢ ogniskami elipsy, a odeinki
1 niska z punktem elipsy — pr i i i ’
cemi danego punktu elipsy. R e GRS
Na zasadzie przytoczo 3 :
nego ok ia elipsy moz ié
i roal g reslenia elipsy mozna wyprowadzid
_Ni?ch beda dwa punkty dane: 7.
F. i Iy (rvys. 43), czyli ogniska
elipsy, za poeczgtek ukladu spél-
rzednyeh obierzmy Srodek O od-
cinka FIF';, za 0§ odeietych" pro-

sta OIT 5 1‘:’
P.rzypuscmy, ze punkt M(z, y)
nalezy do elipsy, wtedy na mocy ‘Ry« 43

okreslenia tej linji mamy
MF MF1 = 24,

(‘(l 20: 0ozZn ]czb aI k ore

Poprowadimy MF | Oz, wtedy
MF = yMP? I PF2
MF, = yMP? m
Niech znana odleglosé F\F — 2, czyli OF = OF , = ¢; zauwazmy

ze OP = x = odéietej, zas s .
bedzie ete], za$§ MP = y = rzednej punktu M, wtedy

MF = Vy? + (c — 2%,
M= VFF G
WP T2+ VP F P =2,
VT G+ = 2 — VFF =,
PodnieSmy obie strony tego rownania do kwadratu:
Prl+af =41 —daViF £ c— 2+ 12 + (c — 2)?
491/:??1(_'3“—;? = 4a% — dex,

a wiee

czyli

czyli



skréémy przez 4 i znowu P

wtedy mamy

SO T

odnieémy obie strony do kwadratu:
a2(® 4 ¢ + a* — 2ex) = (a2 — ex)?,
a2)? + a2 + o%? — 20%cr = at — 2a%cx + %2,
(a2 — ¢)a® + a2 = (@ — ¢*)-
Zauwazmy z A FMF, Ze
MF, + MF > F,F, ezyli: 2a > 2¢, wiee: a > ¢,
a zatem o — ¢* jest niewatpliwie liczba dodatnia; oznaezmy
a — & =52
1222 4 a2y = a2,
22 y2
c?z},_?.zl""""‘l)
OtrzymaliSmy réwnanie, ktéremu zadoSéezynia spolrzedne kaz-
dego punktu elipsy, a wiee jest to réwnanie elipsy.
§ 49. Roztrzasanie réwnania elipsy. Z réwnania (1) wyznaezmy J:

ogtatecznie

y2 : 2 e 3
BN Sua E a® i
2
= (o)
g =—ck —b~ a2 — a2 (2)
L] a
Wyznaczmy jeszeze :
v
P Stk SR

'(12
2t = 5 — 1),
a e
e Z}/tﬂ g, 4 (3)
7e kazdej wartoSei na x

1) Z otrzymanego WZzoru (2) widzimy,
ale roine o

odpowiadaja po dwie wartodei na y liczebnie réowne,
do znaku, stad wnosimy, 7e elipsa jest krzywa symetryczng
wzgledem prostej, obranej przez nas za oé odcietyeh. Tak samo zé
wzoru (3) wnioskujemy, 3e osig symetrji elipsy jest rowniez pro
sta Oy. Widzimy wiee, ze proste Oz i Oy dziela elipse na cztery

réwne éwiartki.

9) Ze wzordw (2) i (3)
otrzymywali wartosei rzeczywiste dop
z>aiy>h czyli graniczna wartodeig na z jest == @,
jest - b, a zatem elipsa jest krzywa skoficzong.

3) Jezeli we wzorze (3) zalozymy y = 0, to otrzymamy & =
wiee odmierzywszy na o0si odcietyeh 04 = 04’ =&, otrzymamy
dwa punkty 4 i 4’ (rys. 44), w ktérych elipsa przecina os odeietyeh.

widzimy dalej, ze na Y i # bedziemy
6ty, dopoki nie stanie sig
zas§ na

= 4

— bk —

Tak samo ze wzoru (2), zakladaj =
wiec odmierzywszy na (fsi)’rzgdnyclfazda;inkio ; tz)t;zy_mgnéy _51: o
otrzymamy dwa punkty B 5 5 G
i B’, w ktérych elipsa prze- opl
¢cina 08 rzednych. 2
Punkty: 4, 4’ Bi B’
nazywaja sie wierzcholka-

mi gléwnemi, albo popro- HA o /A

stu, wierzchotkami e- ;
lipsy, a odeinki A4’ i BB’

jej osiami, z nich AA'=2a ' {
nazy SR8 B BiE: AR - oo e S SN e
ka, BB’ = 2b — osia Rys. 44

mala elipsy.
A zatem suma promieni
: . wodzgeych kaz

elipsy jest rowna -k‘ej osi wielkiej B
4) Poniewaz pomiedzy a, b i ¢ istnieje zaleznosé

a2 — @ =82, czyli a® — b2 — (2,

wiec, majae obie osi elipsy, latwo w é
; , ‘ yznaczyé polozenie isk:
Z punktu‘B zatoezyé tuk promieniem 04 — a jegcln) rzec'1 'Ongk;
beda ogniskami (rys. 44). ; i
5 Sl 2
2 _)- Zae dvgzgru (2) widzimy, ze nadajac zmiennej # wartosSei rosnace
ey kie:i ;)trzy:namy na y wartoSei réwniez rosnace od 0 dob
A # otrzymywaé bedzie wartoSei ros :
edy Y nace
+ a, y.quzm S{Q-zmmejszalo, dazac do zera. A zat'emmtlalio s‘:!o ¥
wrze sie calkowicie wewnatrz prostokata o bokach: A4A’'—2 ¥ ’z 2
e (rys. 44)- . —=2a i BB'=
6) Stosunek OF
04~ a
ktory, oezywiscie, j i io]
jest liczba mniejsza od 1 (¢
3 ; ; ; : : < a), nazywa sie
e xlr‘losrod«,m .ehpsy i od jego wartoSci zalezy ksztalt erz l'?
]ez.eI c=0, a wige jezeli ogniska wypa- e
da]_a, w punkecie 0, wtedy ¢= 0 i elipsa
staje sie kolem. / .
} 7) Niech punkt, M(z;, y,) nalezy do e- f :
ipsy (rys. 45). Przedluzmy MO i od- P >
mierzmy OM = OM, wtedy z tréjkatow g
pr?stokqtnych OMP i OM'P wynikaé be-
dzie, ze OFP' = OPi M'P' — MP i spol-
rzgdne punktu M beda: 0P = a
2 S |

:e,

=

T




PO i iy

i M P = — ¥y 2 Ze one zadodéezynia rownaniu (1) elipsy, wige
punkt M’ nalezy do elipsy, a prosta MM’ jest cigeiwa. Poniewaz
punkt M’ byl obrany zupelnie dowoh;ie na elipsie, wige kazda cie-
ciwa elipsy, ktora przechodzi przez punkt O, dzieli si¢ w tym
punkeie na polowy, a zatem O jest srodkiem elipsy (patrz § 40).
8) Jezeli we wzorze (2) zaloZymy & = OF = ¢, otrzymamy rzedna‘,

przechodzaca Przez ognisko elipsy: :
yer YyE— =

@
h2

p: o

oznaczajac »

widzimy, ze diugosé cieciwy, prostopadlej do osi wielkiej elipsy

i przechodzace] przez ognisko, jest

2p = gﬁ
@

Wielkos¢ 2p nazywa sie parametrem elipsy.
: 9) Ze wzoru (2) wnioskujemy jeszeze, e dla kazdego puuktu,'
polozonego zewnatrz elipsy, bedzie
Bapae L 22 y?
iy R il g
Yy 2> a]/a x2, .czyli 2 -+ 1’2>1,
a dla punktu, polozonego wewngtrz elipsy:

b o .922 yﬂ
Yy <zya2——a‘2, czyhaé e b_2<1’

i nawzajem.
10) Aby znalezd punkty przeciecia sig elipsy z linja pr
lezy rozwiazad réwnania tych linij:

ostg, na

= 72 32
b b
y = mx + n.

Jezeli wartodé na y wstawimy W 1.sze z napisanych réwnai, t
otrzymamy réwnanie 2-go stopnia, ktére bedzie mialo wogole dwa
rozwiazania—rzeczywiste, lub urojone, W szezegllnym zas przypadk
bedzie tylko jedno rozwiazanie rzeczywiste, czyli dwa réwne. '

A zatem linja prosta moze sie przecinaé z elipsa w 2-ch punk

_tach (albo weale sie nie przeecina}, W szezegdlnym przypadku prosta
moze mieé z elipsa jeden (podwéjny) punkt wspélny.

§ 50. Sposoby wykreslania elipsy. Droga dochodzenia anali-
tycznego, Przez roztrzasanie réwnania, wykrylismy wlasnosei elips; v
i jej ksztalt, zapoznamy sie teraz ze sposobami jej wykre§lania.
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1) Wyznaczanie posze 6 6
Dane sq: o§ wielka APA i oézn‘iagtg ?g’c(tyé) u:f;ktow il o
: \\Tyznaczmy naprzod ogniska, zataczajge z- :
mieniem = OA. il
Obierzmy na osi wielkiej do-
wolny punkt K, z ogniska F
promieniem A’K, a z ogniska
F; promieniem KA zatoezmy
luk, te luki przetna sie w punk-
tach M; i M,, nalezacych do e-
lipsy, gdyz M, F;, + M, F —
= A'K + KA = 4'A. Powta-
rzajge takie same wykreSlenie
wzgledem F, otrzymamy jesz-
cze dea punkty elipsy: M,i M,.
ezeli na A'A obierzemy inny dowolny
: orY punkt K’ i
T;ii_ilcll;r:alr?jchvwz'_l‘(;eigin,s otrzimamy nowe cztery punk?;kzﬁ:?;t
Vg 080 Z ¢ :
punktéw, ktére, polqczywslz)y linj];‘mcziealg[g; Wo};ilzm’czyc dow_"ln% i
2) Sposéb praktyezny. , P s
Dane sa obie osi elipsy; wyzna- £

czmy naprzdd ogniska (rys. 47). (

W obu ogniskach nmocowy-

wal:ny koiice nitki, ktérej dlu- ., A‘F'/'

gosé jest rowna osi wielkiej e- s A
lipsy, nast¢pnie nitke wypreia- 4 ? o
my koiicem oiéwka, ktérym
{)c_)suwajqe po papierze, wykre- : B'
Tc.hmy polowe elipsy; przerzueca-
Lqe 'l;.itke na druga strone, wy-
reslamy d i

ngtke, s{) el;?aﬁyp:;:‘fnilps_g) Oczywista jest rzecz, Ze natezajac
b s , zeby suma promieni wodzacych byla

Rys. 46.

Rys. 47.

- § 51. Twierdzenie. Jezeli

) : zeli na osi wielkiej i

A e pan elkiej eli j -

czonr:zcyp, wistaww potkole, to prostoi)adll;sz’p]uasko
unktu okregu na t'e § ice : i

: - s e Srednie t i

ol : _ e ak si

e i czesci_, odcigtej przez elipse ,jak 08 : H_la i

elipsy ma sie do osi malej : YN

-V- - . 3
ma;; 1;}2} qugz;e elipsa (rys. 48), ktorej os wielka 44’ — 2a, a 0§
= 20; wystawmy na Sredni ' b . e,
il icy 44’ pétkole; uklad osi spél-

.

-
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~®bierzmy na okregu dowolny punkt N i spusémy NP | A4’

odcieta punktu N jest OP, a rzedng NP rownaniem wykresSlonego

kola jest 22 | 3 = a2,

stad y = + Va2 — 22,

— 65 —

gdzie c¢= OF = OF, jest odlegloSeia ogniskowa. Dalej otrzy-

mujemy HFP? — MF? =y2 | (c 4 2 — y2 — (c — 22,

czyli ?
_MF{?_ F2=4{‘$].

Ale

MFI -f— MF — 2(1,
wiee, dzielac otrzymane
dwie rownodei przez sie-
bie, mamy

dex
,UFI — M:—ﬂ—l —— f._’exl,

a wied rzedna punktu N, czyli
prostopadla NP, bedzie
NP=Va2—0F2 ..... (1)

Punkt M elipsy ma spdl-
rzedne: OP i MP; z réwna-
nia elipsy mamy

B, - e

e A : ¢ . Sk
4 a]/“ =4 gdzie ¢ = I Jest mimosro- el o
a wiee rzedna punktu M, czy-

li odeinek MP, bedzie dem elipsy. Odnajdujac teraz MFy i MF z wiadomej ich sumy

i rézniey, otrzymujemy

b
Rys. 48. MP:;VG,?—-OP2 R ) MFy = a + ez,

MF =a-.._g_7-1.

Na moey tych wzoréw mozna iczyé
obliczyé dlugo$é obu ieni
wodzaeyeh dla kaidego punktu elipsy. R s

Dezielae teraz réwnodé (1) przez (2), otrzymamy
NP a
ur = 3
a to dowodzi slusznoSei twierdzenia.
Z tego twierdzenia wynika, jako wnioself, naﬁtepujqcy Sposo b’
wykreslania elipsy: 4P fif =16 = R e ‘
Wykreslamy naprzéd dwa kola spélérodkowe: jedno o §rednicy
réownej osi wielkiej elipsy, a drugie o Srednicy — osi malej. Na
okregu pierwszego kola obieramy dowolny punkt NV (rys. 48), pro-
wadzimy NO i NP | A’'A, a z punktu Q, w ktérym QN przecina’
sie z mniejszym okregiem, prowadzimy QM || A'4, wtedy otrzymu-
jemy punkt M elipsy. Obierajgc na wigkszym okregu ilekolwiek
punktéw i powtarzajac wskazane wykreslenie, otrzymamy dowolng

liczbe punktéw elipsy. :

3 EQQS.B;IT-DWH!GB elipsy. Niech bedzie elipsa o osiach A4’ —
— &% = 2b- (rys. 50). Obierzmy na elipsie dowolny punkt A/,
przedluimy o§ wielksy i przez pewien ;
punkt D poprowadimy KK* | A’'A. ,

ZnajdZmy teraz sto-
sunek MF : MC, t. j.
stosunek  odleglosei
punktu M od ogniska
i od prostej KK'.

Z poprzedniego §
wiemy, ze dlugosé pro-
mienia wodzacego

tymezasem nie wyznaczony,

K
(d

§ 52. Dlugos¢ promieni wodzacych elipsy. Niech bedzie elipsa
o osiach: A4’ = 2a i BB' —.2b, uklad spblrzednych poprzedni

{rysunek 49).

MF — aq — exy

w danym razie

Obierzmy na elipsie pewien punkt M(z, y,); poprowadimy jego MF=a—e.OP Rys. 50.
promienie wodzace MF i MF,, wtedy mamy - I P -
: . £ 4 bl _ e,
s MF12:y12+(C+J71)2, wice MF —4. % (0[)~_41[C)

MEF2 = y2 | (c —a,)%

J. ZYDLER. — ZARYS GEOMETRJI AS’ALITTCZNEJ. 5
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ezyli MF—=aq—e.0D -} e. MC
MF a—e.0D
sl g Ut T R

Z tej rownosci widzimy, ze stosunek MF : MC jest wogdle
zmienny, zalezny od polozenia punktu M na elipsie, t. j. od MCS
(przy niezmiennem OD); wartoSé tego stosunku bedzie stala dla
jakiegokolwiek polozenia punktu M, jezeli :

a—e. 0D =0,
ezyli : o= 10D
2
skad Py Pt o
e e

Jezeli wiec dotychezas dowolny punkt 2 obraé na przedluZeniu

osi wielkiej- elipsy w odlegloSei
= a? :
Bie= o IEo RIS St T

od Srodka elipsy, to stosunek MF : MC bedzie staly dla jakiego
kolwiek punktu elipsy, a mianowicie bedzie ;
MF
3C =
t. j. réwny mimosrodowi elipsy.
Prosta KK', poprowadzona w takiej wlasnie odleglodei od Srodks
elipsy, nazywa sie jej kierowniéa. Widzimy wige, ze stosunek
odleglodci kazdego punktu elipsy od ogniskaiod

3

jej kierownicy jest .staly i ré6wny mimoSrodowi
elipsy.
Rownosé (1) podaje sposéb wykreslenia kierownicy elipsy:
!12
g = —.
c = Y 2
Stqd c:a——a:a’ -'—: g 4(\r~?_“

a wiee jezeli na osi malej odmlerzymy odcinek OF — a i popro-

wadzimy ED | F\E, to 0D =

Oczywiscie, elipsa posiada jeszcze jedna kierownice, odpowiada-

jaca ognisku F,, w takiej same]j odleglosei od Srodka elipsy.
54. Rownanie stycznej do elipsy. Dana jest elipsa

P y2

& T E

i punkt (z; yl), na niej, przez ktéry jest poprowadzona styczna.

Powolujge si¢ na okreélenie stycznej (§ 40), obierzmy na elipsie

jeszeze jeden punkt (%9, ¥o) i znajdZmy rdéwnanie siecznej, przeck

== PR e = | TS (1

SAEERT SNE

najacej elipse w tych dwéch punktach. Réwnanie siecznej, jako
prostej, przechodzacej przez dwa punkty dane, ma postaé:

.
0.« bt VR SIS

y—yl —
&y~

ale Ze punkty (z,, ¥y) i (%3, v) leza na elipsie, wiee z réwnania (1)
otrzymamy tozsamosSei:

2 2
4 4 By,

bﬂ
Stad przez odejmowanie mamy
e Nt ¥ — ¥’ 0
a? 2 B
a dalej a(y® — %°) = — (z — z,?),
Gt e b*(xy + ap)
@y —xy a(y; + vo)

\'Nstawiajqo otrzymang warto$é spélezynnika katowego w row-
nanie (2), mamy réwnsanie siecznej

B GV
(,,2(; S J22)}( —&) .. (3
; Aby teraz otrzymaé réwnanie stycznej w punkeie (=4, y4), na-
lezy w réwnaniu (3) wzigé o, =z, i Ys = ¥y, wtedy bedzie
=7y
—i:z—y(.r— s e DS s
Takie jest réwnanie stycznej. Mozna mu nadaé postaé dogo-
dniejsza do zapamigtania, przeksztalciwszy je w nastepujaey sposﬁb
atyy, — a¥y® = — Vrwy + 52"’1 )
bPrx, + a?yy, == b2 + a%y?,
& po podzieleniu przez a2/2:

Y Yy -

I

zx = £
e s OB | J1
+ TR S ? + 32‘:

ale prawa strona tego réwnania — 1, bo punkt (2, y,) lezy na eli-
psie, a zatem ostatecznie mamy

a2

Ty
a2

2y e

Jezeli chodzi o spélezynnik katowy styeznej, to latwiej go od-
nalezé z réwnania (4):
b,

- ¥y

mee
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§ 55 Rownanie normalinej. Réwnanie normalnej znaj(:izlie-mdy(;
'akc') pr;)stej przechodzgcej przez punkt (74, ?'1) i prostopadie]
; Spélezynnik katowy normalnej bedzie

stycznej.
B o b a®yy
T b2z’
a zatem jej rownanie jes_t: :
asyfy (z— ).

Y —ty b2.1‘1

§ 56. Dlugosé stycznej, normainej, podstycznej i podnormalnej.

Niech bedzie elipsa
2 y2 g

@ v
o
i punkt M(zy, y,), na niej (rys. 51). Przez ten punkt poprowadzon

styezna MT i normalng MN. Aby obliczyé zada-

ne odeinki, wykreslmy
spolrzedne punktu
M:0P=u=z i MP=
= y; 1 znzjdimy na-
przéd dlugosé odein-—
ka OT, jako odcigta
punkty, W ktérym
styczna przecina o8
odeietyeh. Réwnanie
stycznej jest

=
a réwnanie osi odeietych
i} 0,
wige, rozwiazujac te dwa réwnania, otrzymamy
4 rLy
Ay o
xx, = a®,
2
a
Xr = — = OT.
Z; .

Majac diugosé 07T, latwo juz obliezyé podstyczna:
a2 a2 — x°
B 01 — OP = ;1——-501—:
Stad widzimy, Ze podstyczna nie zalezy od os‘i. }nalfaj el(l)pislyl:
a wiee, gdyby na tej samej osi wielkiej 4’A wykresiic elipsa -

T3
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nej osi malej, to podstyczna nie zmieni sig, o ile odeieta punktu
zostaje bez zmiany, innemi slowy: jezeli na tych dwdéeh elipsach
wzigé punkty o tej samej odecietej, to ich styczne przetna of z w tym
samym punkecie 7. Idac dalej i pamietajae, ze kolo jest tylko szeze-
gélnym przypadkiem elipsy, mozemy stad wyciggnaé latwy sposéb
wykreslenia stycznej do elipsy:

Dana jest elipsa o osi wielkiej 44’ (rys.52) i punkt M na niej,
na osi wielkiej wystawiamy pélkole i prostopadla MP przediuzamy
az do przeciecia sie z o-
kregiem w punkeie V;
przez ten punkt prowa-
dzimy styezna do kola,
wykre§lajae NT' | ON,
nastepnie Iaczymy punk-
ty Ti Mi otrzymujemy
styezng do elipsy.

Dlugosé styeznej obli-
czamy z A PMT (rysu- !
nek 51):

MT = yMP? } PT2=

(11,2 — T 2)2
= ]/312+,f121'

Znajdimy teraz dlugo$é odcinka O, jako odeieta punktu, w kté-
rym normalna przecina of odcietych. Roéwnanie normalnej jest

Rys. 52,

- a2

yr=y= &Til(‘”—“-’”i);
1
biorae wiee y = 0, otrzymamy
(12511 (x z )
— y — s 5
1 (12.’1,‘1 1

— U, = o®x — a%,,
o’z = (& — bRy,
(a® — By
a2 TE

ON.

€r =

A wiéde podnormalna
2 _ g2 2
S o gy W e T
@ a

Dlﬁgoéé normalnej obliczymy z A MNZF:

o S e s L et
MN = YMP® { PN*=1/yp + b = Syaby? + Vg



i el S

Niekiedy dogodniejszy bywa inny wz6r na MN: przeksztalémy

wyrazenie podpierwiastkowe: :

2,2
b2 4 oy = Q2% aty2 = atl? — ol
B
aty® + 54 2 __ ot® — a2 4 Uz 2 =

wiee
¥ = b2(at — Br2) = a2b2(a2 — &),

wtedy bedzie MN = -(;]/ a2 — 2B,

§ 57. Wlasnosci stycznej i normalnej. Dana jest elipsa
: 22 y2
# gt
| ikpunkt M(z,, y;) na niej (rys 53); przez ten punkt poprowadzono

MT i normalng MN.
ik Polaczmy punkt

M z ogniskami e-
lipsy, wtedy mo-
znadowiedé, zew A
F,MF prosta MN
jest dwusieczng ka-
7 ta FMF.

Obliczmy odein-
ki: FyN, NF, MF,
i MF i przekonaj-

o

Bya 8. my sie, czy si¢ zi-
§ci proporcja
: PN NI = MG B S (1}
Z poprzedniego § wiemy, ze
2 __ 12)x c2x ;
ON e (_‘f—aﬂ_)_i = —‘12—1‘ = &le.
gdzie e = £ — mimoS§rodowi elipsy, a wiec
a ;

F1N=F10+(_)N=c+e’zl=e(a+c:ci),
Tt S R
dlatego e — = T

Tak samo bedzie
NF — OF — ON = ¢ — &z, = ¢(a — exy),

a wigc FiN: NF = (a + exy) : (a — exy).

Odcinki MF, i MF s3 promieniami wodzacemi punktu (7, Y1) ]

a zatem (§ 52):
MF| = a + exy; MF = a — ery.

= s gt

Widzimy wige, Ze proporeja (1) ziscila sie, a to dowodzi, ze
normalna dzieli na polowy kat,utworzony przez pro-
mienie wodzace danego punktu elipsy.

Stad wynika, 2e promienie wodzgce punktu styczno-
§ci tworza ze styczng katy réwne.

Jezeli za§ jeden z promieni wodzacych, np. MF, przedluzymy
do dowolnego punktu &, to bedzie < FMT = < GMT, a wiec
styeczna do elipsy dzieli na polowy kat utworzony
przez jeden z promieni wodzaeyech punktu styczno
S§cii przedluzenie drugiego.

Te wlasnoSeci stycznej tlumacza znane z1aw1sko fmyczne jezeli
na powierzehnie eliptyczna wklesla padaja z ogniska promienie
dwiatla, to po odbiciu si¢ od powierzchni zbieraja si¢ w drugiem
ognisku (kat padania réwna sig katowi odbicia). -

§ 58.. Wykreslanie stycznej. Trzeba tu rozwazyé dwa przy-
padki, ezyli rozwigzaé dwa nastepujace zagadnienia:

1) Poprowadzié styczng e G
w danym punkcie elipsy. Niech .
bedzie elipsa i punkt M na
niej (rys. 54).

Polgezmy ten punkt z obu
ogniskami, przedluzmy pro-
mieli wodzacy MF; do dowol-
nego punktn & i podzielmy
kat GMF na polowy, dwu-
sieczna bedzie zadang styczna. Rys. 54.-

2) Wyprowadzié styezng do elipsy z punktu zewnetrznego. Dana
jest elipsa i punkt zewnetrzny D (rys. 55).

PrzypuSémy, ze za-
dang styczng jest DM.
PoprowadZmy pro-
mienie wodzace pun-
ktu M, przedluzmy 4]
"MF; i odmierzmy ’
MK= MF, wtedy A
FMK jest réwnora-
mienny i styezna DI
jest dwusieezng kata
przy wierzehotku 1,

a zatem DM jest pro-
stopadia, wystawiong ze Srodka odeinka KF, stad za3 wynika, is
¥D —= KD,




Teraz juz widoczny
punkt K, jako przeci

ecie sig dwoeh Iukéw, Z ktérych jeden jest

5 ey A

jest sposdb wykreflenia: wyznaczmy naprzdd

ktu D odlegloscia F'D) (oeczywiscie, Znangj,

zatoczony z danego pun

a drugi z punktu Fy promieniem /K =

punkt K, laczymy g0 Z ogniskiem

odeinka FFK i punkt dany
zgdang styczna.

Dwa luki, ktére zataczaliSmy dla
cinaja sie jeszeze w jednym punkeie
rozwigzania: DM i DM,

§ 59. Rownanie elipsy, odniesione do jednego z jej wierzcholkow

glownych. Dana jest elipsa o osiach
Za poczgtek ukladu spofrzedn
0é odcietych kierunek osi wielkiej A

w takim ukladzie spélrzednych, napiszmy naprzo
poczatkiem jest grodek elipsy:

dzie pomocniczym 2’0y, ktérego
22 y'2

D kreslimy prosta DM, ktora bedzie

ych obierzmy wierzcholek A’y za

F,M + MF = A’ A. Majae

F, a nastepnie przez §rodek

wyznaczenia punktu K, prze-
K, 'a wiec zadanie ma dwa

24 i 2b (rys. 56).

'A; aby znaleZé rownanie elipsy
d réwnanie w ukia-

LR e e | (8

Jezeli teraz obierzemy
na elipsie dowolny punkt
M, ktérego spéirzedne w u-
kladzie danym sa: A'P—z
i MP=y, a w ukladzie po-

wstawiajge teraz w réwnanie (1) otrz
(z — a)?
a2

¥ x 2z
ezyli g isE s +1

o542
i

202

ale = 9p = parametrowi elipsy, wiee

y*==2p.z——%m2. Gl SRR L e

=y', to z rysunku widzi-
my, e
OP==a" =% — q,
MP - —

ymane wartosei na &’ iy, mamy
2

+ 5L =1,

ya
+3§=1:

b2

z — — a2,

az

ostatecznie bedzie

Y

moeniczym: OP=2"i MP=_

— 73 —

Z tego ré i idzi 7
jakiegoli ]Wi::nai:u:-twmu.lmy, ze kwadrat, wystawiony na rzednej
iy pos;.x."t: el‘lpsy, jest mniejszy od prostokata, ktéry
o ot : Q ca.-__ 4 tego punktu, a za wysoko$é parametr eli-
4 go ze drugi wyraz prawej strony réwnania (2) jest liczba

dodatnig).

3 60. Rownanie biegunowe elipsy. Dana jest elipsa o osiach:

AA' =22 1 BB'=2b (rys. 57).

Uklad spélrzednyeh o-
bierzmy w sposéb naste-
pujacy: za biegun obic;-
ramy ognisko F, za 0§ bie-
gunowy oS wielkg elipsy,

liczae jej dodatni kierunek
oc} ogniska ku najblizszemu
wierzcholkowi A, wtedy
spolrzedne dowolnego pun-
ktu M elipsy beda: MF—
= p i @\ MFz — Q.
WykreSlmy MP. | A'A, wtedy mamy
M —q—¢: or
(patrz § 52), ale z rysunku widzimy, Ze

OP= OF — PF = ¢ — PF,

az AN PMF:
: PF — MF . cos ({ﬂ]FO):p,cos (1800_?)="‘P
:"Q"t OP=c + p cos g,
Z
r :Ii.em MF = p=a — e(c + p cos o),
yli p=a—ce—ep cos g,
p+ ep cos ¢ —=a — ce,
ale aﬁceza_f:#_a2_@ 0!
wi s - e
ige p(1 + e cos ¢) = p,
stad ostate¢znie g o LR
1+ ecos g

Takie jest r6wnanie biegunowe elipsy.

. CO8 ?,

&

met%yil.neSrledltlilc? e!ip-sy.. Srednica elipsy nazywa sig miejsce geo-
srodkéw cigciw, réwnoleglych do siebie i poprowadzo-

nych‘w pewnym kierunku (patrz § 40).
Niech bedzie dana elipsa




D ——
gl s

rowadimy dowolna cieci
0l : Y= mi + n. " 2
dnicy, znajdimy naprzdd spblirzedne

ezeli spolrzedne punktu C sa (%4, Y1h
a punktu D (73 ¥s) t0

s S 72
—a

Aby znalefé réwnanie ére_
(z, y) érodka E cieciwy CD; ]

x

Yy + ¥

2
Ale C i D sa punktami

wzgledem z 1 9, znajdziemy

w roéwnanie elipsy, mamy :
z? m2a® + ?fffi’tl =5

® 12
(6% + a?m?)2® + 9a2mnz 4 a®(n® — b%) = 0.

Zamiast rozwigzywaéd otrzymane réwnanie, napiszmy

SR - 9a2mn
- ) e
JLernid "f"“'""’f'f-“ml_"- e = b + o2m?’
a wiec odcigta punktu E: :
a“mn
e L S
s b2 4 o?m®
Wstawiajac te wartosé na z w réwnanie cieciwy, mamy
a2m?®n n'
y=mm+ﬂ=‘"‘bg + atme +
’ 7 b2n
czyli Y = —Fx ot

Jeieli teraz punkt E polaczym
niem prostej E0 bedzie

| = — &X
a ¥ J aZm

¢/ Otrzymane réwnanie nie zalezy 9‘1 n,
cieciwe C'D' |} CD, ktérej réwnanie jest

y = mz + n',

ze rodkiem elipsy, t

i jej Srodek E' polaczymy - ’
Pl : nie (1), a zatem ono jest rownan

E' O bedzie to samo rowna

we CD (rys. 58) ktérej réwnanie jest |

przeciecia sie cieciwy (‘ID _
z elipsa, wiec, rozwiqzn]a.e: i
réwnania tych dwéeh linij.

spélrzedne punktow CiD.
Wstawiajac y = m& + % °

y ze srodkiem elipsy, to rowna-
A B0 ron SRS N
jezeli wige poprowadzimy

o réwnaniem prostej
iem miej-

—= LB =

sea geometrycznego Srodkéw wszystkich cieciw réwnoleglych do CD,
ezyli rownaniem Srednicy KL, sprzezonej z kierunkiem cigeiwy CI.

Z postaeci réwnania (1) wnioskujemy, Zze w elipsie kaida
srednica przechodzi przez jej Srodek.

§ 62. Srednice sprzezone. Niech bedzie elipsa (rys. 59), popro-
wadZmy dowolng cieciwe CD), wtedy Srednice KL, z nig sprzeZons,
otrzymamy, laczgc Srodek cie-
ciwy E ze $rodkiem elipsy; je- g M

zeli teraz wykre§limy MN || CD, / C/r/ \67

to Srednice KL i MN bedg z so- \ /

ba sprzezone, to znaczy, ze je- KM 4 ‘é‘%}.

dna z nich dzieli na  polowy  [5° = L

eieciwy, rownolegle do drugiej. !
Aby sie o tem przekonaé,

przez punkt D poprowadimy

‘érednice DG i punkt G polgezmy ‘ S

z U. Wtedy z A CDG widzimy, Rys. 59.
ze punkt F jest Srodkiem boku :
CD, punkt O Srodkiem boku DG, a wieec EO | CG, czyli cigeiwa
CG jest réownolegla do Srednicy KL. Poniewaz za§ MN przechodzi
przez Srodek boku DG i jest réwnolegle do boku CD, wige dzieli
bok CG na polowy, a to dowodzi, Ze Srednice KL i MN sg z so-
ba sprzezZone.

Na zasadzie poprzedniego § i w tym samym ukladzie spéirze-
dnych, réwnaniem Srednicy MN jest

e ME s L e e Sl
jezeli réwnanie cigciwy CD bylo
y = ma + n,
réwnanie za§ Srednicy 'sprzqionej KL jest
52
T (2)

Z rownaf (1) i (2) wyeciggamy nastepujace wnioski:

1) Jezeli kat, ktory z osia wielkg elipsy tworzy Srednica MN,
oznaczymy a, a kat, ktéry tworzy z ta osig Srednica sprzezona KZ,
oznaczymy a', to spélezynniki katowe tych Srednic sa:

12

tang o. = m; tang o' = —
= 4 a?m

stad mamy

tcmattavr.v,a:‘—‘!’2 3
g-y—ag,_._.‘.()




75, s e ki

wige ileczyn spolczynnikdw katowyeh dwéeh §l‘ed1{10_‘
sprzezonych elipsy jest staly i majac o, zawsze’ _i:nozna
wyznaczyé o', a zatem dla kazdej Srednicy mozna wykreslié sre-
dnice z nia sprzezony. - 3

9) Z réwnodei (3) widzimy, Ze jej prawa st'rona’]est liczba
ujemnsg, a wige jezeli kat o jest ostry, to o mumA byé roz.warty,_
innemi stowy: dwie srednice sprz¢zone elipsy leza za-
wsze wroznych jej ¢wiartkach.

3) Z réwnosci (3) mamy ;

a? tu-ng a’ ’
jezeli wige a = 0, to tang o i O @ == 900 otrz?rmu-jem.y wtedy
dwie frednice sprzeione prostopadie do siebie, czyh o.s;a elepsg{. 3

1) Jezeli mamy dswie érednice sprzgzone MN i KL, .ktoryc 3

tang o' = —

*

réwnania sa
b2 ' 8
—.'I',
a®m

y:mﬂ:; y‘—'_*'""'

to poprowadziwszy W punkeie M styczng do ’elips?, latwo bedzie
wdowodnié, ze ta styczna jest réwnolegla do éredniey KL. 1

Niech spdlrzedne punktu M beda (x4, 7y), wtedy réwnanie styczne;r
w tym punkeie jest

by
—_ S T—xs )
Yy yl “’23'1 ( 1)
a wiee spblezynnik katowy stycznej
h b2y
m = — = il
Zauwazmy teraz, Ze spblezynnik katowy grednicy MN jest
== 11,
oy

bo MN przechodzi przez punkt M{r,, y;); spolezynnik katowy Sre-
dniey sprzezonej KL jest :

2
o B A
m—— i
a?in a®yy
. - Y o e
stad widzimy, ze M == 2

a to dowodzi, ze omawiana styczna jest réwnolegia do ’éredn‘icy AL; l

Tak samo styczna W punkecie L jest réwnolegla do sr.edmcy MA?
a wiec wogdle mozna powiedzieé, ze stycm‘le do-elxpsy, 1.)01
prowadzone przez kofice dwéeh Srednic Sprzgzo=
nyech, sa dotyech srednic réownolegile.

®

§ 63. Biegun i biegunowa.
22

a2

Niech bedzie dana elipsa
+

o
(4
e M
\R{
5. 0
/]

(rys. 60) i dwa punkby:
Py(7yy Y1) i Po(ry. 75). Je-
7eli przez te punkty popro-
wadzimy presty, to jej pun-
kty przecigeia sig z elipsy
podziely  odeinek A ok
w pewnym stosanku A : 1,
a spClrzedne punktéw prze-

cigcia bedg: &'r\
ot + Ary. 5
142’
e Y -+ ly_z Rys. 0.
14+ Ar - .
Ale te spblrzgdne muszg zadodéczyni¢ réwnaniu elipsy, a zatem:
i(""i Pt S | - g
a? 1+1) 1;2(14—1)“"
ezyli :
2 2 » 2 2
)."u(”_:f; +~'-"L%2- s 1) 5aal (‘”;’;2 4 3% o 1)_;_(%4-%— ): 0.

Otrzymalismy réwnanie kwadratowe wzgledem A, ktérego pierwisstki i
i hy wyznacza dwa sfosunki, w jakich punkty przecigeia sig z elipsg dziels
odeinek Py, F,. Jezeli zalozymy w tem réwnaniu

£y, Y
e o R gy
a? by '
to otrzymamy Ay = — A,, wtedy punkty P, i F, oraz punkty przecigcia

stanowig harmoniczng czworke.

Przypusémy teraz, Ze P1 jest punktem stalym; wyprowadéZmy z niezo
szereg promieni, przecinajg:ych elipsg w punktach M i N idla kazdej tréjki
punktéw: Py, M i N odnajdimy czwarty harmoniczny F,. Spélrzgdne punk-
tu P,, na zasadzie poprzedniego rozumowania, beda zadodécaynily réwnaniu

¥y
+z=1.._...(1)
s 2
(spolrzedne x, i y, beda zmienne) i nawzajem: punkty, kiérych spélrzedne
zadodéczynig temu rownaniu, beda czwartemi harmonicznemi do P, Mi N.

Ale rownanie (1), jako pierwszego stopnia wzglgdem 2 i y, przedstawia
linjg prosta, wige

.‘1'1.'!?

a2

jezeli z pewnego punktu stalego wyprowadszié szereg
promieni do elipsy i do obu otrzymanych za kazdym ra-
zem punktéw przecigeia danegoe punktu znalezé
czwarty harmoniczny, to miejscem geometrycznem tych
pPunktéw harmonicznych sprzgzonych jest linja prosta.

oragz
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. 78

Ta prosta nazywa sig biegunowa danego p
biegunem proste] (1).
7 otrzymanego réwnania biegunowej.
zr vy
‘gf; s jf':= 1
wnioskujemy, €O nastgpuje:
1) Jezeli dany punkt Py(7y, yy) lezy
a elipsg w dwéch puaktach (rzec.zywist;éch

przecin
ktu wyprowadzié do

niami, ktore moina Z tego pun
wige biegunowa punktu rewnghrz
czyli jest tak zw. cigciwag styeznogei.

2) Jeieli dany punkt Py(ry, ¥1) 1
harmoniczny lezy nazewnabrz,

3) Jezeli punkt (24, yy) lezy na elipsie. to jeg

do kola, co jest wprost widoczne 2 rownania (1
4) Poniewaz punkty Py 1 P, sg z sob

jeseli

punkt P, lezy na biegunowej punktu

biegunowsa obraca §ig dokolsa
wzajem: jezeli pewna prosta ©
rusza sig po biegunowe] tego punktu.

6) Biegunowa punkta, polozonego na st
4rednicy z nia sprzgionej, 0 czem latwo sig
aprzgionych oraz réwnania (1)

7) Biegun srednicy elipsy lezy W D
Stad wynika nawzajem, biorg

sprzIeZene).
7e biegunovwg srodka elipsy jes

powiedziane,

8) Biegunowa ogniska ]

watawiajge w Townanie (1) spélrzg
o

B s T

a2

dne ogniska (

ezyli odleglost kierowni
§ 64. Kolo krzywizay elipsy-

byé po sobie dowolnie przesuwany i
przystawaly, a jezeli

poprowadzimy Sty

wszystkie

moéwimy, %e
Im mniejszy jest pro
cej odchylone od
ciwnie (patrz rys.

Rys. 61.

kim promieniu.
Jakakolwiek inna linja kraywa takiej wia
punkcie swoim ma inng krzywizng.

zewngtrs elipsy, to jego biegunowa.

nego przechod zi pPrzez

ezy wewngirz elipsy, to
bieganowa elipsy nis przecing.

3 harmonicznie SpPTZgzone,

punkt Py leZzy na biegunowe] punktu

bieguna tej
braca sie dokola punktu, to joj biegan pos

ednicy elipsy, jest rownolegla d
przekonaé z rownad

jeskoniczenie dalekim punkcie grednicy
¢ pod uwagg to, co bvlo wyzej
t prosta nieskoriczenie daleka.
est kierownicg elipsy. dlatego, €y

czyli € = —

cy od érodka elipsy (patrz §°53).
Qkrag kola ma taka wlasciwosé, Ze moZ§

wszgdzie jednakowo o ‘
krzywizna kola

wizny kola uwaza sig,
wrotnoéé jego promieni
ze krzywizna linji pros
moznn uwazaé za okr

snosci nie posiada i wogble w kazdyE
Aby znaleié jej miarg w danym punkcié

unkta F,, s punkt dany—

), & Ze pomigdzy promie-
elipsy, bedg i dwie styczney
punkty stycznosel,

punkd czwarty

o biegunows jest styczng

Pi’ to nawzaje
P2~ Stad wynika: :
ig po prostej, to jego
proste] ina

érednie

¢, 0), otrzymamy:
a?

€y

jego punkty beda do siebi
w roznych pusktach okregi
Z ze kolo je

miern kola, tem ono jest wigs

linji prostej (stycznej) i prze
61), dlatego tez za miarg krzy

podliug Newton’sa, od
ia. Na tej zasadzie powiemn
tej — 0, dlatego, ze prosti
ag kola o nieskoiczenie wiel

A, G .

’JbI s’ ] p v ym, ¥ p ¥
eramy na k] ZYyWe JBSZCZe d\’i a unkt s B%&IBdﬂlE z dall my te b]‘z ﬂﬂkt
.vyznacza,]q pe wne kOlO, a Bzell Obﬂ qulﬁdﬂle puﬂkty nleskunczenle B[g Zbllz%
\i() danego, Ol‘-[zvmamy kUlO Sts’czna do klzywe’ (Styczlluéc W k 0 -
Pun cle p

tréjnym, ezyli §¢6
yli slycznosé 2-go sbopni 5
pnia; poréwnaj ze stycznodei
3 cia 1-go sto- .

pnia. ezyli w : 5
zyw; sigyk‘);' é’:lnl;c;eyfgc_lw 6jnym, linji prostej z kolem). To kot )
s S b Zywizny w danym punkeie linji krzywej, j o na-
; ywaja sig $rodkiem i promieniem k ¥y J,_jegoérodek
Niech teraz bgdzie dana elipsa rzywisny.
2 32

ni= S _+_ LE' Al

oz
Obierzmy na niej
j trzy dostatecznie bliski

okrag kola. Srodek | gxmjq:blickia pIELY ¢ pigr '
wystawionych z]:ao é?:d::'g 1 ‘kg‘lj%bed_z“’ lezal na P"zecigcf‘lo::adzmytprz“ e
e ;:w (E]Toc;] cigeiw, laczgcych wzigte Pu@nftl';i ‘;_Padlych,

: , ze odleglosé i i | e
maleje, to otrzymamy kolo krgzy\wim?vmm%dzsr it e nieskoﬂcz,enie

35 .

NaZWi]my Bpohzgdne élodka 1erwsze] Cl CIWF x y a (]r“ ey —

‘. = . . . .

.j( 5 ! : 3 : g ¢ P - A ? ) ( 1% 2 ])s g j

W ystawlon@ ze érodkﬂ cigciw y moz na WZ13C [I."I.'[Halﬂ%' d() Ql]psy w Pu nkcle
o ] igé i l

(‘1 11 yi), W‘igc je} 1'6wnaniem ,bgdzie .

5 A
ST LT.:;(” — xy).

<,zyli 2 2
yl"’. 6 le — (az = b2 T
]Pi . . -
/ ,_’ . o (])

ak samo dru w n
I drugg prostopadig begdzie norm .
alna pu kcie'( i
5y Yp) elipsy:

Tl as,'fu
g EE(J"V_ o),

ezyli a?
Yo — LPagy — (a® — b2
— 0%) a5y . (2
- (2)

Rozwigzujae teraz ré :
rownan i g
rzgdne drodka krzywizny: ia (1) i (2) waglgdem z i y, otrzymamy spéi-

2
(a — 62)@/1 —yg) : 'Ti'r2

e
2
a=(. ol

(oY1 — T1Y/5)
ale ze U.E STy bﬁ (.2 :
a2 = F— 821

wi i 2
ge bpdain o E_"rﬂ("l__'-ﬁ_/a)

Ty — *
. 271 b o)
Zauwazmy teraz, ze 1%

| 1 Ty — ZyYs = Tollyy — Yp) — Ypo(®; - ),
- i e T e
Poniewaz punkty (.rl =t _3’2) ey I Toly—Yp)
ol 1y Y1) 21 (75, y5) begda lezaly na elipsie, wige
S e



B
R U
: . 5
e L yE—Ys
!th o ug o bg 3
Zyie Y ol a®(yy + 3:'2)1
Y1 — U GPry + o)
1 1 Yo - 42y + Yo '
i it T ey A Er,x, . VAT 4+ To)
Zakladajac tersz 7y = Tp iy = Yg, mamy
1 1 + a2y12
Sl 2% 3
s 122+ a¥yf .. o :
oy ~ = T BFzp e 3P
&z 8 .
ostatecznie ==z

; : -3
Wstawiajac otrzymang wartosé w réwnanie (1) normalnej, mamy

2
Rr By, — Pz = (a® — UP)24Yy,

2 e
ezyli b2y — 32-‘-'12,')’1 T 025’1 Ty ezy 1("’”1 a®),
_ eyle® — “2)_
stgd zad o= 2
e : e, 5 R 5 ia elipsy:
ZnajdZmy jeszcze (.ft"l a®) = rOW;Bm b2pj b
Tt o i = . 1
R b2 b
2,2
2 g ut L
:1,1 — a = b2 3
R (e !
a zatem Mi=s b4

Oto sg spélrzgdne srodka krzywizny w _punkeie (%, yy) elipsy.

Promien krzywizny zngjdziemy z roéwnania

F’2 =% —= $1)2 =8 yl)zi

wige bgdzie naprzdd:

2 3 Z
€ 'rl 1 Ex 2 !.‘2 .
sy 11‘.2.7 N a2 (6 1 } -
2.2, 3 Y i
a*e®yy® J1 (u2e2y12 o)
y—y=— " pt S L e

i 2
0, %;-(42 — &21.%) S@%(‘igxﬁ—“ ).

2

AR
pf = (@@ — &) (734 i ?) i

9 . 4, 2
(@ — ey . (Vo )
ol ey O
ettt

A szatem

g e 2

(a2 — 22 2)

2,2

o dokonaniu umproszezen p—
ap P p 20

Przypomnijmy jeszcze, ze dlugosé normalaej

B e e 1
N i 2
— EVa et 62.1712,

otgd * ® — @r2— QEJ‘:};E,
ige = ﬁi — A_m
wig # 13 '}14 )
gdzie p = — ostatecznie zatem
N3
—?—. .

Geometrycznie mozna wyznaczyé érodek krzywizny w sposob nastgpujgey:
Odecigta érodka krzywizny jest

2. 3
ez r,\2
== —;— fr— 82371 { ('1 )
a a

W punkcie M(z;, y;) elipsy (rys. 62) wykreélmy normalns, wiedy bg-

ON = oy,

dzie (patrz § 56):

Jezeli teraz na osi wielkiej
elipsy wystawimy pélkole, wy-
gnaczymy punkt M’, odpo-
wiedni do M, poprowadzi-
my NK | QOJM, nastgpnie
KL | OA, to bgdzie OL==x.

Istotnie:
wgg W -
& M=

= cos (L POM') = cos a,
gdzie a = < POM, wige
mamy

2 — OL = OK .cos a =
— ON . co8® «

x,\3 S
czyli @ = 32_7;1 L (1) ; Rys. 62.
a

Jezeli teraz przedluzymy normalng MN do przecigein eig z KT, to punké
C bedzie érodkiem, a MC — promieniem krzywizny w punkcie M elipsy.

Srodki krzywizny wierzeholkéw gléwnyeh wykreélié mozna latwo w spo-
séH nastepujacy:

Spélrzedne wierzcholka 4 sa (a, 0), a zatem dla tego punktu bglzie

Ea? 2
== -a—2 = ?; ¥y = 0.
' -

J. ZYDLER.—ZARYS GEOMETRJI ANALITYCZNEJ. 6



L L et
Odmiersmy wige 0G = ¢ 1 wyst;w;y GE ;&2_ GA, wtedy
OFE = oir =T .
Tak samo dla wierzcholka B b@dzie:r%%a a
e O YR Tanapie S b -

: - ‘Fiiamy
i w pedobny sposéb znajdziemy S e :
D= —pEI=E

§ 65. Pole elipsy- Dana jest e
wielkiej wystawmy kolo (rys. 63).

prowadimy prostopadie: KG, LD,

otrzymane Iuki elipsy 1 okregu
cinki prostej, a figury:
ONKC i OBGC,
CKLD i CGHD i t. d.

za trapezy.

Wtedy pola trapezdéw:
CKLD = } (CK + LD) . CD,
CGHD = % (CG + HD) . CD,

CKLD _ CK+ LD

g CGHD ~ G+ dU
s B GRS RD e
ge ) Bl IR S
CKLD a
a zatem m = z
' ONKC '_ o
Tak samo bedzie OBGC 5
iy ONKC CRLpSE DEMED
—+Bd0 — CGHD ~ DHIE ™’ b
a stad

ONKC 4 CKLD + DLME4 . ... _ &
0BGC + CGHD + DHIE + . - - . b

o osiach 23 i 2b; na 08l

Podzielmy OA nan czesel réw-
nych, przez punkty podzialu po- =

ME i dxsd przypusémy, e liczba &
n jest dostatecznie wielka, aby.

kola mozna bylo uwazaé za od-

— 83 —

Jezeli teraz liczba punktéw C, D, E, . . .
$o suma

. rodnie nieskonczenie,

ONKC 4+ CKLD + DLME + . . ..
dazy do swojej granicy, t. j. # pola kola, czyli }ze® a suma
OBGC + CGHD + PHIE 4 . ...
dqzy‘do granicy, ktéra jest } pola elipsy, czyli 18, a wiec

R -
za®  a’
stad pole elipsy 8 = mab,
§66. Zadania. .

1. Dane sg punkty:
(6, 1); (%_i !B})v (— 6.0 2); (139i 1'31)! (2, —3)%
ktére z nich lezg na elipsie: 22 | 232 — 387 ktére leis zewngtrz elipsy,
ktore wewnatrz niej? .
2, Przekonsé sig, czy leza na elipsie: 422 + 942 — 36 nastegpujace
punkly: (—6, 2); (—3, —4); (5, —1) (—4& ¥) (2 1
(8 — 8). Znsle#é a, b, ¢, e (polowg osi wielkiej, malej, odleglosé ogni-
skowg i mimoéréd) elipsy danej:
3. 922 4252 = 225. 6. 222 4 3,2 = 30.
1 4224 942 =144, 7. 1622 1 25y — 400,
5. 42% 4+ 92 = 36. o 322 + 5y% = 120. t
{9 — 10). Wykreslié elipse, ktérej rownanie jest dane:
9. 1622 4+ 25,2 = 400. 10. 922 + 2532 — 225.
11. Napisaé réwnanie elipsy, ktérej oé wielka jest wzigta za o$ rzednych, |
a o8 mala za o§ odeigtych. ? .
12, Napissé rownanie elipsy o osiach: 2a i 20, jeseli jej srodek leiy
w puokeie (m, n), 0§ odeigtych jest rownclegla do osi wielkiej, a os rzgdnych
do osi malej elipsy.
(13 — 15). Osi spdlrzginych s odpowiednio réwnolegle do osi elipsy;
znalesé spolrzedne srodka oraz obie osi elipsy, ktérej réwnanie jest dane:
13. 2522 4 932 — 50x — b4y — 119 = 0.
14. 922 + 442 — 6z + 10y — 15 = 0.
15. 422 1+ 2532 — 40x - 150y — 225 = 0.
{16 — 17). Znoalezé dlugosé cigeiwy, kitérag elipsa odcina od prostej:
16 _ elipsa: 422 L 9)2 — 144; prosta: 20z — 15y + 24 — 0.
7., 4P 3P=16 , y=3r—1
18. Znalezé na elipsie punkty, polozone w jednakowej odleglosi od osi
ap6lrzednych.
19. Znalezé punkty przecigeia sig elipsy z okrggiem kola, ktérego éro-
dek lezy w $rodku elipsy.

.



— 84 —

i 1) i kté-
20. Znalezé réwnanie elipsy, ktéra przechodzi przez punkt (4,1)ik i

; . oy
ej odleglosé ogniskowa ¢ = 3. 5
2 (21 24). Znalezé dlugosé promieni wodzacych danego punktu elipsy
i ) - 2
21. elipsa: 92® 25y = 225; punkt: (3, — ).

% =34
42 + 992 = 36; ” (— 3 3 A
gg ! 16222512 = 400; o 521’): 15), :
24- » 4a2 + 92 = 144; A e
) 7 . : -
(25 — 28).  Znaledé réwnania kierownic elipsy:
k £ -
25. 322 -} 5y = 120. _ 27. 422 4+ 9,2 = 180

28." 922 4 25y% = 225.
j polozony. Znalezé: (?) row-
046 stycznej, normalnej, pod-

26. a2 4 22 = 18,

(29 — 34), Dana jest elipsa i pu..nktn
panie styeznej, b} réwnanie normalnej, ¢)
stycznej i podnormalnej:

— 900; kt: (— 6, '2).
lipsa: 922 + 10012 = 900; _pun 2
%g e 25.172-}_—{- 492 — 1225; 4 (—1—0 L ; 3).
31. 4 9z2 + 20y% = 180; 5 10— 2).
37 O 20a 4 4B2—900; , (=6 g).
s fy o TR
34. 1658 4 9542 — 360; - o (B B :
(35 3;3) Dana jest elipsa. Znalezé réwnanie stycznej, poprowadzonej

rownolegle do prostej danej: - \

85. elipsa: 322 4 bHy® = 120; prosta: & ::_— 3y_+56 — 0.
; . 9222 L 3y = 305 CRe Ay S
g%‘ » 4,3:§~_|4; 92 —180; , 4r—3y ..:__102 _
38 i 92 - 25y = 225; , 9z — 20y =20. | |
(39 42). Dana jest elipsa. Znalezé réwnanie stycznej, poprowadzonej
jrostopadle do proste; danej:
89. elipsa: 2® + 23° = 18;

»

prosta: z — 2y + 4= 0.

40 a2 4 2% = 38; . T— 3y —|—66—:_—00_

41' T 3a2 + By? = 120; AN 6_—-— 3

42, L 16a® + 2512 = 400; - 32—y4+6=0
X bE ]

i ;¢ réwnspia obu styesaych, wypro- |
(43 — 48). Dana jest elipsa. Znalezé réwnapia obu styezaych,

¥ y t m gdz Stg—r
rznego Oraz Obllcz C kq 1
wadzou Gh z dﬂ“ego pllﬂktu zewngh g0, Al
¢czneml t ] k%t y Pod ktor ym W].da.c e—llPB% Z daﬂ3g0 punktll.
g U Js €

] . . 9.8 442 — A48; punkt: (—'2‘_:5')'

'"‘*;ﬁ' P,hpsa-._i@;g.,i szg T . (0, < 5).

: 45 ,: 422 | 9y = 36;- wo (1 5)'
46- ; 32 + 5_92 — 120; £l (_1’ 3)'
47, . 92® + %pP= 225 S
% LoeidcE L oWy

: ; el o
49. Znalezé miejsce geometryczne punktéw, z ktérych elipse: t%2%
1 a?y? = a?b? widaé pod katem prostym.

j t do |
50. Znaleié warunek, pod ktérym prosta: y = m& + n jest styczng

‘ z2 g
elipsy: o e SR A L.

myeh, z ktérych jedna przecina eli

styeznyeh, poprowadzonych przez korice érednic

S

91. Znali#é warunek, pod ktérym prosta: y — mz + n jest normalna
: 22 ¥
do elipsy: o= -+ = I
(52 — 53). Znale#é rownanie (odniesione do érodka) elipsy, ktéra jest
styczna do prostej danej w punkeie, ktérego odecigta — &y
52. prosta: 4z 4 5y — 95 — 0 z,.— 4.
53. = x4 2y — 10 = 0, &y = L8,
(54 — 55}, Znale#é réwnanie (odniesione do érodka) elipsy, do ktérej
sa styczne dwie proste dane;

M. x4 2 — 10 = 0, 8r — 9y 4 60 = 0.

5. z+4+y—8=0y %+ 3y + 16 = 0.
co 2

56. Dana jest elipsa: y

=
(]

‘Z— + %2— = 1. Znpalezé réwnanje
ktérs;qlacczy dwa punkty elipsy: (24, Yy) i (7g, Yol
(57 — 60). Dana jest elipsa i punkt zewnatrz niej polozony. Znalezé

rownanie cigeiwy styeznodci (cigeiwy, ktéra laczy punkty stycznodei dwéch
styczuych, wyprowadzonych z tego punkta):

57. elipsa: 322 | 432 — 48; punkt: (2, 5).
58

cigeiwy,

. £ 322 4 5y — 120; % (1, 5).
53. 0 322 +.4,% — 48; = (4, 1j.
60. » 4z 4 92 — 36, g A

61.

Dowiesé, e normalna w jakimkolwiek punkcie elipsy — i}/’r?
; a

wodzacemi tego punktu.

1
gdzie » i #' s3 promieniami
wartos¢ normalnej.

62. Znalezé odleglosé 4rodka elipsy od normalnej w punkcie @5 yy)
tej elipsy.

63. Dowies¢, ze jezeli odeinek pewnej stalej dlugosci porusza sig w ten
sposéb, Ze jego korce poruszajg sig po osiach spélrzgdaych, to dowolny punkt
tego odeinka opisuje elipse, ktérej @ i b sa odpowiednio réwne odleglogciom
punktu od obu koricéw odcinka, (Na tej zasadzie jest zbudowany przyrazad,
zwany elipsografem).

Znaleié najwigkszg

(61— 65). Napisaé réwnanie elipsy,
nego, majgc obie osi: 2g i 25:

64. 1) a=4; »—=3; 2) a—=6; b— 4.
65. 1) a =5; bi—:3. 2@ ——he i
(66—69). Dana jest elipsa.

odniesione do jej wierzcholka gléw-

Znale¢ réwnania dwéch $rednic 8przgzo-
ps¢ w punkcie danym:
66. elipsa: 322 4 5,2 — 120; punkt: (5, 3).

67. ., 424 92— 180; , (_3, 4.
68. » 922 425,2 — 995, S A en)
69. w  1622-425,2 = 400; iyt o R

(70 — 73). Dana jest elipsa i jedna z jej érednic. Znalesé réwnania

y danej i z vig sprzezonej:
srednica: 7o — 2y = 0. :
5 2r + 3y =0.

70. elipsa: 22 4 432 — 72,
71. P 92 — 79;
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4rednica 2¢ 4 By = 0.
4z — 3y =0

144;
180; 2
dratéw dwoch srednic sprzgionych elipsy 108t
osi elipsy (twierdzenie Apolonjusza).

§rodek elipsy i koice

72. elipsa: 922 41632
73 L A O

74. Dowiedé, ze suma kwa

stala i rowna sumie kwadratow

75. Dowiest, ze trojhat, kidérego wierzeholkami sg:

dwéch érednic sprzgzonych, ma pole stale.
a2 y2

76. Dana jest elipsa: = + 7

1 i pewien punkt (=4, ¥1h polo-

lub wewnabrz niej. Znalezé réwnanie érednicy, sprzgzonej

punkt ze $rodkiem elipsy.
utworzonego"przez P

zony zewnatlz,
z prosta, ktéra lgezy dany
77. Znaulezé pole czworokata,
rednic sprzezonych elipsy.
78. Dowiesé, ze elipsy
(styezne W punkcie wspolnyn
79. Biorge liczby 2 zadai (57 — 60),
nego punktu wzgledem elipsy. i
80. Znalezé biegun prostej: Az + By + C=0 wzglgdem elipsy: ;

olgczenie koricow dwoch
spologniskows przecinaja sig pod katem prostym =

1 sg do siebie prostopadle).
gnalezé réwnanie biegunowej da-

x2 112
Sy =T
a2 + e

ROZDZIAL VL

Hyperbola.

Okreslenie d rownanie hyberboli, Hyperb olg nazywa E
etryczne punktow, majacych taka
h odleglosci od dwéeh punk-

§ 67.
sie miejsce geom
wlasno§é, ze réoznica ic
t6w danych jest stata.

Dwa punkty dane nazywaja sie

einki,

hyperboli — pro mieniami
dzacemi danego punktn hyperboli.

Na zasadzie przytoczonego okre-

glenia hyperboli mozna wyprowadzié

& jej rownanie: _ i

Niech beda dwa  punkty dane:

F i Fy (rys. 64), czyli ogniska hy=

perboli, za poczatek ukladu spélrze:

dnyech obierzmy srodek O odeinka

F, F, za o5 odeigtych prosta OF. Przypusémy, ze M(z, y) jest

punktem hyperboli, wtedy, na mocy okreslenia tej krzywej, mamy’

M'Fl — MF —=i2e, 5 i

ktérej znaczenie geometryezne wkritee

ogniskami hyperboli, a od-
ktére lacza ogniska z punkiem
WO

Bew e msim o = mmw me=w

Rys. 64.

gdzie 2a oznacza liczbe stalg,
poznamy.

87

Poprowadimy MP | Oz, wtedy
MF, = y/MP® 1 F,P?,

SR
Niech =ctom
b o 'c—odleg.los? FF — 2¢, ezyli OF = OF, — ¢, zauwa3 5
_j_. Fon DdCIQteJ punktu “1‘[) zaé J.‘IP: 2, _:1: y u“a.zmyj %3
bedzie Y = jego rzednej, wtedy
 ME =@+ (e
Ml o

awieo  YEFEFEP — VFF o =2
oxyli VE+ (c+ 8= 2 + Vi + (c—ap ’

PodnieSmy obi
2, i e strony tego ré i i
nastepnie jeszeze raz pierwiastek: Hasmltell e
o : k:
be! 3 T T P S
YAletaf=da®+ da Vi 4 (c — 2 + 12 4 (c — a)?
—da i 4 ¢ — x)2 = 402 — 4oz :
2 : e
a*(® 4 2 + 22 — 2cr) = (o2 — cx)?
1' ;
; (2 — a?)z® — a2y — a®(c? — g?)
auwaimy z A I UF 3 -
3 _ 1ME, 2e F.F i
wige ¢ > @ i oznaezmy e T
62 —= (12 ——= 3;2’

olrzymam
¥ b2.2 — aﬂy?. —— a2[/2
]

ostatecznie 3,2_ Y2
ST @

Oto jest rownanie hyperboli.

§ 68. Roztrzasanie ro
asanie i :
Z0ECZMY Y- rownania hyperboli. Z réwnania (1) wy-

12_ S z% 22 g2
b2 B R R e TR
B
y Py :t r I ],/"12 — a'z-
W £ (2)
Vyznaczmy jeszeze z:
a'ﬂ 2 2
— =1 T il
P + 7 = <
r=t SVPE+ B

1) Z Otrzymau
€g0 wzoru na y widzai s
wa symet Y widzimy, zZe hyperhola j
ot reiils rycang wzgledem osi Ur, a ze, Wzorj;p s a ]eét krzy-
lez symetryezna wzgledem osi Oy ) Nalgstuy,; 36
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2) Z otrzymanych wzordw (2) i (3) widzimy dalej, Ze zmiennej & 3
mozna nadawaé dowolne wartosei dodatnie, lub ujemne, aby tylko
bylo z = a, za8 ¥ moze przybieraé wszelkie wartosei od — o2 dooo,
bez zadnych zastrzezen, stad wnosimy, Zé hyperbola jest krzywg
nieskonczona.
3) Jezeli we wzorze (8) zalozymy ¥ = 0, to otrzymamy 2z = = &3
wiee odmierzywszy Da osi odcietych dwa odeinki 04 = 04’ = 6,3
otrzymamy dwa punkty: A i A" (rys. 65). JeZeli teraz wo wrzorze (2)
weimiemy z = 0, to otrzymamy

e vy SE T
a

L
‘éf" czyli warto$é urojona, 2 zatem hyper-:
AR bola nie przecina osi rzednych. Odmierz:
A A Sy jednak na osi rzednych odcinki:
B, s F 0B—0 B'=b, otrzymamy punkty BiB.
Punkty A i A’ nazywaja si¢ wierz
Br( cholkami gléwnemi hyperboli,

odcinek A4’ —osig rzeczywista,
a odeinek BB’ — osia uarojona hy-
perboli.
A zatem rdznica promieni
punktu hyperboli jest ré6wna jej osi rzeczyw
4) Poniewaz pomiedzy @, b, ¢ istnieje zalezno§é
: 2 — a2 = b, czyli c=]/m
ozna wyznaezyé jej ogniska: pos
OF — AB. Nawzajem: znajae

Rys. 65.

wodzaceych kazdego
istej.

wige, majgc obie osi hyperboli, m
laczyé punkty 4 i B i odmierzyé
a i ¢, mozna znaleil b = -

5) Ze wzoru (2) widzieliSmy juz, 7e z moize przybieraé wartosel
bez ograniczefi, poczynajac od -~ a. Przedstawmy tu obszar zZmien:
nodei z i odpowiednich wartoSei na & 4

,-}-a,....--l—co.
2 0O S 0,

ch wartodei na = 1 %, wnosimyy

\

ch w odlegloéei a od punktu 0,

X ==— 00w~ i B
= £ 03, Jans 0,
Rozejrzawszy sig w tych szerega
ie hyperbola, przecinajac o8 odeiety
w miare wzrastania z, bedzie coraz bardziej sig odehylala od osi
rzednych z jednej i drugiej jej strony, a wiec hyperbola s klada
sie z dwéech galez i, symetryeznych wzgledem osi rzednych
i eiagnaeych sig do nieskoficzonosci. E
6) Stosunek . 5
T

8| o

=8,

&7 [0
- a—
- -3

—a

& T Vg «1@;"’._"* =

kt.(:)ry, Eiak widzimy, jest liezba wieksza od 1 (¢ > a), nazywa sie

mlmos-rodem hyperboli i jego wartoSé cechuje ksztalt krzywej
7) 'Nl_ech punkt M(x;, y,) nalezy do hyperboli (rys. 66). .
Jezeli przedluzymy OM i odetniemy OM' = OM, to z trojkatow

prostokgtnych OMP i OM'P’ wynikaé ’ ‘

bedzie, ze OP'—= OP i M'P' = MP,

czyli spélrzedne punktu M’ beds: OFP'=

= —x, i M' P'=—y,, a ze one za- p

do§éezynia réwnaniu (1), wiee punkt M’

n'ale.iy do hyperboli, a MM’ jest jej

cigciwa, Poniewaz punkt M hyperboli =

byl obrany zupelnie dowolnie, wige mo- M

zemy powiedzieé, ze kazda cieciwa hy-

p-erboli, przechodzgeca przez O, dzieli

;],]13 ;vﬁiy::o {):lzgc;%)‘na polowy, a zatem ten punkt jest Srodkiem
8) Jezeli we wzorze (2) zalozymy r—= ==

przechodzaey przez ogéis)ko hyf)ersl():li: Slphguche

Rys. 66.

D = 12
y=+ —YEF—@ =+ —;

52

a-

oznaczajgc =
wrdzm).y., ze dlugoSé cieciwy, prostopadlej do osi rzeczywistej hy-
perboli i przechodzgcej przez ognisko, jest

2
Qpﬂﬂ_

- a
Wle;;mzéé 2p nazywa sie parametrem hyperboli
e wzoru (2) wnioskujemy, ze dla punkitéw, poloZ i
B0 5 ozonych &
dzy galeziami hyperboli, bedzie & i

i gL 2 2
e s 3 & 1
y> =@ eyl — 2 < 1,
dla punktéw, poloZonych na hyperboli
e o TR a2 2
Yy = ;‘Vﬂl& _— a2, czyll 'EE s -3(/)—2 == 1,
a dla wszystkich pozostalyeh
b s a2 2
Dopes— a8 - g
y<a]/.z-2 a2, czy]l?“ﬁ>1'

o Hyp-erbo.la, ktoéra ma ¢ = b, t. j. ktorej os rzeczywisté jest réwna
si urojonej, nazywa sie roOwnoboczng i jej rOwnanie bedzie

32 —.'y2 = a2_
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10) Poniewaz réwnanie hyperboli jest 2-go stopnia wzgledem:
z i y, wnosimy, Zg wszelka prosta y = mz -} » przecina si¢ z hy-
perbolg co najwiecej w 2-ch punktach.

Obierzmy na hyperboli dowolny punkt M(z,, v;), poprowadimy
jego promienie wodzace MF, i MF, wtedy bedzie
MF2 — y2 4 (c + 2%,
MF? =y?2 4 (¢ — x,)%,
gdzie ¢ = OF = OF,. Stad mamy _
MFP — MF?2 — dezy |
ale MF; — MF = 2a,

§ 69. Sposoby wykreslania hyperboli. 1) Wyznaezanie po-
szczerrnlnv h punktéw hyperboli. Dana jest 0§ rzeczy-
wista hyperboli 4’4 (rys. 67)
i ogniska I’ i F,. Obierzmy na

414’ dowelny punkt K, z ogni-
ska F, promieniem A'K, a z ogni-
ska F promieniem AK zatoczmy
luki, ktdre sie przetna w punk-
= tach M, i M,, nalezacych do hy-

Rys. 67.

Rys. 68.

nitke do linji, posuwaé si¢ bedziemy wzdtuz linji F,C, to olowek i

perboli, gdyz MF, — MF=
— A K— AK = A'4A. Powta-
rzajac takie samo wykreslenie
wzgledem ogniska F, a potem
Fy, otrzymamy dwa nowe punk-

ty hyperboli: M, i M,.
Jezeli na 4’4 obierzemy inny
dowolny punkt K' i dokonamy
podobnyeh wykreslen, otrzymamy
nowe cztery punkty hyperboli it. d.

2) Sposéb praktyezny. Da-
na jest of rzeczywista A4’ i ogniska
F i F| (rys. 68).

Do wykreslenia potrzebna jest
linja F,C, ktéra moze si¢ obracaé
dokola punktu F,, dlugosei wiekszej
od osi rzeczywistej hy perboli. W punk-
cie U (w koficu linji) przymocowywa
sie nitke dlugosei mniejszej od FyC
o odeinek 4’4, a drugi koniec nitki
przytwierdza sie w ognisku F. Jezeli
teraz, przyciskajge koficem oléwka

1

wiee

MF, 4 MF — 2%

2a

= 2ex,,

. HEM . -
gdzie b jest mimoSrodem hyper-

boli.
A zatem MF, — er; 4 a,
' MF = ex; — a.
Na moey tych wzordw mozna obli-
czy¢ dlugo$§é obu promieni wodzacyeh
dla kazdego punktu hyperboli.

§ 71. Kierownice hyperboli. Dana
jest hyperbola o osiach: 4’4=—2a i BB'=
= 2b (rys. 70).

Kierownicg hyperboli nazywa
sie prosta, prostopadla do osi rzeczy-
wistej, ktéra ma taks wlasno§é, ze sto-
sunek odlegloSci kazdego punktu ‘hyper-
boli od ogniska i od tej prostej jest staly.

Aby sie przekonaé, Ze taka prosta
istnieje i znaleZé wartoSé tego stosunku,
obierzmy na hyperboli dowolny punkt i
i przez pewien, tymezasem nieoznaczony,
punkt D na osi A’A wykreslmy KK' |
| A’A, poprowadimy jeszeze MC | KK’
i znajdZmy stosunek MF : MC.

Wiadomo, Ze promiei wodzacy

Rys. 69.

wykresli na papierze hyperbole, dlatego Ze zawsze quzw

MF —¢.O0P— q,
MF, — MF = CF, — (CM + MF) = 4’A.

ale OP = 0D + DP= 0D + MC,

§ 70.- 'Dlugosé promieni wodzacych hyperboli. Niech bedzie hy- with MP—¢. OD4¢. MC —a, .
perbola o osi rzeczywistej 44’ = 2a i urojonej BB’ = 2b (rys. 69), - MF 2 ) e
uklad spélrzednych poprzedni. a stad

7 At (e el
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Z otrzymanej rownoscl widzimy, ze stosunek UC jest wogoble

gmienny, zalezny od MC (przy niezmiennem OD), t.j. od polozenia
M na hyperboli, wartosé tego stosunku bedzie stala, jezeli 3

e.OD:a,
s 2
skad 0D2£—=E—.
e e

Jezeli wiec dotychezas nieoznaczony punkt D obierzemy na A'A

w odlegloSei

B L S S E
c 4 E
od érodka hyperboli, to wtedy stosunek
ME
MG~

jest staly, mianowicie réwny mimoérodowi hyperboli, a prosta KK

est jej kierownica.
Réwnosé (1) daje mozno$é wykreslenia kierownicy:
c:a=a:9, -
a zatem, jezeli odmierzymy OE — a i wykreslimy ED
to OD = d. 2
Oczywiscie, istnieje druga
n «j cdlegloéei od §rodka.

§ 72. Asymptoty hyperboli.
a2

_i_ EFiv‘

kierownica hyperboli, LL', w takiej:

Dana jest hyperbola
¥ '

R 1

o osiach 2a i 2b (rys. 71). PoprowadZmy przez érodek prosta CD,

ktérej réwnanie jest
y = ma

z hyperbolas.

wstawiajac wige wartosé y w rownanie
@ hyperboli, ofrzymamy

2 2,2
Z med
S — =1
a b2
(82 — a?m?)a® = a®?,

a2l?
T2 —a2m?

i szukajmy jej punktow przeciegeia sie

W tym celu nalezy rozwiazad réw-
nania tyeh dwéch linij wzgledem z i ¥,

— 98 —

a zatem e _Ta_b '
ViZ — a®m2’

Yy = —__aim
Ve — &

Widzimy, ze prosta CD przecinaé bedzie hyperbole w dwéech

: Kt ; 2 i
punktach, o ile * > a®m? jezeli za§ 42 < o®m2, prosta hyperboli

nie przetnie.
Na wyréznienie zastuguje przypadek, kiedy

i85 e B e Y
a

wiedy otr o

mialg z h;ﬁ::)illy R R S == o9, to znacezy, e prosta bedzie
- i punkty wspdlne w nieskoficzonej odleglosei, ré

naniem takiej prostej bedzie e

T ,
y—d:-a—.'r-,_ = - : s : ; : : (1)

zy:;leei;yl;ida?‘ to c;wie proste, przechodzace przez srodek hyperboli
nie polozone wzgledem osi rz i ¢
foun o ¢dnych. Wykreslié
¥atwo, jezeli wystawié prostokat, ktorego boki sﬁ: 2a ;G;; 271;09;;9
]ebl Erzekqtnei bQ-dQ wyznaczaly kierunek tych prostych b
= dzwmllbrac bl;zszﬂ;go pojecia o tych prostych weimsv na hyper
olny punkt i znajdZmy réznic e j -
s e pomiedzy jego rzed
:Jg;f:ndg odp_owxedmego punktu N jednej z tych prosgyfh ;zi:;;
I ¢dne punktu M s3 (2,, v,), to z réwnania hyperboli bedzie

b2
MP? = y? = =8 — a3,

2 z réwnania prostej

Npe s g8 i B
lent. Ry iy
stad g tike. _512 b2
Bt =y = Zpaf — (e — of) = 1A
a wiee 02
yg =] y e .
13/1+3/2 i SRR

Poniewai W miare wzrastania », roSnie réwniez v, i i
Ezg:riae i:‘,;:)vx::e;éwniéei (2) F}deie si¢ zmniejszala nilelfiegly ;yi: :: i&
e A zeremyi; :It: @O 1Y = =& oo, a prawa strona réwnosci (2;-
stg bedzie miala, z; G b?dme NI ey S gl
W z.pun t Wspo-h?y w J?ieskoﬁczonoéci. Taka prosta,
E i g:lfl]{tzbllz? sie ni?skoﬁezenie, majge
Wi asymptthv‘t'Spolny w nieskoficzonofeci, na-
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A wiec hyperbola ma dwie asymptoty, przechodzace Pprzez jej
grodek, i ich réwnania s3 i :

Y= E Py e

Warto zauwazyé, ze kazda galai h?perboli mieéei sie calkowicie

wewnatrz kata, utworzonego priez obie asymptoty.

§ 73. Rownanie stycznej i normalnej. Dana jest hyperbola
; 2 ¥ 3

= R

j i j bylo

i punkt (z;, ¥;) na niej. Rozumujac zupelnie tak .samo, }ak_ tgo lyly
zrl())bione ét’h‘loénie do elipsy, znajdziemy rownanie styczne] hy=
i b2y
perboli: y— Y= a%yl(t AR

lub w postaci, dogodniejszej do zapamigtania:
&y Y9y _ 1
7 R :
Tak samo, réwnanie normalnej de:ie
291 (& — ).

e = 52{01
i L
6 i s ej jes
Spoélezynnik katowy styczne] ] i
m = e
a?y, :

§ 74. Dlugosé stycznej, normalnej,
Dana jest hyperbola: : :
z? e . oF _
e T

i punkt M{z, y,) na niej (rys. 72). Przez ten punkt poprowadzo
b

styezna MT i normalna MN.
Rownanie styczuej jest

EI___ Vals Y4 - 1’
a2 b®
i inek OT:
biorge w niem y = 0, otrzymamy 0@01(12
2= 0T = "_1_,-;'
a wiee podstyczna ¥ .
PT=OP-—OT:.’EI——}:= 7

a styczna
M1 — Y MP2 4 PT? =

W podobny sposdb znaj-
dziemy podnormalng
b2z,

£L2

PN_—_

i normalng
> L b2
MN — ]/%34_ @

czyli

My =2 ymrr—z |

i Rys 72.

§ 75. Wilasnosé stycznej. Niech bedzie znowu hyperbola
22 ¥
- et Bt :

i punkt Mz, y;) na niej, przez ktéry poprowadzono styezng M7
(rys. 72). :

Polgezmy punkt M z ogniskami, wtedy moZna dowiedé, ze w A
F\MF prosta MT jest dwusieczna kata FyMF. Obliczmy naprzéd
odeinki Fy7'i TF:

2
FT=F0 4+ O0T=ct — = Z(u 4 o)
Zy Ty
2
TH — OF — OF —lc—= i = i(e.zl-—a),
Ty Ly
a wiee BT :TF = (ex; + a) : (ex; — a),
ezyli FT: TF — MF, : MF,
a to dowodzi, Ze styczna do hyperboli dzieli na polowy

kat, utworzony przez promienie wodzgce punktu
stycznosci.

§ 76. Wykredlanie stycznej, Mamy tu do rozwigzania dwa

~ zagadnienia: 4

1) Poprowadzié styczng w darnym punkeie hyperboli. Niech be-
dzie hyperbola i punkt M na niej (rys. 73). :

Polgezmy ten punkt z obu ogniskami i podzielmy kat F MF
na polowy —— zadanie rozwigzane.

2) Z punktu danego wyprowadzié styczng do hyperboli. Przy-
pusémy, ze zadang styczna-jest DM. Péprowadimy promienie wo-
dzaece punktu M i odmierzmy MK — MF, wtedy A KMF bedzie
réwnoramienny, a MD bedzie prostopadls, wystawiona ze srodka
odeinka KF, a zatem bedzie takie DK — DF,




Teraz juz jest widoezny sposéb &
wykreSlenia: wyznaczamy naprzéd
punkt K, jako przecigeie sig dwdeh ¢
lukéw, z ktérych jeden jest zato-
czony z danego punktu D odle-z
oloseig DF, a drugi z ogniska Fy
odlegloscia Fy K — MF, — MF = |
94 — A'A. Majac punkt K, laczy-
my go z ogniskiem F, a nastepnie

- kreslimy prosta DM przez punkt
D i przez $rodek odeinka KF. .

Dwa luki, ktore zataczaliSmy
z punktéw D i Fy, przecinaja sig '
jeszeze w punkeie K’, a wige zada- =
nie ma dwa rozwigzania: DM i DM',

§ 77. Rownanie hyperboli, odniesione do jednego z jej wierzchol-
kéw. Dana jest hyperbola o osiach 2a i 2b (rys. 74). Za poczatek |
ukladu spéirzednych obierzmy wierzcholek A4, za o odcigtych —
réwnanie hyperboli w takim ukladzie

o rzeczywista; aby znaleié
spblrzednych, napiszmy naprzéd jej réwnanie W ukladzie pomocni-
czym z'0y’, ktérego poczgtkiem jest §rodek hyperboli: 4
22 2

» ST :
Jezeli teraz obierzemy na hyperbolr
dowolny punkt M, ktérego spélrzedne =

iz s w ukladzie pomocniczym' sa: OP =’
I:’ ~x,x § MP=1, a w ukladzie danym: AP=

: —z i MP =y, to z rysunku mamy
i q =z+a ¥Y=0 |
[
1 a wiec réwnanie hyperboli bedzie
Rys. 74 (:L'___—I—_(LE gt .32, =1
a2 b2 /|
‘ a2 2 y2
ezyli = -+ & + 1 = 15
4 22z 12,2
stad ¥ =it w2’
2b% : (el 3
ale —— = 2p = parametrowl hyperboli, wigc ostatecznie

y2 = QP:C —|— -%2'2.

ST

§_ 78. Réyvnanie biegunowe hyperboli. Dana jest hyperbola
c_a‘osmch 2a i 20 (rys. 75); za biegun obieramy ognisko F, za o§
m_eguuowq FA', liczac kierunek dodatni od ogniska ku najblizszemu
wierzehotkowi 4 hyperboli (F:), wtedy spélrzedne biegunowe do-
wolnego punktu M hyperboli beda:

MEF =p i< MF:=q.

Wykreslmy MP | A'A, wtedy

(& 70): ; : '
MEF—e¢. OP— a,

ale z rysunku mamy:

OP= OF + FP =c¢ + FP,
FP = MF . cos (<C MFP) —p . cos

(180° — o)
——p .23 9,
wiee OP=c¢—p cos @,
a zatem . Rys. 75.
p=¢lc—p cos p) — a,
p=¢ec— ep cos © — a,
p(l + e cos ) — ec — a,
o —a
S 1+ ecos o,
2
a ie ec—a;i—a:u:.ﬁz
« a Py
wiec ostatecznie al== P
1tecos g

§ 79. Srednice hyperboli. Podobnie,
jak w elipsie, dowiedziemy, Ze kazda
§rednica hyperboli przecho-
dzi przez jej Srodek.

Niech bedzie hyperbola (rys. 76).

_,;2 :;;2
PR

poprowadimy dowolng cieciwe CI), kté-
rej rownanie jest y = mz 4 n.
ZnajdZimy spoéirzedne (z, y) Srodka
E tej cieciwy; oznaczajac spdlrzedne
punktow: C(zy, y4) i D(ry, y,), mamy

o ST Hty
2 = ki

ps ==

J. ZYDLER. — ZARYS GEOMETRJI ANALITYCZNEJ. 7
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Trzeba zatem odnaleZé spélrzedne punktéw C i D, jako punktc’)w-

przeciecia sig¢ cigeiwy CD z hyperbols:

y = mz + n,
z? m2:2 L 2mnx - 22
‘ e = =
(02 — a®m?)x® — 2a®mnz — a?(b® + n2) = 0.
2a%inn
Stad z; + 2= g
> z + 2 a?mn
a wiee 7 = 1% Y 2 = S
a z rownania cieciwy znajdziemy
2n
il Al g
: ; R A
wiec qugle ; e

Jezeli teraz przez punkt E i Srodek hyperboli poprowadziiny
prosta, to jej réwnanie bedzie

o
aZm

y —

Poniewaz to réwnanie nie zaleiy od », wige jakgkolwiek cieciwe
poprowadzimy | do CD i jej Srodek polaczymy ze Srodkiem hy-
perboli, otrzymamy te samg prostg IO, a zatem KL jest Srednics,

odpowiadajacg cigeiwie CD. :

§ 80. Srednice sprzezone. Jezeli przez srodek hyperboli po-

prowadzimy prosta MN || CD, to otrzymamy dwie Srednice: KL i MN
z soba sprzezione (rys. 76).

Aby tego dowiesé, przez punkt C poprowadZmy Srednice pomo-

! enicza CG i punkt G polaczmy z D, wtedy OF, jako lacznica Srod-
"« k6w dwoéeh bokéw tréjkata GCD, jest rownolegla do GD, a wiege
ciceiwa G jest réwnolegla do Srednicy KL. Poniewaz zas érednica

MN przechodzi przez Srodek boku GC réwnolegle do CD, wiec 1

dzieli na polowy GD, a to dowodzi, Zze Srednice KL i MN sa z soba
sSprzezone. '
Réwnanie §rednicy MN jest

Ho—— e R e L (1)
{jako rownoleglej do CD), a réwnanie Srednicy KL bedzie
b2
Y= m @)

el 5 -

Pl YA ey

Z réownai (1) i (2) mozna wyciagngé nastepujace wnioski:

1) dezeli katy, ktbre tworza Srednice MN i KL z osia rzeczy-

wistq hyperboli nazwiemy « i o, to
b2

tang o = m; tang o =

a?m '

b2

stad tang a . tang of —

srednice z nig sprzezona.

2) Z réwnania (3) widzimy, ze jego prawa strona jest zawsze
dodatnia, a wige dwie Srednice sprzezone hyperboli le-
za w tej samej éwiartece.

Dalej z tego samego réwnania widzimy, ze jezeli tang o 22 g, to

; B :
x‘vtedy tang a' > ,’ @ Ze granicznem polozeniem prostej y = ma,
przecinajacej hyperbole, jest asymptota, ktoérej spélezynnik kgtowy—
b 1 i >
o Wiee z dwéch Srednic sprzezonyeh tylko jedna
przecina hyperbole.

3) Z réwnania (3) mamy

2
= tang o' — —Q—z—b—
a® tang a,’
jezeli wige a = 0, to &’ = 90% otrzymujemy wtedy Srednice sprze-
zone, do siebie prostopadle, ezyli osi h yYperboli.

4) Jeie_li sa dwie Srednice sprzezone KL i MN i przez punkt K
poprowadzié styezna do hyperboli, to latwo udowodnié, %ze tak sa-
mo, jak w elipsie, styczne do hyperboli, poprowadzone
przez kofice jednej z dwoéech Srednic sprzezonyeh,
sg réwnolegle do drugiej §rednicy.

§ 81. Biegun i biegunowa. Niech bedsie hyperbola
Carit s ST 1
a2 BT

Potharz&jqc to samo, co byle powiedziane odnosnie do elipsy (§.68)
o pedziale odcinka przez te krzywa (biorge tylko — 52 zamiast 4?), powiemy:

jefr:eli z pewnego punktu stalego wyprowadzié szereg
promieni do hyperboli i do obu otrzymanych punktow
przecigcia oraz danego punktu znalesé czwarty harmo-

R o

wige: iloezyn spéleczynnikéw katowych dwdeh Sre-
dnic sprzezonych hyperboli jest staly i majge a, zawsze
mozna wyznaczyé o/, a Zatem dla kazdej Srednicy mozna wykreslié
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niczny, to miejscem geometrycznem tych punktéw cawar:
tych harmonicznych jest linja prosta:

1'.’,1’11

¥ __
SR

Otrzymana prosta nazywa sig biegunowg danego punktu’ Pi(x,, 28

& punkt dany — biegunem tej prostej. 1

Jezeli przeprowadzié dyskusje otrzymanego rownania, to, jako wnioski,

otrzymamy wlasnoéci biegunowej analegiczne do tych wszystkich, ktére byly

wypowiedziane odnosnie do elipsy. Do nich dolgezyé moina jeszcze:

biegunowa punktu, poloZonego na asymptocie, jest do

niej réwnolegla,

§ 82. Koto krzywizny 7hyperba|i- Srodek kola krzywizny wyznaczymy,

jak w elipsie, rozwigzujge wzgledem z i y réwnania dwéch normalnych w punk--

tach (24, y;) i (2 ¥) hyperboli:

02,9
= — T~
a2
A
skeli a2y e + by = (a® 4 2wy,

a?ysr + BPagy = (a® + 0P)5yy.
Rugujac z tyeh réwnan hﬁprzéd y, & potem =, otrzymamy
a*(zgyy — Tyyo)r = (a® + UP)(yy — Ya)¥y%s
Ve (aguy — 2yyply = — (a* + UP)(2; — '1'2)3/13?‘5
(@® + 8?)(yy — yo)os®sy 92“’1-"?2(311—.92)_ .

i & “a®(agyy — 24Ys) ToYy — TyYs
, (@4 ) ey — @y a*e®y yo(®y — ﬂ'?) ¥
- b*(zoyy — 4Ys) 7. b*(2gyy — Z1Ys)
ale ze ZoYy — X4Yp = To(Yy — Ys) — Yol — %),
1 ToYfy — 2g¥p 1 Yo(®y — %) :
- Vrbeaog Prgda(yy —Ys) €y Ex T Yy — Ys)
1 Woagyy —zyys) B Py, - }QLT
v T 2Py yo(z,—x) — a®Py a®e%y o2y — p)
wstawiajae jeszeze z réwnania hyperboli:
T —Zy 2y + ¥)
Y —Y Ve 42
1 1 a®ys(ys + %)
g T T P T P t o
1 b2 biay(z; + z,)

ate®y ys(ys + o)

¥y i aZe2y,

. — 101 —

Zakladajac teraz Ty =12 i Yy =y, otrzymujemy

_l_ 2 1 g a2y12 it b2x12_a2y12 A a2
z e, B2 E e T 2z
i pEt HESY =t by 2 o7 62(62.:612 — a?%y,?) = bt
Y T ST s e
a wige ostatecznie
28 a232y13
*H— —uz‘; Y= _—b;__

Wobec tego promien krzywizny bedzie mial taka samg wartodé, jak

w elipsie i wykreslenie geometryczne bedzie, oczywiscie, podobne.

§83 Zadania.

1. Dane s3 punkfy £
(53 2‘); (— Lgs! 15'); (51 i‘), (23'0, == 2)'
ktore z nich leza na hyperboli: 922 — 1672 = 1447
(2 — 5). Znalezé: a, b, ¢, ¢ (polowe osi rzeczywistej, osi
odlegloéé ogniskows, mimosréd) hyperboli:
2. 162% — 92 — 144, 4. 222 — 42 — 14,
3. 2522 — 92 — 225, 5. 2x% — 32 — 94,

urojonej,

(6 — 7). Wykreéli¢ hyperbole, ktérej réwnanie jest dane:
6. 2522 — 942 = 295, . 7

8. Napisaé réwnanie hyperboli,
@ urojong za o odcigtych. -

922 — 1632 — 144.
biorge 0§ rzeczywists za of rzgdnych,

(9 — 11). Napisaé réwnanie hyperboli: @) biorac o$ rzeczywisty za os
odeigtych, &) biorge o$ urojong za of odeigtych, jezeli s3 dane:
9, c=b; .a = 3. 10. ¢c=28; a— 24,
M. ¢=17;"b—3.
“-12. Napisaé réwnanie hyperboli o osiach 2a i 25, jezeli jej srodek lezy
W punkeie (m, n), ¢§ odcigtych jest réwnolegla do osi rzeczywistej, a rze-
dnych do osi urojonej hyperboli.

(18 — 15). Osi spélrzednych eg odpowiednio réwnolegle do osi hyper
boli; znalezé spéirzedne srodka, oraz obie osi hyperboli:

13. 922 — 25,2 _ 182 200y — 616 = 0.
14. 522 — 72 4 20z + 42y —= 78 — 0.

15. 4a%2% _B%2 _ 848 6ot — o, /)
(16 — 19). Znaleié dlugoéé cigeiwy, ktérg hype;rbola. odcina od pro-
stej dane;j: X
16. hyperbola: 12 — 222 — 2;  prosta: 2z + 3y — 8 =0,
17. a a2 B 4dr— 3y — 12,
v 18. L 22 — 2 — 25, 3 122 — 16y — 15.
19. ) 264% — 9y2=1225; ,, bz | 12y — 55, .
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boliz
(20 — 23). Znalezé diugoéé promieni wodzgcych danego punktu hyper lis
éO hyperbola; 922 — 1632 = 144; punkt: (%, 4).

— 2).
2 __ g2 — 14; LR )
21. £t g;mz __ngZ — :2'25; & (5, o 20)_
gg % 222 — 3y% = 24; el ey B

. ”»”

6 ia kierowni boli danej:
(24 — 27). Napisaé réwnania kierownic hyperboli

4. 22 — 2y = 18. 26. 16x2 —2 9y22:; 144.
§5 2z2 — 3y2 = 24. 27. 2 — 2 =25,

i iej polozony.
(28 — 31). Dana jest hyperbola i punkt na niej p

ownanlie shyc ] ownani noimﬂl e c dlﬂgosc Ehyczﬂel, nor
a-) T nanl Zne], b) T e nej, )

podstyeznej i podnormalnej:

5,2 — 36; punkt: (19 — 4).
98. hyperbola; 922 — 55> = 36; p ((1’10, S

29, 9x2 — 4% = 324; 0
30. L] e ;‘)T_-———‘.Lﬁj r (__ é2, —63))
31.  da® 3280 i (—6 :

-

(32 35). Dana jest hyperbola. .Znalezé réwnanie stycznej, réwno
leglej do prostej danej:

= - . bax — 4y =— 20.
32. hyperbola: 922 — 16y% = 144; prosta y

9522 — 92 — 235; ,, 25z + 12y = 100.
33. " a2 y2 =9 5 5z + 4y_=2 H
3?,' Ve, g — a3,
b »

(36 39). Dana jest hyperbola. Znalezé réwnanie stycznej, . prosic
padlej do prostej danej:

y la: 22 — 2y% = 14;
36. hyperbola Sy .

rosta: br —.4y = 10.
3y z —3y+ 6=0.

37. ” \2.3_;2_‘___33’2:'24; = 3+3yi(3)=0
gg' 2 322 2y2 = 30; 1 x — 8y=0.

~“f;(; — 43). whar
% pt(mktu danego, oraz obliczyé kat,
punktu: :
40, hyperbola: 22% — 3% = 14;

i dzonych’
26 10 ia’ h do hyperboli, wyprowadzonych
e Iityc;t;:geki’.(’:;rymypwid.xa.u’: ’hyperbole z teg _

punkt: (1, 4).

g.lo1).
: 22_32:.249 ” (1
41. ” "gzz-:“g%y‘z —225; ,, (1, 3).
:g' 1 g2 — 16y2 = 1445 ,, (0’ 4)°
. 13

6 5 le: b2s2
44, Znalezé miejsce geometryczne punktéw, = ktérych hyperbolg

e idaé katem prostym.
— a%y® = a?)® wida¢ pod I A
(45 — 47). Napisaé réwnania asymptot do l;yperb:h :112125
\ 45. 922 — 1652 = 144, 46. 922 — 25y = 225.

a7, 32® — 2° = 30. e
48. Znaleié warunek, pod ktérym prosta:

b wa yE 1
hyperboli: o
49. Znaleié réwnanie
ze ‘;ﬁczna w punkcie (4, 2

mx -+ n jest styczna do

hyperboli (odniesione do ércdka?, jezeli v:i.afo:;
) tej hyperboli tworzy z osig odcigtych kat — (
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{50 — 51). ZnaleZé réwnanie {odniesione do érodka) hyperboli,
jest styezng do prostej w punkcie, kitdrego odeigta — ¢
50. prosta: 5z — 4y — 16 = 0; Tyr—0:
51. < 5-‘2+3y+9=0; Zy =— — b,

(52 — 53). “Znalezé réwnanie (odniesione do srodka) hyperboli, do kté-
rej sy styczne dwie proste dane:

52. 20z — 9y — 48 — 0; 52 — 3y 4 9 — 0,
8. z4+y —4=0 32 4 4y 4+ 9 = 0,

(64 — 57). Dana jest hyperbola i punkt. Znalesé réwnanie cigeiwy
styeznosei: .

54. hyperbola: 22 _ ;2 25; unkt: (1, 5),
p Y p

55. 5 222 — 32 — 24, 335 WDy, 55):
56. iy 822 — 242 —30; (2, 1).
57. i 222 — 2 — 14; s (2, 1).

58. Dowiesé, ie dlngos’;é normélnej w jakimkolwiek punkeie hyperboli —
b — ,
_—_;—]/rr’, gdzie 7 i 7' s3 promieniami wodzgcemi tego punktu.

59. Znaleié odleglosé srodka hyperboli od’normalnej w punkcie (24, 74)-

60. Dowiesé, ze iloezyn cdleglosci ognisk od stycznej jest staly dla
kazdego punktu hyperboli. |

61. Dowiesé, ze odlegloé¢ srodka hyperboli od punktu, w ktérym asym-
ptota przecina kierownice, jest réwna pelowie osi rzeczywistej.

62. Znalezé odleglosé ogniska hyperboli od asymptoty.

63. Dowiesé, ze iloezyn odleglosei jakiegokolwiek punkta hyperboli od
obu asymptot jest staly.

{64 — 65). Napisaé réwnanie hyperboli, odniesione do jej wierzeholka
gléwnego, jezeli sa dane obie osi:

64. 1) a=3 b —4. 2) a=5; b=129.

65. 1) a—28; »—¢. 2) a=1; }ph =2, :

(66 — 69). Dana jest hyperbola. Znalezé réwnania dwéeh srednic
aonych, z ktérych jedna przecina hyperbole w punkeie danym:
66. hyperbola: 922 — 25,2 — 225; punkt: (23, 4).

DR

67. “ @ — 22 — 14; )
68. i 22 Y2 — 14 s (080,
g L Al e o-0a 0 (gl

70. Dow‘ieéc', Ze réznica kwadratéw dwéch $rednic sprzezonych hyper-
boli jest stala i réwna réznicy kwadratéw osi gléwnych hyperboli,

Uwaga. Jak wiadomo, =z pomiedzy dwéch $rednie sprzezonych tylkeo
jedna przecina byperbole, wige dlugosé tylko jednej b;dzie rzeczywista, dru-
giej za§ urojona: mi: wtedy m nazywaé bedziemy dlugoscig tej érednicy.

71. Dowieéé, ze hyperbola i elipsa spblogniskowe praecinaja sig pod
katem prostym (styezne w punkcie wspéloym sg do siebie prostopadle),

72. Przez punkt hyperboli poprowadzono réwnelegle do obu asymptot.
Dowizssé, ze pole otrzymanego réwnoleglobaku jest stale,

73. Znaleié kat, ktéry tworza z soba asymptoty hyperboli réwnoboeznej.
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74. Dowiesé twierdzenia: jezeli elipsa i hyperbola majg ?bie osi w?pélne, g !
to asymptoty hyperboli wyznaczajg kierunki dwéch sprzgzonych réwnych

sobie srednicy elipsy. ) o ; :
75. Biorge liczby z zadar 54—57, znalezé rownanie biegunowej da.nego__

punktu wzglgdem hyperboli. L
76. Znaleié biegun prostej: Az 4+ By 4+ C=0, wzglgdem hyperboli: 4
> )

£2 y
__b—2=1'

a2

" ROZDZIAL VIL

Parabola

§ 84. Okreslenie i rownanie paraboli. Parab o Ia n 2%y WAl
sie miejsce geometryczne takieh punktovsr, ktor.ych_
odleglosci od danego punktui od prostej danej, 53
sobie réowne. : : _

Punkt dany nazywa sig ogniskiem, a prosta—kierownica
paraboli. 5

Na zasadzie podanego okreslenia paraboli, mozna wyprowadm_ﬁ
jej ro ie: ‘
Jﬂl‘ i Niech bedzie dane ognisko F (rys. 77)
i kierownica KK', a M{z, y) niech bedzie
jednym z punktéw poszukiwanego miejsea
geometrycznego, wtedy powinno byé '

MF — MD,

gdzie MD | KK'. WykreSlmy prosta FC 18
KK’ i za poczatek ukladu spélrzqdnych o-
bierzmy punkt A4, ezyli srodek odcinka:
xn | CF = p, 7a 0§ odcietych prosta AF. Jezeli:
; wykreslimy rzedng punktu M, to z A FJ}H"
otrzymamy .

MF — /P TP — ]/ 2 + (x 2 g)

CF
gdzie %:AF:CA::T.

Rys. 77.

Z drugiej strony
MD—CP—CAY} AP_—_% )

z : p\2 -
a wiee l/yz+(x—§)$%+”’
stad 2 2 P® p® 2
51 3’+x—Pw+T~‘=T+P‘E+m,
czyli Ty y2 = 2pa.

Takie jest réwnanie paraboli.

§ 85. Roztrzasanie rownania paraboli. Z réwnania paraboli

mamy Y=+ V2pzx.
Stad widzimy: 1) ze kazdej wartoSci na-x beda odpowiadaly po dwie
wartosci na y, ktére sie réznia od siebie tylko znakiem, a wiec
parabola jest krzywa symetryczna wzgledem prostej Az i ma
tylko te jedng o§ symetrji.

2) Widzimy dalej, ze # nie moze przybieraé wartosei ujemnych
i najmniejsza wartoscia na 2 jest # = 0; nadajgc zas na = wartoSei
dodatnie od 0 do oo, otrzymamy na y wartoSci od 0 do == oo,
a wigc parabola jest krzywa nieskofnczona i sklada sie tylko
z jednej galezi, polozonej z jednej strony osi y.

3) Biorge # = 0, otrzymujemy réwniez y — 0, a wiee parabola
przechodzi przez poczatek ukladu spélrzednyeh 4, ktéry nazywa
si¢ wierzecholkiem paraboli, a prosta CF, prostepadla do kie-
rownicy i przechodzaca przez ognisko, nazywa sie osiag paraboli.

4) Zakladajge o = AF — g, otrzymujemy rzedna, przechodzacg

przez ognisko:

Y = sl A g ==xp

a wiee dlugosé cieciwy, przechodzgcej przez ognisko paraboli i pro-
stopadlej go. osi, = 2}5, czyli, jak widzimy, réwna sie¢ podwdjnej
odlegtosei F'C, t. j. podwdjnej odleglosci ogniska od kierowniey.
WielkoS¢ 2p/nazywa si¢ parametrem paraboli. '

5) Z réwnania paraboli widzimy jeszeze, ze dla punktéw, polo-
zonych zewngtrz paraboli, bedzie
' ¥ > 2pz,
a dla punktéw wewnetrznych

»2 < 2px.

6) Poniewaz rownanie paraboli jest 2-go stopnia wzgledem # iy,
wnosimy, Ze wszelka prosta ¥y — ma -+ n przecinaé sie moZe z para-
bolg co najwiecej w 2-ch punktach. ®
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§ 86. Sposoby wykreslania paraboli. 1) Wyznaczanie po-

szezegdlnyeh punktéw paraboli. Dane jest ognisko F

i kierownica KK’ (rys. 78), poprowadimy o§ paraboli CF | KK
Srodek odcinka CF, czyli punkt 4,
jest wierzcholkiem paraboli; nastepnie
latwo otrzymaé dwa punkty paraboli D
i I, wykresliwszy DF=D'F=CF(=p).
Obierzmy teraz na osi paraboli dowolny
punkt L, wykreslmy prostopadly do osi,
az pliuktu F promieniem CL zatoezmy
luk, ktory przetnie te prostopadla w punk-
tach paraboli M, i M,. Obierajac dalej
inny dowelny punkt na osi i powtarza-
jac podobne wykreSlenie, otrzymamy
nowe dwa punkty paraboli N, i Nyit.d.
2) Sposéb praktyczny. Do
kierownicy KK’ (rys. 79) przykladamy
nieruchomo linjal, po jego brzegu po-
suwamy tréjkat BDE, ktéry w wierzcholku D
ma przymocowang nitke o dlugoSei = DE,
a drugi koniec nitki umocowany jest w o-
gnisku F. Jezeli teraz, przyciskajge olow-
kiem nitke do boku DE, bedziemy posuwali
tréjkat BDE po linjale, to oléwek wykresli
parabole; pamietaé tylko nalezy, zeby nitka
byla stale wyeciggnieta. W jakiemkolwiek
polozeniu znajdzie sie
tréjkat, np. B'D'E,
bedzie MF — MFE'. D

§ 87. Dlugosé pro-
mienia wodzacego.
Rys. 79. & Dana jest parabola:
P ¥ = 2pz
i punkt M(z,, y,) na niej (rys. 80).
Z rysunku mamy
MF =MD = CA + AP,

K
czyli MF = % + z,,

Rys. 80.

gdzie p — CF = polowie parametru paraboli. ;
§ 88. Rownanie stycznej i normalnej. Niech bedzie parabola:
y®> = 2pz i punkt Mz, y,) na niej. ZnajdZmy naprzéd rdéwnanie
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siecznej, ktéra przecina parabole w dwéch punktach: (#y, ¥,) i (2, ).
Réwnanie jej bedzie mialo postaé:

g Yy = yl_—ﬁ(md z,),
2

jako prostej, przechodzacej przez dwa punkty dane.
Ale te dwa punkty leza na paraboli, wiee

Y® = 2pay,
Yo® = 2paxy,
stad ¥ — ¥o® = 2p(z N — x,).
Y=Y . coo2p
2—ay Y+ Y

a zatem réwnanie siecznej bedzie

2p
Yy —y = ——————(xz—=x,).
A Y1+ Us ( 1)
Jezeli teraz zalozymy z, = x, i y; = y,, to otrzymamy réwnanie
stycznej

P,
y—y = (& —2z,).
1 91\ 1)

Mozna temu réwnaniu nadaé dogodniejsza postaé:
Y43 — ¥° = pr — pay,
¥y = pz + (32 — pay),
ale ze Y = 2pz,,
wiec bedzie yyy = p(z + xy).
Takie réwnanie ma styezna. Jej spdlezynnik kgtowy jest
L1
Y1
Rownanie normalnej, jako prostej, ktora przechodzi przez punkt
(#1: yy) 1 jest prostopadla do stycznej, bedzie

m —

—_ =—h.’lt—$.
¥y— U P( 1)

§ 89. Dlugos¢ stycznej, normalnej, podstycznej i podnormalnej.
Niech bedzie parabola: y® = 2pz i punkt M(z,, v,) na niej (rys. 81).
Znajdzmy naprzéd odeinek AT, jako odecieta punktu, w ktérym
styezna przecina o3 odeietych, wiee zalézmy y = 0 w réwnaniu
styeznej d

vy = p(x + xy),
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wtedy bedzie

-\ p@ + z) = 0,
; ' r— AT = — Ly,
: a ze chodzi tylko o diugosé,

.

wiee
T L AT =z, = AP,
a zatem dlugoSé podstycznej bedzie
e FT — AT 4 AP = 2z, |
s+ czyli podstyczna paraboli =
Rys. 81 — podwdjnej odecietej punk-

tu styeznosei.

Diugosé styeznej bedzie

, MT — Y MPE T TPE = vy F 123,

ZnajdZmy teraz odcinek AN, zakladajac ¥ = 0 w rdéwnaniu
mormalnej:

Y
y___yi_._ 71(.7;_5@1),
Wtedy otrzymamy

: — = %(‘E_xi))
p=2—ay,
x-—_.-p—l—.cc1=AN
A wiec podnormalna bedzie
PN =AN — AP—p,

©zyli podnormalna paraboli réwna sie polowie jej
parametru.

Dlugoéé'normalnej jest 3

MN = yMP2  PN? = y/y2 + 1"22

§ 90. Wlasnosé stycznej. Jezeli przez punkt styeznoSei (rys. 81)
poprowadzimy M/ | KK, to z réwnosei MEF — MD wynika:
MF = CP= CA 4+ AP = AF + AT = TF, stad zaé mamy < TMF =
= g MTF; a zatem <¢ TMF—< TMD, to znaezy, Ze styczna
do paraboli tworzy katy rowne z promieniem wo-
dzaeym i réwnolegly do osi, przechodzgcg przez
punkt stycznosci. i

Tq_wlasnoéciq stycznej do paraboli tlumaczy sie zjawisko, znane

z fizyki: promienie Swiatla, padajace z ogniska na powierzchnig
paraboliczng zwierciadla, po odbiciu sig, majg kierunek réwnolegly
do osi. '
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§ 91. Wykreslanie stycznej. Znowu rozwiazemy tu dwa zaga-
dnienia:

1) Przez punkt dany na paraboli poprowadzié do niej styceng.
Dana jest parabola i punkt M na niej (rys. 82).

Najlatwiej bedzie rozwiazaé zada- y
nie, wykresliwszy MP prostopadle do X
osi paraboli, odmierzyé AT -—= AP, : g.__---_._-__._..ﬂ
wtedy 7P, jako podwdéjna odcieta ,? ;
punktu M, jest podstyczna, a zatem, /
polaczywszy 7' i M, otrzymamy za- /
dana styczna, b/

Mozna, oczywiScie, poprowadzié Ui
promiefi wodzaey MF, potem prosta
ME réwnolegla do osi i podzielié na ;
polowy kat EMF. 5

2) Wyprowadzi¢ styezng do para-
boli z punktu zewnetrznego. Niech
bedzie punkt dany D (rys. 82), przy- -
puSémy, Ze zadang styczng jest DM

Rys. 82.

Jezeli wykreSlimy MF i ME | KK, to MF — ME, a wiec takize .

DF = DE, to nam daje moznosé wyznaczenia punktu E i rozwis-
zanie juz jest widoeczne:

~ Z danego punktu D promieniem DF zataczamy luk, ktory prze-
tnie kierownicq paraboli w punkcie E, poprowadzmy teraz przez E
réwnolegly do osi paraboli, otrzymamy punkt stycznoSei M i sty-
ezng DM,

Zatoczony z punktu D luk przetnie kierownice takie w punk- .E J"

cie /', i’ wige otrzymamy jeszeze druga.styczng DM, *

§ 92. Elipsa, hyperbola i parabola, wyrazone w jednem rownaniu,«
Napiszmy réwnania tych trzech krzywych, odniesione do wierzcholka
kazdej z nich:

elipsa: y2 = 2px — 2.1:2,
a

hyperbola: 3> = 2px 4 %xE,
. parabola 2 = 2pa.

Z tyeh réwnan widzimy: 1) ze w elipsie kwadrat, wystawiony
na rzednej jakiegokolwiek punktu, jest mniejszy od prostokata,
ktéry ma za podstawe odcigta tego punktu, a za wysokoSé parametr
elipsy; 2) w hyperboli ten kwadrat jest wiekszy od prostokata,
a 3) w paraboli jest mu réwny.
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Mozemy wige te krzywe wyrazié w jednem réwnaniu
¥? = 2pz + k2%, ,

ktére bedzie przedstawialo: 1) elipse, jezeli k < 0, 2) hyperbole,
kiedy k > 0 i 3) parabole, jezeli k = 0.

§ 93. Rownanie biegunowe paraboli. Dana jest parabola o kie- 3

rownicy KK’ i ognisku F' (rys. 83).

Za biegun obierzmy ognisko F, a dodatni
kierunek osi biegunowej F: liczmy od ogniska
ku wierzcholkowi paraboli, wtedy spdlrzedne =
biegunowe dowolnego punktu M paraboli beda:

p= ME,J = <L MFz,
Prz‘j?fbominajatc warto§é promienia wodzgcego
paraboli, moZemy mapisaé: ]

MF;_—g+AP,

k [ AL el
gdzie 5 =215 — AN —
ale y AE:AF+FP=%+FR
S P P :

wiee MF — 5 — 5 + FF, -
czyli p=p + FP,

Z A FMP mamy

FP— MF . cos (C MFP)=1p . cos (180° — ¢) = — p cos 9.
a zatem pI==tpE PRCGE D,

¥ p(1 + cis ) =p,

ostatecznie o= ﬁ—%}ﬁp'

Przypominajge réwnania biegunowe elipsy i hyperboli, mozemy
powiedzieé, ze wogéle réwnanie -

S p
P = 14 ecos %’
przedstawia elipse, jezeli e < 1,
5 hyperbole, , ¢ > 1,
- parabole, AR T WG

§ 94. Srednice paraboli. Dana jest parabola: yér=2px (rys. 84).
Poprowadzmy dowolng cieciwe D FE, ktérej réwnanie jest
y=mz + n
i znajdZmy spélrzedne (z, y) Srodka tej cigeiwy:
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% + Z

5 R e T

g.dzi'e (24, yl).i (%2, ¥5) sa spélrzedne punktéw D i E, w ktérych
GI'QOIW.a przecina sie¢ z parabola. Te spolrzedne znajdziemy, roz-
wigzujge wzgledem 2 i y réwnania:
y2 = 2px,. ¥y = mz 4+ n.
7 drugiego réwnania mamy 2 .
& y — n ‘D
Tr — —
m /

2

a wiec 2 = b ol |

m »

o

2 2 &
B o i S |
ke T e /e
Z tego réwnania 2-go stopnia wzgle-
dem y widzimy, ze

K

Rys. 84.

2
y1+3/2=—,£,

a zatem ¥y = %‘_&
Stad wnioskujemy, ze jezeli poprowadzimy cigciwe D'E' || DE,
to rzedna jej Srodka bedzie réwniez
P

y = -,
m

dlatego, ze p, jako polowa parameiru danej paraboli, a m, jako

spélezynnik katowy ecieciw réwnolegltych do CD, pozostang bez zmiany.

Widzimy wige, Ze miejscem geometrycznem Srodkéw wszystkich

f:iqciw réwnoleglych do DE, jest prosta réwnolegla do osi paraboli

1 przechodzgca przez Srodek jednej z tych cigeiw, a wige wogdle:

wszelka Srednica paraboli jest rownolegla do jej osi.
Widzimy zatem, ze jezeli poprowadzié cieciwe

= P
=

Yy = mx } n,
to odpowiadajgea jej Srednica bedzie o
s AT = r

m
Latwo sig przekonad, ze jezeli przez koniec Sredniecy
paraboli poprowadzié styczna, to ona bedzie réw-
nolegla do cigciwy, odpowiadajgcej tej Srednicy.
Istotnie: niech spélrzedne punktu M beda (2, yy), wtedy réw-
nanie Srednicy MN bedzie

% ¥ =¥,

s

—
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s el SRl
Yyp = Wige m_yn
gdzie m jest spélezynnikiem katowym cieciwy DE. Roéwnanie za§
stycznej w punkeie (z;, ¥;) jest

yy; = plz 4+ zy)

stad mamy

i spolezynnik katowy styeznej z tego réwnania = E'P_' a wiee réwa;
1
na sie spélezynnikowi katowemu cieciwy DUF, a to dowodzi sluszno-
§ci wypowiedzianego twierdzenia. :
§ 95. Biegun i biegunowa. Niech bedzie byperbola
y® = 2pz,
i dwa punkty: Py(zg, ¥y) 1 Py(xy, ys)- Jezeli przez te punkty poprowas-
dzimy prosta, to jej punkty przecigcia sig z parabolg podziely odeinek PSS
1, a spdlrzedne punktow przecigeia begda: ;
B _ Yt
14K Y B

Ale te spolrzedne musza zadoééczynié réwnaniu paraboli, a zatem

@iﬂﬁw Bt

N
w pewnym stosunku A :
y

W05 SR 1+l’

_ezyli
W2 (y2 — 2p@) + 2M Y4y — ploy + z5)] + (¥,® — 2pxy) = O-
Otrzymaliémy réwoanie 2.go stopnia, ktérego pierwiastki Ay i A, wyzna-
cza dwa stosunki, w jakich punkty przecigcia sig Py P, z parabolg dzielg tea
odcinek. Jezeli zalozymy w tem réwnaniu 3
Yile — P@y + @) =0,

to otrzymamy A = — Ay i wtedy punkty
ciecia z paraboly stanowic bedg harmoniczog czworke,.
Niech teraz bedzie P, punktem stalym; wyprowadimy z niego szeTeg
promieni, przecinajgeych parabole w punktach M i N i dla kazdej trojki
 punktéw Py, M i N odnzjdZmy czwarty harmoniczny Fj, whedy spélrzgdne
tego punktu bgda zadoséczyvily réwnania. k-
: yw=pE + %) . E e . - 1)

(spolrzedne z, i Y, bedg zmienne, czyli . biezgce’’). Ale réwnanie (1), jake
pierwszego stopnia wrglgdem z i y, przedstawia linig prosta, wige :
jezeli z pewnego punktu stalego wyprowadsié szereg promieni do para-
boli i dla obu otrzymanych punktéw przecigcia oraz punktu danego znaleZé
czwarty harmoniczny, to miejscem geometrycznem tych punktéw harmonicznie
sprzezonych jest Jinja prosta. i
Ta prosta nazywa sig biegunowg punktu P
gunem prostej (1).
Z réwnania (1) mozZna wyprowadzié wlasnosci biegunowej, analogiczne

do otrzymanych poprzednio wzglgdem elipsy. 3

a punkt dany — bie~

.

: Sl g e

§ 96. Koto krzywizn i
i 0 Zny paraboli. Niech bedzi :
, jl-mzm_v_ na nn}] trzy dostatecznie bliskie )unkg B iy L
zell zalozymy, ze odlegloéci tyeh punktd : b
styezne do parabolj X . o
!‘171‘3}0}!'-

! ¥y = 2mx;
e ktére wyznaczg kolo: I;e:
; t 423 do zera, otirz ,

e 4 - ymamy - kol
punkeie danym (potréjnym), eczyli kolo kl-zywiztu:

Dla wyznaczenia srodka tego

1z jej & :
‘t_l j sroc’ikn (rys ¥y wystawm
Jest nieskofiezenie mala, to ré6wna

kola, polaczmy cieci i
s ¥ cigeiwg pierwsze dwa punkéy
¥ prostopadly; jezeli odlegloéé tych pllllnl:to'ti—'
atem prostupadle) bedzie rownanie normalnej
Y :
Y—4h=— La@z_—_z)
p 1)

| ) (1)
Tak samo réwnaniem prosto padlej, '
» Yp) dra-

giej cigciwy, bedzie Seartednd i e

?,‘2

¥ —Y=— "~z —2z).
: 2) (2)

R“Z“i ?;ui -0 W 1 i ¥ y
Q ,QC rownanila (1) 1 ('.1:) wzgleiem X 1 y., Otl'z mamsy Spél d
l‘z§ ne

srodka krzywizny:

(v, — v,
g ey g
» T
})
stad i Nopbi )
.«% .’.?::p—’-ﬁ”lw)“)fg
ale ze @& e
191 = Tolle = a4(yy — y,) + Yoly — w,),
wiec : |
ec T=p- &y + 92“{‘1 : '1"2)
v Y—Y

Ale z réwnania paraboli mamy
oz,
Y1 = 2pzy, y,* = 2pu,,
24
2plry — ) = ¥® — v
B—m  ptwm
1—% - 2p
Z=p+ s + Yoy + 32)_ ]
7

5

a zabem

2

Zakladaj i
adajge teraz r, — ¥ 1 ¥y = y,, otrzymujemy

& =m ylz
i ,+m1+;‘1

ostatecznie & =p | 3
4 - 1 . : :
Wstawiajgc te wartodé w réwnanie (1), mamy (3)
e Lyl‘(P + 37) + ',fl}il_,
2 P
ozyli y=— Lmlyl
p ?
ostatecsnie Y= o %’
h Fs 3 s %

J. ZYDLYR. — ZARYS GEOMETRJ] ANALITYCZNEJ, 8
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Mejae spolrzedne srodka krzywizny, latwo jui znalezé promien krzywizny. -

pole BEGC = 4 (BE+ CG) . GE == } (y, + yi)(oy — )
o

\ i) » BCKT = }
P = (e — 2 + (y — 9 = (p + 200 + (y1 + %) , r POR =3 (Bl +.CK) . 1K=} @ + z,)(9, — )
L . - ’
(P + v2P wige pole BEGC - (y; + ps)(ry — )
i ks e pole BLK] &L
Ty vt } _ : (2 + Zo)g — o)
53 b Ale z réwnania paraboli bedzie
Btﬁd P et KJ}' ::; .'9'_1__)4_- ‘;’112 — 21]'}1?1 3 3‘,-22 e 2},)3,2,
o e 5 : e st Y — 9 = 2p(ay - )
Jezeli przypomnimy, Ze dlugoséé normalne] do paraboli jest E
, S g (1 -y (g — 7
N =l/P2+y12= 21}
to promien krzywizny bedzie s d satih, )?G—jg%_ﬂ;g )
/ pole BIKC =~ 9p(z, L 2.}
e W ot ; R
granics, do ktérej dazy ten stosunek, kiedy n

Mozna wykresli¢ srodek i promien krzywizay rosnie nieskoficzenie, bedzie
]

paraboli w nastepujgey sposéb (rys. 85). 4 i
Poprowadsmy w punkeie M(zy, ) parabeli = ‘M = dyti e
normalng MN i promied wodzgey M‘F z punks 2p . 2x, 2 T 1 = ~

ta N wystawmy NL | MV, a z punktu L

wystawmy prostopadly do MF az do przecigeia = Takg sama orani CGHD
sig z przedlzzona normalna, wtedy MC = p. 4 granice otrzymamy dla stosunku =
totaes magwaise 3 NUF =3, monr S ogele pogye  BEGC _ CoHD _
MC = ML . sec a, BCKT COLE. - ot
ML — MN . sec a, g Stﬂd zag l?:m (BEGG + CGHD o A, .) 2
ale <X FMN = < MNF lim (BCKI-{-C_DLK_'_“”)- Gy
' (bo MF = FN), wige T ezyli pole ABE 2
Rys. 85. : ST AT =)
2, MC— MN . sec® 2= MN . (?jv) : s pole ABT 1
‘ znaczy, e luk paraboli dzieli
a e PN — p, wige ostateczoie utworzonego przez Spélrze:;:hkop'c.le prostoksta,
A2 A3 sunku 2 - 1. hca tuku, w sto-
MC:N.(-——):—fzp.
p P2 Stad juz mamy, ze

v

§ 97. Pole odcinka paraboli. Niech bedzie dana parabola ¥ =
= 9pz (rys. 86), obierzmy na niej punkt B{xy, y;) i obliczmy pole,
ograniczone tukiem pa-raboli oraz spélrzednemi tego punktu. 4
Podzielmy- odcinek AE na n czeSei réwnych, przez punkty po-
dzistu poprowadimy prostopadle: BFE, CG,... oraz prostopadle:
BI, CK,... i przypusémy, ze liczba n jest dostatecznie wielka, aby
Iuki paraboli: BC, CD,... moina bylo uwazaé za odeinki prostej,
a figury BEGC, CGDAH, i t. d. zatrapezy. Wtedy, oznaczajac spol- '
rzedne punktéw C, D,.... przez (za, ¥s), (%3, Ys)..., mamy: '

pole ABE = 3a.y,.

§98. Zadania.

1. Naplsaé rownanie #Ifab()]l 0 el W w
;
‘ P Pﬂram IZe QP, ktol‘& -] OIQ I{IQS]Q

a) w dodatnim kierunku osi odcigtyeh,
b) ., ujemnym ; =5 et
¢) ,, dodatnim % e s

S, J )

d) s, Bjemnym 5
. % »
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2. Dana jest parabola: y® = 8z; ktére z punktéw:
F 2k & 3); (& 2h (2, 2) (1, 4) L7
lezg na tej paraboli? ktére lezg wewnatrz, a ktore zewnatrz niej’
(3 — 6). Wykreslic parabole:
2 = ﬁu.
e — 6. 5 & 2
3 22=~—6x. G o — 5y

§6 i : i iei kierownicy, majac rownanie
7  lnalezé odleglodé ogaiska parabeli od jej kierownic) &

paraboli: 7 o)
a) y® = 10z; b) 32 4 62 =0; o) y* —8r=0. 3
{8 — 12). Znale#é réwnanie stycznej i normalnej w danym punk.c-.:
parabali: ¢
8. parabola: y2— 3x; punkt: (8, — 4),
9 n .92 ==y 1 (‘%p 2)-
10. 3 o Qs 4, 3.
il. 5 = B 35 = 2).
12 - L e E g

13, Na papierze milinetrowym, biorge -ka'e 1 cm, wykreslié parabole

2 — 2 i odezytaé nastepujace wartosei: J/'2; V3 V5.

(14 — 17). Znaleié dlugos¢ stycanej, normalnej; podstycznej i podno ;

mainej w danym punkcie paraboli:

14. parabola: 32 — 6x; punkt: (§, 4).
15 e 742 = 8-1'.; L (’g‘: 3)'
16. S 2= 9 o (2, — 3).
17. o =10 LT AEE)

(18 — 21). Poprowadzié styczng do paraboli réwnolegle do prostej dan&'ﬁ-

18. parabola: 32 = 4a; prosta 2z 4y — 4 = 0.

19. 5 y2 —12x; o 8z %y —6=0.
20 - 32 = 8x; w 2z2—y—2=0.
21 i y? = 2x; o T— 4y + 4= 0.

(22—25}./ Poprowadzié styczng do peraboli prostopadle do prostej dana_

—y-—-3=0.
22. parabola: 32— 4x; prosta x — ¥
23 : & Y2 = 2m; . r*—2 4+ 6=0,
24. = Sy y t—4y—4=0.
25. B y2 = 12z 35 x4y —3=0.

(26 — 29). Wyprowadzi¢ styczne do paraboli z danege punktu, o

znalezé kgt, pod ktérym widaé parabelg z tego pllmktu:
26. psrabola: ¥ = 4x;  punkt: (6, 3).

27. E7) '.9‘2 = 67 3 (_' 8, 4)'
28. s 3 — 10T, s (— 2, 4).
29. A =t o2 1).

30. 7nalezé miejsce geometryczne punktéw, z ktorych para
widziana pod katem prostym.

(31 — 36). Znalezé kat, pod ktérym przecinajg sig dwie linje kray

{kat, utworzony przez styczne do nich ol puonkcie wspélnym):

bola jest

= 117 —
31. parabola: 42 = 4z i kolo: 22 + 32 = 32,
32. = ¥® = 12z i kolo: 22 + 42 4+ 10z = 75,
33. . 542 — 36z 1 byperbola: 272 — 2 — 14,
34, 5 255{2 = 482 i elipsa: 92 + 25'{;2 — 29%.
35. ‘dwie parabole: »2 — 10z i 42 — 8z = 20,
36. ¥? = 16r i 12 4 4z — 20,

1] ”»
37. Napisaé réwnanie paraboli, do ktorej: ‘a) prosta @ — 3y +9=0
Jjest styezny, b) prosta » — 8y — 8 jest styczna, i
38. Napisaé réwnanie (odaiesione do wierzcholka i do osi) paraboli,
ktéra przechodzi przez paunkt dany: a) (4, 2); b) (12, 6).

(39 — 42). Dana jest parabola i jej cigeiwa, Nopisaé réwnanie dre-
dnicy, sprzezonej z ta sigeiwa; oraz réwnanie stycznej, przechodzacej przez
koniec $rednicy:

33. parabola: 32 — 8a: cigeiwa: 4a - 3y — 20 — 0.

40. = Y2 = 4z; i 4r — 3y - 10 = 0.
41. 3 Y — da; £l 122z — 5y — 28 — 0,
42. 2 y* = 8a; 2 152 + 8y — 56 = 0.

43. Dana jest parabola: Y% = 4z, ktérej ognisko jest drodkiem kola,
opisanego promieniem — 10, Obliczyé kat, pod ktérym przecinajg sig te
dwie krzywe (oraz pole przez nie ograniczone),

44. Dowiesé, ze normalne, poprowadzone przez kornce cigeiwy ognisko-
wej, prostopadlej de osi paraboli. sa do siebie prostopadie.

45. Biorge liczby z zadad 26 —29, znalezé rownanie cigeiwy styeznodei,

46.  Zonlezé réwnania wspélaych stycznych do paraboli: y2=30z i kola:
2 + 42 — 64, 3

47. Znalezé réwnanie kola stycznego do paraboli: y? = 2pz, ktérego
stodek lezy w punkeie (a, 0). :

48. Znalesé wspélue punkiy dwéch parabol, ktore majg wierzcholek ten
sam, parametry réwne, a ognisko jednej lezy na dodatniej osi z, drugiej zaé
na dodatniej osi y.

49. Dowiedé, 32 stycane do paraboli: 2% — 4y, wyprowadrone % punktu
M{a, b), przecinaja oé # w takich punktach, ktérych odcigte sa pierwiastkami
réwnania: 22 — ax 4 b = 0.

Dowiest jeszeze, ze jezeli z punktu M odlegtoscia MF (F jest ogniskiem)
zatoczyé luk, to odeigte punktéw przecigcia sig tego lukn z osig  bedg dwa
razy wigksze od pierwiastkdw danego réwnania kwadratowego.

Wykazaé, ze pierwiastki bida rzeczywiste i rdzne, jezeli purkt M lezy
zewnatrz paraboli, rze-zywiste i réwne sobie, jezeli M lezy na niej, wreszcie
bedy urojone jezeli M leiy wewnatrz paraboli,

(30 — 51). Napisaé r6éwnanie biegunowej danego punktu wzgledem
paraboli:
50. 2 = 142, (7, 8). bl. 92— _ 5x; (3, — 7).

52. Znale#é biegun prostej: Az 4 By 4+ C=0 waglgdem paraboli:

y* = 2pa.



 obrazu geometrycznego, czyli ma obraz urojony, np.
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ROZDZIAL VIIL

Rozbiér egélny linij krzywych 2-go rzedu

§ 99. Uwagi wstepne. 1) Zobaczymy wkrétee, Ze roztrza,sajqc‘.'
réwnanie linji krzywej, wypadnie dokonywaé zmiany spolrzednyeh,
latwo sie jednak przekonaé, Ze przez Z miane spb l'r z Q‘d ny ch_
stopiefn réwnania linji krzywej nie moze 51€ ar{i-

zszyé, ani obnizyé. 4
. (Ils:voznzie: v);:zo'l-y na przejicie od jednego ukladu plrosto%catnego do 1:‘
innego takiegoz ukladu, w najogdlniejsze] postaci, jak wiadomo, sa: =

zt—a-+4 2 cos a —y sina °

y=>b4 2 sin a + ¥y cos 2,
wiee jezeli dane rownanie flz, y) =0 zawieralo z*, lub y*, to nmnra,
rownanie f(2’, y’) = 0, po dokonaniu zmiany spélrzednych,‘quz;ejl'
zawieralo z'», lub », co jest oczywiste z dopiero co naplsanychzf
WZOrow. :

Zaznaczyé tu jeszeze naleiy, Ze réwnanie n-go stopnia: _f(x:?f)=(¥‘
nie zawsze przedstawia linje n-go rzedum, moze sig zdarzyé, ze on.o_:
przedstawia jeden szezegdlny punkt, np. x® 4 2= 0, alpo zespo;
dwéeh lub wiecej linij prostyeh, lub krzywyech niiszege.) ’rze._du, npg
422 — 92 =0, albo nareszecie réwnanie moze nie mied zadnegq
322 + 4>
+ 6 =0. : . . ‘

2) Jezeli za poczatek ukladu spélrzqdz‘lycl} jest
wziety §rodek linji krzywej, to jej r()v.vnanle nie 'i-ﬁ
7e sie zmienié przez zamiane @ na—ai y na—Y.

To wynika wprost z okreSlenia Srodka, ktory, jak wien}y,. m
taka wlasnosé, ze wszelka cieciwa, przezen poprowadzons, dzxe‘h sig
na polowy. A zatem, biorge Srodek za poczatek ukladu SIiOh‘ZQ.'f
dnych, widzimy, Ze jezeli jeden koniec cieciwy, przez ten ‘srod_e :“r\.
przechodzacej, ma za spélrzedne (7, yy), to drugi quzx_e 111‘1
(— ay,—y), czyli oba te punkty bedg lezaly na linji krzywej, a w_
spolrzedne beda czynily zadosé jej réwnaniu. E

3) Jezeli za o§ odcietych jest wzieta o§ linj 1
krzywej, tojej ré6wnanie nie moze zawierad niepa-
rzystych poteg zmiennej y i nawzajem. L.

Wynika stad, ze wtedy kazdej wartoSci na # powinny odpow ‘.
daé po dwie wartodci na y, liczebnie réwne, ale réine co do .

ia-
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4) Jezeli linja krzywa przechodzi przez poczg-
tek ukiadu spéirzednych, to jej réwnanie nie moze
zawieraC wyrazu stalego i nawzajem.

Istotnie;: jezeli w réwnanie wstawimy z=—01i y =0, to lewa
strona réwnania stanie sie zerem o tyle, o ile nie zawiera wyrazu
stafego, np. linja: 822 — 542 + 62 = 0 przechodzi przez poczatek
ukladu spélrzednych, dlatego ze réwnaniu zadodé czynia wartosei:
T=01iy=0.

§ 100. Poszukiwanie $rodka linji krzywej. Ogélne réwnanie 2-go

stopnia o dwdch zmiennyeh # i ¥ ma postad
: A2 4+ Bxy 4+ C2+ Dz + Ey 4+ F=0. . . . (1)

Sprébujmy teraz, ma zasadzie poprzednich uwag, uproseié to row-
nanie, pozbywajge sig niektérych wyrazéw. Gdyby Srodek krzywej,
kléra przedstawia dane rownanie, wzigé za poczatek ukladu, mogli-
bySmy sie pozbyé wyrazéw, zawierajacych pierwsze potegi « i y.
Zobaczmy. czy tego nie da sie dokonaé przez zamiane danego ukladu
spoirzednych na nowy z'Q'y'.

PrzenieSmy wige poezatek ukladu do pewnego punktu (a, &),
a kierunek osi spélrzednych pozostawmy bez zmiany, wtedy w réw-
nanie (1) nalezy wstawié

r=a+, y=0bt+y,
otrzymujemy:
A(a + 22 + Ba + )b + y) + C® + ¥)* + D(a + o)
+ E@b + ) + F=0,
ezyli ;
Az? 4 Ba'y' + Cy? + (24a + Bb + D)z + (Ba -+ 206 + 5)3." =
+ (4« 4+ Bab 4 C12 Da - Eb L Fy=0 . ." 7 (D

Jezeli dowolny dotychezas punkt (a, b) jest Srodkiem krzywej,
to rownanie (2) nie powinno zawieraé pierwszych poteg 2 i y, a za-
tem powinno byé:

2da 4+ Bb + D =0,
Ba 4 20+ E— 0 } (3)
i rownanie bedzie mialo postaé: ‘ :
; Az Bx’_r)' +Cy24+ K=0,. . . . . . (4

gdzie wyraz staly

K = Aa® 4 Bab + Cl? + Da + Eb + F
atrz'ymaé latwo, wstawiajac w lewa strone réwnania (1): x=« i y=b,
a wige jezeli dane réwnanie bylo f(z, ) = 0, to K = f(a, b).
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Czy jednak zawsze takie przeksztalcenie rdwnania (1) bedzie 3

mozliwe?. OczywiScie, bedzie to zalezalo od tego, czy zawsze moina
bedzie odnaleié skonezone wartoSei na ¢ i b z réwnai (3).
Rozwigzujac te réwnania wzgledem e i 0, otrzymamy
' iy 30 Bl T3 e en i)
B2 — 44C’ L2 — 44AC

Stad widzimy, Ze przeksztalcenie réwnania (1) bedzie moiliwe =

o tyle, o ile mianownik B2 — 44C nie jest zerem.
A zatem, jezeli w rownanin ogdélnem linji krzy-
wej 2-go stopnia:
A2 + Bay 4+ C2 4+ Dz + Ey + F =10

dwumian B25—4AC§ 0, to krzywa ma Srodek, ktérego

spélrzedne znajduje sie ze WZOTowW (5), a przenidslszy uklad osi
spolrzednych do tego Srodka bez zmiany kierunku osi, moZna row-
nanie uproseié, napisawszy je w postaci- '

A2 + Bz'y' + Cy2 - K= 0,
gdzie K =f(a, ) = Au?2 + DBab 4 Cl* 4~ Da 4 Eb + F.

dezeli za§ dwumian 5% — 44C = 0, to krzywa Srodka nie ma

i wspOmnianego przeksztaleenia réwnania (1) dokonaé sie nie da.

Widzimy zatem, Ze mogg byé dwa rodzsje linij krzywyeh 2-go -

rzedu: krzywe, posiadajace Srodek i krzywe bez Srodka.
Przyklad. Znaleié Srodek linji krzywej:

202 + dry + 3 — 2 4 3y — 5L =0,
oraz uproscié réwnanie, odnidslszy je do Srodka krzywej.

W danym razie dwumian B2 — 440 =4*—4.2.3=— 80, -

wige krzywa ma Srodek. Wstawmy w dane rdwnanie
r=a+2z; y=0b+ty,
wtedy bedzie - ,
2(c2 + 2aa’ + o2 + 4(ub + ba' + ay’ + a'y) A+ (02 + 2y + y'H —
. — (a4 2) 4+ 8b +3y) —5F =0,
czyli
© 202 4 4’y + 392+ (4n 4 4b — 1)’ + (da 4 65 4 )y L
(202 4+ 4ub 4 86> — a + 36 — 5E%) = 0.
Zakladajac teraz
S de 44— 1 =0, ,
4a + 64 4 3 =0, e
skad dz= 2 h— — 2

OF
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otrzymujemy réwnanie w postaci uproszezonej:
2'1:12 + 4xlyl + 33!2 + K= 0, //‘-‘
zdiie K =7la, b) =f(§ — 2) = — 1,
‘ S it

a wige w postaci

20" 4 4x'y' 4 3y — 10 = 0.
Spolrzedne Srodka sg: (£, — 2).

Uwagd. | Prasksztaleenia réwnania mozna d konaé krétsza droga, jezeli
zauwaiveé, wijaki sposéb po:staly rdanania (3) érodka kraywej: %5

G iyby lewg stione réwnania (1) zrozoiczikowad \\'zglgd-.-.m &, uwszajge y
za stida, to obrzymalibsémy wlkénie lewa stromg—pier;vszego zsréwnmi (35
po Pa_dst—aws'euiu T=aiy=~=b jezeli zas je zrézniczkowad wzgledem u.
awazajye 2 za staly, otrzymamy drugie z rownas }'3). Moina wige réwnania
drodka krzywej napisaé¢ w skroceniu: ! 7

) fa."(av b) = 0, fyl (’7, b) ==

Ta uwaga ulatwia przerébki, o ile rézniczkowanie nie nasfrecza trudnodei,

a

Przyklad. Pracksztalcié réwnanie:
3x2 — 4wy — 12 4 82 4 4y — 3 — 0,
odnidslszy je do drodka krzywej.
Dwamian B2 —4AC > 0, a wige érodek istnieje,
Znajdimy réwnania &rolka, 1'67':niczlmja;c dane réwnanie naprzéd wazgle-
dem z (uwazajac y za staly), & potem wagledem y (uwazajae = za stalg):
6o — 4y 4 8 =10, i
Ay g,
#éwnenia srodka beda:
6o — 40 —i— 8:01
— da —2b 4+ 4 =0,
stad spolrzgdne érodka sa: {0 2).
Znajdimy teraz wyraz staly K :
K = f(a, b) =7(0, 2) =1,
a zatem adwnanie przeksztalecons bedszie

322 — 42’y — 2 4 1 =0.

-~

§ 101. Poszukiwanie osi linji krzywej, posiadajacej $rodek. W przy-

puszezeniu, ze B2 — 4AC < 0, sprébujmy dalszych przeksztaleen

=
réwnania linji krzywej. Gdyby za o8 odeietyeh byla wzieta jedna
z osi danej linji, to w réwnaniu nie powinno byé wyrazu, zawiera-
jacego pierwsza potege y; wiee réwnanie
422 + Ba'y + Cy* 4+ K = 0,
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gdzie K == f(a, b) odnieSmy do nowego ukladu spélrzednych =" 0'y", .
obracajac dotychezasowy uklad o pewien kat a, wtedy nalezy
wstawic: ;
' =z cos o — Yy’ s a,
y =& sin a 4 y" cos e.
Otrzymujemy = i -
A2 cos @ — y" sin of® 4 Blx" cos a — y" sin a){z” sin o +
+ ¥ cos @) + C(z” sin 2+ y** cos a2 + K =0,
ezyli : _ ; :
(4 cos® a + B sina.cosat C sin? ajz'® 4 (—2A sin a. ‘co: o —+
__ Bsin®a 4 Bews?a - 2C sin a. cos a) 2y + (4 sin® a — 2
— B sin a.cos oo+ C cos® a)y? 4+ K=0.
Jezeli teraz osi krzywej wzigé za osi spolrzednyeh, to wyraz,
zawierajacy xy powinien staé sie zerem, a wiec
__ 94 sin o.cos a— Bsin® o+ B cos® a + 2C sin a . cos a =70,
ezyli : b
_ 2(4— C) sin a . cos &+ B(cos® a — sin? a) = 0,
— (4 — C) sin 20 + B . cos 2a =10,
(4 — C) sin 20 = B cos 2a,

B ’ R

= — i e
Et&d 5 J‘ang 20 ——Zt—_c Srog® el i & ( }

Poniewaz styezna trygonometryczna moZe przybieraé wszelkie;
warto§ci bez ograniczefi, wige wartosé kata o z rownosci (6) zawsze
mo#na znalezé i réwnanie linji krzywej moze byé doprowadzone:«
do postaci
Mz’ 4 Ny2 + K = 0, e L i (7);
gdzie : :
M= A co2a + B sin o cos a 4 C sin® a, | T
N=A sir2 a — Bsina.cosa-t Ccos® a, k.

Spétezynniki M i N moina obliczyé w sposéb nastepujacy:
z rownan (8) mamy

M3} N=AF+C
M— N= (4 — C) css 22 -+ B sin 2a.

Ale . !
2 tang 2u L
sin 20 — tang 2a . cos 21— e
' ST tang® 2a I
watawiajac zas wartosé tany 2o z roéwnania (6), mamy

B
sin 20 = i e e e
% VB 4 (4—C)p

: — 123

w podobny spos6b otrzymamy

A -—C
co8 20— 4 —— ————— |
VB2 4 (4—Cp
A zatem
Wy ( Ot L A _iﬁ)z
VB+(A—0pF  yBEPLrA—Cp

=+ VB4 (4 - Op
wies bedzie
M=31[A+ Cx VBT (4 —0F
N=41[4+ CF yB: (4 — 0]
W ten sposGb spolezynniki M i N sg wyznaczone.
Znajdimy jeszcze
MN =} [(4 + O — B~ (4 — O,

ezyli MN — — } (B? — 440).

Uwaga. Co do podwéjnego znaku I‘;;.zed WBE L (4 — Cp,

2a z rdownania

B

tang 20 = ST

1 moga sig tu zdarzyé dwa przypadki:

1) Jezeli B> 0i A— C > 0, to tang 2a jest liczbg dodatnia, & kat
dzimy, ze wtedy sin 2a i cos 2a bgdg dodatnie i naleiy wazigé

| B

s 20 — ‘-I— Vﬁéﬁ’ = NG
Ari :

Y Era— o

cos 2oi—

wtedy bedzie

M=}[A+C+ VB + (4 — 0]
N=}[4d+C—yBE+@A-0of)
Jezeli bedzie B < 0i 4 — C < 0, to
B
VB r(d—cof
A—— @
VB4 (A—CF

(1

sin o =

co8 Qo=

nalezy-
zauwazyé, ze znak bedzie zalezal od tege, jaka wartoéé otrzymamy na kat

2o nalezy albo do 1-ej, albo do 3-ej éwiartki. Biorac wartosé mniejszg. wi- i
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a wiee

M=}[A+ C=VB*+ (41— 0)] |
V=3{d+ C+ VB (4 — 0P

2) Jeseli B >0, a A— C<0, to tang 2a jest liczba ujemng i kat =8
20 nalezy albo do 2 giej, albo do 4-ej éwiartki. Biorac znown wartosé
muiejszg, widzimy, Ze wstawa kgta 20 powinna byé dodatnin, a dostawa

| mjemna, a wiec

B

ARG

. VB2 (A— CF
i do obliczania M i N nslezy wzigé wzory (1).
Jezeli za§ B <L 0 i A — C > 0, to bedzie

sin 20 = — u_————B o

VB 4 (A—0p

ey oA

VB 4 (4—Cp

i do obliczenia M 1 N trzeba zastosowsé wazory (2).

sin 2o = +

; eos 2a =

o8 20 =— e

Dalsze przekszta'{cenié réwnania beda zalezaly od znakdéw spol-
ezynnikéw M i NV, czyli od znaku dwumianu 52 — 44C i rozrdzinié
‘tu nalezy dwa przypadki.

Przypadek I. B?* — 44C < O, wtedy iloczyn MN jest dodatni,

a wiee spélezynniki M i N maja znaki jednakowe i réwnanie ma.

postaé Mz'"® 4+ Ny 4+ K =0.
Tu znowu moze sie zdarzyé, Ze
a) K < 0, niech bedzie K = — K', wtedy. mamy réwnanie

Mcnz + A‘ryug s KT.
- Dzieiac przez K', otrzymujemy
M.'C"2 = .LV:-’I"2
G
ﬂ:”z f'j"2

)

ezyli

albo oznaczajac

otrzymujemy

(2
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t. j. réwnanie elipsy o osiach: 2a i 2%
W przypadku 3 — N otrzymamy
z'? A4y =
t. j. rOwnanie kola.
by K = 0. Wtedy réwnanie ma postaé /e
Mx'2 4+ Ny2 — 0 e
i przedstawia punkt (0, 0). 4
¢) K > 0. Réwopanie ma postaé _,,_,,,‘, {%
Mot Nyr = NGt
i nie przedstawia Zadnego miejseca ueometrycznege bo lewa strona
jest dodatnia, a prawa ujemna. -

Przypadek 1l. 52 — 44C > 0, wtedy iloczyn MN jest ujemny,
a spolezynniki M i N maja znaki réine; niech bedzie M> 0,
N < 0 i N= — N’; rownanie bedzie mialo postaé
Ma'2 — N2 L K = 0
i znowu mogg tu zaj§é trzy przypadki: 7

a) K < 0, niech mianowicisa K = — K’. Wtedy mamy réwnanie-
My — N'y2 =K, °
"2 ¥ ;
i A

czyli ( Vi i
: if) )

1

I/LK, =0, E — 3’
M N’

x.ug 2}ug

albo oznaczajge

bedziemy mieli —_— ]

i &
t. j. rdwnanie hyperboli o osi rzeczywistej 2a i urojonej 2f.
b) K =0, wtedy mamy réwnanie
j!xll2 =1 Arlyfls - 0’
ezyli dwa réownania

r T = ol i
TS Y BTy : & : !jff':'/ f{‘d’““""
T ]/M + 94" YN =0, P A, /

t. . dwie proeste.
e) K > 0, wtedy bedzie
| ,. Mz — Ny= — _ K,
cxyli N2 — Ma'2 = K
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7 () mug
Z oy
K &
A—) ( M ) 3
. ; y' 22 __: -
‘czyh o BT = 1; /

s

t. j. rownanie hyperboli, ktérej of rzeczywista 2a
za 0§ rzednych, a urojona za of odeietych.

Przyklad. Dane jest vréwnanie
142 — 42y 4+ 1132 — 60 = 0.

Poniewaz ono nie zmienia si¢ przez zamiane # na — 2z iy na —y,
wnosimy, Ze jest juz odniesione do &rodka krzywej. W celu prze-

| ksztalcenia réwrania, dokonajmy obrotu osi spélrzednych o kat,
wyznaczony z réwnania
B
W, o
a wige kat 2a nalezy do 2 ej éwiartki. Niech bedzie 2a = 180° —
— B, wtedy

tang 2a =

tang 20 = — tang = — %
tang B =
B =537'48",
20 = 126952'12",
a = 63°26'6",
wiee o taki kat nalezy obrdcié uklad osi spélrzednych, zeby byly
osiami linji krzywej.

Stad znajdziemy

Wtedy réwnanie, odniesione do osi, bedzie mialo postaé
Mm'2 + Ny = 60.
Obliezmy teraz spdélezynniki, pamietajae, ze kgt 2o nalezy do
2-ej éwiartki (B <01 4—C > 0):
M=1[4+0 - VP L+ A —CF =
N=3[4A+ C+VBEF (A —-CF)=

wige bedziemy mieli

325 — V& F 3% = 10,
325 + V4 4 3%) = 15,.

1022 4+ 1542 = 60,
222 + 32 — 12,

2’2 y'2

e LR
+ 4 '_1!

t. j. rownanie elipsy o osiach: 2/ 6 i 4. y .

jest wzigta ;:

sy | Sl

§ 102. Przeksztalcenie rownania linji krzywej nie majace]j srodka.

Powréén}y znowu do réwnania ogdlnego
A2 4+ Bay 4+ C2 D+ Ey+ F=0 . . . . (1)
| zalézmy, Ze B — 440 =0.

Wtedy przeksztalceii poprzednich dokonaé nie moina, ale mozna
przedewszystkiem réwnanie (1) uproscié, o tyle, zeby nie zawieralo
drugiej potegi jednej ze zmiennych.

7 zalozenia mamy B2 = 44C, wiec mozns réwnanie napisaé
w postaci

Az? + 22y Y AC + C2 4 Dz + Ey 4+ F=0, .
ezyli (@VA + WO+ De+EBy+ F=0 . . . . (2

Znak przed pierwiastkiem opuszezamy, uwazajac, ze 4, B, C sg
liczby dane, a wiec znaki maja wiadome.

Obréémy teraz ukiad osi o pewien, tymozasem dowolny kat «
i odnieSmy réwnanie (2) do nowych spdirzednych 2'0'', podstawiajae

£ =2 cos o —y' sin a
y=2a sin o+ y eos a,
wtedy mamy
[(@' cos o — ¥ sin a) VA + (& sina + y cos o) YO + Dia’ cos o« —
— ¢ sin o) + E(x' sin o + y cos a) - F =0,
czyli
{()/Z .cos @ + YO . sina)x’'+(— VA . sin o VC . cos )y’ P +
+ (D cos a + E sin a)a' + (—D sin o + FE cos o)y + F= 0.
Nadajmy teraz katowi a taka wartosé, aby

VA . ¢cos a4 V/C . sin a =0,

stad ] : tang o — — Vi,

a Ze styezna trygonomefryczna moze przybieraé wszelkie wartosei
od — co do -+ oo, wiee kat o zawsze wyznaczyé mozemy.
Teraz rownanie ma postac:
(— VA .sin a + /C. cos )22 4 (D cos a+Esm )z’ -+
+ (— D sin a + E cos o)y + F=0,
albo, oznaczajae dla skrécenia e
(— V4 . sin o+ YC . cosa)®= P,
D cos a + E sin o = @,
— D sin o + E cos o= R,
mamy réwnanie nastepujace :
P2 Qx4 Ry - Bi—0 . 0 #eisn (8)

|
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Spofczynmkl P, Q, R moga byé obliczone przez wstawienie
toSel na2 sin a i eos a, ktore Znowu znaleZé mozna, majac {ng o.

Moze sie zdarzyé, ze po wstawieniu tych
Q = 0, wtedy roéwnanie (3) ma postaé

Py2 4+ Ry 4+ F=o,

(e |

, ' = )
stad mamy e _21..); =Y l/ TFT

Wtedy otrzymamy réwnanie dwéeh prostyech rov,nole

giveh do siebie (obie bedg réwnolegle do

‘wartodei s polezynnik

A——— p
P ]

osi 2‘); albo otrz

mamy réwnanie jednej proste]. jezeli pod pierwiastkiem bedzie

albo zadnego nie bedzie miejsea geomeirycznego, jezeli pod pier-S

wiastkiem wypadnie liczba ujemna,

Po tej uwadze powréémy do réwnania (3) 1 sprébujmy je upro-
W tym celu prze-
do nowego poczatk :

Scié, pozbywajace sie¢ wyrazu, zawierajacego i’
niesmy ukiad spélrzednyeh z ‘Oy' réwnolegle,
{m. n), a wieec wstawmy

,L‘ }J_ + xll]

.9' i + yu-

Wtedy réwnanie (3) bedzie mialo postaé nastepujgea:
Bt 9" + Qm + 2} + Rin + y") + F =

ezyli

Py"? + Qz" + (2Pn + Ry" 4 (Pr® + Qm + Ru + A (4} E:

2Pn 4+ R =9,

i P?zz_f—{— Qm + Bwn -+ F—=0.

Z 1-go réwnania mamy .
i
Ted 5P

a wstawiajae te wartosé w 2-gie réwnanie, mamy

R2 Rz
IF+ Qm‘-—@—kF:O*
: - R2_ AFP
m= ——— -

t
sad iPQ

Z otrzymanych na m i » wartoSei widzimy, ze przeksztalceme
réwnania bedzie mozliwe, o ile P lub Q nie sa réwne zeru, Wy- '
¢ go tu wylaczamy, 8

padek, kiedy Q = 0, oméwiliSmy przedtem, wi
czy jednak P nie moze byé — (2

14

< fe ) = '-"V o A el = . : ]
— 129 — ~ ¢ 3
Wraeajac do poprzednich oznaczen, widzimy, ze P
P=(— ]/x_':l - 82':: a4+ VYC. cosapp= —¢
t B ——
a ze ang o G sin ]/A_’_C b

. O 1
Cos§ a— F }/A + C;
wiec bedzie s
4 ¢y T/ &
~{*yrFe = yarg—4+6 !

ale 4 + C nie moZe byé zerem, dlatego ze z zalozenia: B2 — 44(
wynika, iz 4 i C musza mieé znaki jednakowe; gdyby zas§ A4 — ¢
i C=0, to musialoby byé B =0, eco jest oczywiscie niemoziiwe.

Widzimy tedy, ze wartosci na m i 2 s3 mozliwe, a wieec réwna-
nie (4) przybierze postaé:

By 4+ o =,
Q

czyli yr=— P -,
ofrzymujemy parabole, ktérej parametr
il e
2P = — ’T).

Przyllad. Dane jest réwnanie
x2—2xy+y2~x—y—1=0,
w ktorem B? —44C=(—22 —4.1.1 = 0; napiszmy naprzdd
@—y—z—y—1=0
i obréémy uklad osi spéirzednych o kat a, wstawiajae
T=2a' cos & —y sin a,
y=2' sin a + y' cos a,
witedy réwnanie odniesione do nowych osi, bedzie:
(" c0s & — ¥ sin @ — o' sin a—y cos a) —z cosaty sina — -
— & sin o —y cos @ —1 =0,
ezyli
{(eos a — sin a)z’ — (cos o 4 sin a)y]2 — (cos a + sin a)z’ 4 (sin o —
—cos a)y’ — 1 = 0.
Nadajmy teraz katowi a taka wartosé, zeby
cos & —sin a =0, eczyli tang a = 1,
a wige a = 45° i obliczmy spolezynniki nowego réwaania:
Py + Qr'+ Ry — 1 =0:
J. ZYDLER. — ZARYS GEOMETRJI ANALITYCZNE. 9
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P = (cos a + sin 0)2 = (/2,2 =2,
Q=—(cos a + sin a) = — /2,
R =sin a — cos a = 0.
A zatem mamy réwnanie
% 2 Y2 —1=0.
PrzenieSmy teraz uklad osi spélrzednych réwnolegle do punk
{m, n), wiec wstawmy
' =m + z”,

y=n+y,
ofrzymamy
20 +y'P — (m +2") Y2 —1=0,
22 — 2 Y2 - dny"4 (202 —m Y2 — 1) = 0.
Nadajmy liczbom m i » takie wartoSei, zeby

4n = 0,
i2n?—my2 —1=0,
stad n =0,
Vg
2

Rownanie, odniesione do spélrzednyeh z0'y”, bedzie
22 — 2" Y2 =0,

. 2
ezyli ¥?= ‘L—x”.

OtrzymaliSmy réwnanie paraboli, ktérej parametr — }}/2.

§ 103. Zestawienie otrzymanych wynikéw. Z przeprowadzona]
dyskusji widzimy, Ze réwnanie i

f@, y) =42 + Bry + Cy* + Dz + Ey + F =10

przedstawia elipse, hyperbolg, lub parabole, a w szezegélnych przy-
padkach: jed,na, lub dwie proste, punkt, albo nie przedstawia zadnego
miejsca geometrycznego. A zatem istnieja tylko trzy linje
krzywe drugiego rzedu: elipsa, hyperbola i parabola, z mch
pierwsze dwie Srodek posiadajg, trzecia go nie ma. 8

Rodzaj linji krzywej zalezy od warto$ei dwumianu charaktery- 1
styeznego B2 — 4AC, a mianowicie: g

-----.

Ll § O, krzywa posiada &rodek, ktérego Spél'-_‘_
rzedne sa: ;
__20D — BE

CB2_44C

24E — BD

A T
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Réwnanie, odniesione do Srodka, jest
4z + Bry' + Cy? 4+ K =0,
gdzie K = f(a, D). Wi
OdnieSmy teraz réwnanie do osi linji krzywej przez obrét ul:lav;‘h
du o kat a, wyznaczony z réwnania.

tang 20 — A—E_(j‘

wtedy réwnanie bedzie
M 4 Ny2 4 K = o,
M=}[A+ Cux VBT E—0f,
N=}[4+ C5 VB F (A= O

gdzie

1) B2 —44C < O,
Rownanie:
Mz"2 - Ny'2 4- K = 0.
a) K< 0, ) K=0,c0) K> 0

2) B2 — 44C > 0.
Réwnanie:
Mz ;’\'r’y"g + K = 0.
a) K< 0,6) K=0,¢) K>0

| [ I | | i

alipsa punkt obraz hyperbola dwie hyper-
urojony proste bola

Il, B? — 44C = 0, krzywa nie ma §rodka.

1-sze przeksztalcenie réwnania (rugowanie wyrazu, zawieraja-
e2go y°) przez obrdt osi spélrzednych o kat a, wyznaczony z réw-

nania
tang o — — —:
g Y

wtedy dochodzimy do rdéwnania
Py 4+ Q' + Ry 4+ F = 0.
Przypadek szezegélny: Q= 0, otrzymujemy dwie proste
rownolegle.
2-gie przeksztalcenie (rugowanie wyraza, zawierajacego y' i wy-
razu stalego) przez przeniesienie rdéwnolegle osi spolrzednych.
Dochodzimy do réwnania

Py2 4 Qv =,
ezyli otrzymujemy parabole.
§ 104. Ogdlne réwnanie stycznej do linji krzywej 2-go rzedu.
Niech bedzie dane ogdlne réwnanie linji krzywej 2-go rzedu:

A2 + Bry + Cy* + Dz + Ey+ F=0. . . . (1)
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ZnajdZmy naprzéd réwnanie siecznej, ktéra dang krzywa prze-

cina w dwéch punktach (z;, y;) i (5, ¥5). Rdwnanie tej prostej

jako przechodzacej przez dwa punkty dane, bedzie mialo postaé

DAL e 8 A EES I e
:r*yl—ml_xﬂ(x ) (

Ale ze punkty (7, ) i (%, ¥,) leza na krzywej, wiee z réw-

nania (1) otrzymujemy nastepujace tozsamosei:
Ax® + Bry, + Cyf® + Diry + Eyy + F =0,
. Az?2 + Bryy, + (y,° 4+ Dz, + Ey, + F=o,
stgd
A — 2%) + By, — a995) + Clys® — 3,°) + D(xy — x,) +
+ E(yl S yE) = Or
a ze TyYy — ZoYy = YTy — %) + Zo(yy — Yo),
wiec bedzie !
A(z® — %) + Byy(zy — 7)) + Bry(yy — v5) + Cly® — w2 +
+ D@y — x5) + E(y; — v,) =0,
ezyli (zy — m)[A(zy + 7) + By, + D] =
= — (¥ — %[ Bry + Cly; + %) + E],

stad zas
B1—Y% _ A+ 7)) + By1+D_
T, —xy Br, + Clyy + v.) + E
Wstawiajac te warto§é w rownanie (2), otrzymujemy rdéwnanis

gieeznej w postaci

Vi Alzy + x,) + By, + D’.z
I TAT T Bttt B
Zakladajae teraz z,=ux, i y;=—,, otrzymujemy rownanie styezrej:
24y b g ok T z — . (3)
RS St o T R e
Zastosujmy ogélne réwnanie stycznej do elipsy, hyperboli i pa-
raboli:

— ).

£ gl 22 _ 4202 — 0. a
1) pe 4 ﬁ—h b2 + a?y a2h 0
R 0; O g D — - g2h
. b2x,
a zatem bedzie ¥y — Yy =— - (x—xl).‘
a? X ) 6 Ll
2) 7 ﬁ“"‘:l’ b2a2 — oy o o
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A = b B:O; C=-——a,2; D=0, E=0: F=~a262,
a zatem réwnanie stycznej bedzie
2

e=ininia AL
y—th= a2y, (z — zy).
3) ¥ = 2pz; 2 — 2pz = 0.
A:O; B=0; G=1; D:—-2p; E = 0; F=0__

wice bedzie
i y—ylzy%(x—»xj).

Uwaga. Ogélne réwnanie stycznej do danej krzywej ofrzymaé moina
krécej, znajae znaczenie pochodnej danej funkeji.
Niech réwnaniem krzywej AR (rys. 87) hedszie

¥ =f($)s

witedy, jak wiadomo, pochodna funkeji w punkeie danym bedzie réwna stycznej

trygonometrycznej kata, ktéry tworzy styczna geometryezoa z dodatnig osia
odeigtych:

Yy ‘=f’(.r) = tany a.

A zatem, jezeli spélrzedne punktu M sg (24, ¥y),

to spélezynnik kytowy stycaznej MT bgdzie réwny

tej pochodnej po wstawienin # — rniy=y,,

a wige rownanie stycznej MT, jako prostej, prze- B
chodzgcej przez punkt Mz, , yy) i tworzgcej z osig
odcigtych kat a, jest

Y—n=F(r) . (e — zy).

Jdeieli za$ réwnanie krzywej AB jest dane

4

w postaci _ ‘Rys_ i
.F’(.CL‘,j y) == 0' _ ) Fots 1A

%0 réwnanie sbycznej bedzie Lo 7_% ey
§ . b g .
Yy —yy=F(x, ¥y - (& — &) o Aoy

Frzyllad, Znalezé réwnanie styczne] do krzywej b
B — 9y — £ 4y — 15 —0 MOl

w punkcie (2, 1) na niej polozonym. . NEeray e,
Napiszmy réwnanie w postaci ¥ = f(z): T LA b g Ui
(22 — 1)y = 522 — z — 15, Akt PR
y_ﬁmz—z— 15 £, :‘(q‘é‘rf’,: ¢ ‘_"" °

2z — 1
i soajdimy pochodng y: L {
i (27— 1)(102 — 1)— (522 — 2z —15) . 2 102% — 10z + 31
¥ =f(2)= - S YR 1 R

(22 —1 (22—1)
f { | &
ot o 2 gx-, e g - sty {1




e b

Zakladajge terez r — z; = 2, mamy '
40 — 20 4 31 17
= 2) = —— _
¥ =712 5 e
a wige rownanie stycznej jest:
y— 1= Lz — 2),
ezyli 17z — 3y = 31.»

Pregdzej mozna bylo dojéé do rezultatu, rézniczkujac lews strone danege
réwnania, jako funkcjg niewyraZng: .

102 — 2z .y — 2 — 1 4 y =0,

stad odrazu: (— 2z 4+ 1)y = — 102 4+ 2y 4 1,
M0z gy~
i T g
: )RR el R
i F(xy,y,) = F'(2, s g ey e f Ty

§ 105. Przecigcia stozkowe. W geometrji elementarnej dowodzi
sie, Ze przeciecie stozka obrotowego plaszezyzna, prostopadlg do
osi, jest kolem; przekonamy sie teraz, Ze przecinajgc powierzchnig
stozka jakakolwiek inng plasz-
ezyzng, otrzymamy jedng
z krzywych 2-go rzedu.

Powierzchnia stozkowa po-
wstaje z obrotu nieograniezo-
nej prostej dokola stalego
punktu (wierzcholka stozka),
toczacej sie po okregu koia
(podstawa),'a wiec tworzaeca
stozka jest prosta nieograni-
czonej dlugosSei, a powierz-
chnia skladaé sie bedzie
z dwéch czesci, oddzielonych
wierzcholtkiem stozka.

1) Niech powierzchnia ry-
sunku bedzie przeciécie osio-
we stozka; dla ulatwienia
7 zadania, przetnijmy stoiek
plaszezyzng prostopadls do przeciecia osiowego tak, aby linja prza-
eigcia DE (rys. 88) tworzyla z tworzaeg stozka BC kgt wiekszy od

Rys. 88.

<[ B. Ta plaszezyzna przetnie powierzchnig stozkows po pewnsj

krzywej. Obierzmy na tej krzywej doweclny punkt M i popro-

wadZmy plaszezyzne, prostopadla do osi stozka; jej przecigciem
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3 powierzcehnig rysunku jest prosta FG, a z powierzehnig stozkows

okrag kola, przecieciem za$ z plaszezyzng otrzymanej poprzednio
krzywej jest MP.

Z rysunku widzimy, ze MP | FG, ale FG iest Srednicg kola, wiec
MFP® — FP PG,
ZnzjdZimy teraz odecinki FP i PG. Poprowadimy w tym celn

HD || FG, odetnijmy DI = DIf i wykreéimy IK || FG, wtedy z po-
dobiefistwa tréjkatéw EFP i EHD mamy

LA 5 EP . HD
{02 b 1) I ey
Z podobienstwa tréjkatéw PDG i IDK mamy znowu
£G 00 PD IK . PD
1 ORI
a wige ybs Lgp ) pp o BL e D - TH GE0
ED . 1D f
a ze HD = ID, wiec -
: MP2_—.EP 2P L TE
ED !

Obierzmy teraz uklad osi spélrzednych na plaszezyZnie otrzy-

manej krzywej: za poczatek weimy punkt D, za o§ odcietych pro-

sta B, oznaczmy jeszeze ED = 2a, 1K = 2p, a bieigce spélrzedne
punktu M niech beds (s, 9), wtedy 94

MP=y, PD— 2 EP— 21 — .
A zatem otrzymujemy

e (Ra—m . 2.2

i

2u ¥
@ 5 Qapr — pa?
R AL A
. 1 2 ;
; A A macs
ezyli ~..x. - d AL 2= 2z — Pz iy
ot e @ L

Otrzymane réwnanie dowodzi, Ze linjg przecideia jest elipsa.
- 2.) .Pr-zetnijmy teraz stozek plaszezyzng (prostopadia do prze-
cigela osiowego), nachyiona do tworzgeej pod katem mniejszym od
kata przy wierzcholku B (rys. 89).

]_?unkt L przeciecia sig tej plaszezyzny z tworzaeg BA wypadnie
na jej przedluZeniu; w przecieciu z powierzchnig stozkowa otrzy-
mamy krzyws, zlozong z dwéch galezi, rozeiggajacyeh sic do nie-
skofiezonosei. :

i

-

4
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Obierzmy na otrzymanej krzyw
dowolny punkt M i przez ten pun

poprzednio, otrzymamy
MP2— FP . PG

Ale
PP _EP o,  HD . EP
H1 ED ED
EG D o DIl B
JK ndD? ] ¥ 2 R
wiee

pe LLHED L BB T ED
A D I e

a po skréeeniu:
: DL SR B A
: el =
MP? — =0 :

Obierzmy znowu na plaszezyZnie otrzymanej krzywej uklad osi

spolrzednych, za poczatek biorae punkt D), za o§ odecietyech DP,
oznaczmy DE = 2q¢, IK = 2p, a spélrzedne punktu M niech beda
(@ 1), wtedy 48 ¢
MP-——-—y, PD.—:-x, EP=2G+$, Lo -
(a4 2. % .2 i
2a !

a zatem bedzie y2
i o P s
ezyli yE = 2px + am E

Otrzymane réwnanie dow;)dzi, A
linjg przecigcia jest hyperbola.

3) Przetnijmy nareszeie stozek
plaszezyzng, nachylong do tworzacej

wierzcholku B (rys. 90).

Wtedy linja przecigeia DP bedzie
rownolegla do tworzacej BA i otrzy-
mamy krzyws nieskoficzong o jednej
tylko galezi. Obierzmy na tej krzy-
wej dowolny punkt M i przesunmy
plaszezyzne prostopadly do osi stozka,

poprowadZmy plaszeczyzne prostopa-
dlg do osi stozka, otrzymamy kolo,

nawszy takich samych wykreSled, jak

pod katem réwnym katowi przy
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otrzymamy kolo o Sredniey F@. Rozumujge, jak popi'zednio, mamy
MP2 — FPpP PG,

ale PG 2
FP= HD72 = o
IK . PD
E2FY e
o N 0.
wige o o (ED O T LPD
e
ezyli MP2 — IK . PD.

Obierajac osi spolrzednych, jak poprzednio, i wprowadzajac takie

Same oznaczenia, otrzymamy
= L

A wige linja przeciecia jest parabolag.

§ 106. O graficznem rozwigzywaniu zadan algebraicznych. Niech
bedg dwa réwnania;

f(z, ) =0, oz, y)=o0.

dezeli je odniesiemy do ukladu spoirzednych x0y, uwazajac nie-
wiadome w réwnaniach za zmienne spéirzedne punktu, to kazde
z rownaii bedzie przedstawialo wogéle pewna linje n-go rzedu,
8 wspélne wartosei na z i y, czynigce zadu§é obu réwnaniom jedno-
czesnie, beda oznaczaly spolrzedne wspélnyeh punktow tyeh dwoch
krzywych. A zatem, jezeli wykreslimy obie krzywe, to spoirzedne
ich punktéw przeciecia bgdg geometrycznem rozwigzaniem danego
ukiadu réwnaf, aich diugosé bedzie wartoSeig (rzeczywista) na z i .

Oczywiscie, dokladnoss rozwiazania bedzie zalezala od wiecej lub
mniej dokladnego wykreslenia krzywyech i ich punktéw wspoOlnyeh;
dobrze jest posilkowaé sie papierem ,milimetrowym”, albo »POImi-
limetrowym”, obierajac skale 1—2 em.

rayklad 1. Rozwiazaé graficznie uklad réwnan:

T | 4y — 14,
iz — y=— 4.
Napiszmy dane réwnania w postaci:
x Y z ¥
| g hap B e

1 wykreSlmy ich miejsca geometryczne, odnoszae je do ukladu
ogi 20y,

Obrazem geometryeznym 1-go réwnania jest prosta AB, ktéra
odmierza na osiach odeinki: 2 i 34, a drugiego — prosta CD), ktéra
ma osiach odmierza odeinki: 1 i — 4 (rys. 91).
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mogga byé wyznaczone, jako odeiete punktéw. w ktérych parabols
ye==uF
przecina si¢ z prostg y + pzr + ¢ = 0.
Pierwiastki réwnania 8-go stopnia
2+ pr+q=10
moZna wyznaczyé, jako odeiete punktéw, w ktérych parabols

y =

Wspélny punkt M tych prostych ma za spol-
rzedne OP i MP; odezytujac ich wartosei, znaj-
dujemy 0P =z=1,3; MP=y=1.2.

Przyklad 2. Rozwiazaé uklad réwnaid

22 4+ 42 — 6z 4 8y =10,
9% + 3y + 12 = 0. A

Odnieémy je do ukladu spélrzednyeh 20y =
i wykre§lmy ich miejsca geometryczne. .

1.sze réwnanie mozemy napisaé w postaci

(e — 32 + (v + 42 =25,

przecina sie z hyperbols
y +pz+ g=0.

Rys. 91. wtedy widzimy, Ze przedstawia kolo, ktdrege Pierwiastki réwnania 4-go stopnia \
srodkiem jest punkt (3, — 4), 2 promied =3 . zt 4 pa® + qr 4 r =10 4
rys. 92). : s £ S TA N 1 ]
Drugie réwnanie (p{'zedstawia prosta AB, ktéra na osiach spél- = 83 odcietemi punktéw Przecl‘%;lisflydwoch parabol i W N0
' i deinki: — 6 1 — 4. b " 4 = my, { @ : A.
JE e R et Wspélne punkty tych linij sa M =& & m®y® + pmy 4 gz 4 r = 0, Lo SRR VI e
. 4 i N; ich spéirzedne sa: M6, 5 8) | -;';: gdzie m jest liczbg dowolnas. ‘.; 5 - ,j _ I} A3
14 i M(— 1,8 — 2,7), a zalem pier- §8 ey AL ! o -
\.. 2 0/”"\\7%' i et asttkami danych réwnad sa: a;=6, Zagadnienie o podwojeniu szeScianw (zadanie z Delos). Podanie
. ISP G 2,7 glosi, Ze kiedy w mieScie Delos wybuchla zaraza, przerazeni mieszkancy
A (tliokladniej: 3_2:__1,85;3,2=__2,77)_ udali si¢ do Swiatyni, zasiegnaé rady u wrézki, gotowi do zlozenia
: Wiy wielkich ofiar bogom, aby tylko ich gniew przeblagaé i ukréeié
Przyklad 3. Rozwigzac me straszng zaraze, ktéra ludzi dziesigtkowala, Po dingiem oczekiwaniu
A8 rownafi nadeszla nareszeie odpowiedZ, zawierajaca zgdanie postawienia bo-
Rvs. 92. 13$?+10$y+13ﬁg’15‘°‘+16y—’272$0’ gom dwa razy wiekszego oltarza, bez zmiany ksztaltu dotychezaso-
b ks ,r, Al y =2z — 1. ’ wego. A dodaé nalezy, Ze oltarz Swiatyni byl dokladnym szeScianem.

3 1 & . = o i . . . P - . - = .
Pierwsze réwnanie, odniesione do osi #0y, przedstawia krzyws Niestety, za wielkie snaé byly winy mieszkafic6w miasta Delos:

9.co rzedu, a ze B? —44C=10>—4 .13 . i3 < 0, wiee elipse,
ktorej sbpélrzedne érodka sg: e=11b=—1. Dol.mn:?wzy dal-
szych przeksztalecen réwnania, znajdziemy obie osi tej ehpsy..
Drugie réwnanie przedstawia prostg, ktéra na osi -odclqtye_h
odmierza odeinek = 4, a na osi rzednych — 1. Wykrefliwszy obie
linje, znajdziemy punkty wspélne: 7y = 2,2 y = 3,2 oraz‘.r2-=' =
- 1,6; yo = — 4,1, czyli przyblizone rozwiazanie danych rownan.
Posilkowanie sie graficznym sposobem bywa m'ekiady- bard.zo
uzyteczne w celu przyblizonege rozwiazania danego réwnania,

zwlaszeza 3-go lub 4-go stopnia, jak to widzimy z ponizszych z

przykladow:
Pierwiastki réwnania kwadratowego
a® - pz 4 g=20

zaraza dawno wygasla i wiele lat upiynelo, az znalazl sie wreszeie
uezony Grek, kiéry zdolal zadanie choé w przyblizeniu rozwiazaé.

Jezeli krawedZ dawnego oltarza = a, a zadanego = », to zadanie
polegalo na wykresleniu z z réwnania

2% = 2aB.

Napiszmy to réwnanie w postaci {7t

HCs ; V TOMD G Algwae b,
za.a-_2u2.-z,}m'>9’ A

ek de fatte
widzimy, ze jego pierwiastki mozZna wyznaﬁzyc, jako-odeiete punk-
téw, w kidrych parabola

.7,!2‘= ay
przecina sie z byperbola (réwncboczng)
fjﬂ’ wx:..,.t 5 ”y _ 202.

2V
A7 . _;__..__ ?LD_?L

, Y e Loy
¥ i,
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Dzigki temu wlasnie zadaniu, ktéremu staroZytni matematyey
wiele czasu poSwiecali, udalo si¢ Menaechmosowi wykryé linj
2.go rzedu.

Zagadnienie o trysekeji kqgta (czyli o podziale kata na trzy czeSei
réwne). Niech bedzie dany kat AOB = a (rys. 93), jego wierzcho-
tek obierzmy za poezatek ukiadu spélrzednych, a ramie OA za o8 L
odcigtych. Zatoczmy dowolnym promieniem 04 = OB =17 fuk
z wierzcholka kata, spélrzedne punktu B niech beda (a, b), a M(x, y)
miech bedzie poszukiwanym punktem na luku 4B, ezyli niech bedzi

{AOM:%&;AOB:%.

Zawvwazmy, 7ze

a= 0C=0B . cos (L AOB)=1r . cvs a,
b= BC = 0B . sin (<L AOB) =r . sin a,
* tak samo 88— 0FP—1¥ . cos -g-,
Rys. 93. =
y—iM == az'nA?T.
Napiszmy teraz rownosei:
o 2a Sl a
sin o 2 sin 3 o080y
2in % = gin (a - i) et si.n @ . COS— — cos & . sin—
3 8 3’
a wiae
9 sin 2 . cos L — sin a . phd i GOE 3
3 3 30
axyli | Br oty ney SimiEy T e
Sl s e e A g s S e R
3 3 3 3

Wstawiajac tu wartosci spéirz¢dnych punktéw Bi M, otrzymujemy

S =i gy ERERRE

-¢zyli réwnanie jednego miejsca geometrycznego punktu M. Drugiem
miejscem bedzie, oczywiscie, okrag kola

e ol o B SRR I o1 [y R L

A zatem zadanie bedzie rozwigzane, jezeli, wykresliwszy krzywe

{1} i (2), odnajdziemy ich punkt wspdiny. j

Latwo sie przekonaé, Ze rdéwnanie (1) przedstawia hyperbole

b . ;.
rownoboczng, kidrej Srodek lezy w punkeie (— —-;—, ?); nic tei
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dziwnego, Ze starozytni geometrowie naprézno usilowali rozwiazaé
to zadanie zapomoca cyrkla i linjalu, ezyli przy uzyeciu két i I}nij
prostych.

§107. Zadania.

Uproscié nastepujace réwnania, odniéslszy je do érodka krzywej:

(1 —6).
V1. 62 —dzy 4 9y 4z 39y §— g
2. 224 242y — 64% | 30z 4 60y — 45 — 0.
V8. 2% — 6zy + 2 4 472 4 5= 0,

4. 2 — 10zy 4 2642 4 20 — Ty — 9 — 0.
5. 24 — 22y 4 2 _ 624 9 — 0,

6. x2-—'2.ry+y2—3x+6_y_12=0,

(7 — 12). Przez stosowny dobér osi spélr i j
prostszej postaci nastgpujace ryéwnn.nia: it e i
7. 32 4 8zy — 3% 4 10 — o,
)}8- 1422 — day 4+ 1152 — 60 = 0.
9. 522 —3zy + 32 — 4 =0,
10. 1122 4 Bday — 2442 — 156 — 0,
11. 62® — 42y | 942 — 20 — 0.
vi2. 22 — 32y — 332 — 1= 0.

(13 — 32). Odnalezé (i wykresli¢) obraz geomet wnania
prowadziwszy je do m:tjpl'os(tszejy postae)i: o T e e

V13, 1722 4 160y 4+ 175 — 827 — 118y— 7 = 0,

14. 3622 + 24zy + 29y — 12024 10y — 595 = 0.

15. 3642  24ay 4 29,2 — 242 92y — 616 — o,

16. 38422 24zy 4 4132 4 202 140y — 300 = 0.
- 17, 932% — 48ay 4 10752 — 482 - 214y— 2893 — 0.
18 2% 4 240y — 6y 4 302 4 60y 4 45 — o,

19. 22 — 242y — 6y — 492 — 12y — 1193 — o,

20. 2322 4 722y 4 22 — 1902 — 80y 4 525 = 0.

21. 23.% — 722y + 2,2 96x — 68y 4 303 — 0.

22, 92% — 242y 4 1642 — b0g — 100y 4~ 125 = 0.

23. 922 4 240y 4 162 L 1102 — 20y + 1:5 = 0.

24. 1622 — 242y + 942 | 1102 — 20y 1 50 — 0,

25. 1642 4 247y 4 92 — 30z — 85y — 125 = 0.

26. 2* + 22y 4 3% + 223 4 62 + 12 — 0.

27 5x2+8xg+5_y=-26x—28y+41=0.

28. 822 4oy 4 5y — 327 — 8y 4+ 176 — 0,

29. 1122 4 242y 4 42 — 926z + 8y — 21 =0,

80. 22— 25,2 _ 2, 1 100y — 99 — o,

31. 9r® — 247y 1 16y — 24z + 3}y — 50 = 0.

32. 642% — 2402y 225y 4 136z + 255y — 1734 — 0.

3 Ty, ’ r . . . -
S éSPunkti:l-). Zoslezé réwnanie linji krzywej, ktéra przechodsi przes
33. (1, 0); (o, 3); (2, 7); (4, 1); (0, 0).
(0, 2);: (—1, 0 (—2 1) (— 1, 3).

34. (0, 0);
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(35 — 38). Znale#é réwnanie stycznej w danym punkcie linji krzywej:
25. Kraywa: 222 — 4zy + 3y® — bz 4 Ty — 3 = 0; punkt: (1,

/36 . Syt Ty+6=0  , (3
37 1 32* + bry — 2 — Yy — b0 9 (1,
3. " 522 + 4dxy + 3.’}'2 — Tz —8—3—0; k1

(39 — 41). Znalesé rownania styczmych, wyprowadzonych 2z danege ;
punktu do krzywej danej: pL

39, Kraywa: 322 — 4y + 2y° + T2 — 5y — 3=0; punkt: (2, ¢

490. i Y= 222 — 8x + 5; ! (2,—1'1}';;7 vl.

41- Pl 5$2 lugen 82“ FTCL 411 — 0: uy (11 _‘23

(42 — 43). Do danej krzywej poprowadszi¢ styezue réwnolegle do p:
atej danej:

42, 842 — bxy + ¥+ 4x + 5=0; y=8zr— 1l

43, 22— 2y + P —3z 4 6y —12=0; y=3xr—1.

(44 — 47). Znaleié rownanie linji przeciecia stozka o kacie p
wierzcholku = o plaszczyzna, ktéra jedna tworzaes w przecigeiu osiowem
stozka przecina w odleglosci d, & druga w odleglosci d’ od wierzcholka,

£

majae nastepujace dane:

44. o= 60% d=16; d = 6. ) v I8
45. - o — 60% d =30; d' = l6. 2
46. o =—90% d=48; d = 14

47. o= 120% d = 16; d' = 14.

(48 — 51). Zoaleié réwnanie linji przecigeia stoika o kgcie przy wierz.
sholku = o plaszezyzng. kitéra jedng tworzacg w przecigciu osiowem przecina
w odlegloéei d, a przedluzenie drugiej w odleglodei d' od wierzeholka, majae
nastepnjace dane: i

48. a— 60% d=—32; d' =10.
49, a— 90% d=S8; d — 6. .
50. o =190% d=24; d =10
Bi. lel=— 1200; d == 16; d' = 10.

(52 — 55). Znalezé réwnanie linji przecigeia stozks o kacie przy wiers-
cholku = o plaszezyzng, ktéra jedng tworzgey w przecigcin osiowem przecina
w odlegloéci d od wierzcholka, a do drugiej jest réwnolegla, majac nastg- |
pujaca dane: ~ ! i

V52, a=60% d=35.
\ 53 o= 60% d=6. 55. :
" BB. Dowiesé, ze miejscem geometryeznem punktéw, dia ktérych stoss-
nek odlegloéci od danego punktu i prostej denej jest staly — jest krzywa
2-go rzedu. 3

Uwaga. Za poczatek uklads spélrzgdnych obraé érodek odleglosei da-
nego pucktn od prostej danej, a sa 08 odeigtych prostopadls do tej prostej
przechodzgeq przez punkt dany. { '

\j54. o= 300N = D
a= 120% d = 3.
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ROZDZIAL IX.

O niektérych krzywych wyzZszego rzedu
oraz przestepnych, i

i § 108. Wiadomosci egolne. Poznawszy tray krzywe 2-go rzedu, mozns
:1‘:: zaPLfm"‘%h Pezﬂ.‘fg‘ih metod otrzymywaé nicktére krzywe aluebi'aic;ne 1;g
w wyzszych nad 2-gi, tadziez krzvw # o
8ze ze wspomnianvech PRl krzywe praestepne. Praytaczamy ta wazniej-
. spomaianyc metod, ktére nam pozwols zapoznaé sj L g hital
szeml z pomigdzy tych linij. v it s

Krzywe spodkowe. Obiera -

E cowe. my na plaszezyinie pewien punkt stal
:eg;l) (\;ypl:ow;ﬂ.(.i.zamy prilJafopadIe do szeregu stycznych w poiczegélnvgl; SEI*;;
I:;c:mrze;r.ejo m]L krzywej. Miejsce ge meiryczae spudkow tych proslf.opnpxlyc!;

rzy nowg krzywa, zwang ,spodkowa” wzgled Grej
bedzie zalezal od ksataltu linjf danej. 1 e Rl

B Kr;yw;!?:mrerjsyjne.” Obieramy na plaszezysnie pewien staly punkt O
mi:?yoiz Lem incersj, prowadzimy do przecigeia sig z dang erqu ro,
i a Z g :

1 wyznaczamy punkt M, polozony na prostej UM, na zasatli)"ie

zaleznodei OM . OM -
7 } ] (] B A i

Miejsce geometryczne punktéw M utworz

inwersyjna_, wzg]gdem dauej, J§ nowy ]inj% krz}’“’q‘, Zwang

y P

g
E"U!)Il“ CZ yll rozu inzgtgn Mle jsce Bomeh s’ CZne Erﬂdko W kl‘z Ywilzny t!ﬂne]
! . ¢ I- - kt 2 . l ¢ ] . st I

dem danej, a nawzaj i
- ajem dana linja naz i 3 k.
w stosuku do rozwinigtej, 1] ywa sig ewolwentq czyli rozwijajgeq

Rulety. Tak si :

Sl k) ¢ nazywajg krzywe, powstale pr £ . A L 3
linji kraywej po dragiej (bez ﬂizgania’, np. kied Plfslzo toczem? s1e Je.dna_;
ehomem kole, ¥ 0CZy sig po nieru-

§ 109. Kardioida. Zastosuj ’
§1 ( 1 jmy metod dké h??
obierajac koniec érednicy A (ry‘s. 94) zagl;;?;t I:‘::inWStOPadIyCh’ R,

Promied kola niech bedszi
] . gdzie a, za poczatek ukladd spélrzed
punkt 4, a érednice AB za oé odcigtych, wtedy réwnanfe koﬁangggzi:dmy
(z — a)® 4+ 4% = a2,

Réwnanie st : : o b 3
styexne] w pankeie N(z, yy) jest

Wik (z—a)(zy — @) 4 yy, = a2,
# rownanie prostopadlej do niej spuszczonej z punkta A:
y=—"N"_,
sy T —a
Rozwigrujge réwnanin tych dwéeh prostych wzgledem z, 1y, otrzymamy:
a%x aly

xj_—""a:*.—,_ e
e ry NS



wstawiajac teraz te wartodei
w réwnanie

(ry— @ + g2 =a
otrzymamy réwnanie miejsca
geometrycznego spodkéw pro-
stopadlych:

(2® + y? — az) = (2% +-3%),
ezsli

(22 4 42 — 2a(a® + ) —

= 02]/2.

Otrzymana krzywa jest 4 .go

Mozna tg krzywa otrzymaé
jeszeze w sposob nastepujacy:
wykreslmy kolo o promienin

. CA=CO0= g , nastepnie

Rys. 94.

z punktu A wyprowadimy szereg prostych i elmierzmy na kazdej .PM ot
= PM' = a; miejscem geometrycznem punktéw M i A bedzie kardioida.
o czemn latwo sig przekonaé, znalaszlszy réwnanie tego miejsca:

Jezeli wykredlimy ML | AB i polgezymy P z O, a spélrzedne biezace
punkta M ozvaczymy (z, y), to z podobiedstwa tré_]kq,tow prostokqtnych
AMIL i AP0 bedzie:

AL AR
AN e
ale AL =z, ML=y, AM = ya® F 32,
A0 =a, AP—ya2® 1 2 — g,
i . AT L vt
ezyli az = a2 4+ 2 — ay/a® I o7,
@+ o — af = @ 4 ),
astatecznie (=* + 37)? — 2az(2® + 3%) = %3,

t. j. rownanie kardioidy.

§ 110. Cissoida Dioklesa. Zastosujmy teraz te sama metodg do paraboli

9'2 o feumn 2}”’1
za punkt staly obiersjgc jej wierzcholek A4 (rys. 95).
Réwnanie styeznej w punkcie N(x, y,) paraboli jest
SHE TR P(x + '2"1):
a rownanie prostopadiej AN do niej

Y1
Y =——
y P

rzgdu i nosi nazwe kardicivy.
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Rozwigzujae te dwa réwnania wzgledem z; i y,, otrzymujemy

22 L 2
.2'1 ::—-*y’ ylzgij_,

x T K
a po wstawieniu w réwnanie Ay
¥4 = — 2pay,
mamy  2a(2® A %) = py?,
réwnanie krzywej 3-go rzgdu, ktéra sig
nazywa cissoidg [Dioklesa,

Cissoide mozZna wykreslié takse w spo-
séb nastgpujacy: poprowadimy naprzéd

S
N TR

prostopadly KL do srednicy 4B — % P .E'

danego kola, nastepnie z punktn A4 wy-
prowadZmy szereg prostych AC, AC’it. d.
i odmierzmy AM — CD, A.M’—C’.D'lt d.,
otraymamy szereg punktéw M, M it d
ktére po polaczeniu utworza cmsmdg Dlo-
klesa.

Réwnanie tej linji mozna otrzymadé nie- Z
zaleznie od paraboli:

Za poczatek ukladu obierzmy A, za
0§ odeigtych AB; niech bedzie punkt cis-
soidy M(z, z), wtedy 7 podobieristwa tréjkatéw AMP i ACE mamy

Rys. 95,

i MP | CE
AP T AR?
ale MP—y, AP— g, AE=AB_CF=;L_;.¢,
bo z réwnodei tréjkatow AMP i CDF wynika, ze
OF = AP — =,
wreszcie CE2 — AE . EB_..(_ ok

nEl/(
1/(

‘2"—3:

Podnogzac obie strony do kwadratu, po skréceniu, otrzymujemy

1@\":3

ht
)
)

tol%

& zatem

] =

U z
T
2
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ezyli ¥2 (§;£)=x2,
ostatecznie 22(2% 4 3%) = py2.

Jezeli promier danego kola ognacrymy a, wige érednicg AR_ 22 2q
2 7
to moina rownanie cissoidy napisaé w postaci
2(z® L ¥?) = 2012,
Katwiej otrzymaé mozna réwnanie cissoidy w biegunowym ukladzie apol-

rsgdnych.: obierajac za biegun punkt 4, 7a o biegunows AB. Wiedy apsl-
rzgdne biegunowe punktn M cissoidy beda:

AM::p, @:M:«p

Z rysunku mamy p=AM= CD,

ale CD = CB . tang o,
CB = AB . sin p — 24 sin ®,

a wige P==2a . sin g, tang o,

§ 111.  Lomniskata. Zastosajmy jeszcze metod 5 "
do elipsy i hyperboli: y metode ,,spodkéw prostopadlych

2x® a’y’ == a’b’,
obierajac za punkt staly irodek krzywej.
__ Réwnanie styesnej w punkcie (1, yy) jest
_ VPzrz, + a?yy, = a®®,
a réwnanie prostopadlej do niej, spuszezonej me érodks elipsy, lub hyperboli,

bedsie a®
Y=+ zyl - 2,
b2z,
Rozwigzujge teraz te dwa réwnania weglgdem &, i y,, otrzymamy
a’z b2y

SEEE W Eaag
a e punkt (z,, Y4) lezy na danej krzywej, wige
b2z2 + %2 — o202,
a zatem miejscem geometrycznem punktu (z, y) jest
a*bz? a®bhy?
EF T @ e
cayli %22 - B2 — (22 4 4?2,

Otrzymaliémy dwie Lkrzywe 4 ore si i ) A
\ A -go rzgdu, kidére sig nazywaja lemniskat
Booth’a: eliptycang i hyperbolicang,. : : W I T

W przypadka hyperboli réwnobocznej, kiedy @ = b, mamy réwnanie
@@ — ) = (& + v
czyli &, mw. lemniskate Bernoulli'ego (rys, 96).
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Lemniskaty nalezg do tak zwanych linij Cassini'ego, ktére maja taky
wlasnoéé, ze dla ich punktéw iloemyn odleglosci od dwéch punktéw danyeh
jest staly.

Jezeli odlegloéei punktéw danych
I"i F; od poczatku ukladu spél-
rzgdnych oznaczymy ¢, to réwna-
niem linij Cassini’ego bedzie

ViE+(c+2)® . VPt (c—a) =
— az,
gdzie a jest liczbg stalg. Po uprosz-
czenin otrzymamy
(@2 + 12 + 2 — 4c2%? = a4,
albo %
(@422 — 2¢%(2> — y2) —a* — ¢t

Stad, w przypadku szczegblnym,
jezeli c=a, otrzymujemy lemniskate
Bernoulli’ego.

#T¥§ 112. Slimak Pascala. Zastosajmy teraz metode inwersji do krzywych
2-go ragdu; najlepiej bgdzie poslugiwaé sig réwnaniem biegunowem

i r

T 1tecos @

ktére, jak windomo, przedstawia elipsg, jezeli ¢ < 1; hyperbolg, jegeli e > 1
i parabolg dla e = 1.

Za érodek inwersji obierzmy ognisko i wyznaczmy punkty na zasadsie
réwnania pp’ = 12,

Rys. 96.

p

exyli et bl b

Przejdimy teraz do spélrzednych prostokgtnych, wstawiajac
x 27 . —_—
AR R e
wiedy otrzymamy
g PECETSE, L A
Ve + 2
ezyli 22 4+ 2 — epr=p)a® L 2

ostatecznie (22 4 42 —Tepx)® = p*(2® + 1?).

Otrzymalismy krzywa 4-go rzgdm, ktéra sie nazywa $limakiem Pascala,
jezeli ¢ < 1, lub ¢ > 1, t. j. jegeli krzyws dang byla elipsa, lub hyper-
bola (rys. 97).

.| W praypadku ¢ = 1 (dana kraywa jest paraboly), otrzymuiemy
(=* + y* — p2)* = p*(a* 4 1),
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i i (@ + 128 — 2p2la® + ¥) = P

%. j. mamy snany juz z poprzedniego kardioi de.

ale AP=12, AM= V2 + y21
AB=—a, ACL % ¥ ¥* — b
Zakladajge ¢ = 0, otrzymujemy krzywg inwersyjoa wzgledem kola: wiec % gl ya* + g b, ;
_ (@ + 12 = P + 9P)
czyli 22 oy =p

Stad widzimy, ze krzywa inwersyjna wzgledem kola jest
rowniez kolem.

V& + a
jljesri (= + 12 — ax)* = b¥(2® + ¥°)

Ksztalt krzywej bedzie zalezal od dlugosci b: jezeli b < a, krzywa b?-
dzie posiadala gelgi wewngtrzng (wezel), jezeli b > o — kraywa tlaqdma
posiadala tylko jedng galaZ, wreszcie jegeli b = @, otrzymamy kardioide.

§ 113. Ewoluty (rozwinigte) krzywych 2-go rzedu. Tak sig bgda nazy-
waly miejsca geometryczne érodkéw krzywizny elipsy, hyperboli i paraboli.

Slimak Pascala moze by¢ wykreslony w sposéb nastepujgey (rys. 97).

- el

Znajdémy naprzéd ewolnfg elipsy:
22 y?
‘?‘—2— + TE- = 1.
Spélrzgdne Srodka krzywizny w punkeie (24, 1), jak wiadomo, 53 (§ 64):

2 8 2423
ez, a®e’y;

1 ofpfmm
a?’ b*

wyznaczmy stad 2y 1 Yy:

i wstawmy w rownanie

e e
a2 T b2 =

otrzaymamy ( = )% + ( by )% =

e aZe?

% % 3
cayli (a) + (By) = ()
¢zyli rownanie ewoluty (roz-
winigtej) elipsy (rys 98).

Jezeli w tem réwnaniu zniest
wyrazy niewymierne, to ostatecznie
otrzymamy réwnanie 6-go stopnie,
wiee mamy Krzywa 6-go rzedu.

W taki sam spes6éb mozna otrzy-
maé ewolute hyperboli.

ZnajdZzmy jeszcze réwnanie ewo-
laty paraboli:

y? = 2px.
Spolragdne srodka krzywisny pa-
raboli w punkeie (g, Y1) s& (3 96):
3

Niech bedzie kolo o srednicy AB = @, z punkiu A wyprowadimy sze-
reg prostyeh 4C, AC i & d, odmierzmy CM — CN =1b; O'M =
— C'N'—b i t. d., otrzymamy szereg punktéw: M, M’ . ..., N, N'....
ktore po polgezeniu, dajg linjg Slimakows Pascala. X

Réwnanie tej krzywej otrzymamy, biorge za poczatek ukladu spolrzgdnych
punkt 4, a za oé odcigtych AB, w nastgpujacy sposéb:

Niech bedzie dowolny punkt krzywej M(z, y), = odobiedstwa trojkato |
prostokatnych ACB i AMP mamy skl Miai

AP Al
AM = 4B’ pp+ 8y, Y= —
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3
z— ——
g 2 ="2L = —vp¥,

wstawiajge te wartofci w rdwnanie
Yi* = 2pxy,
1 mamy
Jt 1y 18l
Ve =ip( —p),

czyli
/F Y2 = q_sr(ﬁ,_" p)S.
- ¥

> x ’ p

Otrzymujemy krzywy 3-go rzedu, kté-
ra nosi nazwe paraboli Neil'a czyli pa-
raboli pélszesciennej (rys. 99). Jej réw-
nanie mozna napisaé w postaci prostszej,

oznaczajgc
2p==Fk
Rys. 99. i biorac nowy uklad osi:
SEZ P Y =
wiedy bedzie ky'® — g3,

114. Cykloida. Jezeli pewna krzywa toczy sig besw élizgania po inne
kraywej stalej, to punkt krzywej ruchomej opismje linjg, ktéra sig nazywa
wogéle ruletg, Najprostssym przypadkiem bedzie, kiedy kolo toczy sig pe
linji prostej, wtedy krzywa, ktérg wyznaczy kazdy punkt kola, nazywa sie
cykloidg. Znajdimy jej réwnanie.

v

Rys. 100,

Kolo o promieniu a toczy sig po nieruchomej prostej AB (rys. 100),
punkt C okrggu, ktéry poczatkowo znajdowal sig w A, po pewnym czasie
znalazl sig w M, kiedy kolo z polozenia (' przeszlo do O, a wige punkt C
przeszedl droge AC — u CM. Kat COM, ktéry nazywa sig zwykle  katem
obrotu”, oznaczmy rt, prosty 4B obierzmy za of odcigtych, za poczatek
ukladu spélrzednych weimy A, wtedy spélrzgdne (2, y) punkta M beds:

x:AP:AG——MD=uMO—MD,
y= MP=— 0C— 0D,
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albe, wwazajje t ®a teoretyezng miare kata obrotu:
*
&= atr — a sin T,
Y= 0 —a cos t.

Z tych dwéech réwnai moznaby wyrngowaé t na zasadzie réwnosci
sin®t 4 cos® =1, lepiej jednak poslugiwaé si¢ réwnaniami ze zmiennemi
% iy, ktére sg zaleine od =,

Jezeli kolo bgdzie sig toczylo po prostej 4B, poczynajac od A, to kat t
bedzie przybieral szereg wartosei:

0,500 sy Ul 1 S s L Ba, L Al

#odpowieduie wartosei na # i y beds:
2—0,...%a,... 2na, .., 3za, ... 4na, . ..
LR USRS | NI ORI T 6

Stad widzimy, Ze rzgedne punktéw cykloidy bedg sig zmienialy w grani-
caek od 0 do 2a, a wige krzywa przecina o odcigtych po dokonaniu ealko-
witego obrotu kola, osigga najwyzsze wazniesienie (= 2a), jezeli kat obretu—
=7, 3!!, ol

Cykloida nalezy do krzywych przestgpnyeh.

§ 115. Hipocykloida. Jezeli kolo to- %
czy sig po kole niernchomem, ofrzymau- B
jemy rodzaj rulety, ktéra nosi nazwe hi-
pocykloidy albo epicykloidy, zaleinie od
tego, czy kolo toczy sig po stronie we-
wnetrznej, czy zewnetrznej kola nieru-
chomego. C

' Réwnanie hipocykloidy mozna otrzy- N
maé w sposéb nastepujaey: ;

Po kole nieruchomem o promieniu "]]
0D = b (rys. 101) toezy sig¢ kolo o pre-
mieniu CD—a, osi spélrzednych sg wska- O 2
zame na rysunku, Dowolny punkt krzy- PG
wej M (2, y) w pewnym prazeciggu czasu Rys. 101.
odbyl droge AD po kole niernchemem,

3 pa kole ruchomem DM oznaczmy ,.kat obrotu”, ezyli

<L AOD = ¢,
wiedy wAD =25 .,
albo oznaczajac jeszcze b= an,
bedziemy mieli v AD = ant.

Z drugiej strony
U DM=qa . (< DOM)= 0w AD — ant -
stgd < DCM = nr.
dalej za§ mamy <L ECM = ¢ — nr,

AL MCH = ECH—&[ECM:E—'J:—('J:—RI=u—1':——7—r—' \
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Wyznaczmy naprzéd spélrzedne punktu C:
0G = OC . cos t = (b — a) cos 1= (n — 1)'a i cos 'z,
CG=0C. sint=(n—1) a sin =,
a wige spélrzgdne punktu M beds:
%= 0G — MH=(n—1) a cos © 4 a cos (n — 1) t,
Yy=CG —CH=(n—1) a sin - — a sin (n — 1)+,
ostatecznie
z=a|(n —1) cos = 4 cos (n — 1) 1],
y=a[n—1) sin t —sin (n — 1) z].

Godny zaznaczenia jest przypadek szczegélny, kiedy promies teczacego

sig kola jest 4 razy mniejszy od promienia kola stalego,
Zakladajac n = 4, otrzymujemy
iy a(3 cos © 4 cos 3r),
Y= a(3 sin T — sin 31),
jezeli teraz wstawimy wartosei sin 3t i cos 31, bedziemy mieli

Z=a cos r, Y= a sin® t,

9 “

2z 2 2
3 £ 3

stad zas T y=a

Otrzymalismy réwnanie krzywej algebraicznej (6-go rzgdu), ktéra ma ksztalt
czworokatnej gwiazdy i nazywa sie astroidg. Ta kraywa ma takg wlasnosé,
Ze jej rozwinigta jest réwmies astroidg; luk astroidy jest wymierny, a wige
dajaey sig dzielié na réwne czesei zapomocea cyrkla i ekierki,

§ 116. Linja spiralna. Jezeli réwnanie krzywej algebraicznej, odniesione

do kartezjariskiego ukladu spélrzgdnych, wyrazi¢ w ukladzie biegunowym,
wstawiajac

X=p cos @ y=yp sin @,

to ofrzymamy zwigzek migdzy promieniem wodzgecym biezgcego punktu dansj
krzywej a pewng funkcja trygonometryczng anomalji tego punktu, A wige
otrzymamy np. réwnanie

p, sin ) =0, lab f(p, cos o) = 0,

w ktérem, dzigki perjodycanosei funkeyj trygonometryeznych, wystaresy ka-
towi © nadawaé wartoéei od 0 do 2=, aby otrzymaé wszystkie zmiany pre-
mienia wodzgcego p.

Rownania zaé, odniesione do ukladu biegunowego, dajgce zaleznosé mis-
dzy promieniem wodzgcym p & samg anomaljs © — nie jej fankeja trygono-,
metryezng — czyli réwnania o postaei ogélnej

fps 9) = 0,
w ktérych przy zmianie kata % od 0 do oo, wartosci  beda sie réwnies
zmienialy nieograniczenie, przedstawiaja linje kraywe przestepne., Do nich!

nalezy krzywe, zwane wogdle linjami spiralnemi, skladajace sig =z aiaskei-"
czonej liczby zwojéw, otaczajacych biegun.

f
|
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Najprosts2a ze spiralnych, noszgeg nazwe api'rt_zinej Ar.cfn'medesez, otnfyrrin-
jemy, kiedy dany punkt pormsza sig ruchem jednostajnym po promienin,
ktéry réwniez porusza sig jednostajnie dokola bieguna O (rys. 102).

Jezeli odeinek OA,
ktory przebiega dany
punkt., podezas kiedy
promier dokonal calko-
witego obrotu dokola
bieguna (), nazwiemy c,
to latwo wyrozumowad,
ze Dbieigce spoOlrzgdne
biegunowe p i ¢ punktu
tej krzywej bedg w na-
stepmjacej od siebie za-
leznodei:

RS )
P
gdzie kat o jest wyra-
zony liczba oderwansg.
Stad ofrzymujemy
réwnanie

¢ Rys. 102.
P=a" :
a jezeli oznaczymy Sl a, to réwnanie spiralnej Archimedesa moZemy
’ Y oz

napisa¢ w postaci
p —— A !.P.

Z tego réwnania widzimy, ze nadajae katowi ¢ wartosci
0/ 2. nAm il
ofrzymamy na p wartosci nastgpumjace:
0
A zatem krzywa bedzie przecinala 0§ biegunowg w punktact:' '0, 4, B, 1 )
przytem OAd = AB = BC—....=c, cayli odleglos¢ mig¢dzy zwojami
k:rz}wej réwna si¢ obwodowi kola, ktérego promifm = a, inacze], jest 1:::113
zasadniczej dlugodei promienia wodzacego (odpowiadajacej jego calkowitemu
obrotowi dokola bieguna). J : e g
Dalej widzimy, ze pierwszy zwdj krzywej bgdzm. calkowicie zav;a.rty w:e
wnatrz kola, ktérego promier = ¢, drugi zawiera sig wewngtrz kola o pro-
mieniz — 2¢ 1 t. d. | AR
Jezeli w tym samym zwoju spiralnej poprowadzimy dv.va.prom:eme bl
dzace p i o, a kat (¢’ — o), migdzy niemi szawarty, po@mehmy na n czgfel
réwnych i c;dpowiednie wartosci promienia wodzgcego nazwiemy: py Py Po - -« -
Pr:.-.s p, to bedzie

, 2ra=c¢, 4ma=—2c,....,

R

2| =

(" — ¢)



— 155 —
— 154 — W obeenych czasach liczba znanych krzywych wyiszego rz¢du jest bar
% wielka (3-go rzgdu jest zgérs 200); réwnania niektérych krzywych al
wige b= av = ay + ;a(qz' — %), braieznych wraz z ich nazwami podajemy tataj:
k Krzywa: Astroid x%' z% :
. r rzZy 4 Stroiaa: I =a,
exyki Pe=p 1 E(P — 0 ¥ Cassini’ego: E;z‘j-{— YR — 2a%(22 — 7)) + at — it = 0.
iondida ainn N 9,2
Jezeli w tej réwnoéei zalozymy p =0, 2 g’ = ¢, to dlugosé promienia n Clssafd’" y: (.:z; 3+ j ) o 2ay2.
wodzgcego punktéw l-go zwoju bedzie il D“Ph?&tnx},x =l —tg )- 2 2 >
A = Dwurég: (22 1- 2ay — cf;*) +2y (z —aw—) ~=2 0.
bt »  Hyperbola punctata: z(22 — ¥%) = a(@® 4 2).
; n »  Kampyla: 2! = a2(z2 | 42). e
Na tej zasadzie mozemy wyznaczyé dowolna liczbg punktéw linji spiral- »  Kardioida: (";2 + 8 22‘255)2 = 4a*(2® - 7).
ze): wykreélmy kolo o promienin — ¢ j podzielmy jego okrag na n ewelei »  Kappa: 1%(x + ¥7) = o
L 5 L { < a: AB222(02 b2) = a%(y® — B
réwnych (na rysunku podzielono g0 na 12 czgdei) i na tylei czgéci podzielmy n  Klepsydra: 45%2%(y 2+ ) L . =
promiei OA = ¢. Jeieli teraz przez punkty podzialu poprowadzimy pro- n Koacho?m: (= + a) ‘!(-":2 o "')2 +y q] bk 6%
mienie kola i na kasdym sz nich, poczynajgc od punkin 0, odmiersymy »  Konchoida: (z — a)2(z® -} 42) =b'_;"5—' e
1 P e ,, kolowa: (z — 7)(22 4 42) = a(z® + y* — ay).
kolejno odeinki ¢, 28 % ..., to ofrzymamy szereg punktéw na- i a? b2
n n n »  Krzyiowa: Po Ty R =
leigeych do 1-go zwoju spiralnej Archimedesa. Punkty nastepnych =zwojéw & i . i
otrzymamy, dodajgec do odpowiednich wartoéci promienia wodzacego odeinek ¢, »  Lisé Deac’:frtes a: &% - 3= 3azy. %
»  n Potrdjny: (2% 4 42 = 2am(a® — 2).
§ 117. Uwaga. Trzy slynne w starosytnodei zagadnienia: o podwojeniu < » (bez nazwy): (22 4 ¥R = 4az®.
szedcianu, o trysekeji kata i kwadraturze kola daly poczatek nauce o linjack »  Lemniskata Booth’a: (22 4 32)2 — o242 1 032,
krzywych, réinych od kola, a wynalazek przecigé stozkowych zawdzigeramy i g Bernoulli’ego: (22 4 32)2 = a2(«2 — 3.
wezniowi Platona Menaechmes'owi (340 r. przed Chr.), ktéry, pracajse nad »  Parabola Neil’a: 23 — a2,
rozwigzaniem zgdania z Delos, doszed! do krzywyeh 2.go rsgdu. Z pésniej- »  Parabola punctata: y2 — z*(x — a).
szych uczonych greckich Archimedes (,De conoidibus”, 237 r. przed Chr) B ” szescienna: 2% — a2y,
i FEuklides (300 r.) juz traktuja o tych kraywych, a epokowe sznaczenie n  Quadrifolium; (22 + )2 — az(z2 — 32).
w tej duiedzinie majy ,Przeciceia stozkowe Apollonjusza z Pergi (200 r. n  Rolle’go: #y® = a(z + y)2.
przed Chr.), jednego z wielkich matematykéw starozytnoéei, ktéry mebral »  Rozeta: (2% | »2)8 — 402222,
w ealo§é oraz wlasnemi spostrzezeniami wzbogacil dotychczasowe wiadomosci, »  Steiner’a (hipocykloida tréjkgtna):
Dzigki réwniez zadaniu z Delos doszedl Diokles (okclo 200 r. przed Chr.) (#* 4 %)% + Saz(2® — 3y%) + 18a2(2? -+ 4*) — 27at — 0.
do swojej cissoidy, a réwnoczesnie Nikomedes do konchoidy. Zadanie o try- »  Serpentyna: z(z2 - y?) — (az® 4 2bzy — ay?) = b*(a — 2).
sekeji kata naprowadsza Hippiasa juz w 420 r. przed Chr. na pierwsza krzywa 5  Slimak Pascal'a: (22 4 1® — 2az)® = B2 4 32).
przestepng (»quadratrix”), a przez kwadraturg kofa dochodzi do tej samej »  Tridems: 2 — azy 4 a3 = 0.

krzywej Dinostratos, brat Menaechmosa,

W czasach poZniejszych, jak wiadomo, nastepuje zapelna cisza w bada-
miach matematycznych wogéle: Rzymianie, zajeci wojnami i podbojami, za-
niedbujg cxysta nauke, stosujae, co najwyzej, joj wyniki do celéw prakty-
eznych; Indusi i Arabowie zajmujg sig przewaznie algebra. Sredniowiecze %
Przechodzi bez wybitnyeh sladéw w nauce; zaledwie tlumaczenia starozytnych
uezonych greckich znajdujg chetnyeh czytelnikéw i autordw.

Dopiero wiek XVII stanowi epokg w nauce geometrji, a przewrét w ba-
daniach linij krzywych datuje sig od czaséw Descartes’a, twoérey geometrji
analitycznej, ktéry przez wprowadzenie metody epélrzednych dal moznoéé
wyrazania linij geometrycznych réwnaniami; odtad nauka o krzywych idzie
szybkiem tempem naprzéd. A kiedy dzigki rachunkowi rézniczkowemu i cal-
kowemu, metody badania zostaly nieslychanie wzbogacone, nauka o krzywych
robi olbrzymie postepy, poczatek zaé wieku XIX ma wielkie zZnaczZenie w jej
roswoju, dgigki pracom Gergonne’a (1819 r.), Poncelet'a (1824 r.) oraz
Llicker'a (1826 r.), twércéw tak zwanej ,teorji dwoistosei’’,

e % -} _.‘_l/_ % — 2%_

= =5

n  Tréjsieczna: (22 - YNy —a®) + a2 =0,
»  Versiera: 2% | a%(y — a) = 0.

o Tréjboczna:



9.
12.
15.
i7.
20.
21.
22.
23.
24.
25.

26.
27.
28.

28.
30.

3t1.
32.
33.
34.
35.

40.

i7. u
i8.
is.
20. v

21

ROZWIAZANIA ZADAN.

Rozdziat 1, § 13.

13. 10.17. 1. 5.
12 13. si. 14. 5.
17. 16. 8%

a) 5. b) 13. ¢) 17.
(15, 134); (—25, 0).
(6, —4); (42, — 52).
(63, 0 (3. 18).
(—2, —3).

(—5, — 4)-

a) 35; 34; 15; b) (—1,

D30 G 1 (9 11
c) 252.

a) 39; 10; 35; &) (14, 0);
(13, 14); (43, 4); c¢) 168.
a) 34; 3b; 15 b) (— 3,
(73, 6% (73, 14); ¢) 252,
a) 121; 20; 1830 6) - (—
0); (0. 0); (124, 0); c) 75
a) 124 105 733 by (—1% 0);
(—4, 3); (2L, 3); ¢) 373

a) 25; 20; 15; &) (0; 121);
(6, 8): (—6, 1) c) 150.

1) 274; 10; 26%; 2) (1, 43).
1) 133; 13} 5; 2) (%, 23).
1) 15; 24 14%; 2) (1, 0).
1).5; 1733 191 2) (3, 11).

Ve —2pp cos (3—9):

Rozdziat 11I, § 35.

1) 14%; 121; 635 2) (2L, 43).

24.
25.
28.
217.
29.
32.
33.
34.
35.
36.

37..

38.

39.

40.

41.

42. (

44.

50.
52.
54.
55.
57.
60.

61.
62.
63.
64.

153926'6".

151%55'40".

30%37'50".

3:.5., 28. 4 3,

34 — 5. 30. — 16; — 4.
z— 2+ 1=0.
z—y+ 10=0.

8z — by — 21 = 0.

3z — 8y = 0.

152 — 2y + 4 = 0.

x — 1Ty — B0

4z — By + 1 =0.

8z + 18y + 1 =05
z—4y + 2 =0

9% +y+1=0.

Q' — Yy = 0;
z4+y+1=0

T — 2y — 1=0.

Tz + 2y + 13'=—10;

dx -+ 11y —+ 14 — 0;
102 — Ty + 12 =0.
—4, 8). 43. w co.
(—1, 2). 45. (1, 2).

10. Bl. 5.

81052748". 53, 19926'24".
99935’35”. B5. 7910°50".
900 8958/25""; 81°1'38".

5307'48"; 75%45'1"; 510712".

a) 7z + 4y — 59 = 0.
b) 4w — Ty + 22 =10
a) 9z — 11y — 69 = 0:
b) 11z 4 9y — 17 =0.
a) 30 —y— 14 =205
b) x + 3y +2=0.
a) 23‘6——53‘—-40:0;
b) 5z + 2y 4+ 16=0.
a) Tz 4 11y — 76 = 9;
b) 11z — 7y + 2 =9

ET

65.

66.

68.

69.

70.

71.

J2.

74.

a) 20 — 3y — 4 =20;

b) 3z + 2y + 7= 0.

a) (a4 b)) =+ (a— by —
— (@® 4 3ab — 20%) = 05
b) (a — b)z — (a + by —
"'_‘(a?—"' 3ab—'r— 2b2)= 0.
3$+y—7m0;
7-”"“?—13::0,

4z — 3y + 114 = 0;
4$+3y—35=0,
202 — 217 4 719 = 0.
152 — 20y —;59 = 0;

32 + 4y + 1 =20
x—4y 4+ 5=0

122 4 2y — 1 = 0;
1752 — 150y -+ 204 = 0.
a) 8z } y + 3 = 0;

2 —3y — 4 =0

T —y 4+ 2=0.

b) 8z 4 6y — 11 = 0;
4&——3y+4;6=0,
40r — 42y | 563 = 0.

c) 24z — 32y 4+ 11 = 0;
4r — 3y + 3 = 0;

24x 4 32y | 43 = 0.

d) 100z — 400y — 319 = 0.
+150x + 25y + 234 = 0;
28z — 24y + 11 = 0.

iz 4 3y — ¥ =0.

75. 12z 4 Sy — 5= 0.
76. — oz — £y — 3= 0.
77. — x4 12y —2 =0,
. 78. —%x—}-%y—l:O.
2 1 1
79- — X — —— '-'[— — = 0,
T O
2
ey e == —l— —_— —
V29 V29"
N, A0 e
ST
3 2
o R s R e
Y13 ;/13J
1
o= -—:=0.
13
82. 4. 83. 2. 84. 6.
85. 1.4Y/5.
86. 0.6)/5. 87. 0.68)/ 5.

sl e B Al ot Yy i R i SRS i

Y T

100.

101.

102.

103.
104.
105.
108.
109.

110.
111,
112.
113.

114.

117.

118.

119.

0,24, . {’;]/13
.19 18.
i/13. 93. 53.
414; 333 143
%'%7 16;; 8.

%; 33%; BTE:‘{'
a)y—1=0.
b) zr—2=0

¢c) 22 — 3y — 1 = 0.
d) Tz — 4y — 10 = 0.
4x — 8y — 25 = 0.
4y + 3 =0;
962 | 28y — 525 — 0,
152 — 20y — 59 =0
(tréjkat prostokatny).
96z + 28y — 7b = 0.
3z + 4y — 18 = 0;
3z — 4y — 33 = 0;
bz — 12y — 65 = 0.
x4 2y—7=0.
3z -+ 2y — 12 = 0.
171. 106. 27. 107. 45L.
56z 4 Ty — 72 =10;
x— 8y 4+ 57 =0.

Y2z - 9y — 34 =0

63z — 14y -+ 204 — 0.
Yy —3—=0; 22— 6—=20
5.‘27+ 33—1:0; i
4r — 8y -- 21 = 0.

4 — 3:0,

e 4+ y— 11 =0

7z 4+ 6y 4 174 = 0;
i 3 =it

9z — 2y — 92 = 0.

Tz + 6y — 7T =0;
y—T7=0;

63x — 14y 4 413 = 0.
Roéwnania wysokodei:

11z - 19y + 96 = 0
16z 4 11y 4 131 = 0;
5z — 8y + 3b = 0.
Rownania érodkowyeh:
3z 4 2y —28 =0
z— Ty + 6=0;

10z —y — 78 = 0.
Réwnania prostopadiych:
11¢ 4 19y — 48 =0



32r + 22y — 131 = O;
10z — 16y — 35 =0,
120. Patrz zadanie 114.

Rozdziat 1V, § 47.

1. 22} y°>—62—8y—24=0.
2 22 4+ 32+ 10z — 11 = 0.
3. 22 L 3 + 8z + 12y+43=0.
4. 22 412 + 4y — 21 = 0.
5. a) (3 & 1/3_3, 0);
(0, 4 -+ 2y/10).
b) (—5 6, 0);
(0, = y11).
¢) Kolo nie przecina osi.
d) (+ V21, 0)
(0, — 2 =+ ).
7. (4, 3); r=3.
8. (—7, 5); r= ]/’26.
9. (0, 28); =34
10. (—74, — 54); = =} V159.
1. (z— 7 + (v — 2)* =16.
12. 28 + (y —,17)2 = 172
18. 242 4+ 2> — 62 + 2y = 0.
14. 2 + ¥ — 14z — 9y —27=0,
15. 22 4 > = 13.
16. 22 + y* = 17.
17. Linja prosta.
18, 224 3% — 152— 19y T4 =0.
20. Punkt stycznosei: (1, V1)
21. (—4, 0); (— 4, 4%).
22. (+ 2,8Y5,+ 1,4/3)...
23. Punkt stycznosei: (5, 3).
24. (z— 30)% 4 (y — 48)2 =502,
25. 531, 2. 9.6.
27. 7,68, i L
29 4z +y + 17T =20;
*— 4y ="
30. 3z + 4y + 25 = O
4 — 32[ =
31. b —y = 26; « + 5y = 0.
33. 3z +y — 8 =0
r— 3y -+ 4 =0.
34. 42+ 3y — 2= 0;
3.]:-——-4_1/ -',l- 11 = 0.

36.
37.

40.
41.
42,

&

48
50.

51.
52.

53.
. 224 y2—152—19y4-74=0.
55.
56.

57.

58.

a) H17; VT, 1 L
b) €2; 5; 54 3.
¢) 1/26; y26; 1 b.
3.ﬂ7+4y——15=0,
8z —4y — 16 =0,
9z 4+ 3y — 13 =0,
3z — 2y — 13 = 0.

L4z +y—17T=0;

£ — 4y 4 17 =0,

. 11z 4 2y — 50 = 0;

z+ 2y — 10 =0.

4z 4 3y — 26 =0;
3x — 4y |+ 25 = 0.
br 4y —26 = 0;
£—5y+26=0.

a) 3% — 4y + 16 =10;
b) 427—}—3‘?:};‘15:0.

. a) 12z + By 4- 39 =0;

b) 5z — 12y -+ 39 =0.

. @) 3z — 2y + 13 = ©;

b) 2z + 3y + 18 = 0.

.a) z+ 18y + 65 =0;
46.
47.

b) 18z —y -+ 65 = 0.
a) 4z - 3y + 20 =0;
b) 3z — 4y == 20 =10.
a) bz — 12y + 52 =0;
b) 12z 4 5y + 52 = 0.

. a) 4z — 3y +- 25=10;

b) 3z + 4y -+ 25 = 0.
a) 5z + 12y + 65 =0;
b) 12z — by —+ 65 = 0.
(z + 20)° + (y + 17)°=53%
(z — 702 4 (y — 39)°=5H3%
(& — 6)F + (y— T2 = 36.
322 + 3y — 262 — 16y +

; 4 61=0.
22§ 2 —3x—y=0.

2242 —10x — 9y+-29=0.
(42 — 3)24(4y — 28)% = 441;
(4z — 3P 4+ (L + 7 =19
(2 + 824 (v + 3> =49;
—2F 4+ v+ 3 =

(@ — B 4 (y — 10)* = 64;
(32 — 10) + (8y-+-10)% = 16;
(3z 4 55)% + (3y-+10)2=56%
(4z — 20)2 4 (4y+25)2=49.
=+ 4+ @+ 27 =%
t— 2+ @— H)P="

é1.

62. y

63.

— 159 —

(@ — P+ @ —3*=%-
(z — 31P+@+3)° = sis
(z — 52 4+ (y — g —9
(= — 1112 4 (y+ 45)2 — 45%
(7:::-}-40)2—}- (7y — 36)2 = 362;
(72—152)24-(7y—60)> = 602,
(o — 4% 4 (g — BF = 5%
(z — 142 + (v —25)2=252.
4r — 3y + 3 = 0;

3r — 4y + 2=0;

4r + 3y + 21 = 0;

3z} 4y — 14 = 0.
—1=0; -} 4=0

8z + 15y — 13 = 0;

152z — 8y — 52 =0,

Szt 4y 4+ 1=0

iz 4 3y + 34 =10

4z — 3y —2=0;

32 — 4y — 7=0.

.8&3—}— 15y—46:0,

3% + 4y + 51 = 0;

15z — 8y 4 3 =05

4z — 3y — 2 =0.
822 1 8y® -+ 24z — 182 = 0;
922 | 94 — 122 — 221 =0.

66. 2* } y® — 14236y} 92—=0.
67. be — 9 =0.
68. 4z + 3y — 20 —= 0.
69. 3z } By — 17 = 0.
70. zzy + yy, — v = 0.
71. 0. 72. 8.
73. 10. 74. — 61.
75. 2z 4+ 6y + 17 = 0.
76. 8z -y 4 9 =0.
77. 4z + 2y + 21 = 0.
78. 22z } 6y 4+ 7T = 0.
79. (124, — 7).
80. (— 3, — 41).

. 81. 3z + 4y — 144 — 0.
82. y + 24 =0.
83. 3z 4 5y — 7T =0.
84. 4£+3y+20=0
8b. 22 — 5 =0.
36. 5.’17—2y---—15=0
87. (142, 10%).
88. (334, 81).
89. (— 21, 15).

Ar® Br2\.

90. ( 7

91. Kolo: 22 + 32 =112 — a2
gdzie 2@ = odleglodei punktéw
danych, & k jest liczbg stals.

92. Kolo:

O T ol i

+ 7 2m__ntm:+a-—0,

gdzie 2a — odleglosci punktéw
danych, a m i n sy licaby stals,

Rozdziat V, § 66.

; 35 4; 4.

; 45 2V B 3V

; 2 V5 1¥s.

Vis; V1o /55 1y/3.
5; 4; 3; 0,6.

. 2Y/10; 2V/6; 4; 1y10.
¥

W S o

® NG G A®

12.
18. (1, 1); 3; &.

14. (3, — ), 1¥/8%; 1B
15. (5, — 3); ';l/2_2) P/22.
16. 8,8. 17. 44y 10.

18 (i IR
‘T Vere T y’ﬂ?)’
19. (& %ﬁﬂ—bz,j:%p/aﬂ — ).

20. x2 + 2y2 = 18.

21. 7.4; 2,6,

22. 373 0,6y/5.

23. 6.8; 3.2.

24. 6 1+ 1,2 /5.

25. z 9= 10=0.

26. x = 6 = 0.

20z 9 =— 0.

28. 4z 7 25 = 0.

29. 9z — 40y 4+ 150 = 0;
40z + 9y 4 218} = 0;
101%; 10%; 21

30. 20z 4 21y + 175
105z — 100y + 28
355 2%, 437 47,

31. 3z — 4y = 18;
122 4 9y = 22;
31, als 22. 1l

—l0 -

0;



ey

3

8

3%%5&3 ®

88

|
1

12z By = %ﬂ;

507—120y =81; 1,3; T4

2+ 3y = 36 = 0.
r+yF5=0.

4z — 3y ~+/30= 0.
9z — 20y = 25 = 0.
22 + y = 9 =0.

.3z by 19 =0,
.x—y 3 8=0.

. &+ 3y = 13=0.
.z 4+ 2y —8=0;

132 — 6y + 56 = 0;
88012/36".

.2 —3y—15=20;

z+ 3y 4+ 15=0

14307749".
y—2=20; 24 2y=75;

153926'5".

. x4+ 8y — 16 = 0;

xr — 13y 4 64 = 0;
157°9’58".
y—3=0;
15095°19".

_‘:_»4:0; 11$+8y=52;

14395820".

. Kolo: 22 L+ 32 = o® 4+ b2
= =& ]/a2m2 352

51.

52.
53.
. 42® 4 932 = 144.
. 322 4 5y® = 120.

Zm

ne
922 | 2542 — 225.
402 L 9y =144,

(£ — x)(@ — 32)
o

v —n)@ —y
+Lm%¥2=

22 y2
g M e

. Bx 4 10y = 24,
. 8z 4 25y = 120.
g 2.t+9_§/—18=0_

4z 4 Ty = 29;

166 —

62.

65.

66.
67.
68.
69.
70.

71.
72.

@ PN

10. a

1.

12. —— —

13.
14.

15.
17.

. 2V/3; 2Y/2; 25
. a) 162% —

b i’ 11 el
byrr’ b

922 | 16y® — 722 — 0;
3.2‘72 + 2y3 — 182 — 0.
922 1 2542 — 90z = 0;
1622 4 25y% — 160z = 0.
3z —oy=0; @ + y=0.
4z + 3y=0, $—3y=0.
9z — 20y —0; 4z} 5y—=0.

3z — by=—0; 16x-} 15y — 0.

z -+ 14y 4- 60 =0;
Tx — 2y + 60 = 0.
2z -+ 3y 4= 12 = 0;
2z — 3y -+ 12 — 0.
452 — 32y =+ 204 = 0;
2z | by += 17T = 0.

. B 4 12y = 6)/105 = 0;

. VPax, + aPyy; = 0.
. 4ab.
. Patrz zadania 57 — 60.

(__ Aa®

%)
W e

Rozdzial VI, § 83.
3; 4; 5; 3.

3; 5; 1/34; 1Y/34.

V7 V14 V2L W3

1y/15.

Oy® = 1d4;

b) 16> — 922 = 144.
5‘2

|

(a, 0);
4. 18. 194

19.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.
28.

29.

31.

32.
33.
. Ba 4 4y + 15 = 0.-
35.
36.
37.
38.
39.

L8 4y =T

41.

&

SNSER

49.
50.
51.

911 20. 8} F 4.
33 = /7.
WELFs

2)/16 F 2y/3.

zF 2)/3 =0.

z F 1,2)/5 =0.

zF 1,8 =0.

z F 2 51/2 =
15.2’—|— 10y—18—0
6z — 9y — 56 = 0;
448 21/13 2.2 e.
152 + 8y + 54 —= 0;
82 — 15y — 260 = 0;
13%; 251 6% 224

. 3z — 4y } 4 =0;

4z + 8y 4+ 72 = O
20; 10; 103%; 6.

42 — 3y + 6 =0;
3a:—|-4y+4",..,

7% 10; 41; 8
5.27—43{:1:36—._-0.
262 + 12y - 45 = 0.

2r —y + 15 = 0.
42 4+ 5y = 7 = 0.
e 4+ y+7=0.
32 — 2y + 6 =0.
8r + y + 25 = 0.

e — 3y + T =0;
49023'56",
B
3z + y — 10 = 0;
63%26'6".

. 3x — 4y + 9= 0.

z4y—4=0.
9807748"".

152 + 4y — 16 = 0;
150 — 4y + 16 = 0;
2905145".

Kolo: a2 4 12 = a2 — 02
3zr + 4:y = 0. &

3z 4+ 5y = 0.

.27]/6 = 2y — 0.

n = :}:]/1125".!’.'.2 — B2,

z? — 2y® = 8.

90 — 16y2 = 144.

1622 — 9y? — 144,

— 161 —

52.
53.

55.
56.
57.

59.
64.

65.
66.

67.
68.

69.
75.

76.

10.
11.

14.
15.
16.
17.
18.
19.

21.

23.
24.

26.

J. ZYDLER.—ZARYS GEOMETRJI ANALITYCZNEJ.

20. :
22. :

25. :

27. !

1622 — 9y2 — 144,
922 — 25y2 — 295,

. & — by — 25 =0,

102 9]/ — 24 — 0.
3x — ;! By 15— 9.
12 — Yt 14 —= 0.
By ep, Lk

byrr’
1) 1622 4+ 962 — 9y = 0.
2) 14422 4 14402—25y>=0.
1) 922 4 144z — 162 = 0;
2) 422 + 8z — y* = 0.
122 — 25y = 0;
3x — 4y = 0.
z—4y—=0; 22 —y = 0.
6x — By = 0;
be — 3y = 0.
2x—3y=—
Patrz zadania 54 — 57.
( Aa? 352)

e e

Rozdziat VII, § 98.

3z + 8z 4 24 = O;
8z — 3y — 76 = 0;

51 902

. bz — 2y 4 2=0;

10z 4 256y — 54 = 0.
4 — 2y + 8 = 0;

4 + Sy — Y =0
br 4 4y + 4 = 0;
202 — 2by — 66 = 0.
62; b; 54 3.

33 5; 2L 4

b; 33; 4; 2L

131; 10; 10%; 6.

4:0;
’L‘—3y+9_—_'0

z 4 4y +
50%4’24"
11

o



28.
29.

30.
31.
33.
35.
37.
38.
39.
40.
41.
42,

46.
47.
48.
50.
51.

52.

. 71933'54";
45.

ol y < 3=
Kierownica.

7193354, 32. 9807'48".
9894’20, '34. 13395815".

4945°10". 36. 90°.
a) = o, ) o — 4w
a) ¥ = x; b) % = 3a.

y-43=0; 8z — 6y + 9=20.

4y—3—0; 64x—24y-+|9=0.

6y—5=0; 144z 60y{-25=0.

15y 4+ 32 = 0;

60z 4+ 480y + 512 = 0.
88,35.

22 — by + 12 =0;
3;’5—#4_y —-2420;

bx —4y — 10 =0;

b6r —y — 12 = 0.

—+ 3z y == 40 = 0.
(# — a)® 4 y* = p(2a — p).
(0, 0); (2p, 2p).

52 — 14y 4+ 15 = 0.

(C _ Bp
%)

A
Rozdziat VIII, § 107.

z2 4 242y — 6y2 — 120=0.

22 — 6xy 4+ 12 + 5} = 0.

@2 — 10zy + 2642 — 42 =0.

222 — 22y + y® = 0.

. Krzywa érodka nie. posiada.
8 2221 3,2—12,

y2—a?=2,
a2 + 11_1';‘2 = o.

82— 4:9‘2 =13
. B2 2P—d 9y 12, 3y2—T2% 2.
. Elipsa: 922 } 25y2 — 225

Elipsa: 922 4 4y% — 144,

. Elipsa: 902 | 492 — 144,

Elipsa: @2 - 2% — 18.

Elipsa: 322 4 2y2 = 120.

17.

18. Hyperbola: 22% — 32 — 24.
19. Hyperbola: 242 — 322 — 24.
20. Hyperbola: »* — 222 = 14.

42.
43.

. Hyperbola:

. Parabola: y
. Parabola:
. Parabola:

. Parabola: 32
. Punkt.
. Dwie przecinajgce sig proste.
. Dwie przecinajgce si¢ proste.
. Dwie réwnolegle proste.

. Dwie réwnolegle proste.

. 722 — 17zy + 842 — Tz —

22 — 2y% = 14,
— 4z,

4x.

— 2.

Q.

— 2z.

28. Obraz urojony.

(3]

o2
o

2

[

I |

Parabola:

et =

— 24y = 0.

. 822 4 2ry + 292 + 3z —

— 4y = 0.

A 5x—9y+4=0.

. br 4+ 13y — 41 = 0.
.92 — 4y — 5 = 0.

. 10z 4 9y — 125 = 0.
. 92 — by — 4 =0,

31z + 25y — 132 = 0.

.Yy —5=0;
8z —y — 27 = 0.
22 Fy=20;

3z —y —5=0.

y = 8z — 10 + 6}/6.
y == 3x¢ — 174 (tylko jedna

styczna).
4.y — Gz — .
45. y; o ﬂﬁ,é;as — -}-%%552.
4. v = Y2z — 4
o= e i
48. y* = Yr + EEe
49. 12 = ‘Bz 4 3422
50. J2 — 3z + 1342
51, 32 = 74h 4 1ifs
. Y= = bux.
| 53. »* = 6.
| 54. _'512 == e
| Bb. yg = 0.
s Vs -a;,_'i"-.
5
h15s
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