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Przy rozwigzywaniu takich zagadnied nalezy szukaé odpowiedzi na
trzy naatgpujace pytania:

1) czy do kazdej danej funkeji f(x) nalezy jakaé funkeja pierwotna,
czy tex f(x) musi spelnia¢ jakies specjalne warunki?

2) ezy do danej funkeji moze istnieé tylko jedna funkeja pierwotna,
czy tez moze byé ich wigcej?

8) w jaki sposdb wyznacza sig funkcje pierwotng do danej funkeji f(a)?

Odpowiedz na pierwsze pytanie wymaga dos¢ subteloych rozwazan.
W XVIII rozdziale zajmiemy si¢ ta kwestjg nieco dokladniej i okazemy,
te w kazdym razie do kaidej funkcji ciaglej istnieje funkeja pierwotna
(zob. § 216), a takze wiele (jakkolwiek nie wszystkie) funkeyj nieciag-
lych posiada funkcje pierwotne.

Bez trudnodci natomiast mozna rozstrzygngé nastgpoie drugie py-
tanie. I tak latwo spostrzec, ze, jezeli istnieje jedna funkcja pierwotna
F (@) do danej funkeji f(z), to istnieje ich nieskonczenie wiele. Tak np.
dla funkeji f(#) = @® funkcjs pierwotna jest nietylko F(w) = §o°, leca
takie np. Fy(@) =342+ 5, Fy@)=1312*—2, Fe)=32%+ 4 1t d,
ogdloie;

Fo)=34x*+ C
przyczem C ozovacza dowolna liczbg stals. Istotnie pochodng kaidej takiejy
funkeji jest f(w) =2 Ogdlnie, jezeli F(x) jest funkcjs pierwotns danej
funkeji f(®@), to istnieje cala jednoparametrowa gromada funkeyj pier-
wotnyeh, a mianowicie: F(x)-+ C. W geometryeznej interpretacji obrazem
jednej funkeji pierwotnej jest jakas linja, a obrazy wszystkich innyeh
funkeyj pierwotnych powstaja przez réwunolegle przesunigeie tej linji
w kieruoku osi y-6w. Ta gromada zawiera jui wszystkie fuokeje pier-
wotne; wynika to z twierdzenia 2 z § 101 (tom I, str. 318), a miano-
wicie: jegeli dwie funkcje majq pochodne réwne dla wszystkich wartosci
enuennej niezalezne), to te funkcje moga sie rdinié conajwyzej o stalq liczbe.

Gromade funkeyj pierwotnych do danej funkeji f(x) vazywamy

calka nieoznaczong funkeji f(x) i oznaczamy ja symbolem:

ff(a:) dx

czytaj: ,calka 2 f(w)da“. A wige:

(1) Lff(w)dx=F(w)+C

Pochodzenie znakow fi dz, wystgpujaeych w tym symbolu, wy-

jasnimy péiniej (por. § 212). Funkcje f(#) (pochodoa) nazywamy tu
funkcjq podcalkowq a liczbe C stala cadkowania.
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Pochodng prawej strony jest funkeja podealkowa. A wigo wizér (1)
jest rownowazny z wzorem: .

@ 2(re + ¢) =fto)

Obliczanie calki nieoznaczonej z danej funkeji f(x) nazywamy catkowa-
niem tej funkcji. Metody obliczania calek i1 badanie ich wlasnodci sta-
oowig przedmiot rachunku catkowego.

Celem przekonania sig, czy calkowanie zostalo poprawnie wyko-
pane, nalezy, w mysl wzorn (2), obliczyé pochodna znalezionej gromady
funkeyj F(x) + C lub, co na jedno wyjdzie, pochodng funkeji F'(x). Cal-
kowanie mozna takie pojmowaé jako rozwigzywanie nastgpujscego pro-
stego rownapia rézniczkowego (por. tom I, § 87, str. 278):

(3) y = f(w)
Stad:

y=¥ff(w)dw'=F(=v)+C |

Zatem npajogdlniejszem rozwigzaniem réwpania réiniczkowego (3) jest
cala gromada funkeyj, a wianowicie calka nieoznaczona z funkeji f(z). Te
caly gromadg funkeyj nazywamy ogdlnem roswigzaniem danego rownania
rézniczkowego lub ogdélng calkg tego réwnania. Kaids zaé poszczegélog
funkcje pierwotns, paleigcs do tej gromady, nazywamy rozwigzaniem
szezegblowem réwnania réiniczkowego (3) lub jego calkg szczegdlowa.

Przystgpujemy obecnie do trzeciej kwestji, wigiacej sig z naszem
zagadnieniem, a mianowicie do omdwienia sposobéw wyznaczania funkeyj
pierwotnych czyli do metod calkowania. Otéi jasnem jest, ze kaidy, po-
znany w rachunku rézniczkowym wzér na obliczanie pochodnych, mozna za-
razem pojmowaé jako wzér na obliczanie calki z jakiejs funkeji; jezeli bowiem

F(z) = f(x), to mozna to napisaé takie w postacif fx)de = F(x) 4 C.

W ten sposébh otrzymamy z rozmaityeh specjalnych i ogdlnych wazoréw
rachunku rézniczkowego rozmaite specjalne i ogélne wzory rachunku
calkowego. Jednakie zaznaczamy jui teraz, ze obliczanie calek jest znacz-
vie trudniejsze od obliczania pochodnych. Do kaidej bowiem funkeji ele-
mentarnej (w tomie I na str. 96 podano, ktére funkeje uwatamy za ele-
mentarne) potrafimy z latwoscia znaleié pochodng i ta pochodna jest
znowu jakas funkcjs elementarns. Natomiast okaze sig, ze calki wielu
funkeyj elementarnych ss bardzo skomplikowanemi, - nieelementarnemsi
funkejami przestepnemi, ktérych nie mozna oczywiécie wyznaczyé droga
elementarng. Jakkolwiek wigc proces calkowania jest stosowalny do szer-
szej klasy funkeyj, anizeli proces rézniczkowania (albowiem istniejq calki

- ‘ NS , 1
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dla wezystkich funkeyj ciaglych a nawet dla wielu funkeyj nieciqglych.
podezas gdy pochodne istniejg tylko dla funkeyj eciaglyceh i to nie dla
wszystkich), to jednak: efektywne obliczenie. calki jest zwykle o wiele trud-
piejsze, anizeli obliczenie pochodnej. .

Zobacgymy w dalszym ociagu, Ze bardzo wiele zagadnien z geometrji .
i & fizyki sprowadza sig do obliczania funkeyj pierwotnych. Tutaj juz
jedoak zwrécimy uwagg pa jedno odrazu sig nasuwajace zagadnienie
z dynamiki, Widzielismy ‘mianowicie, 2e majsc podang w ruchu prosto-
linjowym droge jako funkejg czasu: s = f(¢), potrafimy wyznaczy¢ pred-
koéb: v(tf)= f'(t) i prayspicszenie g(t) = o' (t). Stad wynika, ze majac po-
dane przyépieszenie jako funkejg ezasv, obliczamy predkoséé zapomocs

calki; o(f) = f g(t)dt, majac zaé podang predkosé jako funkcje czasu,

obliczamy droge zapomocs calki 8 = f v(f)dt
Tak op. wiedzac, ze przyspieszenie jest stale: g =a w ciagu calego

badanego czasu ¢, zoajdujemy, ze predkosé o= [ adt = at + C,. Stad zas
znajdujemy wzér na drogg: 8 =f(at 4 C;) dt = }at*+4 C,t + Cy. Stale

C, i C;, mozna czasem wyznaczyé z poczatkowych warunkéw zadanis,
op. z Zadania, zeby w poezgtkowej chwili, t. j. dla =0, bylos=01iv=0;
wtedy wyniknie z tych wzoréw C, =0 i C,=0 i pozostanie s = }at®,
v = at. Ione wartodci stalych otrzymamy, Zgdajge, aby w chwili ¢ =0
predkodéé miala wartod v, rézng od zers a droga warto$¢ s, Pozostawia
sig czytelnikowi obliczenie stalyech C, i C; przy pomocy tych warunkéw
poczgtkowych.

§ 204. Odwroécenia specjalnyech wzoréow rachunku roézniczkowego.

a) Jozeli funkcja podealkowa jest stale zerem, to calka nieozna-
czona ma stalg wartodé C, albowiem z wzoru:

U0 _ o

dw
f Ode=C
Jesli wige obrazem funkeji podealkowej jest o6 @-6w, o réwnaniu y =0,
to obrazem gromady funkeyj pierwotnych jest gromada wszystkich pro-.
stych réwnoleglych do tej osi (wraz z unia sams).

b) Poznaliémy w rachunku rézniczkowym wzér na pochodng potegi,
& mianowicie:

wynika:

d o e
d_m( ) = na"



fub w formie rézniczky
d(z") = nz"'dz
Waobee tego:

fnaf’"’dw=a:" + C

Tutaj funkcja podeatkowa nz™~' jest dos¢ skomplikowana.
Prostszg funkeje podealkows otrzymamy, tworzae pochodog funkeji:

s
a1
a mianowicie:
d r'fl
az;(—ﬁ) =
czyli.
7
i) =
Stgd otrzymujemy bardzo wazny wzér.
*
Wzér ten jest prawdziwy dla wszystkich wykladnikéw »n 2 wyjat-
kiem n= — 1. Dla n = — 1 ma funkcja podcalkowa postaé —:—,. Oté

wiadomo z rachunku rézniczkowego, ze funkejs —;—’jest pochodng funkeji
log®. Tak wige z wzora:
1
da(t == —d,
(log 2) 277

wynika, Ze:
fli dz =logz 4 C

Tego wzoru mozna uzywaé tylko dla dodatoich z. Dla ujemnych
bowiem  me jest okreflona funkcja logz; natomiast wtedy funkeja
log (— #) ma okreslone wartosei.

Pomewaz:
1 1
d 1og (— 3) = —— + (— =1
og (— &) p (— Dd2z po dz
przeto dla £ < 0 jest:

1
f;dz:log(—w)-f-c
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Obydwa te wiory mozna uja¢ w jeden wzor nastgpujacy:

®) [5ao=loglal+C

Istotnie bowiem dla & > O otrzymujemy log || =1logz, a dla 2 <0
log|z| = log (— ).

Przy pomocy wzoréw (4) i (5) potrafimy wige scatkowa¢ kazds po-
tege zmiennej niezaleioe).

Tak op.
! y
fl'd$=fw°d$=m+czm+ C
czyli

{4a) ‘ fdw=m+C )

Podobnie:

fxdm:{,m'—}—c, zdr =}t + C, '

f s wl-{-Vl

¢) Z wzora;

d¢) = ¢ dx
otraymujemy:
(6) fe‘ de = e + C ‘
Dla ogolnej funkeji wykiadniczej dogodnie jest wyjsé z wzoru:

d (LX =T log Cdr = a*dz
log ,a log .a

Stad wynika

a* .
(7) , fa da:=lo—g'—a+0—alog,,e+0

d) Pochodue (lub rézniczki) funkeyj trygonometrycznych prowadza
do nastgpujgcych wzoréw:

(8) d(sing) =cosz dx a wige fcos zde = sz 4+ C
9) d(—cosx)=samnzdz , , fsm ¢dy == —ocosz + C
- o= watC
(11) d(—ectgr)= ?i% - ﬁ% =—ctgr 4 C




q

o) Poehodne (lub rézmczki) funkeyj cyklometrycznyeh prowadza do
nastepujacyeh wzoréw:

dx
d{aresin &) =— V_:—-’;’ s wiee
dx
d(— arccos )= V‘ =t
dz :
(12) e —i_arcsmw-}—c———— arceosx + C'

Obydwa wyniki nie sg zasadniczo rézne, poniewaz arcsin & rézui si¢ od
funkeji — arccos  tylko o staly dodajnik, jak to wynika z wzoru:
arcsin & | arcecos ¢ == § 1 )
(por. tom I, str. 69) A wige C=C+ir.
Podobnie dwa wzory'

dz
d(arc tgav)zl +—— i d(—arcetga)= l-}-——;‘
prowadzg do wzoru:
(13) fli——nrctgw-l-C_——arcetgm-}-O

Obydwa wyniki s tylko pozornie rézne; kladge bowiem "= 4z + C,
widzimy, e obydwa wyniki ss identyczne, jak to wynika z wzorun:
arc tg @ - arc ctg @ =  n (por. tom I, str. 70).

Zwrédmy uwage na ciekawy fakt, ze calki niektérych prostych
funkeyj sg doéé skomplikowanemi funkcjami.

Tak ap. calky wymiernej funkcji l jest przestgpna funkeja logjo|;

calks dosé prostej wymiernej funkeji — 'jest przestgpna funkcja are tg o;

i

calks algebraicznej niewymiernej funkeji Vi—————

+ o

jest przestgpoa fankcja
arcsino.

Wezystkie te wzory nalezy dokladnie zapamigtad, sg one bowiem
vréwnie waine i réwnie czgsto stosowane, jak odpowiedme wzory ra-
chunku réniczkowego.

Nie znajdujemy wéréd tych wzoréw calek tak waiznych elementar-

nych funkeyj, jak: tg =z, log, are tg 2, ——; : ot V1 + 22 it p



Istotnie, trudno jest odrazu odgadngé, z jakiej funkeji naleiy utwo
rzyé pochodns, aby otrzymaé np. logx lub arctga- Rozszerzymy znacz-
nie zakres funkcyj, ktére dadzg si¢ w elementarny sposéb scalkowaé,
opierajac sig na odwréceniach niektéryeh ogélnych wzoréw rachunka
rézniczkowego,

§ 2058, Odwrocenia niektérych ogélnyeh wzoréw rachunku
rézniczkowego,

a) Wylaczanie stalego czynnika przed znak calki.
Niechaj F'(x) bedzie funkeja pierwotng funkcji £ (@), to F'(x)=f(@) czyh:

(D ff(a;)da:zF(a;)—l— C.

Zastosujmy do iloczynu a- F(x), gdzie a oznacza dowolny staly, réiny od
zera czynnik, znany wzdér rachunku réiniczkowego (por. tom I, § 75
str. 244):

dla+F (@) =qa-d(F(x))=1a f(2)dc.
Stad wynika, Ze:

faf(:v) dp = a F(zg)+ C,

Poréwnajmy ten wzdér z wzorem, otrzymanym z (I) pfzez pomno-
zenie obu stron przez a, t. j. z wzorem:

a-ff(m)dw=a-F(m)+a-C

Widzimy, ze prawe strony obydwu wzoréw beds sobie réwne dla kaidej
wartoéei C, jezeli tylko obierzemy C, = a C. Prawe strony sg takze réwne
dla kazdej dowolnie obranej wartosci C,, jezeli tylko obierzemy C= C,:a,
co sig da zawsze uczynié, paniewaz zaloiyliémy, Ze a jest rézne od zera.
Mozna wige zawsze dobrac stale calkowania tak, Ze zachodzi réwnosé:

(14) faf(w)dm=aff(w)d:v

Wzér ten wypowiadamy w nastgpujacy sposdb:

stady ceynnik rézny od zera moina wylgczyé przed znak catki.
Prayktady:

1) f5w°dx=5fm3d:v=2w‘+0
2) f4coswdw=4fcosmdw=4sinw+C



3) f dm—2f—_2log|m|+c—1ogm2+c

4) Naczynie w formie walca kolowego wiruje okolo swej osi z stalq,
predkoscia kgtows, wykonujae n obrotéw na sekundg. Jaka postaé ma
swobodoa powierzchnia cieczy, znajdujacej sig w tem naczyniu? Na fig. 1
przedstawiono przekrdj tego naczynia za-

pomocg plaszezyzny pionowej. O& obrotu y

obieramy za oé y-6w a poczatek ukladu

w 0. Na kaszdy punkt 4 cieezy, majacy

masg m, dzialajg dwie sily: sila odérodkowa B iBame
|
a

P, = 4 n? n® ma, prostopadle do osi obrotu,
gdzie @ oznacza odlegloéé punktu A od
osi obrotu i sila cigzkosci P, =mg, zwré-
cona pionowo w dél. Wiadomo, ze swobo-
dna powierzchnia cieczy musi byé w kaz-
dym punkeie prostopadla do wypadkowej 0
2 wezystkich sil, dzialajacych na ten punkt.

Oznaczmy kat, zawarty miedzy styezng do swobodue) powierzchoi a osig
odcigtyoh, litery @, to tga = P,: 2,

Fig. 1.

czyli:
d!__4n‘n’ma;_4n?n"
dz~  mg g
Stad:
4 n?nt 4 12 n? ot ‘2ntnl
y== | ——wdp = —— — C=-"—2t}+0C
g g 27 g

Jest to parabola. Najnizszy punkt tej paraboli otrzymamy dla # = 0;
rzedna tego punktu, oznaczmy ja @, ma warto$é a = C.

Zatem swobodna powierzchnia cieczy ‘wirujacej ma postaé parabo-
loidy obrotowej.

b) Catkowanie przez rozklad (catka sumy).
Z wzoru na rézniczkg sumy dwéch funkeyj:

d(F(z)+ G @) = dF (z) + dG (@)= (f(2) + g () do,
gdzie F(x) = f(x), G'(®)==g(®), otrzymujemy:

f(f(w)+g(w))dw=F(a;)+G(a;)_|_c O
Poniewaz zaé: f f (@) dz = F@)+ G, f 9 @) dz = G(@) + Gy

przeto:ff(m)da: +fg (@)de = F(®) + G () + C, 4 G,
Wyznaczmy stale calkowania tak, aby zachodzil zwigzek C = C, 4- C,.
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Wtedy:

(15} f(f(w)-f- g(z) dz =ff(a:) dz -f—fg(w)da;

To znaczy: calka z sumy dwdch funkcyj jest réwna sumie calek z tych
funkeyj. Twierdzenie to odnosi sig — jak to latwo stwierdzié — takze do
wigkszej liczby dodajnikdw. ’

Przyklady.
1) Przy pomocy wzoréw (4), (14) i (15) mozna scalkowaé kaidy

wielomian:
flw)=a, + a, 2 + a,2* + ay2* + ... + a,0"
| cak:

/f(w)dwnfaodm +fa,wdw+/a,m'dw+fa,w’dw+....+/a,m"dw

= aofdw+a,fwdw+a,fw'dw+a, cde+ ..+ a,,far"dw
a wige: »
!
[rerdo=a,0+ jo,00 + §a,2 + jasot 4+ oy @@ 4 C
2) Niekiedy udaje sig rozlozyé funkcje podealkows, ktérej calka

nie jest nam znana, na takie dodajniki, ktérych catkowanie potrafimy

wykonaé.
Tak np. postgpujemy 2z calka:

ftg'wdw

Korzystamy z wzoru: tg?s = sects — |
Ozoaczmy krétko szukang calkg liters / (jest to poczatkowa litera
slowa: Integral, oznaczajacego w jezyku niemieckim i franeuskim calke).

A wige:
1=‘/‘((ﬁv— l)dz-.:

=f da +[(_.1)dm=zgm—fdw=tgw—w+0

cos®

[

Taki sposéb obliczania calki nazywamy metoda catkowania przez rozkiad.
3) W podobny sposéb postgpujemy z calky:

do
I= -
8in® @ cosd @
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Zamiast 1 mosemy napisaé w liczniku sin'® - cos’z, a wiedy:

sintz - cosiy 1 f 1 d
== = . x
l—f sin? % cos*m _/cos“z dz + sIntT

a wige: I=tgo — ctgw+ C.

§ 206. Calkowanle ,przez czeSei® (per partes).

Bardzo wazng metodg calkowania otrzymuje sig z wzoru na pochodng
iloczyou dwéeh fuokeyj u() i v(@). Zalézmy, e te funkcje posiadajs
ciggle pochodue, to:

Uu@) - 0@) _ 20 (@) + o(2) v ()
dzx

lub w formie rézniczkowe):
(a) diu(z) - v(x)) = u(z)- v'(x)de + v(z) v (v)dx
co mozna takie oapisaé w postaci:

d{u(z) - v(@)) = u({x) - dv(x) -+ v() - du(p)
lub w skréeeniu:
d(uv) = udv + vdu
Z wzoru (a) wynika, Ze:
fu(a:) v (@)dx -l»-fv(a:)- w(d)da = u(z) - v(z)+ C
a st:o,d:

fu(a:)-v'(a:)da: =u(z) -o(x) + C ——fv(x)- u'(z)da

Stalg C mozemy polaczyé z staly, zawarty w ostatniej calce nieoznaczonej,
w jedng nows stala, wobec czego mozna napisaé otrzymany wzér w postaci:

(16)

fu(a:) vV(z)de = u(x)vi(z) - fv(a:]u’(a:)da:

lub w skrocone) postac:

(16a) l fudv::uv—fvdu

Nalezy pamietaé o tem, ze w pierwszej calce v nie jest zmienng, wedlng
ktérej catkujemy, lecz dv jest tylko skréceniem wyrazenia o' (z)d®
it podoboie du w drugiej calce. -

Stosowanie tego wzoru nazywamy catkowaniem ,,przez cze$ci® lab
nper partes. Wzoru tego uiywa sig w nastgpujacy sposob: rozkladamy
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w calee f f®)do fuokeje f(®) na dwa czynniki: u(@).v'(z) tak, aby

calka o(w) drugiego czynnika byla znana lub latwa dq obliczenia; m\-stqpnie
stosujemy wzdr (16); ooz czesto okazuje sig, ze calka, wysfepuqqea po
prawej‘stronie tego wzoru, jest latwiejsza do obliczena anizeli calka,
znajdujaca sig po lewej stronie. Zwykle postgpuje si¢ tak, ze cale wyra-
zenie f(x)d® rozklada sig na czynniki u(®) i (@) do = dv(2) czyh
krétko » i dv i uzywa sig wzoru (16a)

Przyktady .
flog rdx

1) Cheemy obliczyé¢
Rozkladamy w tym celu wyrazenie pod calks na dwa czynoiki:
u=logz )V dv=da
Wobec tego:

du::ld:c a V=21
T

Stosujge wzér (16a), otrzymujemy:

flogwda;:wlogw ——f:m%d:v::wloga:-—fdm:wlogw— z+4C
2) Obliczyé:

I= | 2tcoszda
Kladziemy:
u = 2, dyv—=-cosz dx
Stad: du=2xdz, v=sing

Wedlug wzoru (16a) otrzymujemy.
(b) /m*cosmdw:w?sinw~—2 T sinZde

Wprawdzie oie potrafimy odrazu znalezé ostatniej calki, lecz jest ona
w kazdym razie latwiejsza od poprzedniej. Stosujemy do tej calki powtor-
ne t¢ samy metodg, a wige kladzsiemy x=u,, sinzds =dv, a stad
du, = d, v, = — cos g, wobec czego.

fwsina;dw-—: —-a:cosa;—{-fcosmd:v: —zcosz - sing + C
Podstawiamy ten wynik we wzdr (b) i otrzymujemy ostateczaie:
. I:f:v’cosa;dw =x¥sing 4 2xcosx — 2sinx —2C

czyli: I=sisz(z* —2) 4+ 2z cosz 4 C,.
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Widzimy, Ze pierwsze zastosowanie wzoru (16a) nie doprowadzilo
odrazu do obliczenia szukanej calki, lecz zredukowalo jg tylko do prostszej
calki a dopiero drugi krok doprowadzil do pozgdanego wyniku. Takie
redukowanie calki do kolejnych, corazto prostszych calek, jest charakte-
rystyczne dla metody calkowania ,przez czesci‘. ,
Zobaczymy na nieco ogolniejszym przykladzie, jak mozna takie
kolejne stosowanie wzoru (16) zastgpi¢ tak zwanym og6loym wzorem

redukeyjnym.
I,= f xedo

3) Dla ecalki:
Wyprowadzi¢ wzér (redukeyjny), pozwalajaey wyrazié te calke zapomocs
calki I, zawierajacej zamiast potegi " potege 2"), o wykladniku
o 1 pizszym.

Kladziemy:
*=u, ede=dv
a wigo:
du=nz*do, v=2¢
Z wzoru (18a) otrzymujemy: ’ '
@ l.=w"e'—nfe"w""dw=m"e'—nI,,_,

Jest to Zgdany wzér rédukeyjny.
Na podstawie tego wzoru mozemy calke o dowolnym wykladnika
naturaloym # sprowadzaé kolejno do calek coraz prostszych a ostatecznie

do znanej calki I, =fa;°e‘ de =fe‘ do=e¢ -+ C. Gdy chcemy obli-
czy¢ I, dla dowolnie wielkiego n, to opréez tego ostatniego catkowania
nie trzeba juz wykooywaé zadnyeh innych catkowan. Tak op. chcemy
obliczyé I, = f @*¢*dw. Wedlug wzoru (c) Jest:
L =2% —31],
g = 2t — 21|
L=g¢—1.I,=g¢ —¢&— C
Wobee tego:
Iy=2% — 3(x2-&¢ — 2(@e* — e — 0))
=a%¢" — 32" + 62" — 66 C,
Iy, = ¢ (2 — 32t 4- 6 — 6) 4+ C,
Sprawdzi¢ wynik przez rézniczkowanie!
4) Wyprowadzié wzér redukeyjny dla catki:

A =flog~wdw
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Catkujemy ,per partes®, podstawiajgc:
u=log"r, dv=dz

Stad:
. dx
—, v=u=o

— =1y ,
du =nlog" 'z -

I=alog"z— [x-nlog"'x d?x::xlog"m— n/log"—lxdm

I, =xlogrx—nl,_,

) Bardzo wazny jest wzor redukeyjny dla calki:

S, =fsin"a:dx

Otrzymujemy go takze przez calkowanie ,per partes‘. I tak kladziemy:

u=siD "'z, dv=sinzdx

Stad:
du=(n— sin"x.cosxdx, v= — coszx
a wige:
S,=—cosx-8in* x4 (n—1) | sin"xr.costxdx
csyli:

8, = —cosxsin" x4 (n — l)f(sin“"a:— sin"x)dx

Przeniemy na pierwszq etrong (n — 1) | sin*x dx czyli (n — 1),

to otrzymamy: )
n.S,==—cosxsin* 4 (n—1)8,_,

a wigc ostatecznie:

— 1 ’l—l —
(17) S,,=fsin"a:dw= .coswsm :o+n 1 8.,

n n

Przy pomocy tego wzoru mozemy obniza¢ wykladoik wyrazenia sin"z o 2.
Jeizeli n jest liczbg naturalng, to stosujge wzor (17) kilkakrotnie, otrzy-

mamy ostateczoie dla n pieparzystego S, =fain:vdm = —coszx 4+ C

a dla n parzystego S, = [sin2zdzx =fd:c=x+ C.

Jezeli 7 jest liczbg calkowits ujemog, to nalezy z wzoru (17) wy
razi¢ odwrotnie S,_, zapomoeg S,, a mianowicie:

coszsin "'z n

Sgg—ﬂ_ n__‘ +ﬂ—l

Sa

.-.“_\;_:; e
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Kladge n — 2 = m = — p, otrzymujemy dla m < — 2:

cosx-sin™'gy m -} 2
(178) Sm == m"l"] - m + 1 S”l+2
; . . . dz
Wzér ten pozwala sprowadzaé obliczanie calki S,= S_, =fsiu oz

calki o wykladniku p mniejszym o 2.
Dla p parzystego dochodzi sig ostateczuie przez kilkakrotoe stoso-

wapie wzoru (17a) do calki S_, _fsm ?a;—* —ctgx + C.

Przy nieparzystem p dochodzi sig ostateczoie do catki S_, = f

ktérej oblicseniem zajmiemy si¢ w vastepnym paragrafie. e
Przykiad zastosowania wzoru (17):
‘/«sin“:l:da:=«S.,\=L:;”lima + =8, =
= é (—— cos x 8in %z 4 D (:—c%sln—? + % S,))
_ coswgin z bcos;v:in 3z + ;Z ( cosx sin g 41 So)

in bz - 108i0 %2 - lbsmw)+ :v—l- C,

Przyklad na zastosowanie waoru (17a):

dz cosxsin 3y  — 2

Siﬂ‘x = ~4=___3 +_—38-2=
_ Cos T 2 ctg
._-—s—s—in’m——gctg:v+0=— 3 (sm'a:+2)+0

§ 207. Calkowanie przez podstawienie.
Obliczenie calki:

) f f(@)de = Fg)+ C

upraszcza sl uvieraz zpaczoie, gdy za zmienng @ wprowadzimy nows
odpowieduio dobrang zmienng ¢, kladae:

“(b) o=t

Zalézmy, ze fuokeja @(t) posiada ciagls pochodns.
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Z wzoru (a) wynika, Ze:
¥

Jezeli za8 w funkcje F'(w) wprowadzimy & = @(£), to stosujac wzdr
na pochodng funkcji zloéongj, otrzymujemy:

aF(pt) __dF dep __dF dz . . o) — (¢
= = i = = @) @' (t) = f(ep®) - ¢'(B)

8tgd wynika, ze:

Flo(t) + C= f @) - ¢ (Hdt
czyli:
Fla) 4 C = f Fl@(t) - o (1) dt

Stad otrzymujemy ostatecznie na mocy wzoru (a):

\
(18) [ @ do= [rom)-o ) at

Jest to wzér na catkowanie przez podstawienie; jest on bezposrednim
wnioskiem z wzoru na pochodng funkeji zlozonej. Widzimy, ze funkcja
podcalkowa f(z) nie przechodzi na f(g(t)), lecz otraymuje jeszcze dodat-
kowy czynnik: ¢'(f). Wzér ten najlatwiej jest zapamigtaé w ten sposéb,
26 wprowadza si¢ podstawienie @ = @(¢) nietylko w funkeje f(@), lecz
takze w réiniczke da, ktéra wobec. tego przechodzi na:

de=dot)=¢'(t)dt

Podstawienie & = @(t) staramy sig zwykle tak dobraé, aby calka po pra-
wej stronie wzoru (18) byla latwiejszg do obliczenia anizeli catka pier-
wotnie podana. Po wykonaniu calkowania wedlug zmiennej ¢ otrzymamy
jakaé funkeje G (¢) tej pomocniczej zmiennej t. Cheae wréeié do zmieo-
nej @, nalezy obliczyé z wzoru (b) ¢ jako funkeje zmiennej z, np. t=y()
1 wstawié ¢(x) w G(f) za zmienny f. Aby sig to przeksztalcenie dalo
uskutecznié w sposéb jednoznaczny, trzeba obraé funkecjg @ = @(t) tak,
aby byla odwracaloa w sposéb jednoznaczny. W tym celu wypadnie
czgsto ograniczyé zakres zmieuno$ci zmiennej viezaleznej w tym zwigzku
funkeyjnym @ = @(¢) (por. tom I, § 18).

Przy .stosowaniu tej metody calkowania (przez podstawienie) roz-
poczynamy zwykle rachunek od tego, e za jaka$é odpowiednio dobrang
funkej¢ (x) zmiennej @ podstawiamy nows zmienna:

t=p(a)
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a nastgpnie obliczamy stad x — @ (/) i postgpujemy dalej zgodnie z wzo-
rem (18). Funkejo w(®) nalezy oczywiscie obraé tak, aby byla odwracalna
w sposéb jednoznaczny i aby posiadala réing od zera pochodna,: alha.

wiem potrzebna we wzorze pochodna ¢/ () ma wartoéé ———, jak wiadomo

( @)
z twierdzenia o pochodnej funkeji odwrotnej (por. tomI § 79, wzbér 28).
Przyktady. .
L. Obliczyé:

= [gde= f5(2--3w’°dw

Na pierwszy rzut oka mogloby sig zdawaéd, ze ta calka ma wartodé:
B(2 — 3z)°
—b
tej funkeji Iatwo sig jednak mozna przekonaé, ze jest to wynik bledny.

jako potgga o wykladniku ujemnym. Przez aréniczkowanie

Zagtosujmy natomiast do catki podstawienie:

Pao)=2—3=1
Stad:
2=§—it=9¢() a do=—}dt

Wobsc tego jest: ¢

fﬁ(z—aw)—edm_fbre.—w 5 e te=gro4c
Wyrazamy teraz ¢ zapomocs zmiennej & i otrzymujemy:

_ _ 1

2. Obliczyé:
[= do
“Jax+b
Chege t¢ calkg sprowadzié do znanej calki f g (por. wzér 5), uzywamy
podstawienia:
ar+ b=t
Stad:
p=—2 1L
==-ata
4 wige:
1
de=— dt
o
Wobec tego:

2t
1 .
*f— " llogl‘|+0

Rachunek rozniczkowy i catkowy. T. 8, 2
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Wracamy do zmiennej @ i otrzymujemy:

dz -
ax + b

Ja%w

d
Znamy podobna caltke: f Tf;,:arctgw -+ C (por. wzér 13).

Staramy si¢ sprowadzi¢ ezukang calle do tej postaci i w tym celu
wylaczamy w mianowniku a® przed pawias.
Stosujge wzér (14), otrzymujemy zatem:

=L/;1w__
)

Teraz jui samo si¢ nasuwa podstawienie: > =t

% log |az 4 b] + C
3. Obliezyé:

Stad:
r=al, dv=adt
a wige:
1 adt a dt 1
[.:..:(_z_’ 1:_.{’_‘; T+—t2~zarctgt+c

Wracamy do zmiennej %, kladac z_—_:i i otrzymujemy ostatecznie:

dz 1 z
fa’-}—:?’ = Earctg;-{-C
4. Wéréd calek, ktéresmy otrzymali bezposrednio przez odwrécenie
specjalnych wzoréw rachunku rézniczkowego, wystgpowala calka f %-‘EE’
(por. wzér 13 z § 204), patomiast nie bylo tam bardzo podoboej calki:

dg
1 — o8
By te calkg obliczyé, roztéimy najpierw funkeje podcalkows na dwa

prostsze dodajniki (t. zw. ulamki czesciowe, por. tom I, § 23, str. 91):

r 1 4 B
I—o Fo(l—a 14z T—%
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Wyznaczamy stale 4 i B tak, aby ta rownoéé zachodzila dla wszyst
kich @ (z wy)atkiem oczywiscie wartosel ¢ — 1 i ¢ = — 1, dla ktérych
funkeja podealkowa nie jest okreélona) Uwalniajac obie strony od mia-
sownikéw, otrzymujemy:

l=A—Adz+ B4+ Br=(4+4 B)+(B— A)x
Spélezyoniki przy &° i @' muszq byé po obuv stronach réwpe, a wige:

A+4B=1
A—B=0

Z tych dwéch rowpan otrzymujemy: 4 =}, B = 4. Zatem funkej¢ pod-
calkows mozemy przedstawié w postaci:

1 _ 4 3
1——w’_l+m+l-—m

Stosujac tu wzor (15) na calkowanie sumy i wzér (14), otrzymujemy:

T PRy hr

Na podstawie wyniku, uzyskanego w przykladzie 2, otrzymujemy stad:

dx 1
S =410g11 +al — yloglt — o] + 0= glog |} 2| + €
czyli:
do 1+ x|
‘9 —— X
a9 SeZe=wl/ 5]+

Ten wzér zoajduje doé czgste zastosowanie.
Podobnie postgpujemy z calks f ;_'_d_a:_aﬂ i otrzymujemy, jak latwo

sprawdzié:

(191) _dz 1

at — gt a

+
—o| T €

6. Wynik, azyskany w poprzednim przykladzie, mozna zastosowaéd
do nastgpujacego zagadnienia z dynamiki. Na cialo o masie m, spadajgce
pod wplywem sily cigzkoéci ziemi, dziala ponadto opér osrodka w kie-
runku przeciwnym do kierunku ruchu; opér ten jest w kazdym mo-
mencie ruchu proporcjonalny do kwadratu predkosci » ciala spadajacego

2*
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a nie moze byé wigkszy od sily ciezkosci. Znalezé wzér na predkosé

tego ruchu i da droge.
Ot6z calkowita sila, dzialajgca na to cialo, ma warto$é:

dv

P=mg —kv*=my=m 7

gdzie ¢ oznacza przyspieszenie sily cigzkosel (przyjmujemy je tu za stale)

a y przy$pieszenie w badanym ruchu. Predkodé v jest liczbg dodatnig
a ponadto musi byé kv® = myg czyli v = @

Stad:
at m m 1

dv mg — kvt ETE_

ﬁ/ﬁﬂg_
k "—':5-—1)3

Wedlug wzoru (19a) otrzymujemy stad:
[+

Wyrazenie pod pierwiastkiem jest nieujemne, a wiec znak bezwzgledne;j
warto$ci nie jest potrzebny. Gdy przyjmiemy, ze dla ¢t =0 cialo bylo
w spoczynku, t.j. »=0, to otrzymamy stad C==0. Z tego wzoru mozemy
obliczy¢ v jako funkeje ¢ a mianowicie:

2! x V?‘l‘v

Wobec tego:

+C

?-“15
ﬂﬂ*

\ 7
a stad:
mg ¢ 'm—1 2y —1
v —l/ 9. = /"¢ tghyp (¢ fo)
m + 1
Z tego wzoru widaé, ze dla {— co predkost v dazy do wartodci: v, = s

zwanej predkoscig ,krytyczng“.
. ds .
Calkujac wzér na v=7i Jeszcze raz, otrzymujemy na droge przy
tym ruchu wzér:

hyp (¢y*) d
s—V“_"/tghyp (¢ Vi) dt—V"—’/sm el

coshyp (tV"")
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Kladge cos hyp (t‘/:f) = u, otrzymujemy:

du = sin hyp (tyf‘:-:‘!) . V:_—" dt
8 wige:

_l/_m_ym du__m _m w
s=|/~ %—g/u = klog|u|+C|__ klogcosbyp(tV;)—l—C,

Jezeli dla ¢t =0 jest s =0, to otrzymamy C, =0 i pozostanie wzor:

a=%log,}(etV§ +e_ty‘€")

fcos rx dx

. : . ¢ 1
cbileza sig przy pomocy podstawienia rp=4¢. Stad r=_, da:—-;—dt.

6. Calke:

A wige:
1 1 1 .
fcosrxdm= cost-—dt — = f costdi—= —~sint+ C
r pra r
czyli:
fcosra;dx: l;sin rz +C
Przy pewnej wprawie wykonuje sig takie proste calkowania odrazu, bez

uiywania odpowiednich podstawien.
Tak np. odrazu jeat widoczne, ze:

fsinpa:d:v_-—_—-;l,-cospw—{—c

1. Z wzoru redukeyjnego (17) (str. 14) na calkg z sin "z wypro-
wadzié wzér redukcyjny oa calke z cos *z.
Opieramy si¢ na tem. ze:

810 @ == cos (§ 7 — @)
t kladziemy: § 7 — 2 =t. Wtedy do = — dt, sin @ — sin (} ®# — ¢) = cost.
Wobec tego wzér:
. 1 . n—1 /.
8in "z dy = — , coszein® 'z + — sin *p do

zmienia si¢ na:

(20) K,= | cos"tdt = }2 sin ¢ cos *~ ' - n : l‘/‘coa =3 di
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Kladge n —2=m=—p i wyliczajac z tego wzoru ostatnig calke,
otrzymamy wzér redukeyjoy dla ujemnych poteg cosinusa:

dt 1 —pb1 p+2
(20a)K_,==fcospt_—-_-—-p+lsmtcos t+—p+lfcos""t
Jezeli p jest liczbg nieparzysts, to ten wzér redukeyjny prowadzi osta-

tecznie do catki: f %:t’ ktérg oméwimy w przykladzie 11.

8. Czgsto sig zdarza, 2e nie trzeba obliczaé wyrazoie zmiennej @
z podstawienia () =1, lecz wystarczy utworzyé réiniczki obu stron
tej réwnosei. Tak np. celem obliczenia calki:

zdo
=
at 4ot =t

uzywa sig podstawienia:
Stad:
2xdy=dt
a wige zdp=§dt, a to wlasnie jest potrzebne w liczniku.

Wobec tego:
vdz
=l

Vaa::-w:v’ =m +¢

9. Wyprowadzimy wzér redukeyjoy dla calki:

7. ==ftg"’wdm

W tym celu oddzielamy w funkeji podcalkowej:

1
cos® @

a wige:

tg tp ==sec tx — | =

Otrzymamy zatem:

1
Tm= toe "2y . tp 2 = o ™2 ( -— ) —
fg 'z - tg *x dx fto L Powrym t)dz
dx
= m-2 — m—2
ftg mcos x tg " de

Drugs calke mozemy ozoaczyé litera 7,_,, pierwszg za§ obliczymy przez

A . dx .
podstawienie: tgx = u, a wigc cosin du. Wobec tego ta pierwsza calka
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przyjmie postaé:

1 1
m—2 —_— - — m—3
fu du = m__lu"' m_ltg f)
Stalg C, wystepujges przy calkowaniu, wlgezmy do T, , to otrzymamy
nastepujacy wzér edukcyjny:

Tlll = % ""'lw —_ T,,bz

m—1

10. Metody, podobnej jak w przykladzie 8. uzywa sig, jezeli funkeja
podcalkowa jest ilorazem dwéch funkeyj, z ktérych dzielna jest pochodng
dzielnika, a wige dla calek postaci:

1 — (1@

Kladae f(@) = ¢, otrzymujemy [’ (z) dx == df, a wige:

1 =f?=log|t|-{—-0
czyli:

@1 f’—;%da):logV(wﬂ—f-C

Ten wzér mozna uwazaé za odwrécenie wzorn na pochodng logarytmiczng
(por. tom I, § 85).
Tak np.:

sin o do — sinz do
a) tgxdo = = | -
cos & cos &

Tu liczoik jest rézniczks mianownika, zatem wedlug wzorn (21) otrzy-
mujemy; ;

(22) ftga:da;:-—l’og|co;aw|+0

b) Obliczyé:
[ e f my -} n
azt+ bz + ¢ c

Tu licanik nie jest wprawdzie pochodng mianownika, ale mozna go tak
przeksztaleié, ze bedzie sums tej pochodnej i liczby stalej, a mianowicie,
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. Lam s
wylaczajae z licznika 5, otrzymamy:

m 2ax+ 20z + b+ (% —b)
]l = — 2 T dr= — dx
ax® -+ bx + ¢ Za ax® + bx + ¢

Te calke rozdzielamy na sume dwéch calek:

m Qax + b __m(2an de
L _Z—dfamz-f- bx—f—cdx’ 12—%(7 _b)fam’+bm—+—c

Otéz pierwsza z tych calck ma wladnie postad lewej strony wzoru (21),

a zatem:
m
]I = 2—'a lOg Iaa)’ + bm+ C,I

W drugiej calce nalezy sprowadzié mianownik do formy kanonicznej-

a[(m + 2ba) + 4020 ] Kladge 2z -}—2 =, sprowadzamy te calke do

dt . .
formy: ’/}l T+ a lub fﬁﬁ zaleznie od tego, czy wyrézinik 4ac — b?
jest dodatni czy tez ujemny. Te zas formy oméwiliémy w przykladzie 3 i 4.

dz . dz
o K _fm,potrzebne przy sto-

goveantn wzordw redukeyijnych (17a) 1 (20a)
dz

1 wak:
f / dx _/2008’%&2
sin g & - x
2 sin 5 cos tg§

Tu liczoik jest rézniczks mianownika, a zatem:

dx
(23) f & = log

Celem obliczenia calki K, sprowadzimy ja do calki S, Z80Wazywszy, e
cos z == sin(§ -+ x). Zatem:

K — /‘ — de.
coB 8in ( in 4 )

Za jn+ ¢ kladziemy ¢, to dz =dt i otrzymujemy calke typu (23),

11. Obliczmy calki: §=

l

LRSS

tg§‘+0
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A wiee:

(24) +C

d . ) n x
fcofmzlogltgé(%ﬂ-i-m)|+C=‘Og|tg(g+§)

12. Celem obliczenia calki:

= f =
dogodnie jest uzyé podstawienia wprost w postaci @ = @(f), a nie, jak
to dotychezas czyniliémy, w postaci ¢ = y(z). Podstawiamy mianowicie:
@ = sin{, biorge —{n<t< -+ 47

Podstawieniem tem wyczerpujemy istotnie caly zaséb dopuszczalnych wartoéei ,
albowiem, aby otrzymaé rzeczywisty pierwiastek z 1 — &% musi byé —1<a=-+1.

Wtedy dx = costdf, a zatem:

=fVT:—siu2t-costdt —_—fcos’tdt

T calkg moglibyémy obliczy¢ odrazu przez zastosowanie wzoru reduk-
eyjnego (20). Dla éwiczenia obliczymy ja jedoak w inny sposéb, a mia-
nowicie oprzemy sig¢ na znanym z trygonometrji wzorze:

a 1 + cose
cos §—l/'——2

I=,}f(l—{—cos2t)dt=§(t—+—{,sin2t)‘+C

Wobec tego:

Ale z wzoru =ngint wynika, ze {=arcsing (przyczem —}n=1t=}n).

Ponadto 8in 2¢ = 2 sint cos t = 2:1:'/1 —z? (znak pierwiastka jest dodatni,
poniewaz cos¢{ ma wartosci pieujemne dla ¢, zawartych w przedziale
<—}x, 4n>). Wobee tego:

(25) 1=fl/l——-55dx=%(arcainx—{—wyl———_a—;—’)—}-C

Pozostawiamy czytelnikowi do wyprowadzenia nieco ogélniejszy wzér:

(2ba) LfVl?—jy—a dx:%(k arcsin l%_c +:1;V/c_:zz_:5) + C (dla k> 2?)
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. 18. Ozasem przy obliczapiu calki trzeba uzyé zaréwno calkowania
oper partes® jak i metody podstawiania. Tak np. do obliczenia:

I= farctgw dz

. stosujemy najpierw calkowanie ,per partes“, kladac:

arctg o = u, do == dv
d _do L=
PETFe T
. { odw . :
A wige I=garctge — T Calke, ktéra tu wystepuje, obliczamy

zapomocg podstawienia 1 + z?=1#. Otrzymujemy 2z dz =—dt, a wigc:
o do dt
JErm=t [T =tlogll+ =410t + a1+ C
Wobec tego:
arctg ¥ = @ arctgx — 4 log(l 4-2%) —C

Niechaj czytelnik stwierdzi, ze w podobny sposéb otrzyma sig:
farcsinw dz=garcsing + T —at + C

14. Przy obliczanin calki: BN

I = [ ¢*sinbrdx .

stosujemy dwukrotnie catkowanie ,per partes“, a mianowicie najpierw

kladziemy:
- e == u, sinbrdr =dv

du = ae*dx, v=— —:}— cosbx  (por. przyklad 6).

Wobec tego:
I&—-};e‘“cosbw—{—%fe"cosbwdw ,

Btosujemy do wystepujacej tu calki powtérnie metode calkowania ,per
- partes®, kladgc:
¢ =u,, cosbedr==dy,

du, = ae*do, v, = —i— sin bz

Zatem:
—1 1 . .
1= -5 e cos. by -+ % (3 ¢™ sin by — %fe"‘ sin by d:v)
al

1
= (-——-e‘“‘ b cos b -} ¢** a sin bm) 7

b2
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A stad:
Ib? = ¢**(a sin bz — b cos bx) — atl, (a® -+ b*) I = ¢**(a sin b — b cos bx)
a wiec:

fe"‘sin ba;dw:%g;(a sin bx — b cos bw) + C

W podobny sposéb oblicza sig, ze: L

ax —__" i
fe cosba:da:—-az_*_b,(a cos by - b sin bx) 4 C

156. W jednym z dalszych rozdzialéw beds nam potrzebne calki:

fsin ng 8in ro dx, fsin nx cos rade i fcosmvcosra:dm

Przy obliczanin tych calek opieramy si¢ na znanych z trygonometrji
wzorach:

sin n@ - sin 7z = } (cos (1 — r) @ — cos (n 4 r) x)

sin nz-cosrz — § (sin (n 4 r)z 4 sio (n — r) 2)

cos nx- cos rz = § (cos (n - r) @ 4 cos (n — r) x)

Gdy n=f r, to otrzymujemy siad:

fsin nx sin rwda:==§fcos(n—r)xdm—ifcos(n-{-r)zdx:

L, (sia(n—r)® sin(n 47z
_é[ n—r o n4r )
fsinnmcosr:cda;=§fsin(n+r)xda:+§fsin(n —~rrdr =

_i(cos(n-{-r)w_‘_cos(n—r)w)

ntr " —r

(26)

fcosnmcosrwd:v =§fcos(n+r)wdm+}fcos(n—-r)a:da:z:

sin(n+r)p  sin(n—r\a
=*( n-tr + n—yr )

Dla n =1 jest cos (n — r)@=cos 0= 1, gin (# — r) B =38in 0 =0,
a wige powyssze catki przechodzg na:

fsin' npdo=§o — *smzin_a_:
(26a) fsin np Co§ ny dr = — %cos:n"ﬁ’
. __,8n2ngp
fcos nzde = ——+42
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16. Wyprowadzi¢ wzér redukeyjny dla eatki:

dw
1"=f(1+ﬂ”‘

dt _
Podstawiamy: z=1gt, to do= —, 1+w’=1+tg”t—cos”

a wige:

In= ‘/}.‘1082"—[2 tdt = Kz.._g

Dla catki K, zoamy juz wzér redukeyjoy (por. wzér (20) na str. 21).
Stosujge go tutaj, otrzymamy: A
1 . 28 2n -—-_3 _
I,, = K2n—2 == 2_n:_2 sin¢ cos ¢ + 2'———n — 2 K‘Zn-‘ =
tgt 2n—3
T 2n— 2)Bec”“'%+ 2n — 21""

2n—3
+2n_21n—-1

li: I, = o
czy 12 ,.—(2”_2)(1 +mg)n—l

lub wyraznie:

dw T 2n—3 do
O /“+““’>"=§2"—2)u+w=)~—‘+2n—2 f(l+w')"’

Z tego wzoru bedziemy korzystali w nastgpnym paragrafie.

Uwaga. Do tego wzoru redukeyjnego mozna tez dojéé begpofrednio, nie prze-
chodzge przez wzér (20). W tym celu przedstawia si¢ funkejg podealkows w postaci:

1 4z =2 1 x®
Afa ™ (a2t — (a9 A+
T x*dx
Calka I, zamieni sic wtedy na Iy, — a7
Do pozostalej calki stosujemy calkowanie ,per partes*, kladge 4 = z, do == (T::%)_
a Ll

i t. d. Pozostawiamy czytelnikowi dalsze wykonanie rachunkéw.

17. Joteli znamy calkg jakiejé funkeji y == f(2), to potrafimy bez
trudnodei obliczyé takie calke funkeji odwrotnej: @ = @ (y). Itak, cheae
obliczyd:

I= | p(dy

podstawiamy za @(y) =, stad y = f(), dy = f'(x)dx
a wige:

I=]a f(x)ds
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Calkujemy ,per partes‘, kladac: z = u, f(x)de =dv Wtedy du=duz,
v==f(x) i otrzymujemy"

1=f<p(y>dy = 2 /(@) —ff(w) da

Prayklady. a) Zoamy dla y = sin x calke fsin zdr = — cosz -} C.

Wobec tego mozemy obliczyé przy pomocy poprzedniego wzoru
catkg z z == arc sin y, a mianowicie:

farc sinydy =& sing — [sinxdy = xsin 4 cosz 4 C
Wracajge do zmiennej y, otrzymujemy:
farc siﬁydy.—:.arcainy-y—}- Vi=y +C

(por. przyklad 13 oa str. 26)
b) Dla y = sin hyp @ zoamy calke:

fsin hypadz = cos bypa + C =1 + sin® hypz 4+ C.

Stad mozemy obliczyé calke fuokeji odwrotnej, ktorg jest, jak wia-
domo (por. tom [, str. 290—291):

z=log(y + V1 +49
flog(y+Vl +yt)dy =

=asinbhypz — [sinhypode=ylog(y + V1 +4°) — V1 ¥ y*+ ¢

c) Poniewaz dla y = e~ jest:

fe‘dm:c‘+0

Wobec tego:

przeto:
logydy =z¢ — ¢+ C =logy-y—y+4C

(por. str. 12 przyklad 1).

§ 208. Calkowanic funkeyj wymiernych. Rozklad funkeji ufam-
kowej na ulamki proste.

Potrafimy scatkowaé kazda funkcje catkowitq wymierns ezyli kazdy
wielomian (str. 10, przyklad 1),

Funkeja ulamkowa wymierna jest ilorazem dwéch wielomianéw:
_ Fl2)

4
@ =7
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Jezeli stopien licznika nie jest mniejszy od stopnia mianownika,
to wydzielamy z tej funkecji ulamkowej cze$é calkowits przy pomocy
znanego algorytmu dzielenia wielomianéw?!. W ten sposéb otrzymujemy
rozklad danej funkeji W(z) na czeséé calkowita, op. h(x) i na funkeje

ulamkowa, op. f—;g, ktdrej licznik ma stopien niZszy anizell mianownik,
9
a wige:
/(@)
w =h{z —
(@) =h@)+ 7@
Tak op. dla funkeji:
o+ 22 46
o*—4w 4+ 3

wykonujemy dzielenie:

(w34 2® 4+ 5):(2* ~d4z+3)=z-+4
28 —42' 4+ 32

+ -
‘42— 0 + b
+ 4t — 1624 12
-— + —

+ 1boe— 7

Zoatem:
©+20+5 oo —1
o3 —4w+§_w+4+m9—4w+'3

Cagé¢ calkowity h(x) seatkujemy bez trudposci. Pozostaje do cal-
kowania cz¢éé ulamkowa, ktérej licznik ma stopieh nizszy anizeli mia-
oownik. Do takiej funkeji zastosujemy calkowanie przez rozklad. W tym
celu postaramy sig rozloiyé taks fuuvkeje g—ig pa prostsze dodajuiki.

W specjalnyeh przypadkach uzywalismy juz takiego rozkladu (por.
str. 18, prayklad 4). Jeseliby spdlezynnik najwyzszej potegi zmienoej &
w wielomianie ¢g(z) byl rézny od 1, to usuwamy go, dzielge licznik i mia-
sownik tej funkeji wlamkowej przez ten spélezynnik; mozemy si@ zatem
ograniczy¢é w dalszym eragu do badania tylko takich funkeyj ulamko-
wych, w ktérych ten spélezynnik ma wartoé¢ |. Spélezyuniki innych
poteg Z sg dowolnemi liczbami rzeczywistemi. Algebra poucza (por. tom I,
§ 22), ze kazdy wielomian stopnia » wmoina przedstawié jako iloczyn =
czynnikéw stopnia pierwszego:

W, () = a, (¢ — @) (@ — @) ...(x¢ — x,)

przyczem liezby g, @,,...2, sy plerwiastkami réwnania w, () = 0. Nie-

* W podrgezniku Ruziewicza i Zylitskiego p. t. Watep do matematyki
czytelnik znajdzie w rozdz. V dokladne uzasadnienie tego algorytmu.
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ktére a nawet wezystkie czynniki mogs si¢ powtarzaé wielokrotnie (jezeli
réwnanie posiada wielokrotne pierwiastki). Tak wige mianownik funkeji
ulamkowej, majscy spolezyonik 1 przy najwyissej potgdze @, motoa
przedstawi¢ w postaci:
g)=@—ayr@c—py. . .(@—u)...
jezeli @ jest a-krotnym pierwiastkiem réwnania g (x) = 0, § b-krotoym i t. d
Pierwiastki réwoania g(2)=0 mogs byé rzecaywiste i zespolone !.

Wazystkie zespolone pierwiastki réwnasia o spélezynnikach rzeczywi-
stych rozpadaja siq na pary sprzgzone z soba. Jezeli wiec: -

p=p+q
(p> ¢ sa tu liczbami rzeczywistemi a ¢ jest réine od zera) jest pierwia-
stkiem réwoania g (x) = 0, to takie liczba:

p=p—¢
jest pierwiastkiem tego réwnania. Co wigeej, jezeli u jest r-krotnym
pierwiastkiem tego réwnania, to takZze sprzezona z g liczba u musi byé
dokladnie r-krotnym pierwiastkiem tegoz réwnania. Iloczyn kazdej pary
caynnikéw (@ — p) (x — ), odpowiadajaeyeh sprzeionym pierwiastkom,
jest wielomianem drugiego stopnia o spélezynnikach rzeczywistych a o wy-
rézniku ujemnym. I tak:

@—p-@—B=@—p—g)z—ptg=@—p)tqg'=
=a'—2pz +p*+¢*
Wyréznik tego tréjmianu kwadratowego ma postaé:

d=(—2p —4(p*+q)=—4¢
a wige ma wartosé ujemns.

Wobee tego mozemy przedstawié wielomian g(z) jako iloczyn sa-
mych rzeczywistych czynnikéw stopnia piérwszego lub drugiego w postaci:
@28) g@w)=(z—af (@—B).. @+ az+ ) (@ + a2 + b,) ...
przyczem wystgpujace tu tréjmiany maja wyrézniki ujempe. Czynniki
pierwszego stopnia: £ — @, & — f,... odpowiadaja rzeczywistym pierwia-
stkom réwnania g (x) = 0, czynniki zaé drugiego stopnia: 2%+ a, % + b,,
z' + ag® + by,... odpowiadaja parom pierwiastkéw zespolonych, sprze-
tonych. Btopniem wielomianu g (x) jest widocznie liczba n=a 4+ b+4...
+2r42s+4....

Efektywne wykonanie takiego rozkladu bywa pieraz bardzo trudne,
a mianowicie wtedy. gdy trudno jest rozwiaza¢ rdéwnanie g(x)=0.
W praktyce mamy jednak najezesciej do czynienia badzto z latwemi do

¢ Zasadnicze wiadomosci o liczbach zespolonych s3 podane w paragrafach kon-
cowych.
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rozwigzania réwnaniami g (@) = 0, badito z gotowym juz rozkladem funkeji
g (z) na czynniki pierwiastkowe wedlug wzoru (28).

Kazda wige funkecje wymierng ulamkows moina przedstawié w po-
ataci: l

/@)y __ /(@)

g@)  @— )@ — ). (@ + g @+ b)) (@ + ay 4 by) ...
przyczem tréjmiany, zawarte w mianowniku, majg wyrdzniki ujemnoe.
Zalézmy, ze stopien licznika jest muiejszy anizeli stopied mianownika.
Prawg strone mozemy uwaza¢ za wynik dodawania prostszych ulamkéw,
o mianownikach: & — e, (@ — @)?,...(x — a), x — B, (x — B)?,...(x —B)’, ...
a6, (@t a x4 6,)%... (@t a2+ b)), 22 + a; &+ by,....

Okazemy, ze te ulamki mozna tak wyznaczyé, ze liczniki beds
badzto liczbami statemi, badZto funkejami pierwszego stopnia, a miano-
wicie udowodnimy prawdziwosé¢ nastepujacego wzoru:

[(@) _ /(@) _
g(@) (w—i-a)"-(a:—ﬂ)"... @ +a; ¢+ b) (@4 o+ bg)F...
4 4, A,
~—$__Q+(w*a)2+n-+(—m — a—),,+
B, B, B,
(29) topte—m Tt te=aT

Myxz + N, M,z -+ N,

M, x4+ N,
Totasth T @taotir T T @ Faaroy T
le'{“Ql Psw+Q2 Pz + Qs
+w’+a2m—l—bz+(w2—{—a2x+b2)2+"'+(;;+a2a;+b,)’+

Liczby 4,, 4,,... 4.y, 4oy By, B,,... B,,... M, N,, My, N,,... M,, N,
Py Qi Py Q... P,y Q... sy stalemi liczbami rzeczywistemi.
Taki rozklad funkeji ulamkowej na prostsze dodajoiki nazywamy
rozktadem tej funkeji na ulamki czeSciowe.
Dowéd. Rozpoezniemy od pierwszego wiersza w tym wzorze. Utwérzmy
réznice:
/() A,
@—a)f@—BF @+ oot b) @t astb) @—ar
___f_(a:) — A, (2 —B)y... (@ +-a, x4+ b,)...
@ —ea)(@—g)°... (@ +a x4+ b)...
Cheemy te roznice tak uprosei¢, aby jej mianownik mial stopien o jeden
nizszy od stopnia pierwotnego mianownika. Zazadajmy w tym celu, aby
mozpa bylo licznik i mianownik uproscié przez & — a. Jegeli licznik ma

(0
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byé podzielny przez  — a, to liczha @ musi byé pierwiastkiem licznika,
& zatem musi si¢ spelnié réwnodé:

Fla)y— A, (e — ... (@' +aye+ b)) (e +aya+ b)...=0

To si¢ zaé speloi, gdy nieznang dotychczas stals A, obierzemy wedlug
wzoru:

a
an 4,— [la)

(@a—pBr...(a®4a, 00+ b)) (e*+a, @+ b,) ...
Dajemy zatem liczbie 4, te wartodé i upraszezamy licznik | mianownik
drugiej strony wzoru (I) przez & — ¢. Otrzymamy w ten sposéb w licz-
niku jakad funkeje 7, (¢) stopnia nizszego anizeli n — 1, a w mjanownika
odpadnie jeden czynnik & — a.

A wige:

[ (@) A, fi ()

9@ @—af @—aP (@—pBP.. @+ a,a+b) (@ +ay 2 FbyF...

Z praws strons tego wzoru postepujemy zuowu tak samo, a wigc

odejmujemy e
(m I a)a—-l’
byly podzielne przez z — @; z tego warunku wyznaczy sie staly 4,
wzorem podobnym do (II). Postgpujac tak dalej, wyzoaczymy wszystkie
stale A, wszystkie stale B i t. d. w sposéb jednoznaczny, az pozostang
same ‘mianowniki postaci 2 + a, . + by, (@' +a, 2+ 8,)%,...
Po przeniesieniu wezystkich ulamkéw, zawierajacych w mianowni-
kach dwumiany £ — @, £ — §,... 1 ich potegi, otrzymamy po redukeji
funkcje ulamkowsy: )

redukujemy i Zadamy, aby licznik 1 mianownik

R (z)
(@4 a,x+ b)) (@40, 2+ 6). ..
Licznik jest tu stopnia nizszego niz 2r - 25 4 ...
Teraz przystapimy do wyznaczania spolezynnikow M,, N,. W tym
celu przenosimy odpowiedni ulamek na pierwsza strong 1 otrzymujemy:

R (x) M,z -+ N,
(@t a, @+ 6;) (@ +a, & + by) - - @t et bY
R(z) — (M, 24+ N)(z*+a, &4 by) ...
@+ a, 24 b)Y (24 a2+ b)...

Zsdamy, aby licznik i mianownik daly sig uprosci¢ przez &* - a, @ 4- &,
czyli przez (x — p + qi)-(® — p — qi) (zalozylismy bowiem, Ze tréjmiany,
wystgpujace w mianownikach., maja wyrézniki ujemne; a zatem kazdy
z nich posiada pare pierwiastkow sprzezonych).

Licznik musi wige takze posiadaé pierwiastki o,=p-t¢i i ,=p—¢i.
Otrzymamy zatem dwa réwoania:

(11

Rachinek réiniczkowy i calkowy. T 2 3
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R (x) — (M, z, + N,)- (ag + ay @ + ). =0
R (z,) — (M, 2+ N,)+ (@} + 6, &, + by)...=0
wystarczajace do wyznaczenia stalych M, 1 N, (

Przedstawmy liczbe zespolong R (w,):(a? + a, @, 4 b,)... w postaci
F(p,q)+1i G(p,q), to liczba R(ax,): (43 + a; x; + b,) ..., jako sprzgiona
z nia, ma postaé: F(p, q) — i G(p, q). Réwnania (IV) przyjmg wige postaé:
Fip,+iGpq=HM(p+ ¢} + N,
Fpg—iGip)=M(p~q)+ N,
Stgd otrzymujemy z latwoscia:

M, =73 G(p,g), N =F(p,q) — 5G(p,9)

& wige liozby rzeczywiste,

Obrawszy takie M, i N,, mozemy uproéeié liczoik i mimnownik pra-
wej strony we wzorze (III) przez a® 4 a, @ 4 b,. Otrzymamy zatem:

R, (@)
@ 4-a @40,y (@ + as@ 4 b,). ..

Tu stopien licznika R, (x) jest nizszy anizeli 2r — 1 4 23...

Z tem wyrazeniem postgpijemy dalej tak samo, a wige odejmujemy
Y2+ N, redukujemy i upraszezamy, wyznaczywszy odpowie-
(@ +a, 3+ b)Y ’

aw)

dnio stale M, ,, N.,. Postepujac tak kolejno r-krotnie z czynnikiem
z® - a, ¢ + b,, & nastepnie s-krotnie z czypnikiem 2% 4-a, 24 b, i t. d,,
otrzymamy wszystkie stale, wystepujace we wzorze (29). W ten sposch
prawdziwosé tego wzoru jest udowodniona.

Szczegélnie latwo przedstawia si¢ rozklad funkeji ulamkowej na
ulamki proste, gdy rdwoanie g() = O posiada tylko jednokrotne pier-
wiastki. Niechaj:

ga) =@ —a)@—F@—17y)... ®—»)

Zastosujmy do licznika f(#) wzér interpolacyjny Lagrange’a (tom |
str. 605), przedstawiajac wielomian f(x) zapomocs jego wartodei:

1@), f(B)F(v)h...f(v)
w punktach:

x=aqa,pf,7. ..¥
oo (@ — B)( )+ ( )
e —=f@—=y)-..@w—
&= fa—n..an' DT

@—a)y@x—79y)...(xd—v) @—a)(w—p)...
TE—a .G Otz 1)

a)(v—8)...

—~



Podzielmy obie strony przez g (x), to otrzymamy:

AC f(a). 1

4@ (@ —Pla—7p)...(a — v)__'m_..a"'
/@ 1 1) 1
+(ﬂ——a)ﬁ—7)...(ﬂ—_w) a;_.ﬂ+ +...

w~ww—mmw—wh—r

Oznaczmy staly spélezynnik prey - llterq 4, przy — literg Bit.d,,

ﬂ

to z wzoru tego otrzymamy odrazu iqdany rozklad funkcji ulamkowej
n& ulamki proste:

f@) 4 N
s~ i—atiptas
Spolezyunniki 4, B,C,... oblicza si¢ mianowicie wedlug. wzoréw:

T@=fla—y)..@a— T—a)B—7... 8=
Latwo stwierdzié, ze misnownik wzoru na 4 ma wartoéé ¢'(a), podobnie
w B wystgpuje ¢ (,8) i t. d; trzeba tylko utworzyé pochodng iloczynn
@—a(@—f)...(@—») A wige wzorom na spélezynniki 4, B,... moina
tez nadad postaé

f(a) =15

=@ PTEB

Prayklad.
Rozlozyé va ulamki proste fuokejg (por. etr. 80):

1be—17
F—4oF3 -
Poniewas réwnanie @?— 42 4 3 = 0. posiada pierwiastki 1 i 3, przeto
g@)=a'— 42 + 3= (2~ 1) (@ — 3). Rozklad ma zatem postaé:

1be—7 = A + B
2—40+3 o—1" 0-3

Wedlug wzoréw na 4 i B otrzymujemy odrazu:

15.1—7 15.3 =17
d=—y_g =—4% B=Z_5 =1
A wige:
15g~7 -—4+ 19
ot —4x+3 x—1 o©~—3

W ogéloym przypadku, gdy wystgpuja pierwiastki wielokrotne,
obliczanie spélezynoikéw ta droga, ktérs postgpowaliémy prey dowodzie
wzoru (29), jest bardzo mozolne,

.5
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Zwykle szybciej dochodzi si¢ do celu inng, prostszg drogs. Uwal- -
niamy miaoowicie obie strony wzoru (29) od mianownikéw. Po lewe;j
stronie otrzymamy w ten sposéb f(2), a wige wielomiap stopnia co naj-
wyzej » — 1, po prawej za$ stronie wielomian stopnia dokladnie n — 1.
a wigc wielomian, majacy n spélezynnikéw. Obydwa te wielomiany majg
przybieraé te same wartosci dla nieskoficzenie wielu wartosci @, a wige
muszg byé identyczne, to zoaczy, Ze spélezynniki, wystgpujgce po obu
stronach przy rownych potegach zmiennej x, musza byé sobie parami
rowoe. W ten sposéb otrzymamy n rownan pierwszego stopnia na wy-
znaczenie n sialych: 4,, 4,... 4,, B,, B,,... B,,... M,, N,, M;, N,,...
M, N, P, Q, P,, @ ... P, Q... Liczba tych réwnan jest wige wy-
starczajaca. Réwnania te nie moga ‘by¢ ze soba sprzeczne, albowiem zgéry
wiemy, ze istniejs ich rozwigzania: 4,, 4,,..., wyznaczylismy je bowiem
w poprzednim dowodzie w 1nny sposob. Ta metoda poréwnania spélezyn-
nikéw prowadzi zwykle szybko do wyznaczenia potrzebnych stalych.

Przyklady.
1) Rozlozy¢ na ulamki czesciowe funkeje:
bzt —bw 41 o
b — 3¢+ 38 — 23

Najpierw trzeba zoalezé pierwiastki mianownika, t. j. rozwigzaé réwnanie:

zt — 3zt 4 3% — x*
czyli:
o (3? — 3zt 43 — 1y=0
czyli:
otz —12=0 '
Pierwiastkami tego réwnaniasy: ¢, =2, =0, oy, = o, =x, = 1.
Rozklad danej funkcji ulamkowe) ma wige postaé:

S5z —bx 41 B, B,___ B
T(:v——l) “+ +a:—l+.(:v——1)2+(a:

Uwalniamy obie strony od mianownikéw i otrzymujemy:

e
i

Iy

5m‘—5m+l—A sx — 13+ 4 — 12+ B a?(x — 1)t
B,x*(x — 1)+ Bya?
czyli:
bt — S+ 1=4,@*—32+322—2)-+ 4, @ — 322+ 3z — 1)+
+ B, (z* — 22° + a?) + B, (a® — x?) {- B; 2*
czyli: :
"Bat—bw+1=(4, + Bzt +(— 34,4+ 4, — 2B, + B,)z* +
+ (34, —3A,+ B, — B, + By)a* 4 (— 4, +34,) v — 4,
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Spélezynniki przy réwnyeh potegach zmiennej @ muszs, by¢ paramt

sobie réwne, a zatem otrzymujemy nastepujgey uklad réwnab:

4, + B, =5

—34,+ 4, —2B,+ B, =0
34, —34,+B, — B,+ B, =0
— A +34;=—5

— 24, =1
Z tych réwoan otrzymujemy kolejno, poezawszy od ostatniego:
A;=—1, A, =5434,=5—-3=2 B =0—4,=5-—2=238,

B, =3A — A4, +2B, =6-+1+4+6=13
B=—34,+34, B +B,=—6—-3—-3+4+13=1

Wobee tego mozemy przedstawit badang funkeje w uastepu)zcej postaei:

~13 1 =

bat — ba + 1 )
+(:v—l)’

1 3
w°—3w‘+3x5—;’~5—5’+5—1+(w—1)?

2) Roulozyé na ulamki czesciowe funkeje:

2z + 2
(@ —1)(z® + 12
Mianownik ma jui tutaj posta¢ wzoru (28), albowiem eczyonik drugiego

stopnia: &* 4 1 ma wyrédinik ujemny: — 4 (pierwiastki sy urojone, sprze-
tone: -} i, — i) Wobec tego rozklad na ulamki czeéciowe ma postaé:
2242 A M,w+N,+M2w+N, .-

E—N@Fip a—1T w31 T @t iy
Celem wyznaczenia licznikéw uwalniamy obie strony od ulamkéw
1 otrzymujemy:
2a:+2=A(w’+l)“+(M,a:—i—N,)(a:——1)(w’+1)+(M,a:+ Me—1
czyli:
20+42=(4 + M)a*+ (N, — M)a* + 24+ M, — N, + M) o' +
+ (N, — M, + N, — My)z+ (4 — N, — N,).
Spélczynniki przy réwnych potegach zmiennej & muszg byé sobie
réwne, zatem musi si¢ spelnia¢ nastgpujacy ukliad réwnan:
A+ M =0
N—M =0
24+ M, — N, + M, =0
N, —M 4+ N,— M, =2
A - Nl - N’ == 2
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Z tych réwnan otrzymujemy bez trudoodei: A= 1, N, = M, = — 1,
M, = —2, N, = 0, a zatem dang funkcjg mozemy przedstawi¢ w postaci
2z + 2 1 z+1 2z

@—N@+1)r z—1 2241 (@41

Po tych przygotowaniach calkowanie fupkeyj wymiernych nie sprawia
juz trudnosci. I tak chcgc obhiczyé catke:

1= [

wydzielamy najpierw czgsé calkowita i otrzymujemy:

_ f@)
I_fh(a:)da:—}—fg(x)dm

gdzie A(x) jest wielomianem, a stopien funkeji f(x) jest nizezy od stopnia
g(z). Wielomian h(x) calkujemy bez zadnej trudnosei. Nastgpnie rozkla-
damy funkeje 9/% na ulamki czeiciowe wedlug wzora (29), roudozywszy
poprzednio ¢ (x) na czynniki wedlug wzoru (28), o ile jui zgéry funkeja
g (x) nie jest podana w formie takiego iloczynu. Po wykonaniu rozkladu
mamy do czynienia z calkam: nastgpujgeych typow.

a) f:v—- dz = Alog|e —a|+ C
A, (x — )"
—— — — —n — e C =
bj @ —ar der = A f(x a)"dr = A, — . +
— A, + C, gdy n > |
2(1_“'!)(@—(1)"_1 v 24Y
‘e) /x Af:z—ﬂdz, przyczem wyréinik at — 46 < 0.

Calke¢ tg obliczamy metods, podang w przykladzie 10b na str. 28,
a mianowicie;

Mz + N d M 2z 4 di g 2x+a+_‘r_ad
o+ ax+-b 1:’+a:z:+ ) 2 4 ax + b

$ 4 aM dw
=?10g(z +0$+b)+(N“’"§‘)f{:,—_{_——a;—+—b

Sprowadzamy trojmiun £t + az + b do formy kanonicznej: 2* 4 ax 4 b=
2

= (a: +-g) + } (46 —a?). Drugi dodajoik jest tu liczbg dodatnig, ponie-

waz a® — 4 b < 0. Wylgczamy te liczb¢ przed nawias, to:
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L
a\?
2t taz+b=}(4b — a?) (V'j__"')-*-l —
Uzywamy przedstawienia:
2z+4a
V4b—02
Stad:
de =4 Vab — ot dt
a zatem:
/ — %V‘ib——a'dt .
m'—{—a:v—n $( b—a’) (1)
arctgt -+ C= arct, 2z+a+0
V4b—a ® —yzb_ai EVas—at
A wige:
ME—‘I—N +a
(3 )f'+ +—b-da:— loga:’—l—aa:—l—b)-{-y_ ctgy +C

Taks postaé ma calka, gdy wyréznik a? — 45 <<0.

d) Pozostaje jeszeze do oméwienia calka z ulamka, ktérego mia-
-nownik zawiera jakgd wyzsza potege tréjmianu z?-} az -+ b o wyréiniku
ujemnym, a wige calka-postaci:

_ Mz~ N
I= fw*+ax+b)~d

Uzywamy tu tego samego przedstawienia, co w poprzednim przypadku
i otrzymawmy po latwych przerébkach:

Mt BN
SRSl hab 1
H—a 1+ ooy
2N—
Oznaczmy krétko: ——4——~— P. Mamy obliczyé catke:

b — at

Mt P
@+ oy ‘“—f(1+t= ‘”+Pf(l+t*)'

Pier‘wszq z tych calek obliczamy bez trudnodei, uzywajsc przedstawienia
1 + t* =2 Po wykonaniu prostych rachunkéw otrzymamy:
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Mt dt M ,
TFer s mago=TC

Drugs zas calke obhczamy wedlug wzoru redukeyjnego (27), wy-
prowadzonego w § 207 w przykladzie 16.

Zbierajge razem wynikl, do ktorych doszlismy, calkujac funkeje
wymierne, widzimy. ze calka kazdej funkej) wymiernej da si¢ wyrazié
zapomocy samych funkeyj elementarnych, » mianowicie moga wystypié wie-
lomiany (z calkowanma czeder calkowitej h(x)), funkeje wymierne (2 ea-
lek, oméwionych pod b), pod d) z wzoru (w) 1 z wzoru redukeyjnego), lo-
garytmy (z calek omowionych pod 2) 1 pod ¢)) i funkeje arcus tangens
(z calek omoOwionych pod ¢) 1 z wzoru redukeyjnego (27), gdy doj-
dziemy do n =1).

Zasadniczg trudnosé moze tu sprawié tylko rozlozenie mianownika
g(@) na czynniki, t. j. rozwigzanie réwnania g¢(z) = 0. Rozklad zas ua
nlamki czesciowe 1 calkowanie sy czasem 2mudoe, lecz me sprawiajy
zadnych zasadniczych trudnosei.

Przyklady:

3) Obliczyé:

(w)

28 4 22+ 5
fa,-'—4a:+3d"’

Wydzielamy najpierw czeéé calkowitsy 1 otrzymujemy (por. str. 30).

224+ 2245 lba:—— 7
o — 443 +4+ —4z+ 3
Poniewai zas:
152 — 1 4 19

P—dst+3- & 1177-3
(por. str. 35), przeto:
=3z 4+ 4z —4log|lo — t|+ 19log|z— 3|+ C

bt —Hz+ ]
Y I—fz“—3:v‘+3z’—a—:*dm

Na podstawie rozkladu, wykonanego w przykladzie 1) na str 36,
otrzymujemy:

2 1 3 13 1
’“—f[rzﬁr_xﬁ?_—rﬁgrﬁ, da
‘ 13 1
g1 @1y

22+ 2
%) f @@ F1p%

1
:2log|z|+5—}—310g|m——1|— + C
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Na podstawie rozkladu, wykonanego % przykladzie 2) na str. 37,
otrzymujemy:

_ (4 (o4 2xdx
T Jr—1 [x2+1d (a® 1)
dg 2z de
= | — ——— RN
og|.z' ll ‘Lf i+] fm2+| f(x2+])2
I_log|x——l|—§log(l+x‘)—arctgw+1_+—m—y+c

6) Obliczy¢ calke:

| — _da
o / zt + 1
Nalezaloby rozwigzaé rownanie 2% 4 1 = 0. Mozna jednak uniknaé
tych rachunkéw, rozkladajge z* + 1 na dwa czyoniki druglego stopnia
zapomocs nastgpujacego przeksztalcenia.
Dodajmy i odejmijmy 2z? to:
et l=+41+22—222= (224 1?2 — 22 =
=@+ 1422 @+ 1 - |2a)
Rozklad na ulamki ezgseciowe ma wige postaé:
|t Az -+ B Cx+ D
—_ + Ll
:v‘—{-l z’—&—V:c—{—l — 2z 41
Metodg poréwnania spolezynnikéw otrzymamy po wykonaniu pro-

stych rachunkéw:

R L

A wige:

— e — it
N FFES +.) o V2o +1
Obydwie te calki oblicza si¢ odrazu przy pomocy wzoru (30) 1 otrzy-
muje 81¢:

2V2|arctg 2z -+ 1)+ aretg (22 — 1))+ C

7) Dwa ciala, znajdujace sig w roztworze w koncentracjach a 1 b,
wytwarzaja wskutek reakcji chemicznej (dwumolekularnej) trzecie cialo.
Koncentracja tego nowego ciala w roztworze zmienia sig w czasie od 0
do t od wartoéei poczatkowej O do wartosei x. Szybkos$¢ tej reakeji wy-
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raa si¢ zapomocs pochodnej koncentracji # tego nowego ciala wzglq-
dem czasu t. Na t¢ szybkoéé¢ wyprowadzono wzér:

dw
dt
przyczem k oznacza pewng liczbe staly. Cheemy wyznaczyé 2 jako funkeje
zmiennej ¢. W tym celu wyznaczamy najpierw funkecje odwrotns, t. j. ¢,

= kia — 2)(b — =)

. o . dt 1 .
jako funkeje zmiennej 2. Poniewaz E;;_—@' przeto:
dt
a_
dz~ k(a—2)(b — )
a stad:

da
‘=/ﬁw—mw—a

Rozkladamy funkeje podealkows na ulamki czgéciowe:
1
(a—a)b—2) a —w+b —z
Stad 1 — Ab — Az + Ba — Ba.
A wige: Ab+Ba=1, —A—B=0. Stad 4=—B, —Bb-|-Ba=1

a zatem:

1 1
= ==

Wobec tego (zalotywszy, 26 # <a i 3 < b) mamy:

BYE

= Wl———b-) [log(a — ®) — log(b — @)] 4- C

1 a—® ,

Dla ¢t = 0 jest @ =0, zatem:

1 a y
0=a—b10g5+0
Stad: . .
iec:
a wig 1_2
L a—x b 1 a

kt:a—blogb—w'5=a—blog P



Odwracamy te funkeje i otrzymujemy:
1 —

e~

—_ e(n—b)h

—

ol

a stad:
ab(e(a—b)kl — l)

r=
ae(a—-bul _ b

§ 209. Calkowanie nlektorych funkeyj niewymiernych

algebraicznych.

W poprzedoim paragrafie dowicdlismy, ze calka 2 kaidej wymier-
nej funkeji sklada sig z skonczonej liczby funkeyj elementarnych. Funkcje
niewymierne tylko w wyjatkowych wypadkach posiadajg catki zlozone
z skofczonej liczby funkeyj elementarnych. Odnosi sig to nietylko do
funkey) niewymiernych, przestgpnyeh, lecz takze do funkeyj algebraics-
nych. Oméwimy tu kilka takich specjalnych prostych przypadkéw, w ktd-
rych catki funkeyj niewymiernyeh algebraicznych dadza sig wyrazié za-

pomocy funkcy) elementarnych.

A. Pierwszym takim typem jest calka z funkcji wymiernej zmien-

a < P
nyeh: #b @4 . .27, ktére sy funkejami niewymiernemi. Oznaczmy funkeje

wymierng ilukolwiek zmiennych literg £&.
Chodzi wige o obliczente calki- ~

a ¢ L4
(31) I =fR(ac",x",...a;°)dx
- . . a ¢ P
Zoajdujemy wspélny mianowoik m utamkéw B d g
‘.
(31a) zn=t ezyli x=1" .
Jeteli l‘
m=bea =dec’=...=q:p
to
a e e e 0
b =g = toe g —gm = 1,... .00 = t**

Poniewaz ponadto:
dz == mt™"} dt
to:

[— f R(# ... 17"y mtn dt

) podstawiamy:
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Teraz juz funkcja podcalkowa jest funkejs wymierna jednej zmiennej 2
(wszystkie niewymiernosci, wynikajace z ulamkowych wykladnikéw,
zostaly usunigte).

T¢ funkej¢ wymierng calkujemy metodami, oméwionemi w poprzed-
nim paragrafie.

Przyktad.

Obliczy¢ calke:

/V"s - 7Va;'+ 19Va: i
Wz — Va)

Wystepujg tu nastepujace ulamkowe wykladniki: §, §, 4. 3, 3.
Wspélnym mianownikiem jest 12, podstawiamy wige:

@ =13, dg=120"dt
i otrzymujemy:

b t9_7ts+12t6 te — Ttd - 12¢8
._f - 2mar=12 [ EE 2

Pod calkg mamy juz teraz fun_kcje; wymierng. Wydzielamy czgéé¢ calko-
wita i otrzymujemy:®

—7t3+t’+5t+1+5t+]

Pozostawiamy czytelnikowi .wykonanie dalszych rachunkéw.
Ostateczny wynik jest:

— Ve —2nfa+ sl + 30Vz + 120z + 210g (/7 + 1) +
+3l0glla — 1]+ ¢
B. W podobny sposéb postepujemy z nastgpujacs, ogélniejszg calks:

‘ aw  + b b az + b),i )
(32) 1__f cw+g (ch-g ... do
"~ Czynimy przytem zalozenie, ze nie zachodzi proporcja atc=b:g.

a:cj_—j)% ... Aby

Tutaj R ozpnacza funkcje wymierng zmiennych a:,y={;;} +q)

j& zamieni¢ na funkcj¢ wymierng jednej zmiennej, sprowadzamy ulamki

zq)-, %,. .. do wspdlnego mianownika m. Niechaj m=gq-p' =s-r' =...
Uzywamy podstawienia:

(328) (g;i-g)”l‘ —¢
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czyli: SN .
ax + b —¢n
@+ g
& wige:
gt — b
r= a— ct"
Wtedy.

o (EE-ERre
Podobnie:

Potrzebne jest jeszcze:

(@ — ct™)mgt™' + (gt™ — b) emi™! g = 99 be

v = (@ — ctm) (@a— ct™)s

mi™1 dt

Jezeli te wazystkie wielkodci wprowadzimy pod calke, to otrzymamy
funkcje wymierng jednej zmiennej ¢.

Sprowadziliémy wige to zagadnienie do znanych calek.

Przykiadu. 1) Obliczyé:

Podstawiamy _l/ T3~ =1t Stad 2 =3 i -_i_— ::

zakladajac, e @ > 3.

g I—m2t+0+12e 12
= (1 —)8 T —=oy

12¢

Funkeja podcalkowa jest juz wymierns funkejs zmiennej £ Rozkladamy
ja znang metodsg na ulamki czesciowe i otrzymujemy:

: dz =
Wobet tego:

12¢ 3 3 3 3
G—ep i1 = i1 Ty
1 wige:
3
1.=3log|t—l|—*31°g|t+1|_t._1 t+1+c—
- 1], 6t
= 3 log ;+1|+T—t +C



46

Powréciwszy do zmiennej «, otizymamy po uporzgdkowaniu:

zt — O _
1=310g|-yi——-__3-9w|+l/5:—9+ c
2) Obliczyé calkg:

1=/ @’ dw=/._wi_da;
a—1 @—1}

Podstawidmy: (@ — 1)t=t, wigc @ = ¢ + 1, do = 2tdt, zatem:

1=fﬁ'_t“ﬁf2zdz=2fw+at¢+3t'+1)d¢
I=200 4§64 04940 -
I=2(fe -0y +¢Ve— D+ Vo —1p+Vz=T)+C

Uwaga. Do tego typu naleig niektére z t. zw. calek dwumiennych, t. j. z calok
postaci:

D=fz"(a+bx)'dx

2 mianowicie wtedy, gdy albo % albo w jest liczbg calkowity (w tym drugim przy-
padku ‘sprowadza si¢ te calke do typu B przez podstawienie a - bz = z). Takie gdy
sums % 1w jest liczbg catkowits, mozna t¢ calke sprowadzié do typu B, piszge ja

W postaei:
R R LEL

Udowodniono ') jednakze, ze tylko w tych trzech przypadkach calka dwumienna
jest funkcja elementarna. We wezystkich pozostatych przypadkach (np. dla 4= ,x=1})
otrzymujemy 2 calek dwumiennych nowe przestepne funkcje, nie nalezace do funkeyj
elementarnych.

C. Bardzo czgsto wystepujg w zastosowaniach calki postaci:

©) f Rz, y)do = f R(a, Vaz* F b5 F o) da

przyczem R(w,y) jest funkcja wymierng dwéch zmiennych @ i y; nato-
miast R(x,y), uwazana jako funkcja zlozona jednej zmiennej @, jest naj-
czgsciej funkeja niewymierns. Zakladamy przytem, ze funkeja pod pier-
wiastkiem jest nieujemna, a wige drugi pierwiastek z tej funkeji ma
wartosci rzeczywiste. Okazemy, Ze calki tej postaci mozna zawsze przez
odpowiednio dobrane podstawienia sprowadzié do calek z funkcyj wy-
miernych jednej zmiennej, a wige s3 one w kazdym przypadku funkcjami
elementarnemi. Rozréznimy tu 3 przypadki, zaleinie od znakéw spél-
czynnikéw a i ¢ tréjmianu ax®--bx -, a mianowicie: 1°a >0, 2°c=0,

1) Dowdd podad Czebyszew wr 1863 w 18.ym tomie Journal de Liouville.
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3’ a <0 i réwnoczesnie ¢ < 0. Przypadkiem a==0 npie trzeba sig tn
zajmowaé, wtedy bowiem mielibysmy do czynienia z calks: '
fR(a:, l/ba: +¢)de B -

nalezgcs do oméwionego poprzednio typu B (zapomocg podstawienia
bo 4 ¢ = t* sprowadzamy jg do calki z funkeji wymiernej). W calym
rachunku chcemy operowaé tylko liezbami rzeczywisteni.

1°, Jezeli a > 0, to uzywamy podstawienia:

33) Vaz* 5 bz +c=t+axla |

Jest ono tak dobrane, ze po podniesieniu obu stron do kwadratu odpadns.
wyrazy, zawierajgce &® 1 pozostanie réwnanie pierwszego stopnia na
wyznaczenie & jako funkeji nowej zmiennej ¢ I tak;

ax? + b2+ c =13 2zt )2+ axt

a wige:
bo+ c=t+2is)a
a stad:
=
. = 2ifa
Wobec tego:

g — i —e¢
Vaa:’+bw+c—t+VZ;_2tV‘_z

— 21 —
g 20— 21 Va 2cVEdt
(b—2t)ap
Wprowadzajac te wyrazenia w calkg (C), otrzymamy funkecje wymierng
zmiennej £,
 Zamiast podstawienia (33) mozna takze uzyé podstawienia:
(339) " Ve Ftz Fe=t—ala
Prayklady.
Obliczyé calke:

_ dx

Ve a2
Aby wyrazenie pod pierwiastkiem bylo dodatnie, musi byé |k| < 2%
w razie gdy k jest liczbg ujemng. Poniewaz a = 12> 0, przeto mozemy
uzyé podstawienia (33a) i otrzymamy:

Vet at=t—a

k4wt =2 —2tp + o
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a stad:
t _k t*—k t’—{—k
= k ? — —_——=
a="g Vb=t — e =t
t’+k
dp=-_" g 9
Zatem: )
itk dt
I= ft‘—{-k TR t—f =log{¢| 4 C
czyli:

(34 / T = logla+ Vot 4.0

Do tej calki sprowadzamy z latwoscia calke:

. 1, waf—'i‘x’d”
Poslugujemy si¢ w tym celu calkowaniem ,per partes‘, kladge:
Vi

du =

u, dz=dv

8|

dz, v=2a
k 4 o

Zatem

dz
I, =2V +zt— k4 ztdo + k
oV + o /V + z? do + Vit o
L =zlkFo— I, + klog |z + VkE F 2|+ C
‘21,=:ka+a;?+klogl:v—f-V/c-}-:vH-{—C,

8 wiec ostatecznie:

(35) ‘ 1,:j'Vk+x2dx=5 @VE Lz + klogle + V£ )+C

(Poréwnaj ten wzér z wzorem 2Ha na str. 261).

Do obliczenia tej calki moinaby oczywiscie dojéé takze, uiywajac
odrazu podstawienia Vk - o = ¢t — . lecz droga, ktdrej tu uiyto, pro-
wadzi szybeiej do celu.

Uwaga. Obierajge we. wzorze (34) & = 1, otrzymujemy:
dx —
34a ——— == log (x 1+at) 4 C
(34a) _/V1+a;‘2 g+ )1+ +
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(snak bezwaglednej wartodei mozna opudcié, poniewaz zawsze jest
z+ )1+ o* > 0). Wiadomo (por. tom I, str. 290—291), ze funkcja

log (¢ +- V1 -+ %) jest funkejs odwrotng wzgledem funkeji hiperbolicznej
% = sin hyp y; oznaezamy )§ symbolem y = arsinhyp x. Zatem:

(34b) /VT%?= arsinhypz 4 C

Piszqe teo wzér w tej postaci, spostrzegamy analogje z znanyw wzorem (12):

—l-—-szz:—arcsm.'v+0
— o

Podobnie kladse k= — 1, otrzymujemy wzory:

%",__T = log|m+l{a:’— 1| +C=arcoshypz 4 C (dla 2>1)
porgi .

=arcoshyp(— z)+C (dlaz<<—1)

przyczem y = arcos hyp o jest funkcjs odwrotng wzgledem funkeji hiper-
bolicznej @ — cos hyp y.
2° Jezeli ¢ =0, to uzywamy podstawienia:

(34¢)

(36) Vaz® F bz + c=Vec + to

przez co osiagamy, ze po podoiesieniu’ do- kwadratu odpada wolny wyraz
po obu stronach. I tak:

aw’+bw+c=c+2twyz+t’z’
ax? 4+ bo = 2w |c + 12
az +b=2t)c + t*2

_2tfe —b

a— {2

l’aw’+bw+c=yz+t-2ta_yi—-—;——b

Zatem zaréwno z, jak i Vaz® + bz F ¢, wyrazajs sig wymiernie zapomoes,
nowej zmiennej f, wobec czego i calka (C) zamieni sig na calke z furkeji
wymiernej.

Podstawienia tego uzywa sie zwlasacza wtedy, gdy a jest liczbg
ujemns.

Przykéad.

W teorji ruchu wahadlowego wystopuje calka:

"/m

Rachunek rézniczkowy i calkowy. T, 2.
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Spélezynnik @ ma tu wartodé — 1, a wiec nie mozna uiyé podste-vie-
nia (33), o ile checemy operowaé tylko liczbami rzeczywistemi; natomiast
¢ =0, a wigc moze byé uzyte podstawienie (36). Podstawiamy wigc:

Vba:—w’:-—-Vf)al—ta:

Stad:
b — 2% = 22
a wiges
b — 26t e bt
— —— — ¥ =
w_l_’-t,, da:—“_*_mzdt. Voz x_l—{—ti
Zatem:

B dt

Sprowadziliémy w ten sposéb-badang calke do calki z funkeji wymierne;,
a mianowicie do.ealki, oméwionej dokladnie juz w § 207 (przyklad 16),
ktérg sig oblicza przy pomocy wzory redukeyjnego.

3° Jezeli a <0 i ¢ <0, a wyrazenie y = l'aa:' + bz 4- ¢ ma byé
rzeczywiste, to réwnanie:

(r) agt 4 br 4 c=20
musi posiadaé pierwiastki rzeczywiste. Albowiem:
b\ dac—bY
—-— 2 — — —_—
y=ax +b:v+c.._a[(a:+20) + ia ]

Poniewaz a < 0, przeto i wyrazenie, w klamrze zawarte, musi mie¢
wartoéé ujemna, a to moze zachodzié tylko wtedy, gdy 4ac — 67 <0
czyli b* — 4ac> 0; wiadomo zaé, ie wtedy réwnanie (r) ma pierwiastki
rzeczy wiste. Oznacamy te pierwiastki literami a i §. Tréjmian az? + bz +- ¢
mozna wigce przedstawié w postaci a(z — a)(z — ), a wiec:

y=Vaw'+bw+c=Va(.’v—~a)($—ﬂ)

Zalétmy, ie z > a. Wylaczajac p;zed pierwiastek £ — @, otrzymujemy:

y : y=(x — a) ﬂ“’__ﬁ’
B T —a

a wige catka (C) nalezy wtedy do typu B.
Przez podstawienie:

(37) ‘/M:g
r—a

sprowadzamy jg zatem do calki z fuokeji wymiernej nowej zmiennej ¢,
jak to oméwiono w przypadku B.



b1

Do tego samego wniosku dochodeimy, zakladajac z < @, poniewaz

wtedy:
y=(a—=z I/a_____(x'“ﬂ)
r—a

Podstawienia (37) mozna uzyé zawsze. gdy réwnanie (r) posiada pier-
wiastki rzeczywiste, a wige takie wtedy, gdy a > 0 lub ¢ > 0.
Prayklad.
Obliczy¢ calke:

JV=oF5s—6dx
Z réwnapia — @ 4 By — 6 == 0 otrzymujemy pierwiastki:
e=2 f=3
a wige: .
— by 6= —(z—~2){x—3)=(— DB —2x)

Zaléimy, ze 2 <& <3, to iloczyn ten jest stale dodatni a zatom pier-
wiastek, wystepujacy pod calks, jest rzeczywisty. Wtedy:

V—w+ww~6=Ww—mw—wpﬂw-mVij;

Uzywamy podstawienia:
3 -z
[Pz

Wtedy: _
33—z 34 2¢ — 2t
-~ {8 — —
$_2~t, = (L dz (1+t2)2dt
3 4 2 t
A TEs 6 (3T 28 )*
V=¥ 6= —2)t= 15
A wiec:

fl/v—w9+5a:~6da;:f~;2p—dt

0+ o

Sprowadziliémy wiec to zagadnienie do catkowania funkeji wymiernej.

Pozostawia si¢ czytelnikow: dalsze wykonanie rachunkéw (rozklad na

ulamki czesciowe, zastosowanie wzoru redukeyjoego 27 z § 207).
Wynik:

/I/—-—x?‘—{—bcv—de: —iarctgl/ ijg—{— 2:04- 0 V=o' +52—64C

Podstawienia, zawarte we wzorach (33), (36) 1 ({37), sluigce do
uwymiernienia funkeji podcatkowej w calce typu C, nazywamy podsta-
wienlami Eulera,

4%
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Czgsto uzywa sig dla takich calek takze innych podstawied,a mia-
nowicig_podstawien trygonometrycznych, ktére zamieniajs funkeje podeal-
kows nie na .funkcje wymierng lecz na funkcje przestgpna, jednakze
datwg do calkowania. Zanim si¢ uzyje takiego podstawienia, nalezy spro-
wadzi¢ tréjmian, znajdujgcy sig pod pierwiastkiem, do formy kanonicz-
nej, to znaczy przedstawié go jako sumeg lub rézinice dwéch kwadratéw.
Poniewaz zakladamy, ze pierwiastek z tego tréjmianu jest rzeczywisty,
przeto mogs tu wystqpié tylko trzy pastepujgce formy kanoniczne;

@+ k3, o — k% kA — o

natomiast nie moze wystgpi¢ forma — 2® — k2 _
Sprowadzamy wige catke (C) do jednej z nastgpujaeych calek:

2) fR, (@, V=2 do, b) f Ry(a, V& 1) do,
o) f R, (2, Vo — ) do

a) W pierwszym przypadku uzywamy podstawienia:

(38) @ ==kesint
zakladajae, ze k jest liczbs dodatnig.
Wtedy:
Ver o =iy —kfsintt = & VT —sin% =k cos ¢

dx =k cos t dt
i otrzymujemy calke:
fR,(lc 8in ¢, kcos t)k cos ¢t dt

Taky zaé calke, zbudowang w sposéhb wymierny z fuokeyj trygonome-
tryczaych, latwo jest zwykle calkowaé, jak to zobaczymy dokladoie
W pastgpnym paragrafie. Mozna takze uzyé podstawienia: z = k cos .

b) Takie w drugim przypadku uzywamy takiego podstawienia, by
zoikngl drugi pierwiastek. Tu juz podstawienie (38) nie prowadzi do eelu,
natomiast nastgpujace podstawienie okazuje sig odpowiedniem:

(39) T=ktgt
Wtedy bowiem: -

Vor £ 52 =i tg ot F &kt = k)1 + tg 3t = ksect = _E

cos t
L ke
T cos it

Calka b) zamieni si¢ wiec na:

ksin ¢ k k
R |—-, _=_J|.
f l(cost’ cost) cos'tdt *
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a zatem jest znowu zbudowana w sposéb wymierny z funkeyj trygono-
metrycznych sin ¢, cos t.
¢) Wreszeie w trzecim przypadku odpowiedniem podstawieniem jest:

(40) &= ksect
Istotnie wtedy:
Vo __k:-:-l/k’secit-—ks kVsec®t — 1 =ktgt

ksint
dp =30t 4y
cos %

a wige z calki ¢) ofrzymujemy:

k Esin#\ ksint
fR’ (cost' cost).cos’t at

a zatem znowo funkejg, zdozons w sposéb wymierny z funkeyj sin# i coss

8 210. Calkowanie funkeyj, ztoZenych w sposéb wymierny z fankeyj
trygonometryoznyeh.

Zajmiemy sig tu ocalkowaviem takich funkeyj wymiernyeh dwéeh
zmiennych: R(y,s), w ktérych y =sin 2, 2= cosx. Sg to wige funkeje
zlozove jednej zmiennej x:

R(sin 2, cos )
Wykatemy, 2e calke z kazdej takiej funkeji mozoa preeksstalei¢ na
catkg z fuukeji wymiernej nowej zmiennej ¢, te zatem kudda taka calka
Jjest funkejg elementarng. W tym celu usywamy w calce:

I:-afR(sin o, cos o) do
podstawienia:

x
(41) ] tg§:=t

Wiadomo bowiem z trygonometrji, ze wszystkie funkeje trygonometryczpe,
83 wymiernemi fuokcjami tej nowej zmiennej ¢, & mianowicie:
1 — 18

ire

8in @ == — Co8 o == -——

l+ g
Potrzebne jest jeszeze dz. Otéa:

= 2arcigt
a wobec tego:
2dt

dg == ——;

1 t=
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Po wykonaniu tego podstawienia calka I przyjmuje postat:

2¢ 1—y 2
1—/hh+n‘L+Ml+ﬂd
a wige funkeja podealkowa nie zawiera zadnych pierwiastkéw ani funkeyj
przestgpnych, lecz jest jakad wymierng funkeja R,(¢) jednej zmiennej ¢:

Iz::fR,(t)dt

Motemy zatem wykonaé calkowanie metodami, wylozonemi w § 208,
Jako wynik otrzymamy zawsze elementarng funkeje zmiennej ¢, a wige
elementarng (zwykle zlozons) funkeje zmiennej x.

Przyktady.

1) Obliczyé catke:

[= dx
'—f5+3cosx

Uzywamy podsta.wienia (41) i otrzymujemy:

1= )i~/ = [sre=/cre
5+3;+; 5+5¢=+3—3e2 §ten~ Jaqrp
I= e
‘k./‘l_f_(_')z
Kladziemy 2£'=u, dt == 2du i otrzymujemy:

du

[=1} l+r—=§arctgu+0 ,}arctg2—{—0

czyli:
I == } arctg (5 tgg—) +C

2) Obliczyé calke:
fcos ¥y do
I= :
- sin g
Podstawienie (41) prowadzi do nastgpujacej calki:

= SR e

1= 445 ~ 2108l + 5] +©

czyli:

1
I:;‘[ét?’— ~ 2log

2

wh|+ iy +o
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8) Catke:
I=fsin 82 cos x dx

checemy sprowadzi¢ do calki z funkeji wymiernej Uizywajaec podsta-
wienia (41), otrzymujemy:

2t \° [1—2 24y (1 — 1
i G A o
14/ \14¢2) 142 64 (1 4 ¢v* dt
Uzyskalismy wprawdzie wymierns funkeje¢ podcalkows, lecz dalszy ra-
chunek, prowadzacy do obliczenia tej calki, bylby bardzo ucigzliwy. Przy
rozkladzie na ulamki czeéciowe otrzymalibyémy bowiem 8 ulamkéw po-
. At+ B 4,t+B "
staci: J] jt’l’ (1’ :—t’);"” a wige trzebaby rozwigzywad 16 réwnan

celem wyznaczenia spélezynnikéw 4,, B,, 4, B,....
Zobaczymy jednak (na str. 56), ze calke te mozoa obliczyé w 8po-
86b o wiele prostszy, uzywajac innego podstawienia.

4) Sprowadzié do catki z fuunkeji wymiernej calke:

] f dz
E— T v
asin¥z -+ 2b 8in z cosx + ¢ cos iz

Przy pomocy podstawienia (41) uzyskujemy:

,=/ He _
oa + 20 i + (R
::Qf (14 1) dt

Tatt+ 40t — 9 F (1 — oip

Prostszg formg jednakie uzgskujemy, uzywajac tu podstawienia:

tgx =1t

Po podzieleniu licznika i mianownika przez cos tr otrzymujemy bowiem:

! = _ dt
atg®x + 2btgx + ¢ ) ar F 2bt F ¢
a do tej calki moina zastosowaé metodg, podang w przykladzie 10b na
str. 23.

Jakkolwiek wige podstawienie { = tg gprowadzi do celu zawsze, gdy

funkcja podcalkowa jest zbudowana w sposéb wymierny z funkeyj try-
gonometrycznyeh, to jedoak w wielu wypadkach praktyczniejsze sg inne
podstawienia i inne metody catkowania. Tak si¢ ma rzecz np. przy obli-
czaniu calek postaci:
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(T) 1 =fsin *x cos 'z d

ktére wystgpuja bardzo czgsto w zastosowaniach. Wykladniki s, k¥ mogg
tu byé dowolnemi liczbami calkowitemi (dodatniemi, ujemnemi lub ze
rami). Rozrézniamy tu kilka przypadkow.

a) Jezeli ktérys 2z wykladnikéw jest rowny O, to otrzymujemy calke:

fsm ‘wde lubfcos *zdx, a do tych calek stosujemy wzory redukecyjne,

oméwione w §§ 206 i 207 (wzory 17, 17a, 20 i 20a na str 14, 15,
21 i 22).

b) Jezeli s jest liczba dodatniq, nieparzystq: s =2n -+ 1, to przed-
stawiamy calke w postaci:

I=fsin ¥pcostrein pdy = —f(l — co8 ¥p)" cos *z d (cos @).

Widoczne jest, ze podstawienie:
cosg =1t

sprowadza funkej¢ podealkows do funkeji wymiernej:

= —~f(1 — t%)7 ¢
Przykiéad. .

Zastosujmy to podstawienie do calki
1 =fsin Sg. cos 'z dw

{oméwionej oa str. 55, przykl. 3). Otrzymamy:
I= -—ﬁl — cos ®x)® cos sz d (cos ) = _f(l — 2Rl =

= ~f(¢- — 248 - 19) dt
Zatem:
I=—}t34 45— §t'+ C= — §cos "z} §cos’z — }cos'w+ C
Widzimy, o ile szybeiej prowadzi to podstawieoie do celu anizeli ogélne
o @
podstawienie fg s=t

c) Jezeli k jest liczbs dodatniq, nieparzystq: k=2n + 1, to udy-
wamy podstawienia:
sing ==

Calke [ mozemy bowiem wtedy przedstawié¢ w postaci:

I= | sin ‘2 (1 — sio *0)" coswdy = [ sin‘p(1 — sin *@)" d (sin @)
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A wige:

,,=f,(1 — oy
Prayktad

b, — Qi1n -71\2
]=:fctg°md:c=fc?sfdm= a _s’f'i”ld(m, x)
sin b

81D °x

Dla sin 2 =t otrzymujemy:

(1 — 12 1
1=f—,T“d“=f(;a*t‘a+;)d‘=—%‘—‘+‘"’+l"8|‘| +C

A wigc:

J= — ——+

4 sin ¢

+ log|sina] + C

sin ’m

d) Jezeli ktéraé z liczb s, k jest dodatniq, parzysta, to sprowa-
dzamy calke do przypadku a), zastepujgc dla s = 2n funkcjg sin %z przez
1 ~cos'z, 8 w przypadkn k = 22 funkecjg cos 2r przez 1 — sin %2

Przyklad.

co8 1 — s8in %g)®
sin 3p sin 3%p

——— — —— sin @ dx
8in ’m fsm ) +

Pierwszg 2 otrzymanych calek obliczamy przy pomoey wzoru reduk-
eyjnego (17 a):

dx cos @ sin ~%g de cos 2
s"_fsin B —2 +§fsinm=_2sl'n ’w+’}fsmw

A wige:

co8 @
I " 28intw 8in w-l»—fsm @ dz =
co8 @ @
——m—%—glog ly—éI——cosm-}- c

(Uiyliémy tu wzoru 23 na str. 24 do obliczeniafgg)%v).

e) Jezeli obydwie liczby $ i k sa ujemne, to albo s + k= — 2n,
albo s + k= —2n — 1. Wtedy mnozymy licznik przez: 1" == (sin‘s 4
+ cos®»)” i rozkladamy dana calke na sumg kilku calek, nalezacveh do
poprzednich typéw.
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Przykiad.
Obliczyé:
f dz
l= | ————
8In ¢z cos '
Tas+bk=—-4—-3=—-7T=—-2.3—1 a wigc n=23. Piszemy za-
tem w liczoika zamiast dz iloczyn (sin’z +4.cos z)® dr i otrzymujemy:

] __f(sin tx + cos )3 dw

sin ¢ cos 3z

_fsiu S22 - 3sin ‘x cos bz + 3 sin iz cos ‘x + cos %z

: dz
8In ‘g cos ¢

czyli:

sio %y cos m cos Ix
= de 4+ 3 | —— + ——e —Zdx
cos 3z 8iD ’a: gin $x

Z tych calek pierwsza nalezy do typu d) drugs obliczamxpoalugu_js,c 819
wzorem 24 na str. 2D, a trzecia | czwarta naledq do typu c¢). Po wy-
konaniu prostych rachunkéw otrzymamy:
__ sing
T 2costa

2 L L

sin x 3 sin 3z

+ § log|tg(5 + 3){ —

Uwagi.

1) Jezeli 8 + k= — 2n (prayczem jedns z tych liczb mode byé¢ dodatnis), to
bardzo praktyczne jest podstawienie:

tgrxe==t

dx dx
I'= [ wge—= | wo e
sin *x Ccos *r conts +COS°T

_ s:?:‘:x dz =/(1+tg’zrd(tgz)

) 2
i €08 'z tg *x

sz@-i”i'-)-'drzf(tlz+2+z-)d¢=—-7’+s:+gu+o

I= —ctgz 4 2tgz + §tg% 4 C

9) Jeieli suma wykiadnikéw jest liczbg ujemns nieparzystg: s 4-k==—2n —1,
to korzystnie jest uzyé podstawienia:

Prayklad.

x
!g-é-:!

jezeli w mianowniku jest tylko potega funkeji sinx (t. j. 80, £=20 jak w przy-
kladzie 2 na str. 54), a podstawienia:
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lg*(iﬂ—:t):l

jedeli w misnowniku jest tylko potega funkeji cos x (t. j. jeleli k <0, v 2 0.
Przyktad.

Obliczyé:

sin 2z

cos 3z

1=
Kladziemy tg §(} # — 2)=1¢, to 7—; —_ —;-::—- areigt, z =4 -~ 2aretgt,

dr = ‘+”. sin(§n — z) = 1_+_t,—cvosx::: cos(&n—-—z)...—-:f:—_smz

Zatem:
)
I=_2 __2_ i f(r_2
/ s 1+" f o= *f ( *
I=—3(—4t72— 2log|t]+3t8)+C=
—p T Hlesleidr—a)| - duidn —a) 4 C

1
2 l(_&n
sin &
2cos iy

+logltei3n— )|+ C

Stosujge do calki (T) oméwione tu podstawienia 1 przeksztalcenia,
zamiast jednolitej, ogélnej metody, oméwionej na str. 53, uzyskujemy to,
ze rozklad funkeji wymiernej, otrzymanej pod calks po tych przeksztal-
ceniach, otrzymuje si¢ odrazu, bez mozolnego nieraz obliczania spélezyo-
nikéw rozkladu tej fuskeji na ulamki czeéciowe.

Zar6wno wéréd calek z funkeyj algebraicznych, jak i wéréd calek
z funkeyj przestgpnych, znajdujemy bardzo wiele calek, ktére sie nie
dadza sprowadzié¢ do funkcyj elementarnych a wige pie dadzg sig cal-
kowaé elementarnemi metodami. Do takich calek nalezs, jak to juz wepom-
nielidmy w § 209 B, niektére calki dwumienne. Takiemi s takze w ogdl-
nym przypadku calki, zawierajace drugi pierwiastek z wielomianu wyz-
szego stopnia anizeli 2, np.

fyaw’—l—bw*-}-cac—}-ddw, fl/a, ot + ay ¥ 40, 2 + a, x + a, dv

Calki, w ktérych wystgpuje tylko drugi pierwiastek z wielomianem 3-go
lub 4-go stopnia, nazywamy catkami eliptycznemi. Nazwa pochodzi stad,
e takie calki wystgpujg przy obliczaniu dlugodci tuku elxpsy (por. § 229);
wystgpujg one takie w licanych zagadnieniach fizyki matematyczne_)
i techniki. Jeseli pod pierwiastkiem wystepuje wielomian jeszcze wyi-
szego stopnia, to calke nazywamy hypereliptyceng. )
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Takze nastgpujgce catki z doéé prostych funkeyj przestepnych nie
dadzg sig wyrazié zapomocs funkeyj elementarnych:

ff-‘dm, gz , fsm 2 o, fe"" dz
» log o » .

Okazemy w dalszych rozdzialach, ze rozmaite takie calki mozna obliczaé
i badaé przy pomocy nieskohiczonych szeregéw. Kaida z nich okresls -
jakaé nows funkeje przestepna, nie nalezges do funkeyj ,elementarnych.

W ten sposéb rachunek calkowy wprowadzil wydatne rozszerzenie
zakresn badaf matématycanych.




ROZDZIAL XVIIL

O calkach oznaczonych.

§ 211. Definicja pola Bgury plaskiej. ’

Pojgcie calki pozostaje w bardzo bliskim zwigzku z pewnem za-
gadnieniem geometrycznem a mianowicie z badaniem pél rozmaityeh po-
wierzchni plaskich. W matematyce elementarnej poznaje si¢ metody, shu-
tace do znalezienia liczby, ktdéra jest miarg powierzchoi dowolnego wie-
lokata (ograniczonego odcinkami linij prostych); te liczbg nuzywamy
polem tego wielokata W szczegdluodei przyjmiemy tu jako znany wzér
na pole prostokata i opierajge si¢ tylko na tym wzorze, podamy metodg
obliczania pél dowolnyeh powierzehni plaskich, ograniczonych takze li-
njami krzywemi. Najpierw weimiemy pod uwage powierzchnig, ograni-
czong fukiem jakiejs linji o réwnaniu:

y="7(@

rzgdoemi w puoktach koncowych tego luku i osia z-6w (jak na fig. 2).
Zaléimy, ze fuokcja f(x) jest ciagle w badanym przedziale i nieujemna,
t. j. 2e cala badana powierzchnia
lety nad osig odcigtych. Przy po- AY
mocy wiadomosdci z matematyki
elementarnej nie potrafimy w ogél-
nym przypadku zoalezé liczby, kté-
raby podawala w sposéb zupelnie A
scisly miarg takiej powierzehni a na- 0
wet nie posiadamy definicji takiej
liczby, ktéraby naleialo nazwad po-
lem tej figury: nie mamy bowiem
nawet 2adnego &cislego praktycaz-
nego sposobu mierzenia takich po-
wierzchni. Oté2 pierwszem naszem zadaniem bedzie konstrukeja takiej
ogblnej definicji pola, ktéraby odpowiadala intuicyjnemu pojmowaniu pola.
Powierzchnia, o ktéra nam chodzi, jest z jednej strony ograniczona od-
cinkiem ab, lezgeym na osi 3-6w. Dzielimy przedzial < a, > na do-

DN

7

L)
N\
N\
NN
DN

N
DN

NS

O

N\

N
NN

NN
§§

AN
N\

NN
MR

J ki

N

SR

Q
~
=~
.
-~
»
el
o




62

wolna, skoficzong liczbg czgéci, np. na n czgsei niekoniecznie réwoych,
obierajac w tym przedziale w zupelnie dowolny sposéb kolejne punkty
o odeigtych: @y, Ty, Ty ... Tpey. Wtedy a <y <& <@y <.oo < Buoy <O
Wykredlamy ragdoe danej linji, oaleisce do tych punktéw. Rozkladamy
w ten sposéb dans powierzchnig na skoriczony szereg paskéw. W kazdym
z tych paskow rzedne danej linji o rownaniu y = f(x) osiagaja wartosci
najmniejsze i najwigksze, odpowiadajgce najmniejszg] wartosci m, i oaj-
wigksze] wartosei M, funkeji ciaglej f(#) w kaizdym z przedzialéw o sze-
rokodei @, — x,_, = Ax,. Przez najoizszy punkt linji w kazdym pasku
wykre§lamy odcinek prostej réwnoleglej do osi odcigtych az do prze-
cigcia sig z rzednemi, ograniczajacemi dany pasek. W ten sposéb otrzy-
mujemy figure schodkows, zlozong z skofezonego szeregu prostokatow.
Nazwijmy te prostokaty minimalnemi. Suma pol tych prostokatow, zacie-
niowanych na fig. 2, jest rowoa:

5 = my (B, — @) 4 my (@y — @)~ my (5 — T,) + .o+ M, (b — )
czyli:

(42) s =m, Ax, 4 my Aw,—}-—m,dw,—{—...—{—m,,dw,,nZm,dag,
i (=1

Przy kazdym podziale przedaziatu <Za, 6> otrzymamy w ten sposéb jakas
wartos¢ s na sume pél prostokgtéw mioimalnych. Zbiér tych wezystkich
liczb s jest ograniccony wzgéry liczbs M.(b — a), gdzie M oznacza naj-
wigkszg wartosé funkeji f(x) w calym przedziale <la,b>, liczba ta bo-
wiem jest polem prostokata ab BE, zawierajgcego wszystkie szeregi pro-
stokatéw minimaloych. Wobec tego zbior liczb s posiada kres gérny, t. j.
istnieje najmniejsza z liczb, ograniczajacych zbior liczb s zgéry. Oznacemy

ten kres gorny symbolem K({s] lub wyrainiej: K[Zmi Aa;,}« Otéz ten
i=1

kres gorny pdl szeregéw prostokatéw minimalnych obieramy za miarg

pola figury ab BA. Przyjmujemy wige nastgpujaca definicje pola takiej

figury: kres gérny pdl wszystkich szeregéw prostokatdw minimalnych jest

miarg badanej powierzchni; nazywamy go polem tej powierzchni:

P=Kls)= [Zm, Az, }

fol
Krétko, lecz mniej dokladnie, mozna powiedzieé: za miarg takiej powierzchni
obieramy gorny kres pél wszystkich mozliwych figur schodkowyeh, wpi-
sanych w te powierzchnig.
Cale powyisze rozumowanie odnosilo sig do funkeyj nieujemnych
a wige do powierzchni, lezgcych nad osig odcigtych. Postepujac podobnie
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dla funkeyj niedodatnich w badanym przedziale (por. fig. 3), stwierdzamy, ze
szereg prostokatow minimalnych zawiera cala badang powierzchnie. Liczby s,
okredlone zapomocy wzoru (42), 34 w tym przypadku liczbami niedodatniemi,
albowiem wszystkie n, 53 nie-
dodatnie. Wobec tego 1 kres WKY
gérny K(s] tych liezb ¢ nie
moze byé liczbg dodatnis. Na-
tomiasgt liczba — K (s] jest wte- 0
dy nieujeming i te liczbe nie- —

" ujemng uwazamy za miarg ta-
kiego pola, lezacego pod osig
odcigtych. A wige dla f(z)<C 0
jest: P==— K|[s]=

. Uwags. Do definicji pola takich powierzchni, lezacych pod osia x-6w, moznaby
uzyé prostokatow maksymalnych, t. j. odpowiadajacych najwyZszym -punktom w kaz-
t:lym pasku. Kres dolny odpowiednich sum, wzigty ze znakiem przeciwnym, nale-
-zaloby wtedy uwazaé za miare takiego pola. Okazemy pézniej, ze Ula funkcyj cisg-
lych ‘f('x) obydwie te definicje daja te sama liczbe¢ P jako miare pola te] powierzchni.
Deﬁmqe te, zaréwno jak i niektére twierdzenia z nich wynikajace, mozna stosowaé
takze w przypadku, gdy funkeja f(x) jest nieciagla lecz ograniczona i posiada skon.
czona liczbe punktéw nieciaglosei. Istnieje bowiem wtedy zarowno kres girny jak
1 kres dolny sum. wystepujacych w tych definicjach.

.W ten sp?séb mamy juz okreslone pole kazdej powierzchni. ograni-
czone) tukiem lioji o réwoaniu y=/(z),gdzie f(z) jest funkcja ciagla. rzed-

Y4

Fig. 4a. Fig. 4 b.\

semi w punktach kodcowych tego fuku i osia odcigtych. Jezeli za$ po-
wierzchnia nie matej postacy, lecz jest geometryczng sumg lub réznicg takich
czedei, to za jej miarg przyjmujemy sume lub réznice pol tych czesei
Tak np. pole figury, ograniczonej krzyws zamknigts na fig. 4a, oblicza
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sig jako réinice pél abBCA i abBDA, przyczem aA i bB sa skrajeemi
rzedoemi. .

Pole, zawarte migdzy byperbolg a promieniami OAi OB na fig. 4b,
wyznacza sig zapomocs wzora 2. (0CB—DCB), przyczem pola OCB 1 DCB
wyznacza si¢ zapomoceg ogdlnej definicji (pole trojkata OCB moina obliczyé
takze odrazu przy pomocy wzoru, znanego z elementarnej geometrji). Pole
odcinka paraboli na fig. 4¢ wyznacza si¢ zapomocyg wzoru OCB+ OAD —
ECB+ DEA, przyczem kaide z pél, wystepujagcych w tym wzorze, moina
wyzmaczyé przy pomocy ogélnej definicji.

Korzystanie z tej ogélnej definicji jest narazie trudne, poniewaz nie
znamy zadnego dogoduego algorytmu, prowadzgcego do efektywnego wy-
znaczenia gornego kresu dla dowolnego zbioru liczb. Aby uzyskaé taks
dogodng metode rachunkows, przydatns do oaszego zagadoienia, nalezy
sig zajaé dokladnie sumami, wystgpujagcemi we wzorze (42), a w szcze-
golnoéei gérnym kresem takich sum. Uczynimy to w nastgpoym para-
grafie, ujmujac cale zagadnienie w sposéb czysto arytmetyczny i znaj-
dziemy nieoczekiwane zwigzki tego zagadnienia z omawianem w po-
przednim rozdziale zagadnieniem szukapia calki czyli funkeji pierwotnej
danej funkeji /().

§ 212. Definicja calki oznaczone;j.

Weimy pod uwage dowolna funkeje y = f(x), ciagly w przedziale
< a, b > (dla ilustracji mogg stuzy¢ figury 2, 3 lub 5), przyjmujacg w nim
dowolne wartosei (dodatnie lub pie-
1 dodatnie). Obierzmy w tym prze-
'dziale dowolny skofczony, wara-
stajgey zbiér liezb:
2y Xg- - Bpeye
Pomnéimy kazds z réznie: .
dp, = @, — a,
dey =2, — .. A, =b—ux,_,
przez najmniejszg wartodé m, da-
nej funkejt w kazdym z tych prze-
Fig. b. dzialow Az, i utwérzmy sume tych,
wszystkich iloczynéw, t. j.

lo

(42) s=m, 4z, +m24m,+...+m,,Aa:,,=2m,Aw,
{=1

Nazwijmy to wyrazenie dla skrécenia sumg dolng. Jezeli bedziemy obie-
rali punkty podzialu w rozmaitej ilodci i w rozmaite sposoby, to otrzy-
mamy jaki§ 2bidr tych liczb s. Ten zbidr jest ogramiczony ezgdry liezbs
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np. M-(b— a), gdzie M oznacza najwigksza wartosé badanej funkeji f{x)
w calym przedziale <la,b>. Wynika to stad, ze kazde m, jest nie wigk-
8ze od M, a wigc:

zu'm,dw, < Mifda;, =M@ — a)

{w) i=1

Istnieje zatem kres gérny K[s] tyeh wszystkich liezb s, odpowiadajacych
wezystkim mozliwym skonczonym zbiorom liczb @,,;,... #,1 2z prze-
dzialu <<a,b>. Do oznaczenia tego kresu gornego uizywa sie takiego
symbolu, ktéry zawiera wyrainie badang funkcje /() tudziez liczby a1 b,
ograniczajgce badany przedznal Uzywamy mianowicie zamiast K(s| na-

stgpuiscego symbolu:
L
f /(@) de

To wyrazenie nazywamy catka oznaczong z funkcji f(x) od a do b 1 czy-
tamy: ,calka od a do b z f(z) dz*. Liczbe a nazywamy dolng granics calki,

b gbrna, a f(x) funkcjs podcatkows. Znak fjest stylizowang literg S 1 ma
przypomioaé, ze to jest kres gérny pewnych sum. Symbol zas dx przy-
pomina, ze warto$ci (najmniejsze) funkeji podcalkowej munozylidmy przez
réinice Adz,. Doszlidmy zatem do nastepujscej definicji: wartosé cadki

oznaczonej z funkcji f(@) od a do'b jest to kres gérny sum, wyrazonych
wzorem (42), czyll:

(43) ff(a:) do = K[s] = {Zm,da:,]

{=l

Z powyiszego rozumowania widzimy, ge kasda funkcja ciggla posiada
calkg - oznaczong czyli jest calkowalug, oczywiscie w kaidym takim prze-
dziale, w ktérym jest ciagls.

Symbol catki oznaczonej zdefiniowalidmy na razie tylko dla a < b.

Jeteli @ > b, to znane nam jest znaczenie aymboluff(:v)da:; jest to
misnowicie kres gérny K(s| liczb s, otrzymanych prey podzmlach prae-

dzialu <b,a>. Otéz w tym przypadku dajemy symbolowi f [l@)d=

Rachunek réinjczkowy i catkowy. T. 2. 73
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znaczenie — KJs] czyli:

(44) ff(a:)da:= —»l/‘f(a;)da:

a

Ten wzér stuzy do uzupelnienia definicji calki ozpaczonej w przypadku,
gdy a > b; jest oo jednak prawdziwy takze w przypadku, gdy dolna
granica calki jest mniejsza od gornej, jak sig o tem przekonujemy, mpo-
zac obie strony wzoru (44) przez — 1. Chcae wreszeie, aby symbol catki
oznaczal jaka$ liczbe A takze wtedy, gdy a = b, kierujemy si¢ w dobo-
rze tej liczby A tem, aby sig spelnial wzor (44) takze dla tego przy-

padku, t. j. aby by!off(:c) de = -—-ff(m) dx czyli A= — 4, a wige

24 =0 a stgd 4 =0. Nalezy wigc obra¢ 4 =0 Przyjmojemy zatem
vastgpujaca dodatkows definicje:

(45) f fl#)dw =0

Nalezy dokladnie odréinia¢ calke ozmaczonq od oméwione) w poprzedsim
vozdziale calki nicoznaczomej. Calka oznaczona jest bowiem zawsze jakas
liczbg, podczas gdy calka niegzpaczona przedstawia nieskonczong gromade
funkeyj. Litera z, oznaczajaca zmienusg niezaleing w symbolu calki ozpa-
czonej, nie figurnje zatem w koncowym wyniku, a wiec mozemy js za-
stapi¢ dowolng ipng liters. Tak wige symbole:

f f(@) da, f Flu) da, f £ty d, f iy, / f2)d

i t. p. majg wszystkie tg samg wartodé K[s], sy wige wszystkie soble réwne.
Uzywajac symbolu catki oznaczonej, mozemy napisaé omodwinpe
w poprzednim paragrafie wzory pa pole w npastgpujgce) postaci:

P =ff(w)da;, jezeli fle)=0 1+ b6>a
(46)

[
P=-ff(w)d<c n f@=0 , b>a
Pole powierzchni. lezgcej nad osig odeigtyeh, ograniczone lukiem linji
o rownaniu y = f(x), skrajnem rzednemi i osig odcigtych, rowuna sig
zatem calce oznaczonej z tej funkeji od a do b; pole zas takiej powierz-
“bni, lezacej pod osig odcigtych, jest réwne wartosci takiej calki = prze-
sewnym znakiem,
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Sprowadziliémy w ten sposéb zagadnievie obliczania pél do zagad-
nienia czysto arytmetyczoego, uzjskalismy ogélny wzor na obliczanie pél,
z drugiej zaé strony uzyskaliémy dogodna intgrpretacje geometryezns catki
oznaczonej, w razie gdy funkcja podcalkowe nie zmienia zuaku w prze-
dziale calkowania,

§ 213. Twicrdzenie o wartodei éredniej dla calki oznaczonej.

Wezystkie sumy s (por. wzér 42), ktérych uzywalidmy przy defi- '
nicji calki oznaczonej, ss ograniczone liczbami m(b—a) 3 M(b—a),
gdzie m oznacza najmniejszg wartosé funkeji f(x) ciaglej w calym prze-
dziale <{a,b>> a M najwigkszg. Zatem i kres gérny sum s jest zawarty
w przedziale <m(b — a), M(b — a)>, to zuaczy, se zawaze spelniaja sie
warunki:

(47) m(b—a)§ff(a;)d:n§ M — a)

Wobec tego calka ozbaczona jest réwna jakiej§ wartosei posredniej po-
migdzy dwiema liczbami ograniczajacemi. Dobierajac wige odpowiednio
liczbg g, posrednia migdzy m a M, otrzymujemy wzdr:

(48) - ff(w) dz = u(b — a)

Twierdzenie to nazywamy twierdzenlem o warto$ci §redniej dla calki
0znAcZOne).

Liczbg p, wyznaczong z tego wzoru, t. j

o) f f(@) dw
- = b
—Q

nazywamy Sredniq wartosciq funkcji f(x) w przedziale <a,b>>. Takich
éredoich wartosci uzywa sig bardzo czesto, zwlaszcza w paukach tech-
nicznych: mdéwi eig tam np. o éredniej wysokosei jakiego$ profilu, o §red-
niem patgzeniu pradu zmiennego, o éredniej wydajnosci rozmaitych Zré-
del pracy, a wazystkie te $rednie wyznacza si¢ wlasnie zapomocs tego
wzoru. T¢ Srednig warto$é mozna uwazaé — jak pédiniej zobaczymy —
za uogélnienie sredniej arytmetycznej skohczonej liczby rzednych. Préez
tej_ dredniej wartodci funkeji uiywa sip w wielu zagadnieniach takde

a’s
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t. sw. $redniej kwadratowej, okreslonej nastgpujacym wzorem:

(50) 6! = b—»_'_—a ff’(w)dw

Stad o rowna sig drugiemu pierwiastkowi prawej strony.

Jezeli funkeja f(x) nié zmienia zoaku w przedziale calkowania, np.
jest stale npieujemna, to mozemy interpretowaé twierdzenie o wartodei
éredniej w bardzo dogodny sposéb geometrycznie. I tak z fig. 6 jest wi-
docznem, ze mozna zawsze dobra¢ taka wysoko#é u prostoksta o pod-
: stawie ab, Ze jego pole réwoa sig polu
Y badanej powierzchni ab B4, a wige:

abBA = (b—a)-pu

czyli: .

ff(w)dm=u(b — a)

1

Te rzedng g uwazamy wlasnie za éred-
Fig. 6. nig wartoéé funkeji f(x) w przedziale
<a,b>.
Jezeli funkeja podcalkowa f(x) jest w calym przedziale <a,b>
nieujemna, to i calka oznaczona z tej funkeji jest w tym przedziale nie-
ujemna. A wigc: '

b
(51) ff(a:)d:vg_O dla f2)=0
Wynika to z wzorn (48), w ktérym jest u =0 i b —a > 0. Poniewaz
funkeja podeatkowa jest ciggla w przedziale <la, b>>, przeto musi przyj-
mowaé kaizdg wartos¢ posrednia w miedzy m a M przynajmuoiej dla jed-
nej wartosci x, np. dla x =f{=a+ F(b—a). Wtedy wigc u = f(§)
a wzér (48) przyjmuje postac:
b

(52) f/'(w)" dz == f(§)(b — a)

a

§ 214. Addytywnos$é calki oznaczonej.

Calki oznaczone posiadajg pewng zasadniczo wazng wlasnoéé, zwang
addytywnosciag. Wlasnoéé t¢ wyrazamy nastepujacem twierdzeniem.

Jezeli przedziat <a,b> jest suma dwich przedziatéw <a,c> i e b>,
to calka oznaczona od a do b jest sumaq catek od a do ¢ i od ¢ do b.
ta jest:



(53) ff(m) dz =ff(m) dx +ff(fv) dz

Dowéd, ff(x)dx: K(s] = K, gdzie K oznacza kros gérny sum 8, utworzo«

nych wedlug wzoru (42) dla wszystkich mozliwych podziatow odcinka ab. Podobnie

ff(x)dx:K&a,]:K, jest kresem gbrnym podobnych sum ¢ dla odcinka ae,

nff(x)dx = K,[#) = K, sum &, dla odeinka cb. Mamy wykazaé, 26: K = K, + K,.

Owz K' = K, 4 K, jest kresem gornym zbioru wszystkich liczb s =38, +}s,
(por. tom I, § 26, str. 99), jako suma kreséw goérnych zbiordw liczb 8, i & Kuda
liczba &' =35, -5, jest réwna jakiejs liczbie 8, odnoszgeej sig¢ do ca?ego odcinka ab,
a wige zbidr liezb &' rawiera sie calkowicie w zbiorze liczb 8 Wobec tego kres gérny
K’ nie moie byé wigkszy od K. Okatemy jednak takie, Ze nie moie byé¢ K' < K.
Gdyby bowiem tak bylo, to istnialaby przynajmniej Jedna liczba 8, nazwijmy jg
8, wicksaa od K’ a zatem wigksza od wsaysthich lczb s'. Otéz latwo stwierdzié, .de
niema takiej liczby w zbiorze liczb s. Jedeli howiem & naley do zbioru liezb 3, to
ydpowiada oua jakiejé sumie:

;= mi("t| - a)+m,(x.‘, - xl)+""+ml("tk - xﬁ—1)+ +m'l(b - xl—l)

Jezeli wiréd punktéw podzialu znajduje sig punkt ¢, to ta sgma Jest-zarazem jakad
liczbg ze zbiorn liezb &, np. liezby &, a wiec wtedy 8=4', nie jest wigksza od
wszystkich Viczb &', Jozeli za$ punkt ¢ nie znajduje si¢ wéréd punktéw podziatu, to o lety
on migdzy dwoma punktami podzialu, np. migdzy @s—1 8 ®x Utwérzmy sume ', na-
lezgey do zbioru liczb 8/, dobierdjge ten punkt ¢ do punktdw ,, ,, - . k-1, Ta .o . Tny.

Wtedy :

7 =m (2, — a) £ my(@, — 2,) 4 .. my (e = Tao)  my (@ — ). (b — Ta1)

Otéz ta sums nie moze byé mniejsza od s, albowierp réini sie od niej tylko tem, se
zamiast ‘dod_ajnika mg(xy — xx-1) = A4 wystgpujg dwa dodajniki: my(c ~ xp) 4
4 m; (2 ~ ¢} = B.

Ale m, i m; nie moga byé mniejsze 0od my, s3 to bowiem najmniejsze wartoéei
funkeji f(x) w czedciowyeh przedzialach <ap—1.¢>, <e,2%>, podezas gdy ms jest
najmniejszg wartoécia tej funkeji w calym przedziale <{@x—1,xx> Jest wiec B =4
a woboc tego & ¢ > 5. Okazaliémy wige, Ze zadna liczba ze zbioru liczb 8 nie moze
byé wigksza od wszystkich liczb zbioru 8’. 8 wige i od ich kresu gérnego K', a to
dowodzi, 4e nie moze. byé K’ < K. Przedtem zas dowiedlismy, Ze nioc moze byé
K’ > K a wieec musi byé K’ =K czyli K,+ K, =K, ¢ b. d. o

Wzér (53) jest prawdziwy takze dla przypadku: ¢ =105, wtedy bo-
wiem lewa jego strona jest zerem na podstawie wzoru (45) a prawa na

podstawie wzoru (44).
Puokt ¢ moze lezed takze poza przedzialem <a,b>, np. moze byé
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a < b <c Stosujac bowiem wzér (53) do liczh a...b...¢c, otrzymamy:

3 [ ¢ [] []
ff(a;)da; =f/(a;) dz +ff(:v)da: :nff(a))dw —-ff(a:)dw
a stad:
ff(w)dm =ff(ac)dw —}—/f(w)da;

a wige otrzymamy znowu.wzor (53). Trzeba przytem oczywisdcie zalozyé,
ze funkcja jest ciggla takie w tym szerszym przedziale <la,c¢>.

Wzér (53) mozna uogolnié na dowolng skonczong liczbe dodajnikéw.
Tak np. dla » dodajnikéw otrzymujemy:

(53a) ff(w) Ja m/f(m)dw +ff<w> do +ff<m>dw to. +[f(m) do

Najprosciej dowodzi sig tego zapomdcy indukeji zupelnej.

Zastosowania.

1) Na podstawie tego ostatniego wzoru mozemy podaé geometryczng
interpretacje calki oznaczonej takie w tym przypadku, gdy funkeja pod-
AY calkowa zmienia znak

w przedziale <Za, b>

c skonczong liczbe razy

/ /// Niechaj linja ACEB pa

7 oznaczong od a do b
z tej funkeji rozdzie-

Fig 7 lamy wedlug wzoru

(53a) na takie czgscl,

fig. 7 bedzie obrazem

takiej funkeji. Calke
aby w kazdej z nich funkeja podcalkowa nie zmieniala znaku. Otrzy-
mamy zatem :

ff(w)dw = }(w)dw +f“}(w)dw +f}(é)dw +ff(w)dw

Wedlug wzoréw (46) z § 212 pierwsza i trzecia 2z calek prawej strony-
przedstawiaja ujemne wartosci pél P, i P,, druga zaé i czwarta dodatnie
wartosct P, i P,.

Wobee tego:

ff(m)dw:::-—P.+P,——P,+P‘=(P,+P4)—(P1+P,)
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Zatem: calka oznaceona preedstawia sumg pol, lezacych nad osig od-
ciglych, pomniejszong o sume pdl, lezacych pod ta osig, czyli algebraiczng
sume pol, opatrzonyeh odpowiedniemi znakami. Chege za$ otrzymaé
sume wszystkich pél bez zmiany znako, nalezy obliczyé kazds z tych
calek zesobna.

Moina jednak takze poda¢ wzér, przedstawiajacy sume tych wazyst-
kich pél zapomocy jednej calki. W tym celu nalezy utworzyé symetryczne
odbicia w osi -6w powierzchni, lezgeych pod osig odeigtych. Wtedy
f(x) zamienia si¢ na |f(x)| i otrzymujemy na calkowite pole wzérs

(54) P—=P 4P+ Py+ P, =f|ﬂw)|dw

2. Opierajac sig na addytywnosci catki, mozemy zacie§nié przedzial;
w ktéry zamkoelismy calke oznaczons przy uiyein wzorn (47) na

str. 67. Wiemy, ze calka jako kres gérny sum dolnyeb s=2m,dw,
{=)
vie jest mniejsza od zadoej z tych sum, t. j.-

zn’m, Ar, < f f(2)de

im]

Znajdziemy obecnie takie gérne ograniczenie dla tej calki. Podzielmy to
calke na dodajniki, dzielac przedzial <a, 6> punktami @, &p,... B,y 1 do
kazdej catki skladowej zastosujmy wzér (47).

Oznaczmy literami M,, M,,... M, najwigksze wartosci funkeji f(@)
w kazdym z czedciowych przedzialéw o szerokosciach Az, Ax,, ... Am,.
Z wzoru (47) otrzymujemy:

&
m, A4, g/f(x) dz < M,Am, dla i=1,2,. ..
Xy

Utwérzmy sume tych wszystkich calek, to otrzymamy:

(55) zn'm,dav,gfbf(x) dx ng,Aw,

l=l faml

Zamknglismy w ten sposéb calke oznaczong pomigdzy dowolng sumg
dolng i odpowiadajace jej sumg gdrng. Te ograniczenia s zwykle blizsze
calki anizeli liczby m(b—a) i M (b — a), wystgpujace we wzorze (47)
a odpowiadajace prostokatom abCD 1 abBE na fig. 2 str. 61. .
3. Opierajac sig na addytywnosei calki oznaczonej, mozemy wyjaénié
awiqeek Sredimiej wartosci funkcji 2 $redniq arytmetycang (por. § 213).



2

Niechaj f(x) bedzie funkch ciggla w przedziale <<a, b>. Podzielmy
b—a
n

lejne punkty podzialu literami: a,,aq,...a,, i rozlézmy calke wedlug
wzoru (D3 a):

ten przedzial na n réwnych czedci o dlugodei h = . Nazwijmy ko-

r

ff(w)dw =f}(w)dw +fa}(w)dw +--.+f°f(a:) do

Do kaidej z tych calek zastosujmy twierdzenie o wartodci éredniej, wy-
razone wzorem (D2), to otrzymamy:

b—a b—oa b—a
R (L N (AL

F(E)(b—a)= f(§)
a stgd:

=T8I+ 1)+ 1

Widzimy, 2e érednia wartodé funkeji f(x) w przedziale <Ca,b> jest
réwna gredniej arytmetycznej wartoéei tej funkeji, dobranyeh odpowiednio
w dowolnie wielkiej ilodci przedzialéw ezgéciowych. Te czefciowe prze-
dzialy mozna tez braé nieréwne, np. o dlugosciach hy, hy,...k,, ktérych
suma jest réwna b — a,

Wtedy otrzymamy:

F8) (b —a)=h, fl§)+h f(&)+ ... + haf(En)
QZy]iI
f(g) _hlf(gi) +h1 f(gi)+"+hnf(€n)
- hy 4 hy ... b,

Praws strong nazywamy Sredniq arytmetyceng wazong wartosei
16, f(&),... f(E,) a spolezynniki hy, hy ...k, nazywamy wagami tych war-
todei funkeji. Widzimy wige, ze &rednig wartodd f(£) funkeji w przedziale
<<a.0> mozemy takie uwazaé sa drednig arytunetyczng wagong dowoloej
liczby rzednych, branych z tego przedzialu, = odpowiedoiemi wagami.

§ 215. Calka oznaczona jako funkcja swe] gérnej graniey. Zwigzek
calki oznaczonej z funkeji ciaglej z calka nicoznaczons.

Jezeli funkcja f(x) jest ciggla w przedziale <a, 6>, to jest ciggla
takze w kazdym przedziale <la, t>, gdy a <t <{b, a wigc istnieje takze
calka z tej funkeji dla kazdego takiego przedzialu <la, t>>. Do kazdej wiec

[ 4
liczby ¢ # przedzialu <Ca, b>> istnieje odpowiadajeca jej liczba:ff(a;)da:



' 78

a wige ta calka ognaczona od o do ¢ jest funkejs swej gérnej gra-
nicy ¢:

f f(@)do = p(t)

Okazemy, te ta funkcja @(t) jest ciggla.
W tym celu badamy pezyrost:

/

et +h) —o@it)= [ flo)ds — | f(®)de

(przyczem ograniczamy sig do takich A. aby punkt ¢t A lezal takse
w przedziale <<a, b>).

Stosujge do pierwszej calki twierdzenie o addytywnosci, ezyli wzor
(63), otrzymujemy:

P+ h) — p(t) = f f(@)dz + f f(@) do — f f@) do = f f(@) do

Z twierdzenia o wartodci redniej, wyragonego wzorem (48) otrzymujemy:

pit+h)—o@t)y=p(t4+h -ty=p-h

gdzie p oznacza jaksé wartodé podrednig migdzy najmniejsag a najwigksza
wartodcig funkeji f(2) w przedziale <<t, ¢ 4+ A>. Stad latwo wnioskujemy,
poniewaz p-h dg2y do zers, gdy h daty do zera, 2e:

lim @(t.4 h) = @(2)
A0 .

To zaé znacay, 26 funkcja @(t) jest funkeja ciagly, Dowiedlismy wige,
te catka oznaczona jest cigglq funkcjn swej gdrnej gramicy,

Poniewaz funkcja podcalkowa f(m) jest ciagly funkejs w przedziale
<a, b>, to motemy zastosowad twierdzenie o wartodci Sredniej, wyra-
zone wzorem (B2) i otrzymujemy:

et +h)y—@t)=f(§)-h=hf(t+3h), gdue 0 LI
Stgd:

%w = f(t4 k)

Poniewaz f(@) jest funkejs ciggla, to istnieje granica prawej strony,
gdy h dazy do zera, a mianowicie: f(t). Istniejo wigo takge granica lewej
strony, czyli pochodna funkeji @(f). Zatem:

¢ =lim 4_’9'*‘_"2;'_’_@ =f(t)



4

czylix

d [ |
(56) 5 Jr@de=ro

Ten wzor ma nadewyczaj doniosle znaczenie dla rachunku calkowego.
Treéd jego wyraza si¢ npastgpujacem twierdzeniem: pochodna z calki
oznaczonej 2 funkeji ciaglej weddug jej gornej granicy catkowania (uwaza-
oej za zmienny) istnieje i jest rdwna wartosci funkcji podcalkowej dla
tej gornej gramicy.

Poniewaz ¢’ (¢) = f(¢), przeto @(¢) jest jedny z funkeyj pierwotnych
fuokeji £ czyli jedog 2z gromady funkcyj, zawartych w calce nieozna-
czonej z tej funkeji f(f), t. ). jest jedng z funkeyj, zawartych we wzorze:

ff(t) dt = F(t)+C

Pooiewaz zaé kaida funkcja ciagla f(¢) posiada calkg oznaczong, jak tego
dowiedliémy w § 212, przeto kazda funkcja ciggla posiada jakqs funkcje
pierwotng, Wiemy za$, ze, jezeli istoieje jedna funkcja pierwotna, to musi
ich istnieé cala gromada (por. § 203), a zatem istnieje calka nieozna-
ezooa 2 f(¢). W ten spoaéb udowodniliémy prawdziwesé tego zasadni-
czego twierdzenia, ktére przyjelismy bez dowoda w poprzednim rozdsiale,
a mianowicie: dla kaddej funkcjt ciaglej istmieje catka nicoznaczona.
Jakkolwiek wige przy pomocy metod, poznanych w poprzednim
rozdziale, nie 2awsze potrafilismy zoalezé calke nieoznaczong z funkeji
ciaglej (por. zakohczenie § 210), fo jednak teraz juz wiemy, ze te calki
nieoznaczone istnicjg, przeprowadziliémy bowiem dla nich dowdd istnienia
(przechodzac w rozumowaniu przez definicje i wiasnosei calki oznaczonej).

§ 216. Obliczanie calki oznaczonej przy pomocy calkl nieoznaczonej.

Wykazalismy w poprzednim paragrafie, ze dla fuokeji ¢(¢), okre-
dlonej wzorem:

(w) ff(w)dw::cp(t)

jest @'(¢)==f(t), v ile f(w) jest fuokojy ciagla. A wige @(¢) jest jedng
z funkcyj pferwotnyeh, naleigcych do funkeji f(¢) czyli jedog z gromady
fuokeyj, zawartych we wzorze:

ff(t) dt = F(t)+4 C
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Aby wybrad t¢ funkeje, o ktérs nam chodzi, naledy wyznaczyé w odpo-
wiedni sposch staly € Otéz widocznem jest z wzoru (w); ze:

ff(w)dw = @(a)=0

Trzeba wige tak obra¢ staly C, aby sig spelnial warunek: F(a)4 C=0
ezyli C= — F(a)
A wige:
_ @(t) = F(t) — Fla)
czyh:

f f(x) dw= F(t)— F(a)

Kladge tu ¢=2». otrzymujemy ostatecznie:

(67) f f(@)dz = F(b) — Fla)

co mo#na zapisaé takie w postaci:

(57 ) f flo)dz = ( f /@) dm)._,," ( f /(@) ”’”)

Symbol (W(x)),.. oznacza tu, 2¢ w wyrazeniu W(z), zawartem w nawia-
sie, pojmowanem jako funkcja zmienne) , nalezy za x podstawié a.
Wystepujgca tu funkcja F(¢f) jest zupelnie dowolng funkejs pierwotng
funkeji f(¢). Gdybysmy bowiem obrali dowolng inng funkeje pierwotng
F (ty=F(@)+ C, to.

F,(b) >~ F\(a)= F(}) + C, — F(a)— C, = F(b) — F(a)

a wige wartodé prawej etrony wzora (57) pozostalaby niezmieniona.
Trzeba jednak o tem pamigtaé, ze F(b) i F(a) sa wartodciami lej samej
funkeji pierwotnej; nie mozna wige braé np. F(b) — F\(a). Uzyskalismy
w ten spoadb scisly zwigzek miedzy calks oznaczong a calks nieozpa-
czong a mianowicie:

catka oznaczona z funkcji ciqglej jest réwna régnicy pomiedzy war-
toscig, ktéra przyjmuje dowolna funkcja pierwotna tej funkeji dla gdrnej
granicy calkowania a wartoscia lej samej funkcji pierwotnej dia dolnej
granicy calkowania.

To twierdzenie sprowadza badanie calek oznaczonych, zdefinjowa.
nych bez uzycia rachunku rézniczkowego (jako kres gérny pewnyeh
sum), do calek nieoznaczonych, otrzymanych z 2agadnienia odwrotnego
wzgledem rézniczkowania. Cheaec mianowicie obliczyé wartodé calki ozna-

»
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czounej z jakiejkolwiek funkeji ‘ciaglej w granicach od a do b, obliczamy
najpierw jej calke nieoznaczong i wybieramy z tej gromady fuokcyj
pierwotnych jedng dowolng, np. F(z) a bpastgpuie tworzymy réénico
F(b)— F(a), t. j. prayrost tej funkcji pierwotne] w preedziale <a. b>.
Uzyskaliémy w ten sposéb bardzo dogodng metodg obliczania calek ozoa-
czonych, mozemy bowiem tersz zuzytkowat wszystkie metody, poznane

w poprzedoim rozdziale. Tak np. cheae obliczyé:fain z dr, wyznaczamy

0
najpierw catke nieoznaczons:

fsinwdw:—cosw-f—(;

Wybierzmy np. tg funkejo pierwotns, dla ktorej C=0, » wige F(z)=
= —cos@. Otéz pa podstawiec wzoru (b7) otrzymujemy:

jsinwdw:: —~cn—(—casl)=—(—1)—(—1=2

Geometryczne znaczenie tego wyniku jest nastgpujgce: pole, zawarte
migdzy osig odeigtych a poléwkg fali sinusoidy, ma wartoéé 2.

Opierajac sig na wzorze (b7). okazemy, #e do definicji catki ozna
czonej (i pola) moina- zawiast sum dolnyeh, wyrazonych wzorem (42)
z § 211, uiyé takze sum gérnych, wyrazonyeh. wzorem:

(42a) S = M, Az, + M, Aw,+...+M,Aa;,=2M,Am,
(=]
przyczem M,, M,,... M, oznaczajs najwigksze wartoSci danej funkeji f(x)
w odpowiednich przedzialach.
Dowdd. Kres doly tych sum istnieje. Nazwijmy go calksg gdrna
2 funkeji f(@) od @ do b i ozoaczmy js symbolem:

jfa:)dax

a

(Calkg oznaczona, pojmowang jako kres géroy sum dolnych, nazywajg
tez calks dolng). Do tej calki gérnej odnoszy sig — jak latwo spostrzec —
wazystkie, pozoane poprzedoio dla calki okreélonej twierdzenia, a w szczegdl-
nodei wzory (44), (4D), (62), (53), (56) 1 (B7).

A wige ta calka gérpa jest takze réwna réznicy wartodci, ktére
przyjmuje dowolpa funkcja pierwotna F(x) funkeji f(2) dla gérnej i dolnej
granicy calkowania, t. j.:

\ -
(67a) f f(z)dz = F(b) — F(a}
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A wige pa podstawie wzoru (56) jest:

]b_f(a:)da;=ffwdm

A zatem dla cigglych funkeyj f(z) calka gérna jest réwna calce ozna-
czonej Mozemy wige pojmowaé calke ozuaczong z funkeji ciaglej takie
jako kres dolny sum gérnych. Stad wynika, ze pole figury, ograniczonej
osig odcigtych, lukiem dowolnej linji ciagle] i rzednemi w koacowych
punktach tego fuku, mozemy pojmowaé takze jako kres dolny sum pro-
stokatéw maksymalnych (opisanych, gdy pole lezy nad osig odcietych
a wpisanych, gdy pole lezy pod osia), jak to juz zaznaczono w uwadze
w § 211. Stad takze wynika, ze wielkosé takiego pola pie ulega zmianie
przez odbicie symetryczne danej powierzchni w osi odcigtych, przez takie
bowiem odbicie wszystkie prostokaty maksymaloe zamieniajg si¢ na mi-
nimalne i odwrotnie, a kres géfny zamienia si¢ na kres dolny, réwny
kresowl gérnemu ze zoakiem przeciwnym i odwrotnie.

Opierajac sig na wzorze (57), wyprewadzimy z rozmaitych ogélnych
twierdzet o calkach nieoznaczonych odpowiednie twierdzenia o calkach
oznaczonych.

§ 217. Wylgezanie stalego czynnika przed calke oznaczona.
Calka oznaezona z suiny.

A. PoznaliSmy pastgpujace twierdzenie, odnoszace sig do calek nie-

oznaczonych: jezeli h(w)=A.[(x) przy 40, to:fh(:v)dw=Aff(w) do

czyli:
fAf(a:)da;: Aff(:v) do
(por. § 205, wzér 14). '

Jezeli H(z) jest jakakolwiek funkcjs pierwotns funkeji A(x), a F(x)
funkeji f(z), to mozemy napisaé powyzszy wazdér w postaci:
H{z) 4 C= A(F(@)+- C,))

Podstawmy tu za & najpierw b a potem @ i 6dejmijmy od pierwszej
w ten sposéb otrzymanej réwnosei drugs, to zostanie:

H(b) — H(a) = A(F(b) — F(a))
czyli w mysl wzoru (57):

fh(w)dx=Aff(w)da:
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a to znacky fe:

(58) f A<f(@)do=A- f f(@) do

Dowiedlismy zatem, #e staly czynnik réiny od zera moina wylaczye
2 funkeji podcatkowej przed znak calki oznaczonej.
Whoiosek:

(58a) j—-— f(@)de = —ff(z) do

B. Do calek nieoznaczonych odnosi sie oastepujace twierdzenie
o calkowaniu sumy (t. zw. calkowanie przez rozklad). Jezeli:

h(z) = f(@) + g(@)

f h(e) ds = f (@) do + f 9(@) dz

(por. § 205, wzér 15). Zatem:
/ (@) + g(@) ds = f /(@) dw + f 9(2) dz

Niechaj H(x), F(z), G(z) oznaczajs funkcje pierwotne fuokeyj: h(g),
f(z), g(x). Powyiszy wzér mozemy zatem napisaé w postaci:

H(z) 4 C = F(@)+C, + G@) + G,

Podstawmy tu za & najpierw b a potem a i odejmijmy od pierwszej
w ten sposéb otrzymanej rdwnosci drugs stronami, to otrzymamy:

H(b) — H(a)=F(t) — F(a)+ G(5) — G(a)

to:

czyli w myél waoru (57):

fh(a;)da::jf(w)dw -l-fg(:v)dx

a to zpaczy, te:

(59) f (@) + 9(@)) dw = f flz) do + f 9(z) do.

Dowiedliémy zatem, ze catka oznaczona z sumy dwdch funkeyj Jjeat réwna
sumie catek oznaczonych z tych funkeyj.
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Stad otrzymuje si¢ analogiczne twierdzenie o rozoicy [(z)— g(@),
przedstawiajac ja @ postac f(w)—l—(—-g(m)) i stosujac wzor (59) a vastep-
aie (D8a). Zatem:

(59a) f(f(w)—g(w))dm=ff(w)am —fg(-’v)d“f‘

Widzimy wige, ze twierdzema, poznane w tym paragrafie, es zupelnie
analogiczne dla’ calek oznaczonych i nieoznaczonych.

Wnioski. -

1. Z tych twierdzen wyprowadzamy nastepujace twierdzenie, sluzace
do poréwnywania wartosei dwéch calek ozoaczonych: jezell (@) = g(@)
w calym przedziale <<a,b>, to takze

(60} ff(a:) dx gfg(w)m

Dowéd. Z zalozenia wynika, ze f(@)—g(@)=0. Na podstawie wzorv
(b1) z § 213 jest zatem:

f(f(wl — g(@)) de =0

Na podstawie wzoru (D9a) otrzymujemy stgd:

| ff(m)dm -fg(m)da;go

a to aoaczy, ze wzor (60) jest prawdziwy.

2. Rozszerzenie twierdzenia o wartosel srednief

Jezeli funkeja podealkowa jest iloczynem dwoeb funkey) ciaglyeb
fig) i g(x), z ktérych jedna, np. g(x), zachowuje w przedziale <<a.b>
stale ten sam znak, to okazemy, e mozna przed znak calki wylgezyé
drugg funkeje, biorge jej wartos¢ pa odpowiednio dobranem miejscu
poéredniem z danego przedzialu. Chcemy wige okaza¢ prawdziwosé us-
stgpujacego wzoru:

(61) ff(m)g(x)dm= f(&)flg(m)-da: gdzie a <E<<b

Dowdd. Niechaj bedzie np. g(w) >0 w <a,6>. Niechaj M oznacza
najwigksza, a m najmniejszg wartod¢ funkeji f(z) w tym przedzizlo.
Wtedy ¥ — f(£) =01 fig) —m=0 w calym przedziale <a,b>

Wobec tego takze:

/(M — H@) g@)de =0 i f(f(w)_—m)g(w)dwgo
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a wige:

Mfy(w) dz éfbf(w) - g(w)dw §Mfy(w)m

Istnieje wigc taka liczba p, posrednia migdzy m a M, e

f f(z) glw) de = f g() do

Poniewsz za$ ciagla fuokeja f(@) przybiera przynajmniej raz kazds war-
toéé poérednig pomigdzy m a M, np. w jakiems miejscu &, przeto u = f{(§),
. a to dowodzi prawdziwoséci badanego wzoru.

8) Nierdwnosé Schwarza.

Poniewaz zawsze jest (f(®)-¢- g(@)® =0, przeto z wzoru (Bl)
z § 213 wynika, ze:

]
[ @t + gayrdnz 0
Stad otrzymujemy oa podstawie wzoru (59):

o [ [
f fi @) dw + f 2t f() 9(@) do + f (@) dz =0
ozyli: ) ’ )

o [ 1) da-+ 3 [ fa) o@) do + [ 2w)do 20

Wystepujgee tu calki eg liczbami stalemi. Oznaczmy je kolejno dla skré
cenia literami 4, B, G, to:

At 4+ 2Bt4C=0
Ten tréjixlian zmiennej ¢ jest stale nieujemoy, a zatem jego wyréinik:

Bt — AC wusi byé ujemny ‘lub réwny zeru, jak to wiadomo z dyskusji
tréjmianu kwadratowego. A wige jest B' — AC 0 czyli: BB = AC ato

znaczy, %e:

(62) ( f f(%) g() dw)'g f (@) da - f g'@) do

Ten wzér pazywamy mierdwnoscig Schwarza dla ealek.
Uwaga. Analogiczng nieréwnosé Schwarza dla skofczonych sum

wdowadnia sig przez badanie wyrazenia:

Gt 490+ art+ g+ ot (fur b+ 9P 20
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Tworzymy wyréinik tego wyrazenia, po uporzadkowaniu go wedlug po-
teg ¢t Otrzymuje sig:

(3raf' s (3] 3w

%, 1 g, 83 tu dowolnemi liczbami stalemi.

§ 218. Calkowanie przez czesci (per partes) ealek oznaczonych,

Przy calkach pieoznaczonych uzywalidmy czgsto wzoru:

fu(a:) v (&) de = u(z) v(x) —~qu(:1:) w(x) dz

wyprowadzonego przy zalozeniu, ze funkeje w(x) i v(w) posiadaja ciggle
pochodne (por. § 206, wzor 16). Niechaj #(x) oznacza dowolng funkeje
pierwotng funkeji u(x)v'(®) a G(z) funkeje pierwotng funkeji »(@) w'(®).
Wz6r powyiszy mozemy zatem napisaé w postaci:

F(z) 4 C=u(z) v(x) — G(z) — C,

Podstawmy tu najpierw 2 = a nastgpnie z =a i odejmijmy stronami
drugg w ten sposob otrzymang réwnosé od pierwszej. Otrzymamy?

F(b) — F(a) = u(b) v(b) — w(a)v(a) — (G(b) — G(a))
czyli:

b b
{63) fu(w)v’(w) dz = u(b)o(b) — ula)v(a) -—/v(m) u'(x) do

a

Uiywajse skrécenia dv zamiast v'(2)dz, a du zamiast u'(x)dwx, tudziei
f(a;)l: zamiast f(b) — f(a), mozemy ten wzér napisaé w skréconej postaai:

b b
— f vdu
a a

Pamigtaé jednak nalezy, ze zmienns calkowania jest tu x a nie u lub .
Widzimy tu analogje z wzorem na calkowanie ,per partes“ calki nisvzna-
ozonej; zamiast wyrazu (@) o(x) wystgpuje tu réioica: u(b) vlh) —
— u(a) v(a).

Racbunek réiniczkowy i calkowy. T. 2. 6

(63 a) fudv = uv
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§ 219. Calkowanie przez podstawienie w catkach oznaczonyech.

Wprowadzajac w calke nieoznaczong zamiast zmiennej T nowg
zmxenna, ¢t zapomocyg wzoru T == @(¢), otrzymaliémy w § 207 wzér (18):

f fw)ds = f f(@() @'(t) dt

Zskladalismy przytem, ze funkcja @(¢) nietylko posiada ciggly pochodna,
lecz ze jest ponadto odwracaloa w sposéb jednoznaczny. Funkeje od-
wrotng do @(f) nazwaliSmy: ¢t = ().

Zalétmy jeszcze, ze ta funkcja ¢(x) jest okreslona w przedziale
<a,b> Dla & = a przyjmuje ona jaka$ wartosé t,, a dla z = b wartosé
ty, a wige: @(a)=1t,, Y(b)=t,.

Chcemy to samo przeksztalcenie zastosowaé do calki oznaczone_]
Niechaj F(z) bedzie jakskolwick funkejg pierwotng funkeji f(z),

ff(:v) dx = F(x) 4 C. Podobnie niechaj G(f) oznacza-dowolng funkeje

pierwotng funkeji f(@(?) @(t), to wtedy ff(q)(t)) Q'(tydt =G (t) 4 C,,
Wobec tego mozemy napisaé pewyzszy wzdr w postaci:

Fz)+C=G() 4 C, = G(y(x) + G

Podstawiamy ta x =256 a nastgpnie xo=a i od pierwsze] etrzymanej
w ten sposéb réwnosci odejmujemy strenami dregs. Otrzymamy:

F(b) — Fla) =G (&) — G() = G (p(b)) — G (y(a)

czyli na podstawie wzoru (57):

b ] 6)
(64) f flz) do = / @) ¢'(t)dt = f f(e() @'(8)dt

yla)

Wprowadzajac zatem zapomocs zwigzku @ = @(4) nows zmienng ¢ w calke
oznaczona, nalezy ja przeksztaicié wedlug wzoru (64). Wprowadzamy
zatem @(t) w f(:v), zast¢gpujemy dx roiniezks @'(f)dt funkeji z = @(t)
a ponadto zmieniamy odpovﬁednio grapice, biorge @(a) zamiast a, a W(b)
zamiast b, gdzie y(x) jest funke)y odwrotng wegledem ¢(f). Calkowanie
przez podstawienie jest dla calek oznaczonych nawet dogedniejsze ani

zeli dla calek nieoznaczonych, nie trzeba bowiem po obliczeniu calki
wracaé do dawnej zmiennej, lecz oblieza sig wartoéé oealki wprost, pod-
stawiajgc za t¢ nowg zmienng ¢ odpowiednie wartoéci stale. -
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+§ 220. Przyklady obliczania calek oznaczonych.
1) Jakg wartos¢ ma calka oznaczona:
I= [ zdo
Bt

gdy n jest liczbg naturalng?

P ah 1 (=1
1 =fa:" de =
A

n-+41 _):n—l—l_ n 4+ 1
Dla n parzystych jest (— 1y*' = — 1, zatem I=”j_l Dla =n pie-

parzystych jest I = 0.
2) Obliczyé wartosei calek:

F 4 2n 2
jsinnw sinrzda, fsin nx cosrxde, Jj‘cosnx cosrxde

dlanr idlan=r
Obliczylismy juz (w § 207, w przykladzie 1) calki nieoznagzone
z tych funkeyj (por. wzory 26 i 26a). Zatem dla n == r otrzymujemy:

2 . . n
f(;in'nm sinrgdr = Lfsin(n —r ¢ __sin(n + r)m)r =0
2\ n—r nr A

]

poniewaz zaréwno dla £ =0 jak i dla # = 27 obydwa wyrazenia, za-
warte w nawlasle, sg zerami. Podobnie:

7cosna¢cos rede = %(Sinf:_:-:)w + sin’(‘n:rr)a;) I =0
¥
Dla calki:

i 1 (eos(n 4 r)x | cos(n — r)z a
jsmnmcosm‘dw=—§( n Tty + pra— ) ,, =0
otrzymujemy réwniez wartodd. zero, poniewaz dla £ =0 i dla 2 =22

funkeja pierwofna przyjmu_ie te samg wartodd: ——é (n—_:_r + ” l r)'

Dls » = r otrzymujemy z wzoréw (26a) pastepujgce wartodei:

o 1
—_-‘-2—(2::—-0)——2—(0'—0):7:

2 . P
e d __1_( __s:n?na:
slo :z:—2 x o |

6"
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2 2n
. 1 cos2ngx 1/1 1
Kll;mnwcosnwda;——2 on o_——§(-2-;z—-2-;)=0

2n

2n
" 1 {(8in2ng 1 1 _
: fcos”nwdw_ﬁ( 2n—+a>)|o —~§(0—|—2n)—§(0+0)_n

Z tych wazoréw skorzystamy w jednym z dalszych rozdzialow.

3) Obliczyé calke:
2
-3

Poni¢waz |z| =2 dla 2 =0, a |#|]= — = dla 2 =0, przeto najdogod-
niej jest rozlozyé te calke na dwie czedci:

Niechaj czytelnik wyprowadzi ogélny wzér:

b
i
[1alde =515 —a-la)

rozrézniajsc dla a i b wszystkie mozliwe przypadki, a wige: a =0
16=0,a<<0ibd=0,a<<01fb<0. Dla wyjasnienia dobrze jest po-
stuzyé si¢ odpowiedniemi figurami.

4) Wierzeholki tréjkata maja spélrzedne:
AY A 0(0,0), A(z,,y,), B(w,,0), przayczem z, >z, >0,
\ y, >0, jak na fig. 8. Wykazaé, ze pole tego
tréjkata, obliczone przy pomocy calki, ma taks

o samg wartodé, jak w geometrji elementarnej,
t. j. réwna sie iz, y,.
0 : ,f’A Latwo stwierdzié, ze boki 04 i AB maja
Fig. 8. réwnania: ¢y —= Dp y— — N Ty Yy
nia: y=""a,y w—w,x+ —

Pole trojkgta ma zatem wartodé:

— ‘?ﬁ d % T Y
P_fwl xdx +f(a:, ——w,w+w,—'w,)dx
o
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Zatem:

Py

z, 2
0

n

*y
—pat | Ly _uy ni@ + )
+(2(m2—x,>+w2—w,m)|“_2“_ g T

+ 2y =4,y
Niechaj czytelnik wykaze to samo dla innych polozen trojkata,
np. dla z, >z, > 0. y, > 0.
5) Obliczyé pole, ograniczone lukiem paraboli o réwnaniu y? = 2pu;
lezagcym nad osig odeigtych, od poczatku ukladu do punktu o odcigtej
¥ = a, rz¢dog koficows y = b i osig odcigtych (fig. 9). Ourzymujemy:

P=fV2pa: dx = Vﬁfm*dwzmx%:g
0

Pole, zawarte miedzy osig rzednych, prosts réwnolegla do osi odcig-
tych, a parabols, ma zatem wartosé P, =j}abd, t. j. jest .réwne trzeciej
czedci pola prostokata o podstawie a, a wysokosei 5.
Wzér ten wyprowadza si¢ w geometrji Y
analitycznej takie inng droga, a mianowi-
cie zapomocs pewnego szeregu geome-
trycznego. Przy pomocy tego wzoru latwo
mozna obliczyé pole dowolnego odcinka p 5
paraboli, jak np. oa fig. 4c, str. 63.
6) Obliczyé calke od @, do z, z ogél-
vej funkeji calkowitej wymiernej 3-go
stopnia: 0’ a

y=a- bx+ cx? 4 ex3

i wyrazié wartos¢ tej calki zapomocg rz¢dnych y,,y; i rzednej y,, na-
lezacej do srodkowego punktu z; = §(x, -+ 2;) z przedzialu <z, x>

C 2V, 2 s 2
_—?’——a’*—gal@pa_.g ab

0

2 2 <

Fig. 9.

I=f(a+bw+cw’+ew’)dw:aa’c+§bm*+§w3+%mc.

I=a(w, — 2,)+ yb(ad — 2% + clof — o) + fe(as — o)
I="525[6a o+ 8b(w, + @,) + 2¢(af -+ &, 8y +23) + Fe(a? + whws + @, 23+ 2D

Poniewaz:

% =a-+bo et ead,  yy=a ko 4 i I ead

1

przeto:
[ =5y, + yo + 4a -+ 260w, ) + (@l -+ 2,25 - 2) +
+ de(@} + 3adaw; - 3w 2k - af)]
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Rzgdna y, w punkcie srodkowym ma wartodé:

yr=a+}bx, + @)+ Fo@i+ 2z, 2, + 23) + Fe(] + Bajw, + 32,25+ 23)

a zatem wyraienie, zawarie W nawiasie graniastym, ma warto$¢ y, +
=+ y3 + 4y,. Otrzymujemy zatem ostatecznie wzdr:

(65) 1= x’—;'ﬂ(yl + 4y, +ys)

Jezeli y jest w calym przedziale <x,,,> dodatnie, to ta calka daje
wielkod¢ pola, ograniczonego tukiem 4B (por. fig. 10) paraboli trzeciego
stopnia, rzgdoemi w punktach koncowyeh tego luku i osig odcigtych.
Ten sam wzér utrzymuje sig
dla paraboli 2 go stopnia i dla pro-
stej: y=a - bz (t. j. dla para-
boli 1-go stopnia) jak to wynika
ze specjalizacji stalych ¢ e w ogdl-
nem réwnaniu. Wzér (6D) zoaj-
duje czeste zastosowanie w przybli-
zonych metodach obliczania calek,
o czem bedzie mowa w oscbnym
paragrafie. Jezeli bowiem luk ja-
kiej$ linji mozna z dostateczng dla
zadanych celow dokladnodeig apro-
ksymowaé zapomocg paraboli stopnia nie wigkszego jak 3, to pole, lezace
pod tym lukiem, mozona obliczyé w przyblizeniu wzorem (65), do czego
83 potrzebne tylko 3 rzedne i dlugodé przedzialu.
7 Obhczyé pole, ograniczone lukiem AB elxpsy o dodatnich

rzednych, rzednemi w punktach kon-
f 8
{ a wiee:
y=zVa? — 2
Chodzi tu o obliczenie calki:
Fig. 11. P =f’;’ Var — a2 dx

Uzyjmy podstaw1ema trygonofetryeznego: &£ = a cost, to Va’ ' =asint,
dr == — asin ¢t dt. Trzeba jeszcze zmierié granice calkowania, poslugujac
si¢ wzorem & = a cosf. Stad {==arcca X a wige zamiast granic ¥, i &,

cowych tego luku i osia odcigtych
(por. fig. 11). Réwnanie tej elipsy ma
postaé:

bra? 4 aty? = atb?
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trzeba weiawié: ¢, = arecos 3, t, — arccos 2. Otrzymujemy zatem:
7 j¢)
P=f§-asint e(—asint)dt= —ab | sin 2 dt

4 -

Poniewas zaé sindt= — — c08 21 , przeto:

i
P——ab(4t—}sin22)|

‘Stad otrzymamy np. pole éwiartki elipsy, biorae ¢, = 4m, t,==0 (bo
t,=arccos-;2 =arccos0 =4, t; = arc cos% = arc co8 1 == 0). Zatem:

P=—ab(0—0—~}3in+40)=}abn
Dla calej elipsy otrzymujemy stad znany wzér:

P=abn
Stad dla kola o promjenin # —a = b otrzymujemy:
P=rta

zgodnie z wynikiem, znanym z geometrji elementarnej.

W tym przykladzie widzieliSmy, ze przy ostatecznem obliczaniu
wartosci calki oznaczonej nie trzeba bylo wracaé do pierwotoej zmjen-
nej @, lecz moina bylo rachunek przeprowadzi¢ do kofca przy pomocy
nowej, pomoenicze] zmiennej ¢

8) Pole, ograniczone lukiem biperboli réwnobocznej:

Y=g,

nalezgeym do dodatnich odeigtych, rzednemi koicowemi i osig 2-6w, ma

wartosé:
A

= log &, — logx, =log %’
1

1
P=f5dw_loga>

X

Jeseli za poczatek przedzialu obierzemy @, == 1, & za koniec @y =a,
to wprost:

| J!
P._logaaf—a—;da:
1

Mamy w ten sposéb przedstawiony geometrycznie logarytm natu-
ralny z dowolnej liczby a, wigkszej od 1, zapomocg pola.
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Do tego przedstawienia moinaby nawigzaé caly teorje logarytméw.
Tak np. zasadnicze dla nauki o logarytmach twierdzenie:

log {ab) = log & + log b
moZpa ndowodnié¢ w nastgpujscy sposéb ugywajge calkowej definicji logarytmu:

log (ab) = —d@: / dz+f~dx

[
Alef%da: =/% dz, jak to wynika z podetawienia x =ax A wige:
a

e [
log (ab)=f5—10dz+f%dz=]oga+logb
1 1

Z tego za$ twierdzenia wyprowadza si¢ z latwofcig inne waghe twierdzenis
o logarytmach.

9) Obliczmy pole, zawarte migdzy lukiem ABC hiperboli réwno-
bocznej o réwnaniu:
2t —yi=1
i promieniami, lsczacemi poczgtek ukladu z koicami tego lukm (por.

fig. 12). Oznaczmy zgdane pole OABC liters u.
Widocznem jest, Ze:
o/

§u= OBC = 0DC€ — BDC:’LQ!_Q — BDC
s Ot6z pole BDC = P obliczamy przy pomoey calki:

D X X l}
B P= .'/dw=/|':v'—lda)

(tu jest y>01 @>1). Calkg tg obliczamy przy
pomocy wzoru (35) na str. 48, a mianowicie:

. — 1
Fig. 12. P=3}(ala*—1—loglo+Va* —1)|
Dla dolnej granicy: £ =1 otrzymujemy wartoé 0, a dla gérnej:
P= 3} (@, VaT—1 — log(w, + Vai—1)

wf — Y=y,

YA

Lecz:

a wige:

P=}ay, — tlog(x, +y1)
Wohec tego:

Yu=fon— Loy + tlog @ +y) =Llog(@ + v1)
a zatem cale pole O4BC ma wartoéé:

u == log (®, + ¥}
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Z tego wzoru mozemy wyprowadzié bardzo interesujsce wnioski
I tak z wzoru tego wynika, ze:

(a) @ty =€
Poniewa? pomiedzy @, a y; zachodzi ponadto zwiszek #? — yf =1 ezyli:

(@ — ) @+ y)=1

wige:
(b) T, — Yy =
Z réwnanb (a) i (b) wynika:

= § (" + ¢) = coshypu

y, _-13 ¢* — ¢ “) ==sinhypu
Wldzlmy stad, 26 w hiperboli réwnobocznej o pélosi 1 rzgdna dowolpege
punktu jest sinusem hiperbolicznym a odeigta cosinusem hiperboliczoym,
Jezeli je uwazamy za funkeje pola wycinka OABC. Podoboe zwiszki zacho-
dzg migdzy rzedng i odeigta dowolnego punk-
to kola o promieniu 1 a sinusem i cosinu- HY )
sem kqta érodkowego. Mozemy jednakie
takZe 1 trygonometryczne funkecje wyrazié 4
jako funkeje pola odpowiedniego wycinka °
kola (por. fig. 13). I tak wiemy, ze: X

-— .e‘ll

1
2, +y,

T, = cosa, y —sine

Wycinek OABC ma pole:
u=ABC-}‘,OB=.—2a-§=a A

Mozemy wige takze napisaé:

[~
)

. Fig. 13
%y = coswu, y,=sibu

W ten sposéb mamy juz uwidoczoiong Scislg analogje pomiedzy
funkejami hiperbolicznemi a trygonometrycznemi (ktére mozna tez vazy-
waé funkejami kolowemi) i tg analogjs tldémaczg sig nazwy ,sinus“ i ,co-
sinus“ dla funkeyj hiperbolicznych.

10) Obliczyé pole powierzchni, zawartej miedzy jedng arkads cy-
kloidy a osig odcigtych. Uzyjmy dla cyklmdy przedstawienia parame-
trowego:

z=a (t — sin ¢)
y=a(l ——cost)l

Punkt przebiega jedns arkade ecykloidy, gdy ¢ zmieoia si¢ od O
do 27, a zatem gdy x zmienia sig od O do 2an. Wobec tego:

an
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Utzycie zmiennej x byloby tu niedogodne, trzebaby bowiem wyrazié y jako
funkeje zmiennej z, co prowadzi do dosé zawilego wzoru. Jednakze przed-
stawienie parametrowe nasuwa ukycie nastepujacego podstawienia:

r=a(t—sint)

Wtedy oczywiscie y wyraza si¢ wzorem a(1 — cosf), a badana calka
ma postacé: ’

2n 2
P=/a(l —cost).a(l ——co’st)dt:a’K/‘;t — cost)? dt

czyli:
n 2n
P=a8j(l ~2cost+cos’_t)dt==a'[(l—?cost+l—+c;82t) dt =
&

_—.za*b/.(':g—- 2cost 4§ cos2¢t)dt
P=a?(§t—2sint -+ jain2t)|=a*3.22=3a'n
0

Zatem to pole jest trzy razy wigksze od pola kola toczaeego sie, kto-
rego punkt zakresla cykloide.

Niechaj czytelnik wykaze w podobny sposéb, ze pole zamknigte
asteroida (por. tom I str. 81), ma wartosé: § a®n.

11) Rozklad natgzenia S§wiatla, wy-

A\Y chodzgqcego z pewnego Zrédla $wiatla O

glg. 14), przedstawiono zapomocs odcin-

6w r, wychodzacyeh z tego punktu pod

rozmaitemi katami. Okazalo sig, ze konce

tych odeinkéw tworza kolo, polozone tak,

N X jak na fig. 14. Zbadaé srednie natgzenie N

2R - éwiatla, uwzgledniajgc wazystkie mozliwe
katy.
Odcinek r jest funkejg kata @, a mia-
nowicie:

Fig. 14. r=2Rcos ¢

a kst zmienia sig od — 47 do 44w Chodzi tu o obliczenie éredniej
wartodei tej funkeji w przedziale < —4m, +47n>. Na podstawie wzoru
(49) na str. 67 otrzymujemy:

+3 +3

1 2R .
N—;f?Rcostpd¢p=-n—smqp =
~5 U ~&
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W podobny sposéb mozna zbadaé érednia odleglosé d punktéw (obwod.)
elipsy o poélosiach a 1 b od ogniska, uzywajac biegunowego réwnania
elipsy:
S -
1—ccosg
przyczem biegun lezy w ognisku, a ‘osia jest 0§ wielka elipsy; p oznacza’
tu parametr i' ma wartoéé b%:a, a € jest to mimoéréd liczbowy:

e [ —
= - = - 2 . )t
&= aya b

e
Dla gérnej polowy elipsy otrzymujemy z wzoru (49) na str. 67:

i P
d_;fl -;scos(pd(p
0
Przy obliczaniu tej calki dogodnem jest uzycie podstawienia tg%’: v

(por. § 210). Pozostawiamy eczytelnikowi do stwierdzenia, ze d—=b Wy-
nik ten znajduje zastosowani® w astronomji, przy badaniu $rednich od-
leglosei planet od slonea.

12) Prad elektrycany zmienny zmienia sig perjodycznie wedlug
prawa sinusowego, & mianowicie:

i=1,8inat

~ Tutaj %, oznacza najwigksze npatgzenie prgdu. Okresem zmiany jest czas
2 . L. 2n Lo

T.—_——n, gdy bowiem ¢ zmienia si¢ od 0 do = to at zmienia sig od 0
a

do 27:. Zbadaé $rednig kwadratowq o, czyli tak zwany ,prad skuteczny“.
Uzyjemy do tego celu wzoru (50) na str. 68 dla przedzialv <0, T'>.
Zatem: '

T T
i 'l —cos2at

1
= — [ i2sin? =0y T 7T
a’—-,l,fzosm atdt-_T 5 dt
] 0
a wige: .
i 7 ..
e b ( __sin2at =z_?,_( _sm2aT)
7 T ¢ 2a ) 2 T 2a
0
Ale 207=2a- 2;”:47:, a wige sin 2a T—=sin 47 =10 i otrzymujemy:
ot =}1;

Stad: “-——'ﬁ
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Jezeli natgzemie pradu zmiennego wyraia sig wzorem:

i ==1,,5in af -} 1, sin 2at + ... 4 1, 5in nat
+ j, cosat + j; cos 2at ...+ 5, cos nat
odpowiadajgeym kilku drganiom; to okazuje sig w podobny sposéb, jak

poprzednio (uzywajge przytem wzoréw z przykladu 2 pa str. 83), ze prad
skuteczny ma wartodé:

1
o=l  Fa+id+A+. +id

Wykonanie rachunkéw pozostawiamy czytelnikowi dla éwiczenia.

§ 221. Wzory Wallisa 1 Stirlinga.

Wyprowadzilismy dla calkifsin "z dx wzér redukeyjny:
fsin "z de =-7l;(— cos @ sin "“a:)\-}- 2 : 1‘/‘sin""a! de

nzywajac calkowania ,per partes“ (por. § 206 str. 14, wzér 17).

Zastosujmy ten wz6r do obMcaenia calki oznaczonej:
F1 4
I, = | sin"pdo
0
Oplerajac sig na wzorze (63), otrzymujemy:

1 A n—1
I = — , ¢o8 @ sin x|+ m I,
¢

Wyrazenie po znakuréwnodci jest réwne zeru dla § 7, poniewaz cos 4 7 =0
i dla 0, poniewaz sin "0 =0. Pozostaje zatem .dla badasej calki nastg-
pujacy prosty wzér redukeyjny:

w—1

r, =

In-—z dla L % 2

g ]
Dla n=0 otrzymujemy wprost I, :::fsin °z dp -=f1 dp = w|==
[] [

[}

ol §

g
adla n=1 jest I, = | sinwdm:a-—ces_a:l::—ﬁ'-}-l::l,
) 0
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Na podstawie tego otrzymujemy dla parzystego n=2p kolejuo:
=thh=4-4n, L=4L=43-}»
Ogdlnie:
(2p—1) 2

L, = 24 T 2p 2

jak latwo stwierdzié przez indukcje zupelos. Natomiast dla nieparzystych
n=2p -+ 1 otrzymujemy kolejno:

a ogblnie:

Dy = o321
w0 =35 (% 0)
Poniewaz sinw jest w badanym przedziale <C0, § 7> pieujemne i nie
wigksze od 1, przeto:
sin %~ = sin ¥z = sin g
Stad wynika (na podstawie § 217, woiosek 1), ze:
Ip—l = I2P = I 2r+1

czyli:
2-4.6.. (2p—2)21 5...(2p—~1).§>2 6...2p—2)-2p
3:5.7...2p—1)=2-4.6..... 2p 2=3-5.7...2p - 1)-(2p+1)
a stad:
2.2.4.4.6.6..2p—2)(2p—2)-2p =~
1.3.3:56:6:7..2p—3)2p—1)(2p—1)—
>g>2-2-4-4 6..2p—2)(2p—2)2p.2p
=2=1.3.3.5 1...p—3)Cp—1)(2p—1)(2p+1)

?

Nazwijmy lews strone liters A,. Po podzieleniu przez 4, otrzymamy:

12(3:,4)__ WL S
—\2 ep+1- 14}
Gdy p — oo, fo i——_—ll_—,-—> 1, a zatem takie cigg } n: A4, daiy do 1,
2
ezyli:
n . 2:2.4.4.6.6,..2p—2(2p—22p
66)| g= N 4 = im T B =3 Ep—1)2p = 1)

Mamy wigc przedstawiong liczbg 47 przy pomocy iloczynu nieskos-
czonego. Iloczyn ten mozemy takze napisa¢ w dogodniejszej postaci w na-
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stgpujgcy sposéb:
n 1 1 1 ’ I
(66a) 7$=(1 “3‘2)(1—5”2)(1“7*)"‘:”(1~(’—2p-T)i)
p=1
Mozna takie, uzupelniajac we wazorze (66) licznik i mianownik przez
wprowadzenie dodatkowych czynnikéw 2.2.4.4...2p.2p-2p, przedsta-
wié go w zwigzlej postaci:

n . pl3 2%
66 b — = lhm
R V2 v @ V27

Wzor (66), zwany wzorem W allisa, nie nadaje si¢ wprawdzie
dobrze do obliczenia liczby =, jest bowiem bardzo wolno zbieiny. Ma
on jednak bardzo doniosle znaczenie z tego wagledu, Ze mozna z piego
vietrudno otrzymaé dogodne przyblizenie na obliczanie wartoéei wyra-
zenia pl, co przy wielkich liczbach p sprawia wielkie trudnodci, a jest
potrzebne w rozmaitych zastosowaniach, op. w rachunka prawdopodo-
bienstwa.

Wzoér, dajgcy -takie przyblizenie, ma postaéd:

: p!
1 — =]
(67) phf; PP an

i nazywa si¢ wzorem Stirlinga.

Dowdd wzaru Stirlinga.

Dzielimy obie strony wzoru (66b) przez Vin i upraszezamy licz-
oik { mianowuik prawej strony przez p!. Otrzymamy w ten sposéb:

p! 2317—’/:
{im ~ - T =1
v g+ )(p+2...@p — 1) p" V2
. -y bo mial £ 2p ¥ i
Uzupetnijmy ulamek 5p—1 tak, aby mial forme (%——_—1) czylt

2~
(1 +2—p%—_l)p , kt(?ra dazy do e, gdy p—>oco. W tym celu trzeba

2p~1/y
pomnozyé licznik i mianownik przez p — 1P
Otrzymamy w ten sposob:

Pt Ep—

b e+ ) (p+2)...Cp—2)V2n




9%

(2p — 1)@=

“ep—32 i z dalszemi ulamkami,

Postepujac tak samo z ulamkiem

otrzymamy:

. p! 1 -1
fim o (1 - 1)

. (l n 27;1?9)2,»-'/.“‘(1 p__*l__l_)pw-. (l +}l;)p+1/,= |

Chodzi jeszcze tylko o okazanie, ze iloczyn wystepujaeych tu poteg
x+1fy

postaci (l + ;—) o dodatniem » moina zastapié przez iloczyn e-e...e = €.

Oznacamy dla krdtkodei cale wyrazenie, ktérego granicg utworzylidmy,

liters W,. Zamkniemy ten oiag W, pomiedzy dwa ciagi, opierajac sig

pa tem, ze:

x4y 1
() () <orliomm
Dowéd nieréwnosci (a).

Te nieréwnoéci wynikajs ze znanego rozwinigeia logarytmu (por. tom I, .§ 139,
wzér 188):

1 1 t
|og(1+z)=1ogx+2(2x+,+3_(2m+”,+6(2x+1),+...)
ceylis
1 2 1 1
o (3 +1) = g1 [ sge 5 Ho@e Tt )
a wiee!
1 \x+s 1 1
og (14 2™ =14 st + s+

Stad wynika, ze:
1\x+% 1 1
'<'°g(1+5) <‘+‘((2x+n'+(2a:+1)‘+”')

zastgpiliémy bowiem w mianownikach liezby 8, b, 7,... wezedzie liczbg 3. W nawiasie

. 1 . .
mamy szereg geometryczny o ilorazie (TEJ-T)" zatem jego wartofeig jest:

EEET (1_(2wlTw)

czyli:
1 - (1 1 )
2x(2x+2’)"* z zF+1
Wobec tego :
1 \s+th 1 1
v <tog(1+5) T <1 A — )
3 wiec: :

x4+ 1_ 1
e< (14" <TG
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Stosujemy te nieréwnoéci do wszystkich poteg, wystepujacych
w ciggu W, i otrzymujemy:

! ! 1P (0 RS WIS SR S 1 _ 1
— f. e < W, < v -ep+”.(n st T et T y)
P+ Lanil 'S
P l‘2n P V 7

czyli;
l < . pl P < 2‘P

* prn)en

Poniewa2z obydwa wyrazenia ograniczajace dazg do 1, przeto takze:

lim (W,,:——?L!—__*)= |
P> P2 e
Poniewaz zas dzieloa W, dazy do 1, przeto i dzielnik musi dazyé do 1,
a to wlasnie jest trescig wzoru Stirlinga.

Poniewaz iloraz ciagéw p! i pP+he?)2n=3s, dazy do 1, przeto
méwimy, ze ciag s, przedstawia asymplolycenie wartodé ciagu p! Dla
wielkich p mo#na wige braé¢ zamiast p! wartodé s,; t¢ za§ wartosé
oblicza si¢ dogodnie przy uiyciu logarytméw. Popelnia sig przytem
wprawdzie wielki blsd bezwzgledny, lecz blad wzgledny, t. j. Pl % -—Sg! —

Sy p
dazy do zera. Tak pp. juz dla p=10 jest p!=23628800 a s,~3598700.
Blad bezwzgledny wynosi tu wprawdzie okolo 30100, ale blad wagledny
nie ofiaga wartosci 0-009.

Uzywajgc ciggu b, = p!:s,, mozna uzyskaé wzér, przedstawisjacy
jeszceze dokladniej p!. Utwoérzmy mianowicie iloraz:

bp pl . (P+1 (1 _+_ )P+lll

by Pt 2mer (p4 1)) 2m et €

Poslugujgc sig nierdwuodciami (a), otrzymujemy stad:
1< b <8112(% — 1)
bpia
a wige: b, > b,,,, zatem ciag b, maleje monotonicznie. Kaidy wige jego

wyraz jest wiekszy od granicy 1. Natomiast b,e 25 < b€ '2“'+‘) )

a wige ciag bye s roénie monotonicznie i ma réowniez granice 1, zatem
wezystkie jego wyrazy sa mpiejsze od 1. A wigc:

-1
b,>1>b,e 727
Stad zas wynika, ze:

P
be Wr=s1, gdzie 0 <O <1
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czylic '! e
pP"’J,l V2—7_z Paid
ozyli:
(68) p! —_—pv+'h|/§7ze"”+% 0<9<

Utywajge tego wzoru na obliczenie 10!, otrzymujemy, biorge za 3 gérne
ograniczenie 1, liczbg: 3628930, a wige zaréwoo blagd bezwzgledoy jak
i wegledny sa tu znaczpie mniejeze anizeli przy uzyciu wzoru (67) (blad
bezwzgledny wynosi 130 a blad wzgledny okolo 0-00004).

Uiycie wzoru (68) ma tq zalete, ze znajdujemy z niego dwie liczby,
ograniczajace p! zdolu (kladae 9 =0) 1 zgéry ($=1).

Uwags. Jeszeze dokladuiejsze przedstawienie wyrazenia p! uzyskuje.sie, biorge

w wykladniku liczby ¢ dowolng iloéé wyrazéw t. zwanego szeregu Sti'rli_uga {Zob.
Serret. Lehrbuch der Differential-und Integralrechnung, 8 wyd., tom U, str. 248 i nast.).

§ 222. O ciagach, dgzgcych do calkl oznaczonej.

Na podstawie wynikéw, uzyskanyeh w poprzednich paragrefach,
potrafimy obliczydé wartosé calki oznaczovej tylko wtedy, gdy potrafimy
znalezé calkg nieoznaczoos badavej fuokeji. W innych przypadkach
trzeba sig uciec do definicji i staraé sig wyznaczyé w jakié sposéb kres
gérny sum:

g=m (@, —a)+m (@ — ) ... 4 m\(b — 2,1)
Okazemy, e z zbioru tych liczb s mozna wybraé w rozmaite, bardzo
dogodne sposoby, ciag: 8, 8,...3,,..., dazacy do kresu gérnego K. Trzeba
mianowicie dobieraé kolejne podzialy przedzialu <la, > tak, aby wszystkie
czgdciowe przedzialy 4w, dazyly do zera; do tego za$ wystarcza, aby ciag
. utworzony z najwigkszych przedzialéw kaidego podzialu dazy! do zera.
“Tak np. mozna dzielié przedzial <Ca,b> kolejoo na 2,3,4,... p+41
réwnych czgdci 1 otraymaé w ten sposéb cigg sum:

8, = m{(2) — a) + mP(b — (")
53 = m{(@f’ — a) - m (@) — o) + m{P(b — af”)...
ogélnie: . _
.22
8y =mP (@ — o) - mP (@ — &)+ ... 4 miFi (b — ) = 2 mP 4P

Tl

Tu wszystkie czgéciowe przedzialy daza do zera, albowiem Aa:f”’_—.:b _T_:
a wige lim dz{ =0. \
pP—rco ~

Rachunek réiniczkowy i ¢calkowy. T. 2. 7
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Mozna jednak takze inaczej duieli¢ przedzial <a,b>, op. kolejuo

o8 2, 4, 8,...2%,... réwnych czeci. Wtedy takie wazystkie przedzialy

czeéciowe daza do zera i to nawet szybciej, anizeli w poprzednim przy-

padku. Moz#a takie dzielié przedzial <a,b>> va nierdwne czgbci, wsta-

wiajge np, pomiedzy a i d liczby wedfug postepu geometryeznego o ilorazie
1

B s whody aff == ag, o = agh,...a = ag’, g =22 =b,
a

Wogéle istuieje nieskoficzenie wiele rozmaitych ciagéw podzialéw,
przy ktérych dlugosé najwigkszego czgsciowego -przedzialu dgzy do zera.
Niechaj ogélnym wyrazem ciggu sum dolnych, odpowiadajacych takiemu
ciggowi podzialéw, bedzie: .

fp
sy= Y m{ AP

tel
. . .
Okaiemy, ze taki ciag sum dazy do calki oznaczonej: K== | f(x)dz,

gdy p wzrasta nieograniczénie:

Dowéd. Wedlug wzoru 66 z § 214 jest ta calka zawarta pomigdzy dowelng
sumg dolna 8, a odpowiadajacy jej sumg gorng Sp. A wigc:

fip ny
s,= $mPUap 5 K§2 MPAP = 8,
iw] {m)
Stgd wynika:
np
(I ‘ 0=K=-s5= S”_S”=Z(MP) —m?) 4P

f=1

<. Chtemy okazaé, ie lim sp= K, to znaczy, Ze do kaide] dodatniej liczby &

p-roa

moina dobraé takie N, Ze dla wszystkich »p > N jest prawa strona mniejsza od e.
Oprzemy si¢ na tem, Ze funkcja f(x) jest ciagla w preedzisle zamknigtym <a,d>>,
a wige jest w pim jednostajnie ciagla (por. tom 1, § 89). To znaczy, 2e do kaide}
dodatniej liczbys ¢ mozna dobraé takie dodatnie d, ze dla wezystkich @ i &y 2z prae-
dzisln <@, b>>, spelniajacych warunek | —x,| < 4, jest |f(x) — f(#,)] < €. Obieramy

’

IS

:_ p i wyznaczmy odpowiednie 4. Do tego ¢ debierzmy takie N, aby dla p > N

bylo |Axd¥ | < 3; w mysl zalotenia da sie to uskutecanié, bo dlugobei wezystkieh
czgbciowych przedzialow daia do zera. Oznaczajac w kaidym z tych przedzialow lite-
sami ® i @ punkty, w ktérych funkeja przybiera najwickszg i najmniejszs wartosé;

t §. MY i mP), widzimy, Zo | — @] < 6, a zatem |MP — m{P| <e’=b—_a_;. Znak

bezwzglednej wartofsi nie jest tu potrzebny, poniewai M =m{® Wobec tego z nie-
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réwnobei (I} otrzymunjemy :
o ¢ ¢ < €
0<SK—5,<8,—8,< Zb—-—aAI(’p) =5:—'-124z§"’=—_b—:1(b—a)=€

fa=]) fen}

Spelnia si¢ wige dla wszystkich p > N warunek:

(II) Oé‘K“‘péSn_"a<s
a wiec:
|K—s]<e¢
To znaczy, Ze: .
(69) XI/im 8, == K:;ff(x) dx
p~»oo
lub wyrainiej: ’
ny I3
69 li 4z =f dr
(69a) erzg‘mS" z, : A=)
(8 —> 0)

Dowiedliémy wige, e ciqg sum dolnych, odpowiadajacych takim po-
dzialom przedzialu, w kidrych dlugosé najwitkszego czgsciowego przedzialu
daty do zera, dgzy do calki oznaczonej.

Zamiast sum dolnych: s, mozna uiyé do wyznaczenia catki ozna-

np
czone) takie sum gérnych: S,:EM,"”M"‘. I tak z wzoru (II) wynika

{e}
‘S, bl 8,,‘ <e
dla p> N, a to znaczy, fe:
lim (8, —8,)=0

odraza, ze takze:

czyli: o
) lim Sp=lima,=K
A w]qe. p-»00 P+o0
© np >
(20) lim  3'UP s = lim S, = K = f f(z) da
p—rco - p—sco v
(4zf — 0)

To dowodzi, ze takie ciqg takich sum gdrmych, w kidrych wszystkie prze-
dzialy dagziq do zera, dgzy do calki oznaczonej.

Z tych dwéch twierdzeh wynika, ze do wyzoaczenia calki ozpa-
czonej mozoa takze uzyd ciggu sum ,posrednich“, utworzonych wedlug
wzoru:

7, = 2f(§i"’) Az

(L2



100

gdzie £/ oznacza dowolng wartesé z przedzialu <2, @™, a wige
dowolng wartosé posrednis, ulbo of?, albo @{. Poniewaz bowiem zawsze
zachodzg pieréwnodci; _

wP SAEP) S MP

przéto musza zachodzié takze nierdwnosei s, S 0, = S,. Ciag zas, ktérego
wyrazy sg stale zawarte migdzy odpowiednfemi wyrazami dwéch ciagéw
abiesnych do wépéinej granicy, jest takie zbiezny do tej same; granigy.
Zatém:

Mo b
(1) lim o, == tim I'7(47)dafP = ff(:o) dz

P+l
‘)

(dz’ > 0)

Calka oznaczona jest réwna granity ciqgu sum, w ktérych kaidy
dodajnik jest iloczynem z diugodci przedziatu czgiciowegd i z wartosci funkcji
w dowolnym punkcie tego przedziatu, jeieli tylko dlugosé najwickszego
cegdciowego przedziatu dqzy do zera.

To twierdzenie zawiera poprzednie twierdzenia tego paragrafu jako
przypadki szczegélowe. Przy budowaniu ciagéw sum, zdgiajacych do
calki, mozemy zatem bra¢ z kaidego przedzialu czeéciowego albo naj-
wigkeza wartosé (#,) funkeji /(@) w tym przedziale, albo najmniejszg (m,)
albo wartosé funkeji na poczgtku przedzialu, t. j. f(w,.,), albo wartoéé
f(x,) pa kohcu przedzialu, albo wreszcie zupelnie dowolng wartoéé f(£)
z wagtrza kazdego przedzialu.

Wezystkie te sumy zdazajg do wspdloej gramcy, gdy dlugoéé naj-
wigkszego czesciowego przedzialu w kazdym podziale daty do zers; a ta
wep6lng granicg jest catka oznaczona z f(@) od a do b. Tych ciggdw sum
doloych, gérnych lub dowolnych sum poérednich mozna.uiyé wprost do
definicji calki ozpaczongj. Istotnie tez w podrecznikach analizy najczesciej
ta wiaduie droga wprowadza si¢ pojecie calki oznaczonej.

©

Uwaga 1. Widzielidmy w § 214, str. 72, zZe 4rednia arytmetyczna z # wartosci
funkcji f(x), dobranych odpowiednio w = przedzialach, o'trzymanych przez podzial
- b

5 _l_ aff(x) dx. Jezeli zab bie-

priedzialu <{s, b> na n réwnych czesci, jest rdwna

rzemy to wartosei funkeji f{(z) aupelnie dowolnie w tych n przedzialach, to ich érednia
arytmetyczna

F18) 4+ 1(6) + ...+ 78

n

, 1 ar
dgzy do a_bff(x) dx, gdy n-~»00. Alhowiem suma:
a
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0= 16 ey - 1(E) B o 1) by = (0 PO TN T+ 1B

a wiee:

i L) 7E) e D o

n—>00 71\ n—yoab —a b—a

fz)d=

Uwaga 2. Wezysthie te rozwazania dotyezyly tylko funkeyj eigglych w <{a,b>.
Okazano, Ze twierdzenia tego paragrafu odnosza si¢ takze do funkeyj niecigglyeh, lecz
ograniczonych i posiadajgeych skofczong liczbe punktéw nieciaglosei w danym prze-
dziale, a nawet do niektdrych funkeyj, posiadajgcych nieskonezenio wiele punktéw
niecigglofei w skofiezonym przedziale Przy tych rozwazaniach wprowadza si¢ odrazu

szprszg definicj¢ calki. W nastgpnym paragrafie zajmiemy sie niekiéremi najprostszemi
uogdlnieniami pojecia calki.

Preykiady.

1) Przy pomocy takich ciggéw mozna obliczyé wartosé calki ozoa-
czonej, nie uzywajac do tego funkeji pierwotnej, a wiec calk! nieozna-
czonej. Sprobujmy ta metods obliczyé wartodé calki:

5
I= [z%dz
9

[

Uzyjmy podzialu przedzialu catkowania <0, 5>> na rdwne czesei. Wyraz
s, ciggu sum otrzymamy, dzielge przédzial na n réwnych eczgsci, a wige:

5—0 b :
Ax; — e (dla. i=1,23,...0)

Dlugos¢ kazdego z tych przedzialéw mnoiymy przez wartosé najiniejsza,
t j. w tym praypadku przez wartosé funkeji y =x? na poczatku kaidego
przedzialu czedeiowego, albowiem ta funkeja jest monotonicznie rossgca
w przedziale <<0,5>>. Temi wartosciami funkeji s3 odpowiednio:

Hye Hy2 H12 51
y::Og, (l-;), (2;), (3';),-.-[(”"‘1)';]
a wige:

s,,z_—O?-% 4 12 [%)2.2_;__22. (g)g.g-{-...—}—(n—- 1)’!.{%)’.%
=(2)3[1e 4243 e (1))

Na sume kwadratéw wszystkich liczb naturalnych od 1 do n mamy wzbt
(por. tom I, § 196, wzér (207) fn(r+1)(2n -4 1), a zatem na sumg
kwadratéw liczb paturalnyeh od 1 do » — 1 otrzymujemy wyrazenie:
4n — 1)n(2n — 1). Wobec tego:

5= 12.) s —1n2n —1)=128 (1-%)(2-&-
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Stad
1ims,,=1_—%-ﬁ-(l-—0)(2—-0)=1%-5- .

A—>X

A wigc:

[

I = w'da:=1-§-§-

Préba. Przy pomocy calki nieoznaczonej [ @*dzx = §a* 4+ C znaj-
dujemy:
5
b -
fw*dw=¢w3+0|=l§¢+c-0 _¢=1s
0

a zatem te samg wartosé, kiéra otrzymalismy bezposrednio z ciggu odpo-
wiednich sum.
2) Obliczy¢ bez uzywania calki nieoznaczonej wartoéé calki:

"d
I= f =z
@
2
Tutaj korzystoiej jest podzieli¢ przedzial <(2,6> na czgsci nierowne,
lecz wzrastajace wediug postepu geomelryéznego o ilorazie:

¢=V§=V3
Otrzymamy wtedy nastgpujgce punkty podziatu:
23, 23, 2)3s,...2)3 2)3"=6
Chege otrzymac sumy dolne, -nalezy braé wartosei fankeji y=:l; pa kofcu

kazdego z przedzialéw czgéciowyceh, funkeja ta bowiem maleje monoto-
_nicznie. Otrzymamy w ten sposdb na g, nastepujace wyrazenie:

o= @V3— 2 @fF 23 4 L@ fF — 25

23 2)/3¢ 2 )3

Dlugodei wszystkich przedzialéw dgzs do zera, gdy m wzrasta nieograni-
czenie, albowiem nawet najdluzszy, ostatni przedzial, ma dlugosé:

Axn=2&§(1_é)=6(1_&_;)

Wiadomo za$, ze V§ =3"—>3%==1, a wiee 4z, - 6(1 — )= 0.
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Wykonujemy w s, -2aznaczone dzialania i otrzymujemy:

R M

lim s, = lim #n(l — 3~V7)

Pierwszy czyonik dazy tu do oo a drugi do O Przy pomoey reguly
Hospitala otrzymujemy:
1 — 8- — 3~"og, 3.

lim 8, = lim ——— =lim ————-———’33 = hm 3~V log, 3 == log, 3
n—»00 B0 : B =->00 ‘—';l_‘ n =~ oo
Zatem:
]
rd e 3’
7 = o83

?

Préba. Przy pomocy ealki nieoznaczonej otrzymujemy:

Gd B
T

e gy |

J5E = 1o8. el

2 2

= log, 6 — log;2 =log, § =log, 3

zgodnie z wynikiem, otrzymanym zapomocs ciggu sum dolnych.

Z tyeh przykladéw widzimy, Ze znajge calke nieoznaczong, docho-
dazi si¢ bez poréwnania szybeiej do wyniku Jednakze pomimo to ta nowa
metoda jest bardzo pozyteczna, poniewaz przy jej pomocy moina takze
obliczaé calki oznaczone z takich funkeyj. dla ktérych nie znamy calek
nieoznaczonych. Ponadto przy pomocy ciagéw dazacych do calki ozna-
czonej, latwo jest definjowaéd i obliczaé rozmaite wielkosei geometryezne
i fizykalne, jak np. diugoéé luku, momenty statyezne i bezwladnosei. jak
to zobaczymy w dalszym ciagu. Wreszcie pna tej metodzie opierajs sig
rozmaite przyblizone metody obliczania calek oznaczonych (i pél) w takich
przypadkach, w ktérych zawodzi uzycie calki nieoznaczonej, bp. gdy
funkeja podealkowa jest podana tylko w sposéb tabelaryczny lub gra-
ficzny. Temi przyblizonemi metodaml zajmiemy si¢ w dalszym ciagu
w § 226.

§ 223. Calki nogélnioné.

We wszystkich rozwazaniach tego rozdzialu czyoilismy zaloenie,
e funkeja podealkowa f(z) jest ciggla w przedziale zamknigtym <a,b>.
Mozna jednak zdefinjowad calke oznaczong takze ogélniej, biorge pod uwage
funkeje nieciagls lecz ograniczong w przedziale <a, b>>, dopuszczajae przy-
tem skonczong liczbg punktdw nieciaglosci w przedziale < a,b>>, a nawet
w pewnych przypadkach nieskonczenie wiele takich punktéw. Do defi-
nicji uzywa si¢ kreséw gérnych lub kreséw dolnych lub tez ciagéw od
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powiednich sum. W ten sposéb powstaly rozmaite uogélnienia pojecia
calki, odgrywajsce oadzwyczaj wazng role w matematyce spolezesnej,
jak op. calki Riemanna i calki Lebesgue'a W zastosowaniach praktycs-
nyeh te pojecia nie znalazly dotychezas szerszego rozpowszechnienia i dla-
tego pie bedziemy si¢ tu niemi zajmowalis,

Ograniczymy si¢ tylko do najprostszej klasy funkeyj, a mianowicie
do funkeyj f(z, posiadajscych w przedziale <a, 6> tylko skoiczons
liczbe skohczonych skokéw a pozatem cigglych we wezystkich inoych

punktach tego przedzialu. Wetmy pod
1Y D B uwage anajpierw takg funkeje f(x),
ktéra jest ciggla w calym przedziale

<a,b6> z wyjatkiem jeduego puuktu c,

lezgcego wewnatrz przedzialu, w tym
X 88 punkcie posiada skoriczony skok, jak
> na fig. 15. Obierzmy w przedziale <a,¢>

Fig. 15. dowolny punkt ¢c—e&,a w przedziale <<e¢, 6>
punkt ¢+ &, Zaréwno calka ozoaczona
od & do c—e¢ jak icalka od c-+ & do b istnieje. Gdy ¢ dazy do zera, to

S e - —— -

1
'
1
t
)
’
]
T

N

~
2

o

calkaff(a;) de daty do skonczooej granicy, a manowicie do calki ozna-

ezovej od a do ¢ =z funkeji f,(z), kitora jest rowna [f(z) w przedzale
<a,c), otwartym z jednej strony, a dla x =c przyjmuje t¢ wartoé¢, do
ktérej dazy f(z), gdy = dazy do ¢ z lewej strony.
Podoboie istnieje granica drugiej ca{ki:ff(m) da, gdy & daiy do
e’ )
zera. Sumeg tych dwéch granic nazywamy calks oznaczong z funkeji nie-
cigglej f(x). A wigc:
[ -5 b
f () dz = h’mff(x) dz 4 lim ff(w) %
rﬁoa ) £“42+F
Jest to catka wogdiniona. Jezeli funkeja f(x) jest nienjemna w calym prze-
deziale <Ca, b>>, to wartosé calki uogdlnionej podaje pole figury, zam-
knigtej linja ACDB, rzednemi ad 1 bB, tudziez odcinkiem CD na fig. 15.
W zupeloie podobny sposéb okresla sig calke z funkeji, posiadajgcej
skonczong liczbe skoficzonyeh skokéw.

' Czytelnika, kiéry pragnatby glebiej wnikngé w ogélng teorje calek oznaczo-
nych, odsylamy do podrgeznika S. Saksa p. t. Zarys teorji calki (Warszawa 1930)
lub de la Vallée Poussina p. t. Cours d'Analyse Injinitésimale (Paryz, wyd. 6,
1926 r.)
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Uwaga. Nietrudno jest dowieéé, 26 do tych calek uogélnionych stosujy sie te
same twierdzenia: o addytywnoéci, o calkowaniu sumy, o wartodei §redplej (wzér 48),
o calkowaniu przez podstawienie, ,per partes’, co do zwyczajoych calek oznaczo-
pych, pienogélnionych.
Jezeli w calce uogélnionej wezmiemy zamiast stalej gérnej granicy b, zmienns ¢,
?

1o ta calka jest funkcjs @ (f) tej gornej gmnicy:ff(:v) dz = @ (t). QtéZ wozna udo-

wodnié, Ze ta funkcja ¢@(¢) jest funkcjg ciggls zmiennej ?, nawet w tych punktach,
w ktdéryeh f(x) posiada punkty niecigglodci. Odrazu to widaé 2 geometrycznej inter-
pretacji calki jako pola: gdy punkt ¢ przesuwa si¢ o doéé maly odcinek, to wielkodé
pola zmienia si¢ tak malo, jak tego zgory z2azadamy. Jest to uogdlnienie twierdzenia,
udowodnionego ua poczgtkn § 215. Pocbodng tej funkejj @ (t) wedlpg zmiennej ¢ jest
wewngtrz przedzialu <la, ¢> funkeja f(f), a takZe wewnsatrz przedzialu <le¢, 4>, na-
tomiast w samym punkcie ¢ funkeja @ (¢) nie posiada pochodnej.

Praykiad.
Obliczyé:
2
f 8120 & do
4

Funkeja sigonz (por. tom I § 1, str. 12, fig. 3) jest réwna -1
dla 2 >0, a — | dla < 0. w punkeie za§ 2 —=0 na skok skonezony.
Rozkladamy zatem te calke na sume dwéeh calek:

2 —£ 2 -
fsigna;dm:lim!/siguxdw—}— Iimfsignwdw=lim/(—l)dzv+
e—0 &e—0 £—o0

2 - 1

)
+ lim (+ l)d:v_hm(—a:)+hma;|:-——-3+2=—-‘l

e 0 e—0 g —0
&

Niechaj czytelnik wyprowadzi ogdlny wazér:

/signwdx=|b|—|a|

@ v

uwzgledoiajge wszystkie mozliwe wypadki dla e i b, a wige ap. dla
a < b, trzeba rozwazyé a=01 6=20.¢<01 56=20,a<0i6<0. Wy-
godnie jest poslugiwaé sig przytem obrazem graficzoym funkeji sign .

- 1n
Niechaj czytelnik obliczy w podobay sposéb wartosé ca’lki/f(w)d:v,

przyezem f(x) =« w praedziale <0,x), a f(@) =2 — 2n.w ptzedziale
<n,2n>. Wykres!
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§ 224. Calki niewlasciwe.

Wazystkie calki ozoaczone, o ktéryeh dotychezas byla mowa za.
réwno uogélnione, jak i nieuogélnione, nazywamy calksmi oznaczonemi
wiasciwems.

W przeciwiedstwie do nich pazywamy calkami niewladciwemi takie
.nowe rodzaje calek, w ktérych albo funkeja podcalkowa jest nieogrami-
‘czona W -otoczeniu jakiegoé punktu przedziatu calkowania, albo przedzial
calkowamia_ jest niewlasciwy, t. j. <a,oc0) albo (— oo, b>> albo wreszcie

(— o0, 4 o0). Takie calki niewlagciwe okre§lamy zapomocs nastgpujs-

cych definicyj.

Jezeli funkcja f(@) jest ciagla w calym przedziale <a, b), a dazy
do nieskonczonodei, gdy & dazy z lewej strony do &, to istnieje calka
oznaczona wladciwa 2 tej funkeji od a do kaidego punktu, lezgcego dowol-
nie blisko przed puoktem b, a wige do b — ¢, gdzie £ > 0. Istnieje zatem

b=g¢

flx)dx. Jezeli wartodé tej calki dgiy do skonczonej granicy, gdy

a

dazy do zera, to t¢ graniczas wartodé nazywamy calks ozpaczoug nie-

wlasciwa 2z funkeji f@) od a do b Prazyjmujemy wiec nastgpujscs
definicje: .

b

b—¢
(12) ff(a;) dz = lim ff(m) dx

e—=0

a

Jezeli F(x) oznacza funkcje pierwotng fuokeji f(@) w przedziale
< a,b— &>, to moiemy ten wzor napisaé takée w postaci:

b

{(12a) ff(a:) dx = lm: Fb — e — Fla)

Podobnie definjujemy catke niewlasciwg w przypadku, gdy funkeja f(w)
jest ciggla w calym przedziale <<a, b>> z wyjatkiem poczatkowego
punktu a, .a przy z, dazgcem z prawej strony do g, daiy do nieskon.
czonoscl.

Wtedy mianowieie:

s T
(13) ' f(@) dz = lim f f(@)dw
. f ¢ -’oﬂ‘}-e’

Jezeli F(z) oznacza funkeje pierwotng funkeji /() w przedziale <{a--¢',6>
to wzér (73) mozna papisa¢ w postaci:
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&
(13a) f f(#)da = F(5)— lim F (a 4 )

Jezeli fuokeja f(z) jest ciagla w calym przedziale <{a,b> 2z wyjat-
kiem jednego punktn ¢, lezgcego wewnatrz przedzialu, w ktdrym dazy
do nieskoficzonodci, to rozdzielamy catke na dwie czesci i uzywamy do
definicji calki od a do b wzorn:

ff(x)dw=ff(w) dz +ff(w) dz

Obydwie zaé calki, znajdujace sig po drugiej stronie zoaku réwnosei, 83
zdefinjowane przy pomoey wzoréw (12) i (73). Gdyby przedzial zawieral
wigeej punktéw niecigglodei, lecz skodczong ich liczbg, to nalezaloby
rozlotyé przedzial odpowiedoio na wigkszg IICZbQ czedei

- Drugi rodzaj calek niewlasciwych otrzymujemy, biorge pod uwage
funkc_)e ciggle, lecz przedzial calkowania niewlasciwy.

I tak, jezeli funkcja f(x) jest ciggla dla wszystkich 2>a, to

~ dla kazdej liczby L wigkszej od a istnieje calka oznaczona wlasciwa:
L

‘/‘f(x)dxi Jezeli ta calka wlasciwa dgzy do skonczonej grapicy, gdy

L — + oo, to tg graniczng warto$é¢ nazywamy calks niewlaseiwg od a do oo.
Przyjmujemy zatem nastgpujacs definicje takiej calki- w przedziale
<a,o0]):

oo L
(14) f f(2) dz = lim f f(a) dz
L~

Jeselt F(x) jest funkcja pierwotng fuokeji f(z), to

(14a) @) de = lim F(2) — F(a)

Podobaie definjujemy calke w przedaiale niewlasciwym (— oo, b>>:

(15) /f(a; = lim_ f(x)da;

Jezelt F'(z) jest funkejg prerwotng, to:

(15 a) ff(a:)dx:: F(b) — lim F(N)
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Wranzaiy:

00 ] ] o0
(76%) f f (@) do = f f (@) de + f f @) dw

przyczeny ‘moznd zamiagt O obra¢ takze dowolng inng skoficzong liczbe e.
, Z tych definicyj widzimy, ze calki niewlasciwe sa granicami, do
ktérych daza calki wladciwe. Zamiast méwig, ze calka niewlasciwa
isinieje, méwi sig tez, ze calka niewlasciwa jest zbiesna. Calki niewla-
éciwe wystepuja dosé czgste w. zystosowaniach. W interpretacji geome-
tryczne) mozemy je uwaiad za mijary pewoych nieograniezonyeh pél
{z uwzglednieniem znaku).
Preyklagdy.

{) Obliczyé calke:

bl
L e

Tu dla goérnej granicy o = 1 funkeja podealkowa posiada piecia-
glos¢, a miaflowicie dazy do +-oco, gdy @ dagzy do -1 2 wogtrza prze-
dzialu <0,1>, t. j. z lewej strony. Do obliczenia warto$ci tej calki na-
lezy zatem uzyé wzoru (?2). Wobec tego:

_m;::= lim =lim arcsin (1 — ¢) — arcsin 0 ==
Vi—-a:‘ :-»0 Vl——a:! e—0

——arcsxnl——arcsinO:,}n

Jakkolwiek powierzchnia, ograniczona linja o réwnaniu y:V::L_:‘
I —x
w przedziale <0, 1>, rozeigga sie w nieskonczonosé, to jedoak miara
tego pola jest skonczong liezby 4. Niechaj czytelnik sporzadzi wykres
tej funkeji!
2) Zbadaé, czy istnieje calka niewlasciwa:
' dz
(@ —3)?

Poniewaz funkeja podecalkowa jest nieciggla, a mianowicie posiada skok
w punkeie @ =3, lezacym wewngtrz przedzialu <{1,4>>, przeto naledy
rozdzielié przedzial ealkowania na dwie czgsci: od 1 do 3 i od 3 do 4
Otdz:

Sz

] 1 i
f(m @=3)F o<a—»a f(w"‘-?'—) —-—°<1En_10w — 3 1—_ ol<l:l—]»o (; +'§) =+
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[
a wiec ta calka nie istnieje. Podobnie okazaioby sig, Zo f(££3“)'z’+ oo
]

A wigc nie istoieje takze calka od 1 do 4, jako suma tych calek.
Gdybyémy zaé, rachujge nieostroznie, vie zauwazyli, ze funkeja

staje si¢ nieograniczong wewnatrz przedzialu calkowania, to otrzymali-

byémy — przez zastosowanie zwyklej reguly F(b) — F(a)— wartosé:

1
¢—3

= — ] — =

1

Moglibyémy wige egdzié, ze (nvjeograniczona) powierzchnia, zamknpigta

linjag o réwnpaniv y = w prze-

(x — 3)® LY (
dziale <1, 4>, ma pole skonczone, tym- ”
czasem tor pole ma wartodé (niewlasdei- 7
wa) nieskonczons, jak to wynika z po 7

przednich rozwazan. 7.
Zobaezymy jednakie w nastgp- /Z
nym przykladzie, ie przez odpowied- —— //A/%
nie zmnoiejszenie wykladnika w mia- o ' ¢

nowniku funkeji podcalkowej uzyskamy f

figurg o polu skonczonem. Fig. 18
3) Obliczyé wartoéé calki niewlasciwej:

4

dz . ! de '
g eczyh 3T
/V(a; — ‘f(a: 3)"

oz
535,

o

W myél definicji stosujemy tu rozklad: o T

3¢

[ 3 ‘
dez dx do = .
J&Zm= et [eSam=lnse - o+
1 : : -

4

5 s 3
+m3(m-3)'h|=1im3V-_s—3l/—-2+3V1—-limave‘a:o-;.

s—0 g0
&

+3)243—0=3014)7)

W geometrycznej interpretacji chodzi tu o obliczenie pola nieskoficzonej
powierzchni, ktérej czeéé przedstawiono na fig. 16 (zacieniowana).
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4) Ogélnie mozoa dowiesé, ze calka:

4
dx
(w—0b)
ma tylko wtedy wartosé skoficzons, gdy s << 1. Prosty dowéd pozosta-

wiamy czytelnikowi dla éwiczenia.
5) Obliczyé:

o0

/ e *dw
1

L
fe"dm:-—-a‘t":._rl_*,eo:l —
0

0

Tworzymy najpierw:

Stad:

o0 l L
f rdo=lim [o do=lim(1 — {):.— 1
L—+o00 L—»00 é
0 0
Niechaj czytelnik przedstawi geometryczng interpretacjo tego wyniku.
6) Obliczyé:
+o0o

.
= [iy ””fb+w+1}%ﬁ

-0

~ Stad:
{=lim arctgz |0+ lim arctgmr: 0—(—gnm)+$n—0
K~» ~c0 . K L~b»400 []

mfl-}—:vi n

1) Dle jakich wykladnikéw s calka niewlasciwa:
dz
x
ma wartosé skonczong?
Obliczamy pajpierw dla s 1 calke wladeiwa:

—H—l f Pata 1 1 1
~HJ—Iﬁ’ﬂiﬁﬁﬂF”q
\ .

Widocznem jest, ze przy L—oo prawa strona tylko wtedy dazy do
gkoficzonej granicy, gdy s>1



Dla s=1 otrzymujemy:

f——.JogL-—-logl:—.logL.
a wige:
da
— =00
&

I,:fm"e"dm

8) Obliczyé:

ala liczb n paturalaych.

Wyznaczmy najpierw zapomocs calkowania ,per partes”

wlaseiwg:

L L
fa:"e“da:=-m"e"
0

L

11

calke ‘

L
lf e erdr = — Lretgn [ o' erdp

Gdy L—>oo, to L¢"t daty, jak wiemy,do zera, albowiem ¢" dazy

do oo szybciej, anizeli jakakolwiek potega L”. A wige:

J# er dp == nbf:o"*‘ e do
ezyli:

(a) - In =n In-l
Przez kolejne stosowanie tego wzoru zwrotnego otrzymujemy:
L=nn—N01I_,, I,=a(n—~1)(n—~2)1I,,

it d, az dojdziemy ostatecznie do I, -:fe“’dw:.l. A wige:

lL=nn—1)(n—2)...2.1. I, = n!

Uwaga. Udowoduiono, ze ta calka istnieje takZe dla niecalkowitych », .gdy
tylko # > —1. Dla ujemnych n ts calka jest w dwojaki sposéb niewladciwa: po
pierwaze funkcja podealkowa jest nieciggla w poczgtkowym punkeie przedzialu- calko-
wania 8 mianowicie dgiy do 4 oo, gdy = dazy do zera z prawej strony: po drugie
przedzial calkowania jest niewlabciwy. Przy zmiennem n jest ta calka funkcjs zmien-
nej n; nazgwamy jg§ calkq Eulera drugiego rodzaju lub funkejg I'(n-}-1) (czytaj
gamg z n -+ 1). Mozemy jg uwafaé za uogélnienie funkcji m!, okreslonej tylko dia
naturalnych #. szezegdlnle waing w zastosowaniach jest wartofé tej funkeji dia

n=— st

o0
= fr'lrw d2

Wyznacseniem toj eplki zajmiemy sig w nastepuym przykladaie
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8) Obliczyé warséé calki niewladeiwej:

% .
e~ dx

d
Uwags. Uiywajse podstawienia 2V ==w, otrzymujemy 2xdzx =du, do= ﬂ;:
°

& calka zamienia si¢ na {I'(5). Ta calka, zwana calks Laplace’a ma wiolkie zna-
czenie w rachunku prawdopodobiesstwa i w teorji bledéw.

Nie potrafimy obliczyé calki niecoznaczonej fe“"' dz elemeontarnemi

metodami. Pomimoto znajdziemy wartofé powyiszej calki oznaczonej,
opierajac sig pa odpowiednio dobranych nieréwnoéciach. I tak wiemy
(por. tom 1 § 149, przyklad 2), ze zawsze jest:

14+u=¢e

& wigc:

| —2S e ilpese
czyli:

1 1

e,gl_%z dla ¢ > — 1.
Stad:

l—e=e'<(142)
Weimy:

z=y" to 2>0> —1
i mamy:

l—y e’ S (1 4y
A wigc dla naturalnyeh n zachodzg nieréwaodei:
Ad—gysSe” <4y
Scalkujemy to wyrazenia od 0 do 1 i od O do oo, to (na podst. § 217

woiosku 1) otrzymamy:

3 1 oo w©

. dy
1 —yyd :;f - d <f —*d sf____.__

of( yY) y._o e Yy y e y_.o TF g%

Skrajne catki wyznacza sig pietrudno przy pomocy odpowledmch
wzoréw redukchnycb

1
3) 1~=f(1 —ydy =y(1 —y‘)ﬂ + 2nfy’(l — yi)tdy=
=y —yr| 42 [0 = DO =y 40— grray

[,=—2nl,+2nl,_, 2n4-1)1,=2nl,,

2n
b=gile
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1 1
Poniewaz [, = dy:yl:: 1, preeto I, =%, 5, =4%-%, ..

0

oo

y 2n—3-

f]+j) (273-2) [+yz)n-—1 +2n_21”‘_1_
__2n——~3

T 9n 9

I, (str 28, wzbr 27)

Poniewaz:

fl T — == &7, przeto igzéegn, .7,=%-15-§n,...
'Otrzymu‘]emy wige:

2.4.6...2n 1.3.5...(2n — 3)
_,,)4 <
357.(2n+1<f dy=24b (2n_2)’3

Przez podstawienie ny?=z? czyli y__.V_ﬂ

o

dy = ;7"2 przeksztalcamy

wewnetrzng calke na - [ ¢ ™dz, a wiec:

V
.f;__.QnVZ </e""dm£ 5. (2n—-3)V—_én

= 6 . (2n —2)

Przy pomocy wzoru Wallisa (str. 93, wzér 66) stwierdza sig bez trud-
" noscl, e obydwa skrajne ciagi w powyzszych nieréwoosciach dgzg do
wspbluej wartosci 4|7

I tak z wzoru Wallisa wynika, ze

2

.6...(2n—2)V2n_)Vﬁ

4
Bo=—F 57 @

_2.4.6...2n—2))n , 2
4, = 3.5-7..(2n — 1) —-)Ql/?z a zatem 1 A"2n+1 »-g/n

Z drugiej za$ strony:.
n t-3-5...2n—3)n yn L (2r—3)(2n—1) nl2
1 2.4.6...(2rn—2) = 2.4.6...2n —2))2n (2n—l)

TP L ;rV—"—W

B 2n—1

Rachunek rotniczkowy i calkowy. T. 2. 8
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Zatem calka, zawarta stale migdzy wyrazami tych dwoéch ciagéw, ma

\

wartosé 4 fa. Otrzymalismy zatem ostatecanie:

{76) . Je—ﬂ de = 3V

§ 22b6. Catkowanie graficzne.

Jezeli funkeja, ktors mamy calkowaé, jest podana graficznie, zapo-
mocs wykresu, jak to czesto bywa w matematyce stosowanej, to moiemy
postepowaé dwojaka droga. Moina mianowicie, uzywajge rozmaitych me-
tod interpolacji (por. tom I, rozdzial XVI), znaleZé wzér matematyczny,
przedstawiajacy warto$¢ tej funkeji z dostatecznem przyblizeniem i do-
piero wtedy wykonywaé calkowanie przy pomocy odpowiednich wzoréw
rachupku calkowego. Prostszem bedzie jednak bezpodrednie zastosowanie
odpowiednio dobranej graficznej metody calkowania; metode taksg otrzy-
mujemy przez odwrécenie metody graficznego rozniczkowania, poznane)
w rachunku rdipiczkowym .(por. tom I, § 65). Chcemy znaleid:

Y-_—:ff(a;) dz

majae podany obraz L fuokeji y= f(z) (fig. 17a). Ta calka Y jest
YA

Q ______ .‘P

funkejg goérnej granicy x, a mianowicie taka funkejs, ktérej pochodns
jest Téwna funkeji podcatkowe;:

Y
(™) = flz) =1y
Jest 1o wiec jedna z funkeyj pierwotnych funkeji f(z), 2 mianowicie ta
funkeja pierwotna, ktora dla x =a przybiex;a. wartosé ¥ =0, albowiem
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ff(w)da; =: 0. Szukana linja prazechodzi zatem przez punkt B(a, O). Obrz'm
agraﬁczny kazdej funkeji pierwotnej nazywamy linjo calkows dapej linji
o rownaniu ¢ == f(z). Pocbodna Z_: przedstawia spadek stycznej do linji
calkowej. Oznaczmy liters § kat stycznej do tej linji catkowej. Z wzoru (w)
wynika, ze:

dyY
1z =tgh=

o | 82

Zwigzek ten prowadzi do nastgpujacej konstrukeji linji calkowej. Linja
ta przechodzi przez punkt B(a, 0). Od tego punktu odmierzamy na lewo
odcinek AB=1 i lageczymy punkt P linji y = f(x) z puoktem A. Po-
niewaz y:1=1tgf, przeto bok AP trojkata APB ma kierunek. stycznéj
do linji calkowe]. Przez punkt. B wykreslamy prostg ¢|| AP; ta prosta
jest styczng do linji calkowej w punkecie B. Przy pomocy takich stycz-
nych, wykreslonych dla rozmaitych odcietych, buduje sig linje calkows
jako obwiednig tyech stycznyeh. I tak obierzmy jakié drugi punkt P’

pa daoej linji L, nalezacy do odcigtej & = OB'. Zastagpmy luk PP’
linji L ecigciwg PP. Jezel cigciwa 1a ma réwpanie y = mx -+ n. to od-
powiadajaca jej linja calkowa ma réwnanie Y = Za®- nz -+ p, jest za-
tem parabolg o osi réwnoleglej do osi rz¢dnych Znamy jeden punkt tej
paraboli, a mianowicie B, chodzi za§ o znalezienie drugiego punkty Pj,
nalezacego do odcigtej OB’. Styczna w tym nieznanym puckeie ma byé
réwnolegla do prostej A’'P’. ktdéra otrzymujemy podobns kowstrukejs, jak
prostg AP. Otéz wiadomo z wlasnosci paraboli, ze styczne w punktach
o odcigtyeh @ i &’ przecinaja si¢ w punkcie, ktérego odcigta jest $rednia
arytmetyczog: §(z + '). Polowimy zatem odcinek BB’ punktem D i wy-
kredlainy przez ten punkt prostopadly do osi odcietych. Punkt D7, w kt6-
rym styczoa ¢ przecina tg prostopadla, leiy zatem takze na stycznej f,
oalezaeej do nieznanego punktu P;. Wykreslamy przez ten punkt D’
prostg ¢ || A’P’ 1 otrzymujemy w ten sposob drugi punkt linji calkowej,
a mianowicie puokt Pj, nalezgcy do odciete] a'= OB’. Postgpujac
w ten sposdb dalej, dla dalszych punktéw linji L, otrzymujemy szereg
punktéw linji calkowej; laczymy je nastgpoie (przy pomocy krzywki)
tak, aby otrzymana linja byla styczna kolejoo do prostych ¢ #,¢, ...
Cheae uzyskaé dobre przyblizenie, nalezy obra¢ dosé gesto punkty

P, P, P’ ... pa linji rézoiczkowej L.
~  Wielokrotne -odcinanie jednostki: 4B, A'B’, A”B”,... i linij AP,
A'P') A"P”, ... zaciera zwykle przejrzystoé¢ rysunku. Z tego po-
wodu modyfikuje si¢ zwykle konstrukeje w ten sposéb, ze odeina sie
owa jednostke tylko raz, od poczatku ukladu O do punktu M o spél-
8%
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rz¢dnych (~ 1,0) (por. fig. 17b). Nastepnie rzucamy kazdy punkt P,
obrany na linji L, na o8 y-6w do punktu ¢ i dgczymy M z @: prosta
MQ jest réwnolegla do stycznej ¢. Wykonujemy zatem caly konstruk-
cje linji calkowej w nastepujacy sposéb. Obieramy pa danej linji L
szereg punktéw P, P, P; ... i rzucamy je na o8 2-6w i y-éw. Polowimy
odcinki BB, B, B;... na osi x-6w i przez te punkty podzialu wykres.
lamy pomocnicze linje prostopadle do osi @-6w. Rzuty @, @, Q,,...
punktéw P, P, P, ... na 08 y-6w laczymy z punktem M o spélrzednych
(— 1,0). Przez puskt B wykreslamy prosta t|| MQ ai do przeciecia sig
z pajblizszg (pomocniczy) prostopadls do osi z-6w. Z tego punktu prae-

YA

O

cigeia wykreslamy prosty ' || MQ, az do przecigeia sig z nastgpna po-
mocniczy (kreskowang) prostopadlg i tak samo postepujemy dalej. Otrzy-
mamy w ten sposéb szereg punktéw B, P, P;... linji calkowej i szereg
stycznych w tych punktach do linji catkowej. Przy pomoey krzywki wy-
kredlamy calg linje calkows ! Gdybyémy rozpoczeli koustrukeje nie od
punktu B, lecz od dowolnego innego punktu tej prostej BP, to otrzyma-
libyémy inng linje calkows !, jednakie przystajaca do I/, a mianowicie
przesuniets réwnolegle. W ten sposdb mozna otrzymaé cals gromade
funkeyj pierwotnych, zawartych w calce nicoznaceonej, t. j, obok linji
o rzgdoych ¥, gromade linij o rzednych Y 4 C. Gdyby$my za$ zamiast
jednostki MO =1 uzyli innej jednostki: MO =&, to zamiast linji cal-
kowej o rzgdnych Y otrzymalibysmy linj¢ o rzednych ¥ =}Y.

Oméwiona tu kobstrukeja jest przyblizona, albowiem polega osta-
tecznie na tem, ze luki linji L zastapiliSmy cigciwami.

z'lez'eli linja L jest zwrécona wypuklodcig ku gérze, to widocznem jest, 2e wsku-
tek takiej aproksymacji otrzymujemy wartosci mniejsze od prawdziwych wartodci calki.
nie wyczerpujemy bowiem pola, zamkni¢tego ta linjg, rzednemi i osia odcigtych.

Lepsze przybliZzenie mozna uzyskaé, zastepujac Inki PFP,. P:I",, ... nie cigciwami,
lecz odcinkami prastych rownoleglych do osi #-6w; odcinki te trzeba dobieraé na oko w ta-
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kich wysokodeiach, aby prayezynial z jednej strony takiego odcinka tyle pola, ile opusz-
czono z drugiej strony. Szezegolowe opracowanie tej ulepszonej metody znajdzie czy-
telnik w podrecznikn C. Runge'go p. t. Graphische Methoden. (Lipsk 1945, roz-
dzial 111, str 96—112).

Opierajge sig na tej konstr\;kcji lini) calkowyeh, zbudowano przy-
rzad, zwany infegrafem, ktérym sig rys-uje w 8poséb mechaniczny linje
calkowg ! do danej linji réiniczkowej L: jezeli jeden kolec mechanizmu,
zlozonego z odpowiednich pretow metalowych, wézkow i kélek, posuwamy
po linji L, to drugi kolec, opatrzony oléwkiem lub grafjonem, rysuje od-
powiednig linjg calkows [ Opis tego przyrzgdu, wynalezionego przez
Abakanowicza, bylego profesora Politechniki Iwowskiej, znaleZé mozna
np. w podrgezniku A."Gallego p. t. Mathematische Instruments (Lipsk
1912, rozdzial IX, str. 154 i nast) lub w dzielach zbiorowych Abaka-
nowicza, Por. tez St. Golab, Wskazdwki do twiczen 2 integrafem
Abakanowicza, Krakéw 1933.

§ 226. Calkowanie przyblizone liczbowe (numeryezne).

Jezeli chodzl o obliczenie calki oznaczouej z takiej funkeji, dla kté-
rej nie potrafimy obliczyé calki nieoznaczonej, to bardzo czesto, zwlaszeza
w zastosowaniach praktycznych, poprzestajemy na obliezeniu przyblizonej
wartodcei te) ealki. Podobnie postepujemy, gdy funkeja podeatkowa jest
dana tylko tabelaryeznie.

A. Metoda prostokatoéw.

Najprostsza droga, prowadzaca do tego celu, jest uiycie wyrazéw
ciagéw, zdszajacych do wartosci badanej calki oznaczonej, oméwionych
w §222. Biorae odpowiednio daleki Y
wyraz takiego cia,gu, mozemy otrzy- 1‘
mad kazdg zgdry 2adang dokladnosé.
Kazdy wyraz ciagu jest sumg pol
prostokatéw, majacych za podstawy

ner
odcinki ost odcietych a za wysoko- & X
ci rzgdne w dowolnych punktach 0 _ _ .
tych odecinkéw. Najprosciej przed- a ""’F“i"" 8 b
stawi sig rachunek, gdy przedzial e
: . b—a. ,
<a,b>> podzielimy na réwne czeiel o diugoser: h = ~7z—f i w kazdym

przedziale weimiemy poczatkowa wartos¢ funkeji, jak na fig. 18.
Przyblizong wartoscia calki

Isj?f(w)dmzjydw
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Jjest zatem suma pol tych prostokatow, t. j.:
OG=h-yy+h-y...t+h-y,
O =h(py + 4 4+ + ¥

Uiywajac znaku = jako znaku przyblizonej réwnosci, mozemy zatem
napisaé:

czyli:

(17) szf(a»dmk(y,+ya+...+y,)

Przyblizong metode obliczania calki oznaczonej przy pomocy tego wzoru
nazywamy metodq prostokqtéw. Widocznem jest zaréwno z geometrycz-
nego przedstawienia jak i z wlasno$ci ciggu g,, ze przez powigkszanie
liczby n mozemy uzyskaé dowolny stopietr aproksymacii.

Prayklady.

1) Zastosujmy powyzsza metod¢ najpierw do znanej calki:

2
I :\/‘% — log,z = log.2 = 06931471806
T¢ samg calke obliczymy teraz metods prostokstéw, a nastgpnie poréw-

namy z sobg wyniki.
Podzielmy przedzial <{1,2> na 10 réwnych czgsci o dlugosciach

h= Q—F(Tl = 01. Rzednemi w punktach 2z =11112,...19 s3
y=l -1— L L Wedlug waoru (17) otrzymujemy zatem:
1’11’12’ 19
1 1 1 1 1
1&01(1 +ﬁ +l—2+ﬁ+"'+1*8+T§)
=01]1
0909090 ..
0-833333 ..
0716923 |0 ..
07142815 ..
0-66666 |6 ..
0625
00882356 ...
0555556 |H ..,
002631 |5

~01. 7187171 = 0-718771
Blad wynosi: 0718771 — 0693147 ... ~ 0-025624.
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2) Zoales¢ wartoéé przyblizong calki:

20
dz

=
log,m

ktore] nie potrafimy obliczyé elementarnemi metodami calkowania. Po-
dzielmy przedzial calkowania na 10 réwnych czefei o dlugodciach
20 — 10

h= —qo = b Stosujae przybliiony wzér (77), otrzymujemy:

1
I~1. )
L (log,lo Iog,ll + logt 12 +ot log 19

W tablicy logarytméw naturalnych zoajdujemy wystepujgce tu logarytmy,
a dzielenia wykonywamy np. przy pomocy maszyny do rachowania i otrzy-
mojemy:
[x04342|9448
041703239
04024 | 2960
03898 | 7125
0-37892318
0-3692 6937
0-3606 | 71376
035295613
03459 | 1626
0:3396 | 2327

1~ 37910
Przy uzywaniu prayblizonej metody obliczania calki oznaczonej waing
jest rzecza oszacowanie bledu, ktory si¢ popelnia, biorge zamiast praw-
dziwej wartosci calki wartosé przyblizong. Jezeli funkcja podcalkowa
posiada pochodns ciggla w przedziale <{a,b>>, to nietrudno jest otrzy-
maé¢ dogodny wzér na oszacowanie tego bledu. I tak weimy pod
uwage Jeden przedzial czesciowy o szerokoser h, np. <le, e+ A>.
Obliczmy blad:

c4h
@ b= [ ds— ) = Fleh) — Fle)— h /(o)
Widocznem jest, ze »(0) == 0, Pochodne obu stron wzoru (I) wzgledem A
sa réwne, a wigc:
r'(h) = flc + k) — f(c)
Do prawej strony Stosujemy twierdzenie o wartosci sredniej (Lagran-
gea) i otrzymujemy:

(k) = hf’(c 4 Oh) 0<8<1
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Niechaj M’ oznacza najwigksza wartodé funkeji |/"(@)| w przedziale <Ca, 5>,
to —hM =1r'(h) =+ hM’ Scalkujmy te¢ nieréwnoéé od O do h, to
otrzymamy:

— —IMR (S LM
a to.znaczy, Ze:

|r(h)| =< 3h2M’

Taki wige blad wynika z zastgpienia calki w jédnym przedziale czescio-
wym polem prostokata: h-f(c). Poniewaz zas mamy n takich przedzia-
16w, przeto na calkowity blad R, otrzymujemy oszacowanie:

|B,| <= 4nh3M’

Ale:

A= b—a

T oa
a8 wigc:
(b — a)’M’

<

(18) 1Bal S 5,

Widzimy stad, ze blad dgzy do zera, gdy » wzrasta nieograniczenie.
Tak np. w przykladzie 1) otrzymujemy
2—12.-M M
<\ — A7
IRlol == 2.10 20
Poniewaz f(x) = s fll@)=— —l—, przeto M’ = max |f'(z)]= li =1
Ostatecznie wige:
- IleéE‘a:O'Ob
Blad faktyezny wynosi tylko 0:02566 ...
Pozostawiamy czytelpikowi do stwierdzenia, %e bezwzgledna war-

1086 bledu w drugim przykladzie nie przekracza liezby: 21; 0 =
= 4 logle = 00943 ..

B. Metoda trapezéw.

Lepszg na ogdl aproksymacje uzyskujemy, biorge w kazdym paska
na fig. 18 za wysokosé prostoksta sredniy arytmetyczng obu rzednych,
ograniczajaeych ten pasek, czyli zastgpujse kazdy pierwotny prostokat
trapezem, ktérego dwa wierzeholki lezg na danej linji o réwnaniu y = f(x).
Suma tych trapezéw daje zwykle lepszg aproksymacje anizeli suma pier-
wotnych prostokgtéw (majgcych za wysokosei poczatkowe rzgdne). W ten
sposbb otrzymujemy zamiast ciggu o, inny cigg:

a;=k(y;-;y-+ya-;ys+ya—{2-y‘+'_‘+y.+éy.+,)

ceyli:
G=h(dy, +v: + 9%+ + ¥+ Y1)
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Ten nowy wzér na przyblizong wariodé calki nazywamy wzorem trape-
zowym. Zatem:

9 o [Izk(%yl+yz+ys+---+yn+%yn+x)|

Prawa strona tego wzoru rézni si¢ od wzoru (77) tylko tem, ze w nawia-
sie ubylo 3y, a przybylo Ly,,,, a wige:
0:, = 0, + 13(?/”-1 - ?/1)

Rachunki sa tu wige réwnie proste, jak przy metodzie prostokstéw, a do-
kladnodé jest zwykle znacznie wigksza.

2
I tak np. dla calki f%w, oméwionej w przykladzie 1) pa str. 118,
i
trzeba dodad do wyniku, otraymanego metods prostokatow, 0—21 (% - 1) =
==—94— — 0-025. Otrzymamy w ten sposéh:
120718771 — 0025 = 0693771 ,
Wynik ten jest o wiele dokladniejszy, albowiem blad wynosi tylko:
0693 771 — 0693147 = 0-000624
Stosujae metode trapezéw do drugiego przykiadu pa str. 119, otrzymujemy:
137910 + $(0-33381 — 0-43429) = 3:7408

W podobny sposdb, jak dla metody prostokatéw, wyprowadza si¢ dia metody
trapezéw wzér na oszacowanie bledu, ktdéry popelniamy, biorac zamiast prawdziwej
wartoéci calki wartosé przyblizons, otrzymang z wzoru (79). Trzeba mianowicie dwu-
krotnie zrozniczkowaé obie strony wzoru:

) = ff(’ f<c)+f(c+h)

Otrzyma sig:
h
Py = — g (e )

W sposéb podobny, jak przy metodzie prostokatéw, otrzymuje sie na blad
w jednym przedziale czefciowym wzor:

r(h)] S M”
a dls » calek, t. j. dla calego przedzialu <a,b>, wzér:
Bl <y M

gdzie M’ oznacza najwickszg wartoéé funkeji |f//(2)] w przedziale <a,b>. Poniswaz
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b—a .
o przeto otrzymujemy ostateeznie:

: (b—ap .,
(80) |Ral O g0

h=

C. Metoda lukéw parabolicznych. Wzér Simpsona.

Wzér trapezowy mozemy interpretowaé geometrycznie w ten spo-
80b, ze zastgpujemy badang linjg o réwnanin y = f(z) w kazdym cze-
§ciowym przedziale <&,,®,,> o szerokodci A linjg prosta, przechodzaca
przez dwa punkty (@, yu), (Tay1, ¥aa) danej linji. Jasnem jest, ze lepsza
aproksymacj ozyskamy zwykle dla linji krzywej, zastepujac ja w kai-
dym przedziale .<<®,, #,,,> o szerokosci 2h lukiem paraboli drugiego
stopnia, przechodzacej przez trzy punkty (g Yuh (@1 Yasr s (a:,,+,,y,,+,)
1 obliczajge pola powierzehni, ograniczonych temi lukami paraboliczoemi
1 odpowiedniemi rzednemi. Poniewaz puokty na osi z-6w obieramy
w réwnych od siebie odstgpach, przeto mozemy uzyé.do obliczenia tych
pél wzoru (65) z przykladu 6 na str. 86, a mianowicie:

(@ . L =R bt )

Dzielimy przedzial <Ca. 6> npa 27 réwnyeh czgéei o dlugosciach
b—a, . . .

=51 obliczamy rzedoe: y,, yg, ¥s ... Y2ae1: Y20y Y241 POWierzchnia
rozpadnie sig na n par przylegajacych do siebie paskéw. W kazdej parze
paskéw zastepujemy luk danej krzywej lukiem paraboli drugiego stopnia,
przechodzacej przez trzy punkty danej krzywej, nalezgce do trzech sa-
siednich punktéw podzialu odcinka <Ca,b>>. Pole to obliczamy wedlug
wzora (a). Poniewai x,., — @, = 2h, przeto otrzymamy w ten sposéb

pastgpujsey wzdr na obliezenie przyblizonej wartosei calki:

1 =ff(a,v)dww§(yl byt yst vs Ayt v+ ve 4ot
) + Y21 + 4Y2n + .7/2n+1)

ezyli:
B1) |1~ 205+ ons +2(0s + 5+ -+ Yaua) 4 (92 + 9 - 1) |

Ten wzér przyblizony, wynikajacy z uzycia paskéw parabolicznych, oa-
Zywamy wzorem Simpsona.

Rozumowaniem podobnem, jak dla metody prostokgtéw i trapezéw, oblicza sie
blgd, wynikajacy z zastgpienia calki w jednej parze takich paskéw wartoscia p
c4-h
h
2 wzoru (a), t. j. 7(h) = f [@)dz =g (flc — h) + 41(¢) + fle+ B).

c~h -
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Przez trzykrotne réZniczkowanie otrzymuje sie:

h
TR == (e R) — [ e — h)) = — § B3
8 stad:
— IR < ) L YR

Nastepnie przez trzykrotne calkowanie otrzymujemy:

4hs
lr(h| = =5, M®

Stad otrzymujemy dla » par paskdw, kladae h = b
b— a)®
2 b—a e
(82) | Fonl = Sgggme M
Tutaj M oznncza najwickszg wartodé funkeji | fU ()| w przedziale <a,b>
Przykéady.

1) Zastosujmy wzér Simpsona do przykiadu 1 na str. 118, biorac
2n = 10. Wtedy:

01 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
125 (1 g2t gt et o) 4 Tt st )
=°;31 (1-5 +2.2728173 + 4- 3-459546) = O_; 20794490

czyli [~ 06931497
— 2
Poréwuujac ten wynikzprawdziwa(wartos’.ciaealkif%=0'693147l...,
widzimy, ze blyd wystgpuje tu dopiero pa 6-em miejseu po kropce dzie-
sigtnej. Przez zastosowanie wzoru (82) otrzymujemy:

@—10 o 1

3650 b¢ " 24 = 8000 — 0-000013 ... s

[ ol =

Dokladno$é taka jest zwykle dla celéw praktycznyeh zupelnie wystar-
czajaca.
2) Niechaj czytelnik obliczy na podstawie liczb, podanyeh w przy-

kladzie 2 pa str. 1191 licaby lo—gl—Q(—) = 0-33380820, nastepujaeq przybli-

zong wartos¢ calki:
0

2

f 9 _ . 31307
log.

10

)
de oy
3) [:fm__arctgl._--;n‘
o ,
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Obliczyé tg wartos¢ w przyblizeniu pray pomoey wzorn Sim p-
sona, dzielac przedzial calkowania na 16 réwnych ezesei.
I%I'B(yl + vy + 2(y, +yo+ . )+ 4y, + vy, + -+ v10))
Dia;
" =0, %, % 7% 1% - 1§18

otrzymujemy.
y=13§%, 885, 888, - 8%, %
Zatem:
n =1
¥y = 099610 89494
y, = 098461 53848

Yo = 096603 77358
Ys 094117 64706
Yo 0'91103 20285
y, = 087671 23288
ys = 083934 42623
Yo 08

Yo = 015964 39169
v, = 071910 11236
¥ = 067904 50928 -
Yis 064

Wi = 06023 29412
7,, = 066637 16814
e = 053222 45322
Y1z 05

I

I

3

I

hot

Y + Y= 1D
20y + ¥s + y1+ ...+ i) = 250279769890 = 11-0659539780
» Ay, + yo -y + ...+ yis) = 462857894601 = 25'1431578404

I~ g5 -376991118184

Stad:
412 376991118184 :12 = 3-14159 265,1_53
Poniewaz zas:

41=n=3141592653589 ...

przeto widzimy, ze blad wystapil tu dopiero na 9-tem miejscu po-kropce
dziesietnej.

Wzér trapezowy i wzér Simpsona mozna dalej uogolniaé w rozmaite sposoby.
I tak wzor trapezowy polega na zastapieniu funkeji f(z) funkcjg y = a, 4 o, 2 {t. j-
badanej linji linjs prosta) w kazdym przedziale czebciowym o szerokodei h; wzér za$
Simpsona polegal na zastgpieniu funkeji flx) funkejz y =a, 4 o, + a2 (¢ j.
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badanej linji parabols drugiego stopnia)l w przedzialach o ezerokodel 2h. Oté: wy-
prowadzono wzory, polegajgce na zastgpieniu f(x) funkejg: y= 6,4, 2+ 0,23} 4,23
w kaidym przedziale czeSciowym o szerokodci 83h i ogélnie funkcjs m-tego stopnia
w przedzialach o szerokofci nh. Wszystkie te wzory, ktérych specjalnemi przypadkami
83 wzory: trapezowy i Simpsona, nazywamy wzorami Newtona-Cotes's.

Dalsze udoskonalenie przyblizonych metod calkowania uzyskano, obierajsc na
o08i 2-0w odstgpy nieréwne w odpowiedni sposdb. Na tej mysli przewodniej opieraja
si¢ przyblizone metody calkowania Gaussa i Czebyszewa. Szezegblowe omdwienie
tych wszystkich metod wraz z licznemi przykladami znajdzie czytelnik w nastepujs-
eych podrecznikach: C. Runge und H. Konig, Numerisches Rechnen (Berlin 1924,
str. 238—286), E. Whittaker und G. Robinson, The Calculus of Observations
{London 1926, str. 182, 163) i G. Kowalewski, Integration und gendherte Quadra-
tur (Leipzig 1932).



ROZDZIAL XIX.

Zastosowania cafek oznaczonych do geometrji i do
mechaniki.

§ 227. Pola wycinkéw.

W poprzednim rozdziale oméwilismy zastosowanie calek oznaczonych
do obliczania pol figur, ograniczonych lukiem dowolnej linji o réwnaniu
y == f(x), rzgdnemi w koncowych punktach takiego luku 1 osig odeig-
tych. Opierajsc sie pa wynikach, uzyskanych w tych rozwazaniach,
a w szezegolnosei na wzorach (46) z § 212, wyprowadzimy obecnie wzoér
na pole wycinka, ograniczonego fukiem dowolpe) linji 1 promieniami, 1czy.-
cemi konce tego fuku z poczatkiem ukladu. Weimy najpierw pod uwage

tylko takie luki, w ktérych do jednej odcigtej

Y n nalezy tylko jedna wartosé rzednej, a wige kté-
rych vownanie da sie ujaé jedng (jednoznaczng)
/JF ---------- funkeja y = f(@) (por. fig. 19). Ozpaczmy
P kofice tego tuku literami A i B w takim po-
o rzgdku, abysmy, przebiegajac pokolei punkty

ar- A 0,A4. B mieli powierzchnig wycinka po lewej
—a- A |8 ;Y rece czyli aby obrot, sprowadzajgcy prosty
0A do nakrycia z prostg OB, mial kierunek
Fig. 19. dodatni, to zpaczy taki, jauk obrot, sprowa-

dzajacy dodatnig cze$¢ osi OX do nakrycia
z dodatnia czesciy osi OY. Z figury tej odezytujemy, ze pole W wycinka
OAB jest réwne polu trojkyta OB'B, pomuiejszonemu o pole trojkata 04’4
i o pole krzywolinjowego czworokata A'B'BA. Zatem:

(a) W:szf(b)—,gaf(a)—fydw

Na tej figurze caly fuk 4B lezy wewnatrz pierwszej éwiartki. Nietrudno
jednak stwierdzié, Ze ten sam wzdr (a) utrzymuje sie ogélnie, przy do-
wolnyeb polozeniach punktéw 4 1 B, jezeli tylko przy posuwaniu sig po
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luku od 4 do B mamy po lewej rgce pole wycinka. Tak np. pole wy-
cinka OAB na fig. 20 oblicza sig w nastepujacy sposéb:

W = 0AB = 0AC+} OCB =

= QAA' — AA'C+ BCB -+ OB'B 2y

Pole tréjkata OAA’ ma wartosé 8

— }a- f(a), poniewaz rzedna f(a) ma tu

warto$é ujemns. Pole OB'B = 4b- f(b)

a pozostale pola AA'C i BCDB oblicza
sig przy pomocy calek:

D

// / ///// %{///ﬂ

<z /////////l

— 44°C ='ff(a:) dx Fig. 20. A

\
SN
\

poniewaz funkcja f(x) jest vjemna w praedziale (¢, a), a:

BCB = f f(@) dz

W=—-&af(a,)+ff(a:)dx+ff(x)dm+;bf(b)

W= 13 bf(b)—}afla) -—ff(w)dx

zgodnie z wzorem (a).

Niechaj czytelnik stwierdzi prawdziwoéé tego wzoru takze dia innych
polozed tuku 4B, np. gdy luk przebiega pierwsza, czwarty 1 trzecia
éwiartke plaszezyzny!

Sprowadzimy wzér (a) do dogodniejszej, symetrycznej postaci.

Zatem:

czyli:

[ tak widocznem jest, ze:

b b b
b1k — a fla) = f(m)l:wyl:f(a:y)' do

a wiec:
&

35 f(b) — §afla)== f xy) dz

a

Wobec tego:

4 o .4
W = %f(xy)'dw ——fyda::%f(wdy%—ydm-?ydm)
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A wiee:

x=b
(83) W=§f(fv(1y~ydx)

Otrzymalismy w ten sposéb wedr (Leibniza) na pole wycinka.

W ciagu calego rozumowania uwazalismy 2 za zmienng niezaleing
a y za (jeduoznaczng) funkeje te] zmienne). Wobce tego naleiy za dy
podstawié¢ we wzorze (83) wartoé¢ y' - da 1 dopiero wiedy wykopaé cal-
kowanie wedlug zmiennej x w granicach od u do b Gdyby zaé @ bylo
jednozpaczng funkejg zmiennej y, to mozraby wyrazié wszystko zapomocs
zmiennej y, a wiec za d® podstawié x'dy 1t calkowad wedlug zmieonej y
w odpowiedoio zmienionych granicach, np od a do g (por. 6g. 19). Jeieli
z88 & i y sy podane jako fuokcje zmiennej £, to znaczy w przedstawieniu
parametrowem, to wzor (83) ma, po wprowadzeniu nowej zmiennej ¢ zapo-
mocg podstawienia x = @(t), postac:

i
(84) W = if(wy’ —x'y)dt
ta

Liczby t, i t; 83 to wartosci parametru ¢, odpowiadajace punktom 4 i 5.

Bardzo prosty forme przyjmuje waér na pole wycioka przy uzyciu
spéirzednych biegunowych. 1 tak jezeli réwnanie linjy, ograniczajacej
wycinek, jest podane w formie biegunowej: r=r(p), to uzyskamy paste-
pujace przedstawienie parametrowe:

@ =r(@)cosp, y=r(p)sine
Stgd:
dw = (r cos p — rsin @) dp, dy = (r"sin @ 4 rcos ¢)dp
a wige:
rdy —ydo=(rr'sinpcosp - ricos?p — rr'sinpcosp + risin’p)dp =rtdp

Waér (83) przyjmuje zatem dla spélrzednych biegunowych postad:

Py
(85) =14 [rdg

P

Wzory (84) i (8D) 4 ogdlniejsze od wzoru (83). Zazoaczylidmy miano-
wicie wyraznie, 6 wzér (83) odnosi sig tylko do takich wycinkéw, kto-
rych luk ma 2 kazda prosta réwnolegly do osi rzgdnych najwyzej jeden
punkt wspdlny.
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Cheae zad obliezyé pole takiego wycinka, jak np. wycinek 04B
na fig. 21, nalezaloby go rozlozyé na dwie czeci: 0AC i OCB, oblicayé
warto$¢ odeigtej ¢ punktu C i stosowaé dwukrotnie wzér (83). Raz nale-
zaloby podstawié za y funkeje y, = f; (), t. j.
réwnanie dolnej czedei Tuku, a drugi raz y, =7,(2), Y
t. j. réwnanie gérnej czesei luku. W ten sposéh
otrzymuje si¢ na pole takiego wycinka dosé za-
wily wzér:

oM

_-,,.{’,,,/7/% s

W:%f(wdy, —-y,dw)—-l—%f(wdyz — Y1 d7)

Natomiast przy przedstawieniu parametrowem Fig. 21.

bardzo czgsto nie trzeba zmieniaé funkeyj a(f)

i y(¢), albowiem przy zmianie parametru ¢ od ¢, do f; mogs war-
tosci tych samyeh funkeyj @(¢) i y(¢f) przebiegaé spélrzedne calego

luku ACB (np. w elipsie, w kole). Otrzymamy wige w takim razie:

tc ig 73
W= ,}f(wy’ —a'y)dt + %f{wy’ —x'y)dt= 1ﬁwy’——w’y) dt
ta tc ts

W takich wige przypadkach — najpospolitszych w praktyce — mozna
uzywaé wzoru (84) bez zadnej zmiany, natomiast wzér (83) musi ulegaé
do$é zoacznym modyfikacjom. To samo odnosi si¢ oczywiscie takie do
wzoru (8D), ktéry jest specjalnym: przypadkiem wzoru (84).

Zdarza sig, Ze przy zmianie parametru ¢ od ¢, do £, punkt (z,y)
przebiega jaka$ linje zamkniety. Wtedy wzér (84) lub (85) moie stuzyé
do obliczenia.nietylko wycinka, leca calego pola, ograniczonego ta linja
zamknoigtg, jezeli sig tylko ta linja zamknigta nie przecina sama z soba
(t. j. jezeli nie ma punktéw wezlowych). Pray uzywaniu tych wszystkich
wzordw na pole wycinka trzeba zawsze uwazaé na kierunek przebiegania
tuku. Przy zmianie kierunku nalezy pomienia¢ z sobg granice calkowa-
nia lub zmtenié znak funkeji podcalkowej: jezeli tego nie uczynimy, to
otrzymamy ujempg warto§¢ pola.

Przykiady.

1) Znalezé pole wyecinka linji rozwijajacej kola (por. tom'I, § 169,
str. 513) od t=0 do t=1¢, (por. fig. 22). Réwnania tej linji maja
w formie parametrowej postaé:

& = R(cost - ¢ sint)

y = R(sint —tcost)
Gdybysmy cheieli uzyé spélrzednych prostokatnych, to nalezaloby to pole
rozdzielié na dwie czeéei: 0AC i OCB. przyezem punkt C trzebaby wy-

Rachunek réiniczkowy i catkowy. T, 2. 9
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znaczy¢ zapomocy extremum wzgledem osi y-6w. Pole wycinka jest sums
tych pol. Przy uzyciu przedstawienia parametrowego teo rozklad nie jest
potrzebny, lecz mozpa odrazv zastoso-
wa¢ wzor (84). Poniewaz:

o' = R(— sint -} tcost -+ sint)= Rt cost
y' =R(cost | tsint —cost)=—=Rtsint
przeto:

2y — x'y = R(sintcost +
> -} tsin 3% — sint cost - t cos Bf) = R

Zatem:

¢ t
W = %fR’t’dt=-};R’t’|=%R’t§
d 0 o
Fig. 22. 2) Obliczyé pole wycinka spiral-
nej Archimedesa od ¢ =0 do p=1p,.
Réwnanie tej spiralnej ma w formie biegunowej postaé:
r=ag
Przy uzyciu wzoru (8D) otrzymujemy:
# 2
W.= _&falwtdw:é_a?q)s =_&a2‘p§
0 0
Gdybysmy obrali ¢, > 27, to piektére czesci pola bylyby przytem po-
liczone dwukrotnie lub wigcej razy.
3) Obliczyé pole, zamkniete lemniskatg. Biegunowe réwnanie lem-
Y niskaty ma postad:

rt=a%cos 2¢

Promien » zakresla é¢wiartke calego pola
X (zacienlowang na fig. 23), gdy kat @ zmie-
nia si¢ od O do sz Zatem pole tej
éwiartki obliczymy z wzoru:

n i

3 1
Fig. 28. éP=-v}gfr2d<p=,3fa'cos2<pd¢
o o
Stad: .
$ gin 2 %
P=2.E_1;—‘p|=az

-
Zatem pole, zamknigte lemniskats, jest réwne.polu kwadratu o boku 0A4.
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§ 228. Planimetr biegunowy.

Obmyslono wiele przyrzadéw do wyznaczania wielkodei pola drogs
mechaniczng. Przyrzady te nazywamy planimetrami.

Opis i teorjg rozmaitych planimetréw znaleé mozna w podregczniku
A. Galle'go, p.t. Mathematische Instrumente (Lipsk 1912 r., str. 66—131).

Najbardziej rozpowszechnionym jest planimetr biegunowy Amslera.
Sklada sig on z dwéch pretéw 40 i AB (fig. 24), zlgczonych w punkeie A
tak, ze mogy sig obracaé kolo tego punktu. Koniec O preta 04 jest przy-
twierdzony do plaszezyzoy rysunku a koniee B
preta AB przesuwamy po obwodzie powierzchni P
ktérej pole. chcemy wyznaczyé. Do preta AB jest
przytwierdzone kétko K, polgezone z mechaniz-
mem zegarowym, ktéry pozwala wyznaczyé do-
kladnie liczbg obrotéw i cze$ci obrotéw -kotka.
Oznaczmy odlegloéé punktu 4 od B literg R.
Okazuje sig, ze wielkodé pola P otrzymuje sig
z bardzo prostego wzoru:

(a) P=R-.s

Fig. 24&

przyczem s oznacza droge, zakreslong przez puukt na obwodzie kélka K,
Jezeli wige r oznacza promien tego kétka a « liczbe obrotéw (wraz
z uwlamkami obrotéw), to s =2 r 7w n, a zatem:

P=2rnR-n

Staty spélezynnik 277 B = C nazywamy stala planimetru. Wzér na pole
przyjmuje zatom postaé:
(b) P=C.n

Stalej C nie trzeba wyzuaczaé zapomocs do$é imudnych pomiaréw Rir,
lecz mozna jy otrzymaé drogg empiryczng. Tak np. rysujemy kalo o pro-
mieniu 10 em i obwodzimy je planimetrem. Jezeli np. mechanizm zega-
rowy wskaze, 46 kélko wykonalo przytem 32:35 obrotéw, to poniewaz
pole wynosi 314'1569.. em?, przeto:

314'159...=0C.32:3b

a stqd otrzymujemy na staly C wartosé 314°159..:32:35 = 9-71...
Dokladna teorja tego przyrzadu jest doé¢ skomplikowana. Podamy tu
tylko pogladowy dowdd wzoru (a). Przy wszystkich ruchach planimetru
porusza sig punkt 4 (fig. 26) po obwodzie kola o pramieviu 04 a o érodku Q.
Gdy punkt B obiega obwdd danego pola, to pret AB zakreéla jaka§ po-
wierzchnig P'. Oznaczmy liters f te czedé powierzchni 2, ktdra nie naledy
do P. T¢ cz¢éé przebiegamy dwukrotnie, przyczem dodajemy jg przy rucha
preta w jedng strong a odejmujemy przy ruchu w strong przeciwns
9»
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Wobec tego:
P=F+f—r=P

Aby wigc otrzyma¢ szukane pole P, badamy cale pole P, uwzgledniajac przy-
tem rozmaite znaki czesci skladowych. Wezmy pod uwage powierzchnig,
zakreslong przez pret przy do&¢ malej
zmianie polozenia, jak np. powierzchnie
44, BB na fig. 26. Pret przeszedl
z polozenia AB w polozenie A4, B,.
Zastapmy ten ruch -preta dwoma ru-
chami: najpierw niechaj si¢ pret poru-
sza w kierunku prostopadlym do AB
tak daleko, az znajdzie sie na proste;,
a ktérej lezy A,. Pret zakresli przy-
tem prostokat ABCD, a kétko, umiesz-
czone na nim, obréci sig o kat, odpo-
wiadajacy dlugodci luku As. Nastgpnie
posufimy pr¢t po tej prostej w polole-
nie 4,C, przyczem kélko pie wykona
zadnego obrotu. Wkoticu obréémy pret okolo punktu 4, tak. aby zajat
polozenie A4,B,. Zakrefla on przytem wycinek kola 4,C'B,, a kélko nie
wykona zadoego obrotu. Powierzchnia, zakreslona przy
tych dwéch ruchach, ma pole:

0 Fig. 25.

8 4. C

R.43 1+ § R*Ap

Podzielmy cale pole P’ .na takie elementy 44, BB
i kazdy z nich zastapmy w podobuny sposéb prostokatem
i wycinkiem. Otrzymamy sume:

jms, +j'§ By,

{=l e

Fig. 26. Gdy rozdrabniamy podzial coraz bardziej, tak ze wszyst-

kie 4s, t Ap, dazg do zera, to granica, do ktérej daza

powy2sze sumy, daje wielkod¢ pola P’, zakreslonego istotnie przez pret.

Granicg pierwszej sumy jest F-.s, przyczem s ozoacza fuk, zakreslony

przez obrot kélka przy calkowitym obiegu badanego pola. Granica dru-
giej sumy jest calka:

P,
f%de¢= 3 B, — @)
L4

przyczem ¢, oznacza nachylenie preta do jakiej§ obranej osi na poczatku
ruchu a @, va koficu. PoniewaZ pret wraca po obiegu calego pola spo-
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wrotem do swego pierwotnego polozenia, przeto ¢, = @, & wigce ta calka
ma wartosé¢ O i zostaje:

P = P=Rs
zgodnie z wzorem (a).

Scisly dowéd tego wzoru, polegajaecy na wzorze (83) na pole wy-
cinkéw, znajdzie czytelnik w podrgezniku R. Rothe’go p. t. Hohere Ma-
thematik, tom II (Lipsk 1929, str. 71 i nast). Takie w podrecznikac
geodezji podaje sig zwykle teorje rozmaitych planimetréw. :

§ 229. DYugosé¢ luku.

Drugiem padzwyczaj wainem geometrycznem zastosowaniem pojecia
catki jest definicja i obliczanie dlugodci fukdw dowolnej linji

Weszmy pod uwagg Tuk 4B linji o réwnaniu y==f(x) (por. fig. 27).
Podzielmy ten luk punktami CP, C{?...C{), na n, dowolnych, nieko-
niecznie réwnych czedei i wpiszmy w ten luk linje lamana, laczae ko-
lejne punkty podzialu 4 1 CP, C i CP... cigeiwami ¢, ef?,...cf.
Dlugoéé £, tej linji lamanej jest réwna:

m

b=+ 4. W= Scf”

f=1

Tworzymy ciag takich linij lamanych, zwigkszajac nieograniczenie liezbe
cigeiw, jednakie w taki sposéb, aby ciag, utworzony z najwigkszych cie-
ciw kazdego podzialu, dazyl do zéra - c

(wiedy wszystkie ciagi cigeiw, wy- 4 o "ﬁmB
branych po jednej z kazdego podziala, ’
daig do zera). Jezeli wszystkie takie
cisgi £,, £4,...£,... dlugodei tych
linij lamanych posiadajs wspéing gra-
nice, to t¢ granice nazywamy déu-
goscig duku od A do B i oznaczamy
j& zwykle litéra s. Do istnienia skon- 0
czonej granicy nie wystarczy tu, aby Fig. 27.

f(z) byla funkeja ciagly w przedziale ) '
<a, b>>, albowiem linja, ktéra jest obrazem tej f_u.nk_c‘].l., moze posxada'é
tak geste i tak znaczne falowania, Ze ciag dlugoéei linij Iamfmych,/wln—
sanych w to linjg, dazy do nieskoficzonoéei, Okazemy ns,ton.nast, ze do-
statecznym warunkiem istnienia (skoficzonej) dlugodei luku jest, aby po-
chodna F'(#) byla funkejs ciagla w przedziale <e, o>
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Dowdd. Dlugoéé kaidej cigeiwy, np. cfY, wyrasamy wzorem:

o = VAT I Ay = l/l i (Ayij ) Ao
Ale:
Ay = f(af + daf’) — f(@’) = [ (EP) - Aaf"

przyczem & jest jakasd wartoéqu pofrednig pomigdzy 2 a " 4 Axf".
Zatem:

o =1

a wige:
P =VTF7EP) - daf®

Podobnie wyratamy dlugodei innych cigeiw i otrzymujemy na dlugodé
liji famanej £; wzér:

= YV 7 EP) daf?
Oznacawy 1+ 13(@)=g() to:

L, = 3 o) daf

=1

Wedlug zalozenia jest f'(x) funkch ciggly a wige i ¢(®) jest funkcja
ciggla,. Wraz z cigeiwami takze i przedzisly Az, daig do zera. Cigg takich
sum £, £,,...%,... posiada zatem granice, a t3 granies jest calka ozna-
czons, 2 funkcy (p(m) w granicach od @ do b (por. § 222). Zatem:

—lim £, =1 ”’Aw”——f i
s=lim Z, 1m2¢ VA = [ p(@)

czyli:

86 5= f VTF77@)do

Otrzymalismy w ton sposéb wzér na dlugosé tuku.

Jezeli pochodna f'(%) jest nieciagla w skonczonej liczbie punktéw
przedzialu <a, 5>, to dlugoéé tuku oblicza si¢ przy pomocy odpowiedniej
-calki uogélnionej lub niewlasciwej, wyrazonej tym samym wzorem (86).

7 wzoru (86) otrzymujemy na diugo$é luku wartoié dodatnig, gdy
a < b a ujemny, gdy a > b, a wige z warostem odeigicj & warasta diu-
goéé Inkau.
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. Zatrzymajmy w calee, podajgcej dlugosé luku, dolos granice a
a zmieniajmy gérng granice b; zastapmy litere b liters 2, to:

s=/TL+jwm=sw)

Dlugoéé luku jest zatem funkejg goérnej granicy @ Pochodna tej
funkeji ma wartodd:

ds _
(864) d—w=V1 + ¥
a stad:
ds? =do* (1 4 y'Y) = dz* 4 (¥ dz)®
czyli:
(87) ds? = dx? + dy®

Rézniczke luku nazywamy czesto elementem duku; wzér (87) podaje wige
kwadrat elementu luku.
Jezeli réwnauie linji jest podane w formie parametrowej:

z=@), y=v{
to wzér (86) przyjmie postaé:

s~/V—_+ (p::: "(£)dt

Weiagajac @’(¢) pod pierwiastek, mozemy otrzymaé przed pierwiastkiem
znak | lub —, zaleznie od znaku funkeji ¢@’(¢). Jezeli obierzemy stale
zoak -, to wzdér na dlugodé luku przyjmie postaé:

(88) 3= f Vo) + vt at

Wartodé ¢ =1, odpowiada warto§ci z==a a t=1{ wartofci =0
Z tego wzoru otrzymamy na dlugo$é luku wartodé dodatnis, gdy zalo-
zymy, ze luk wzrasta wraz 2 wzrastaniem parametru ¢ (a wige umowa
co do zoaku jest przy uzyciu tego wzoru inna, anizeli pray uzyeiu
wzoru (86)).

Uzycie spéirzednych biegunowych sprowadza sig, jak wm.domo do
specjalnej formy przedstawienia parametrowego, a mianowicie gdy réw-
nanie linji jest podane w postaci:

r==r(p) _
to 2=r(p)cosp, y=r(p)sinp; parametrem jest tu kat .
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Poniewas:
&' =r"cosp—rsing, y =1 sing - rcos
przeto: '
Vo) + 47 (9) =
=)r2costp—27+ sing cosp-+r2s8indp -+t sindp—+ 2rr’ sin g cosp+ 2 cosp=
== V‘r" + 72,

Wobec tego wzér na dlugosé luku przyjmuje dla spélrzednych bie-

gunowych postad:

¥
(89) : 3==fl’r”—|—-r_2d¢p
9’]

Obliczanie dlugosci luku linji krzywej nazywamy rektyfikacjq (t. j. wy-
prostowaspiem) tej linji.

Zupelnie podobng drogs dochodzi sig do definicji i wzoru na dlu-
gosé luku linji przestrzennej, tréjwymiarowej.

Jezell réwnania te) linji sy podane w postaci:

y=y@), z=2()

to na dlugosé luku otrzymuje sig wzor:

(90) s— [V F 7@ + @) da

Jezeli zas réownania linji sq podane w formie parametrowej:

=), y=p, 2=7x
to wzdr na dlugoéé tuku przyjmuje postaé:

(91) s= (Vo @ O+ 1)

Uwazajac we wzorze (90) gérng granice calki za zmienng: b=,
otrzymujemy na dlugoé¢ luku funkeje s(x). Tworzymy pochodng tej
funkeji wedlug zmieonej @ i podnosimy obie strony otrzymanego wzoru
do kwadratu. Po pomnozeniu obu stron przez da? otrzymujemy nastgpu-
jacy wzor na kwadrat elementu luku krzywej przestrzeonej:

(92) S ds* = da? + dy? -+ d2?
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Przyklady.
1) Obliczyd dlugosé luku paraboli o rdwnamu
y = ax?
od wierzeholka do dowolnego punktu. Niechaj bedzie a > 0.
Poniewaz y’ = 2az, przeto wedlug wzoru (86) otrzymujemy:

S . e ) 1 .
= 13- 4422 dp — '/_
$ /V F 4atx?da 2a/ 4a’+w’d£a
[ [}

Calke t¢ oblicza sig wedlug wzoru (35) (na str. 48), kladse k=z-l—.
a

i otrzymuje sig;

$= a(a:l/‘;a—i-i-m‘—i-z—z—glog (m—l— Zl——{—w')) :

a’

_2 vt o tog (o + )/t ot) — g/
2l/1+4aw+4a log(a;+ 4a2+m’ 4a log 4a®

=12” VTF4av2? + 4—1—alog (2az + V1 F 4araY)

Niechaj czytelnik wykaze dla ¢wiczenia, ze luk linji lancuchowej

ezyli:

o réwnaniu y =%(e‘7+e_7) od wierzeholka do punktu o odcigtej @ wy-

x

. a ==
raia slg wzorem: §-— -2—(e" — e )

2) Obliczyé dlugodé¢ luku jednej arkady cykloidy. Réwnama cy-
kloidy majg w formie parametrowej postaé:

x=a(t — sinf)
= a (1l — cos?)

Uzywajac wzoru (88), otrzymujemy: = '

s-—fl’ﬁ(l — cos¢)? —f—a’sm'tdt—a/V?-—Zcostdt )

=a/imin9§dt=4afygﬁ;§d(i,)
1 fH

Dlugosé Iuku jednej arkady otrzymuje sig, zmieniajac ¢ od 0 do 2 7.
W tym przedziale ma sin §j warto$é dodatnig, & wiec Vsin® & =sin §.

czyh:
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Wobec tego:

7 an
s=4ajsin‘fd(é)= 4a(—cosf)|=8a
0
Godnem jest uwagi, 26 w tym wzorze nie wystgpuje liczba z.
3) Obliczyé dlugoéé luku spiralnej logarytmicznej o réwnaniu:
r=ac? (przy a > 0)
od @, do dowolnego ¢.
Przy pomocy wzoru (89) otrzymujemy:

» 4
8=fya’e”’¢+a'b‘e”9’d(p:a"1 +b'fe°"’d<p
Py P,

8= ’il-—b-t—b—'(a v — ad’n)
Oznaczmy promien, nalezgey do kata ¢, liters 7, to:

__V1+_b'(
=1+"

8 r—r,)

Luk spiralnej logarytmicznej zmienia si¢ wige proporcjonalnie do pro-
mienia.
Niechaj ozytelnik okaze, ze dlugoé¢ luku spiralnej Archimedesa,
o réwnaniu:
r=c@p

od @ =0 do dowolnego ¢, wyraza si¢g wzorem:

s=3 (VT 9+ loglp + V1 1 9)

4) Obliczy¢ dlugosé luku linji srubowej. Rownania jej majg w for-
mie parametrowej postac:

@ ==rcost, y=rsinl, z=ct

(por. tom I, str. 878 wzory (107)). Z wzoru (91) otrzymujemy:

6=fyr'siu’t—+—r’cos’t+c’dt -—-‘fvr"—{— crdt = V;;q:-c_’(t, —t)

Dlugoéé linji érubowej, odpowiadajaca jednemu krokowi éruby, t. j. od
t=10 do ¢t =2n, wynosi:

s=)rFc2n
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Niechaj czytelnik wykaze, ze dlugosé luku linji o réwnaniach:

x? x’
y=%’ 2= 6—a—2
liczona od @ ==0, wyraia sig wzorem s =g -+ 2. Uzyé wzoru (90)!
Rektyfikacja linij kraywych prowadzi tylko w niewielu wypadkach
do calek, dajacych si¢ wyrazié zapomocs funkeyj elementarnych. Zwykle
otrzymuje si¢ na dlugoéé luku skomplikowane funkeje przestgpne, nie-
elementarne. Tak np. sprébujmy obliczyé dlugosé luku elipsy.

Uzyjmy formy parametrowej:

x==asint
y=bcost

Na podstawie wzoru (88) otrzymujemy:

]
8=fya’cos’t+b’ sin’tdt-_—_-fya’—(a’—b’)z«n’n*tdt
f |

Oznaczmy liters & mimosrdd liczbowy, t. j. stosunek e:a czyli [a® — b%:a
(wobec czego k <C 1), to:

b/
s—a f Vi Tsinttdt
4

Calka ta nie da sig wyrazié przy pomocy funkeyj elementarnych.
Oznaczmy: )

¢
(93) fVl — k?sin® t dt = E (k1)
(1]

Fuonkejo te nazywamy caltkq eliptyczng drugiego rodzaju. Istnieja
tablice, pozwalajace obliczyé te calke dla rozmaitych wartosei % i ¢, np,
Jahnke, Funktionentafeln (Lipsk 1933, wyd. 2) lub Huttte, Des In-
genieurs Taschenbuch (Berlin 1925, wyd. 25, str. 42). Uiywajgc tego
oznaczenia, napiszemy wzdér na dlugo$é luku elipsy w postaci:

s=a (E(k t;) — E (k1))
Uwaga. Callig:

f RN T
(94) / Vim o &Y

! - .
nzzywamy caike eliptyczng pierwszego rodzaju; jest ona takze nieelementarny funkejg

przestepng. Te calki eliptyczne i funkcje cdwrotne wzgledem nich, zwane ﬁfn.kcjam-i
eliptycznems, majs bardzo rozlegle zastosowania w rozmaitych QAzistach fizyki i teclk-
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niki. Do tych calek sprowadza-si¢ zapomocg odpowiednich podstawiers calki eliptyezne,
wepomniane na str. 59. Teorje funkeyj eliptycanych rozwinieto nadzwyezaj szczegd-
lowo, poéwigeajge jej wiele prac specjalnych i podreeznikéw. Spoéréd licznych pod-
rgeznikéw wymieniamy tu nastgpujace: L. Lévy, Précis dlémentaire de la théorse des
fonctions elliptiques avec tables numériques ot applications (Paris, 1898) i H, Burk-
hardt, Elliptische Funktionen (Lipsk, 1906, wyd. 2).

Wartoéei calki E(k, ) moina wyznaczyé dla szczegélowych wartoSci f, k np.
przybliZonym wzorem Simpsona. Dla dokladniejszych obliczed poslugujemy sig
ogdlnem rozwinigciem funkeji podealkowej na szerog. Metode to omdéwimy w roz-
dziale, po$wigconym teorji szeregdw nieskoticzonych.

Obliczanie luku hiperboli sprowadza si¢ takie do obliczania calek eliptycznych
pierwszego i drugiego rodzaju. Pozostawiamy czytelnikowi wyprowadzenie wzoru na
dlygodé luku lemniskaty o réwuaniu:

ri==3a'cos3 ¢

de
-

Po podstawienin cos 2 = cos?t uzyskuje si¢ stad calke eliptyezna pierw-
azego rodzaju, a mianowicie:

‘
dt 1
=af c———e=aF[ ¢
: a[yl—}sin't ¢ (yé—’)

Otrzymamy:

§ 230. Zastosowania wzoréw na dlugo$é Iuku w geometrji roéi-
niczkowej plaskiej.

Z wzoréw oa dlugoéé i na element luke wynika kilka woioskéw
waznych dla geometrji rézniczkowej.
1) I tak z wzoru (86a) wynika:

d 1
=T Fyi=TFwa=}mwe e =loosa)

czyli:
(95) de = |cosalds

Widzielismy, 2e wzér (86) jest prawdziwy pod wzgledem znaku
wtedy, gdy dlugodé luku wazrasta z wzrostem odcigtej. Jezeli w ostatnim
wzorze opufcimy symbol wartodci bezwglednej, piszac wprost:

(96) do=cos a ds

to zmienimy przez to tylko zalozenie, dotyczgce kierunku wzrastania tuku.
Latwo mianowicie okazad, iz zakladajac, ze luk warasta w tym kie
runku, ktéry obieramy za dodatoi kierunek stycznej, mozemy uzyé
wzoru (96) zamiast wzoru (95), Tak op. va fig. 28a luk wazrasta w tym
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samym kierunku, co odcigta z, a wige, gdy dz >0, to i ds>0. Kat @
stycznej z osig £-6w ma tu wartosé z pierwszej éwiartki, a wige cosa > 0,
wobec eczego iloczyn cos @ - ds ma zoak <, zgodny ze znakiem dz. Na
fig. 28b luk wzrasta w kierunku
AY przeciwnym anizeli z, a wige, gdy FY
4 Cﬂ) dz >0, to ds < 0. Kat a stycznej 4
A B ma tu warto$é z trzeciej Ewiartki, ¢
a wige cosa < 0. Wobec tego %
iloczyn cos @« ds > 0, zgodnie ze
dr _>X znakiem dz. Pozostawiamy czytel- dx 1
o A ¥ nikowi rozwazenie innych przy- a8
Fig- 28a. padkéw (gdy kat a nalezy do Fig. 28b.
drugiej lub czwartej ¢éwiartki).
Z tych figur jest widoczne, ze element duku ds réwna si¢ odcinkowi AC
stycznej od pumktu stycznodci do punktu, w.kidrym przecina styceng rz¢dna,
dx
0s @
Odcinek ten nie jest z reguly réwny prawdziwemu przyrostowi
luku, t j. lukowi AB = 4s. )
Takie réiniczke dy mozna wyrazié zapomocs elementu luku.

= ds.

nalezqca do odcigtej x -}~ dx. Istotnie AC=c

I tak:
dy =y dyo=tga-do=1tga-cosa-ds
czyli:
dy == sin @ ds
Wzory: ’
. do = cos ads
@n dy = sin a ds

bywajs czesto stosowane w rozwazapiach geometrji rézniczkowej. Zamiast
kata ¢ wmozna wprowadzié kat §, jaki styczna tworzy z osig y-6w. Po-
niewaz a = 90° — @, przeto sin @ =cos . Wprowadzajac t@ wartosé
w drugi wzdr, otrzymujemy bardziej jednolite wzory:

dr — cos a ds

dy = cos 8 ds
a «tad:

de d
(98) cosa = 4, co8 B = (TZ

Te cosinusy nazywamy cosinusami kierunkowems stycznej (por. t. I, str. b22).
Cosinusy kierunkowe stycemej sqg zatem pochodnemi odcietej i rzgdnej wzgle-
dem luku. Podobue rozwazania i wzory dotyczs krzywych przestrzenuych.



142

2) Luk linji kraywej jest zawsze wigkszy od cigciwy, laczgcej koheeo
tego fuku. Zbadajmy, do czego dazy stosunek duku do cigciwy, gdy dlu-
gost cigeiwy dazy do zera.

Dlugo$é¢ cigeiwy, laczacej punkt A(w, y) z punktem B(w -} Az, y -+ Ay),
ma wartost J Azt 4y?, 2 dlugosé luku, daczacego te punkty, nazwijmy As.
Zalézmy, ze réwnanie linji jest podane w formie y==f(x), przyczem
f'(@) jest funkcja ciagls. Chodzi pam’ o zbadanie granicy:

lim 2 — fim 2

c—>0 C e—0Q I/Awi + Ay&

Zamiast ¢ — 0 mozemy bra¢ 4z — 0, albowiem obydwa te warunki sa
ze soba rownowazoe, poniewa:-y == f(®) jest funkejs ciggly. Niechaj be-
dzie 4w > 0. Otoz:

4s i s@ 5@

l- Y P ——————
A:-To |/sz+ Ay Ax—;o l/“_{_( r) V1 + e )

Dowiedlismy wige, ze:

~(99) hmég 1

¢c—>0 C
t. J., e stosunck duku do cigclwy dgiy do jednosci, gdy diugosé cigciwy
dazy do zera.

3) Krzywizng linji w dowolnym jej punkcie okredliliémy (por. t. I,
str. 552 i nast) jako bezwzgledng wartodd granicy, do ktérej dazy sto-
sunek kata de, zawartego migdzy styczng w tym punkeie a styczpy
w punkcie z jego otoczenia, do cigeitoy ¢, laczacej te dwa punkiy, gdy
hmfl— gdzie a jest kgtem

c»0 €

dlugosé cigeiwy dazy do zera. A wige: k=

stycznej z osia odcigtych. Okazemy, ze tp definicje mozna zastapié nows,
réwnowazog z nis, a lepie] oddajacg intuicyjue pojmowanie stopnia za-
krzywienia. Bierzemy mianowicie pod uwage stosunek ksata Aa do dlu-
gosei duku As, zawartego migdzy temi punktami i badamy granice bez-
wzglednej wartosci tego stosunku, gdy dlugcoéé luku dazy do zera, t. ).

Zamiast gg moiemy napisaé A?a . Zc; Gdy 4s > 0, to cigeiwa ¢ —> 0 i od-

wrotnie, a wige:

= [lim4%. ¢
g— t—’(‘_c— AS
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Poniewaz zaé lim — = I, przeto:

t-—&oAS
— i 22
I=m
8 wiee g=k Zatem:
. da
(100) k_ Alsl—lPOA—s

A wige krzywizne moina tei okredla¢ jako bezwzgledna wartosé granicy,
do ktdrej dazy stosunek przyrostu kqta o do prayrostu éuku s

Wzér na krzywizog (znany z tomu 1) mozna otrzymaé latwo z de-
finicji, zawartej we wzorze (100). 1 tak uiechaj réwnanie linji bedzie po-
daoe w formie y — f(x).

Poniewaz tga = y'(®), przeto @ = arctgy’ 4 nn, a zatem:

a

da = l—%‘y—,é de
Wiemy, ze:
ds — V]_-f-—y'z dz
a wige: .
do Yy’
& T+ g
Stad:
_|de|_ Il
ds (1 4 o2y

zgodnie z wzorem (194) z tomu I (str. 5b3).

4) Dlugosé duku ewoluty. Mechanicana konstrukeja ewolwenty.

Linje /,, ktora jest miejscem geometrycznem srodkéw krzywizny
danej linji 7,, nazywamy, jak wiadomo, ewolutq czyli rozwinietq linji I,
(por. tom I, § 184, str. 565 i nast), a sama linje /, vazywamy ewolwenin
czyli rozwijajgeq linji 1.

Niecha] @,y oznaczajs spélrzedne punktan biezgcego danej linji [,
a & 7 ewoluty I,. Réwnania ewoluty majs postaéd:

§=$_y,l-|2;,!/s
. 14y'2
n=y- v

Jezeli o oznacza dlugoéé fuku ewoluty, liczong cd jakiegod obranego
punktu, to: ’

do? = dE*4- dip?
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a wiec:
doy’_ (dE\', (dn)?
(d:v) - (dm) + (@)
Obliczmy pochodne: & i #'. Otéz:

Uy i gy By

az y''? y'?
d __ "+ y o 2yy — (L +yy” A+ yy" — 3y
dw =Y "y —_ i1y
y y
Wobec tego:

do\® o (¥ (L4 yt) — By yas

() =+ (20 )
Zupelnie podobny wzér otrzymamy na pochodns promienia krzywizny
danej linji /. I tak z wzoru:
(14 gy

o=k ”
otrzymujemy:
(de)' (¢ ol byt 2y Oyt
dx y112 =
4_.,- , 3 [ R l g\ 2
= (yy (M)
A wige:
(e = [22)
de] — \dx
Stad:

. do__ , do
e d_(v*— +da; lub _dhw

Chcemy usungé te watpliwodé co do znaku. Zaléimy w tym celu, ze
promie wzrasta w calym badanym przedziale zmiennej z lub maleje
w calym przedziale, a wige nie ma extremdéw. Obierzmy za dodatni kie-
runek wzrastania luku ten kierunek, w ktorym ¢ wuzrasta, to:

do dp

— d: =
(101) dz—do ® st c=¢+C
Jezeli g, oznacza luk ewoluty a @, promien krzywizny danej linji, pale-
zace do tej samej wartosci x;, 8 0;, 0, dla x,, to:

6,=0+C o0,=¢ +C
a stad wynika:.

(102) o —n=e—e |
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Widzimy stad, e dlugoéd tuku, dawattego migdzy dwoma puskiami ewo-
luty jakiejé linji ;, moina wyznaczyé bez calkowania, obliczajae, réinicg od-
powiednich promieni krzywizny tej linji 4,. Waér (102) mozna wyrazié
W nastgpujacy sposéh: pragrost ddugosci duku ewoluty réwna si¢ prayrostows
promienia krzywizny pierwotnej lingi, w2igtemu 2 odpowiednim znakiem.
Na tym gwigzku luku ewoluty 4, 2 promieniem krzywizny linji 1,
polega mechaniczna (nitkowa) koostrukeja
ewolwenty /, z danej ewoluty /,. Niecbaj 0,
oznacza dlugodé tuku ewoluty /y od 4'do B
(fig: 29), ¢4 promien krzywizny ewolwenty I, .
nalezacy do punktu A’, dla ktérego A jest 0
érodkiem krzywizny, a podobnie g5 dla pun-
ktéw B’ i B. Wiadomo (por. tom I, str. 55b),
ze normalna ewolwenty [/, na ktdrej leiy Fig 29.
promied krzywizny @, = 44', styka sig
z ewoluty w punkcie 4 (w srodku krzywizoy, nalesacym do 4!). Niechs)
punkt P bedzie poczatkiem liczenia luku ewoluty. Wedlug wzoru (102) jest:

Oqp = Opp = Opy = Q0p' = Qu'

@dyby punkt P lezal po drugiej stronie punktu B, jak op. punkt O, to
nalezaloby zmienié znak prawej strony.

Przytwierdmy pitkg w dowolnym punkeie ewoluty, op. w punk-
cie O i nawitmy jq wzdlot ewolaty do punktu 4 a pozostaly wolng
czedé AA’ wypreimy tak, aby byla styczng do ewoluty. Rozwijajmy 4¢
nitkg stopniowo, wyprezajac jg zawsze w kierunku stycznej. Przyrost
odcinka 44’ bedzie zaweze réwny przyrostowi dlugoedei tuku, czyli prey-
rostowi rozwijanej nitki. Koniec A’ zakredli zatem, -ewolweotg 7. Stad
pochodzg nazwy: ,rozwijajaca* ozyli ewolwenta dla linji 1,, & ,rozwi.
vigta“ czyli ,ewoluta“ dla linji /, (wlaéciwie naleialoby pomienié te na-
zwy z soba, jednakie powszechnie utarly si¢ one w literaturze matema-
tycznej w sposéb podany powyiej).

B) Réwnania ewolwenty.

Znalezienie réwnat ewoluty dabej linji wymags, jak widzielidmy,
tylko rézoiczkowania. Natomiast wyznaczenie réwnah ewolwenty do da-
vej ewoluty wymaga juz rachunku calkowego. Niechaj:

7= f
przedstawia réwnanie danej linji, ktéra uwazamy za ewolutg szukanej
linji y = @(x). Niechaj a, (fig: 80) oznacza kat stycznej do ewoluty w do-
woloym jej punkeie B z osig odcigtych. Poniewa2z BB’ == ¢, przeto:

<y

o —§5=pcosg;
y — == ¢ sin-q,
Rachonek réiniczkowy i calkowy. T. 2, 10
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Z wzoru (101) wynika, z2e ¢ = 0 — ¢, a wigc:

(103) x=§&+4 (6 —c)cos o

B’ y =14 (6 — ¢)sin a,
Y‘r(’” ’ Ale tg a, = 1’ a zatem:
A S 08y = — gy m—— e
] ' IETE ' Vit
P A poniewaz a, jest katem rozwartym. Zatem:
8

L/ (S) €L = g — _.o_.—_c_

> b1 3

0 3 X (0 ( +)" ,

, —p— 9N

Fig. 80. Yy n e

Sy to rdwnania ewolwenty w formie parametrowej, przyczem parametrem
jest §, a ¢ staly dowolng. Widzimy, 2e w tych réwnaniach wystepuje
lok ¢ danej linji 5 = f(§), trzeba zatem wykonaé calkowanie:

&
. o= [ViF 77 dt
Gl

Poniewai w otrzymanych wzorach wystepuje dowoloa stala ¢, przeto
otrzymujemy do jednej dapej linji calg gromade jednoparametrows ewol-
weat. Jest to zgodne z tem, ze kazda ortogonalna trajektorja stycznych
do linji # = f(£) jest ewolwenty tej linji (por. tom I, str. 555). Wszystkie
linje tej gromady ss, jak latwo zauwazyé, linjami rdwnoleglemi do siebie.
Gdybyémy obrali na stycznej jako dodatni kierunek nie od B ku B
lecz przeciwnie od B w drugs strong, to przy wzrastaniu promienia
krzywizny malalby luk, zatem nalezaloby podstawié o = — (¢ — ¢), ale
réwnoczesnie kat @, nalezalby do czwartej ¢wiartki, a wige we wzorach
na cosq, i sin @, nalezaloby zmienié zoaki. Wobec tego znaki we wzo-
rach (104) pozostatyby bez zmiany. Niechaj czytelnik rozwazy w podobny
eposdb przypadek, gdy kat «; jest ostry.

Przykiad.

Wyznaczyé réwnanie ewolwenty kola (por. tom 1, str. 513). Uyjmy
parametrowej formy réwnania kola, t. j.:

y E=acost
n=asint
Do obliczenia dlugosei luku nie trzeba uzywaé calki, znany jest bowiem

dla dlugoéci tuku kola wazér:
c=al
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przyezem luk liczy sie od punktu, dla ktérego ¢==0, w kierunku wazra-
stajacych £. Kgt a;, utworzony przez dodatni kierunek stycznej z osig
odcigtych, ma wartosé o, = %/, - ¢ (por.
fig. 31). Réwnania ewolwenty otrzymamy tu
najproéciej z wzoréw (108), a mianowicie:

@ ==acost -} (at — c)ecos a,

y=asint - (at —¢)sin e,
Poniewaz:

coB @y == cos(§ 7 4 ) = sint
8 sin@; = sin(§ 7 - &) = — cost
przeto:

@=acost+ (at — ¢)sint

y==asint— (af— ¢)cost Fig. 81.

Wybieramy z tej gromady ewolwent te, dla ktérej ¢ =0, to zpaczy:

o == a(cost 4 ¢sin?)
y==a(sinl—fcost)

(106)y

Przechodzi ona przez punkt D na obwodsie kola, poniewas dla t==0
otrzymujemy z wzoréw (100) @ == a, y == 0, a wigs spélrzedne punkta D.
Inne ewolwenty sg kraywemi rdwnoleglemi do 3, (definicjo krzywych
réwnoleglych podano w tomie I, str. 526 i H584). :

F

§ 281. Obliczanie objetoéci przy pomocy calki pojedyficze).

Okazemy, ze, jezeli znamy pola wezystkich przekrojéw jakiejs bryly,
réwnolegle do jednej stalej plaszczyzny, to objgtodd jej mosemy wyrazid
- zapomocy calki. Niechaj tg staly plaszezyzng bedzie plaszczyzna boczna Y?.
Na fig. 32 przedstawiono bryle, ktérej objetosé cheemy oblicz.yé, w rzucie
na plaszczyzng pionows ZX. Nazwijmy ¢(z) pole przekro.]u‘, !ei)z?cego
w odleglodei @ od stalej plaszezyzny YZ. Pole to jest oczyvy_xécle jakas
funkejg zmiennej «. Zakladamy, Ze znamy wartosé tej funkeji dla kasz-
dego @. Podzielmy bryle zapomoca systemu plaszczyzn réwnoleglych d?
YZ va warstwy i kaids takg warstwg zastapmy waleem o wysokf)écl3
réwnej szerokofci tej warstwy a o podstawie réwnej temu przekrojowi
tej warstwy, ktéry ma pole najmniejsze: m,. Objetoéé walea o 'podsta-
wie m, a wysokoéci Aw, jest réwna m,dw, Otrzymamy system waleéw
o lacznej objetosei:

(s) m, Ao, 4 mydwy ...+ m, dw, o
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przyczem m, oznacza najmniejszg wartodé funkeji @(®) w przedziale Az,
Wykonujae podzial na warstwy w rozmaite sposoby, otrzymujemy roz-
maite aumy (s). Kres gérny tych sum nazywamy objgtodcia danej bryly.

Ten kres gérny jest catks oznaczong funk-

12 cji @(x), a zatem objetodé wyraza sig
wzorem:
&
(106) V=f<p(w) dz
. X :
0 7 , 7>  przyczem @(®) oznacza pole przekroju pro-
stopadlego do osi @ w zaleznoéci od od-
Fig. 82 leglodci tego przekroju od stalej plaszezyzny
{bocznej).

W specjalnym przypadku, gdy bryla jest obrotowa, t. j. powstaje
przez obrét linji (poludnikowej) o réwnaniu y= f(@) w przedziale <<a,b>
okolo osi @, to kazdy jej przekrdj plaszczyzng prostopadlg do osi @ jest
kolem o promieniu y. Pole tego przekroju ma zatem wartodé ¢(@)=
== y'n = (@), a8 wiee objetos¢é takiej bryly obrotowej wyrazamy
wzorem:

(107) V= nfy'-"dm = nff’(w) de

Z wzoru (108) wynika oastgpujace twierdzenie Cavalieriego: jeseli
praekroje dwéch bryt zapomocq plaszczyzn réwnoleglych do jednej stalej
plaszczyzny wmajq parami réwne pola, to objetodci tych bryl sq réwne.
Wtedy bowiem ¢ (@) jest ta sama funkejs dla obu bryl, a wigc na
objgtodé obu bryl otrzymujemy t¢ samg wartosé na podstawie wzoru (106).

Przyklady.

1) Dla stwierdzenia, ezy pray pomocy nowej definicji objetodei otrzy-
mamy na obj¢tosé znanych bryl te same war-
toéei, ktére znamy z matematyki elementarnej,
obliczmy objetosé stozka o dowolnej podstawie
(niekouniecznie kolowej), majacej pole D, a o wy-
sokodci w. Umiedémy ten stozek tak, aby plasz-
czyzna podstawy byla prostopadla do osi o
Fig. 83 a wierzcholek lezal w poczgtku ukladu (fig. 33).
Jezeli ¢(w) oznacza pole przekroju w odleglosci @

od wierzebolka, to wiadomo, e:

Y

@@): D=t : 0
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a wige:

Da?
P @) = vy
Z wzoru (106) otrzymujemy:

Dm'w Dws w
v f Py = —[ s =D.%

zgodnie z wzorem, znanym z geometrji elementarnej.
2) Obliczyé objgtoéé elipsoidy tréjosiowej, ktérej powierzchnia ma
réwnanie:

@yt 2
atpts=!
Przekrdj plaszezyzng prostopadls do osi # w odstgpie 2 od plaszezyzny
YZ jest elipsg o réwnaniu: Z

2 2 3
¥ 2 1%
B at R
ezyli: - \L 0

y>e

y? Z’ .
pl—n Tag—5~"

Pole tej elipsy jest réwne ABn, gdzie 4 Fig. 84
i B oznaczajs poléwki osi tej elipsy. Zatem:

w? x? wl
¢(¢)=bl/l -a;vcl/l'——p-anzbcn(l-—ﬁ).

Wobec tego objgtodd calej elipsoidy jest réwna:

+a . oot
V=fbcn(1 —%)dm=bcn(m— ‘L)

3a1)| = g aben

Niechaj czytelnik obliczy w podobny sposéb objgtodé, ograniczons para-
boloidg eliptyczng (tom I, str. 43) o réwnaniu:

i plaszezyzng réwnolegla do plaszezyzny bocznej w odstepie z. (Wynik:
V = naba?).

8) Bardzo prosty wzér otrzymuje sig na objetosé wszystkich bryl,
ktérych pole @(w) przekroju jest funkejg calkowits wymierna, nie prze-
kraczajacq 3-go stopnia. Niechaj Dy, D,, D, oznaczajs pola przekrojéw
tej bryly w odstepach x,, @, ®; od plaszczyzny boecznej, przyczem @
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jest éredoig arytmetyczng odeigtych 2, i oy, t. j. @, = (2, + @,).- Wy-
sokodcia tej bryly, nalezgeq do podstawy D, lub Dy jest w =@, — ,.
Wedlug zalozenia jest:

R X4
s a @@) =aw® + ba* +cv +d =y
_ | przyczem niektére spélezynniki mogs byé
' : ! zerami. Objetosé takiej bryly wyrazamy
! ! ! X  wzorem;
oAy Y Xy 5,
0 — > ;
. Fig. 3b. - V= f (amd 4- b + cx 4 d) dzx
Widzielismy (w § 220, przyklad 6, wzér (65)), ze ta calka ma wartodé:
&Iy —
Va2 6 = (¢ + 49 + @)
czyll:
(108) V="5(Di+4D, 4 D)

Ten wzér, zwany wzorem Simpsona lub Qughtreda, jest scisty dla
wielu bryl graniastych i okraglych. Tak np. dla stozka (por. tig. 33)

b ]
Dy =0, Dy: D= (g) ? =4, a wige D, = }D, D, = D, zatem:

O-+4-4D+D)=D-F

V=

> 8

zgodnie ze znanym wzorem.
Dla elipsoidy: D, =0, D, == bcn, D; = 0, zatem:

]

V=géq-(0+4bcn+0)—_:§abcn

zgodnie z wzorem, otrzymanym w przykladzie 2). Niechaj czytelnik za-
stosuje ten wzér do obliczenia objetosci beczki obrotowej, powstale] przez
obrét luku elipsy o réwnanin bra? - a®y?==a%b* okolo osi odcietych,

. aw 28 4 st
biorge luk od ==--—; do w,==+%}. {Wynik: V= 5 - 3
gdzie s oznacza srednice dna beczki a S $rednicg przekroju éredniego).

Sprawdzi¢ wynik przy pomocy wzoru (107)! *

Wzorn (108) uzywa sig do prayblizonego obliczania objetosel takze
wtedy, gdy @(x) nie jest wielomianem stopnia nie przckraczajqc.ego 3.
Prayblizenie takie jest dogodne wtedy, gdy w rozwinigeiu funkeji (@)
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na wzér Maclaurina, resata, nastgpujgca po wyrazie trzeciego stopnia,
moze byé w rachunkach pominieta.

4) Obliczyé objetosé beczki o Iukn parabolicznym. Powstaje ona
przen obrét powierzchni, zamknigtej Jukiem paraboli o réwnaniu:
y=ao*-}b

od w|=——t2—q do o, :—{—\g,osia,mirzed-

Y

nemi w punktach kofcowych tego luku
(fig. 36), okolo osi @-6w.

Dla =0 jest y = b =R, //
/ k"

S

4

— |

[7/] 3
n B=3 y=.a’—3—+R=r

=4 —B)
w* Fig- 36.
Stosujge wzér (107), otrzymujemy:

-

a stgd: a

-

K
»

V= f(a:v'-i— b do=n | (a®0* 4 2abwt+ bY)dew
-7 - )
Fuokeja podealkowa jest wielomianem 4-go stopnia, a zatem do oblicze-

nia tej catki nie mozaa zastosowad wzoru Simpsona.
Calkowanie prowadzi tu do wyniku:

1 V=n(2a’w° 4 abw? 2b’w)

b.82 3.8 + 2

Podstawiamy wartoéei 2a aib i otrzymujemy po wykonaniu prostych ra-
chunkéw:

V== ’:_';(S-R-+4Rr+'3r-)= ’_12.:(232.;.33-}-;;-)

gdzie S ozpacza érednicg érodkowego przekroju beczki a s drednicq doa.
Zamiast tego wzoru uzywa sig dla beczek o luku parabolicznym innego,
prostszego wzoru, jednak tylko prayblizonego. Zastgpuje sig mianowicie
objgtoéé tej beczki objetoscia walea o tej samej wysokosei w, przyczem
za promief dna bierze si¢ érednig warto§é + promienia, obliczong zapo-
mocs oalki (wedlug wzoru (49) na str. 67): '

7
1 _ 1 (aw aw’ __ 4(r — Bu*
"’t::;-)—-f(am’-*‘b)dw—_1—‘,-(—3--4—+bW)=ﬂ—1§-+b—-—'—'—12w¢‘ = +R
-7

r-42R
T8

’,l
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Zatom:

Ve rtmyes (L:I'Bﬂ?)’,m - ’:__w s +82 s)-

Znacznie trudniejszy wzér otrzymuje sig na objetodd beczki o lukn kolo-

wym, jezeli srodek tego kola nie lesy na osi beczki, lecz np. w odleglodci ¢

pod osig. Wtedy réwnanie tego kola ma postaé a¥-}-(y+ ¢)*=(¢+ R)*
Zatem:

»
Vesn | (g4 R — o' — g)tdo
4
7
prazyoczem R ozuacza promien érodkowego przekroju beczki. Pozostawiamy
ozytelnikowi obliezenie tej calki; w wyniku wystapi funkeja arcus sinus
i drugi piefwiastek z funkoji 2-go stopnia.

Uwaga. Obliczaniem objetoficl beeczek zajmowano si¢ wiele ze wzgledéw prak-
tycznyeh (clowych) jeszeze przed wykryciem rachunku catkowego. Szczegélnie intere-
sujgcem dzielem 2 tego zakresu jest praca Keplera (1671--1680), p. t. Nova ste-
reometyia doliorum vinariorum, zavwierajgca wiele myéli i metod, pokrewnych z rozwa-
faniami rachunku calkowego. Rozmaite przepisy, dotyczgce przyblizonego obliczania

beczek, znalefd moina w ksigdce _Claudel'a, p- t. Introduction & lo science de I'in-
genteur. T. 1, str. 667 (wyd. 8, Paryi 19183).

§ 232. Pole powierzchni obrotowej.

Przy pomocy calki mo2na obliczyé pole powierzehni obrotowej.
Obierzmy oé obrotu za of odoiqtyeh a réwnanie linji obracajgcej si¢ nie-
chaj ma postaé y = f(w) w przedziale <a,6>. Zalézmy, 3¢ w tym prze-
5 dziale caly lok AB lety po jednej stro-

A

Y P AL nie osi obrotu, a wige 6p. e fl@)=0.
“\‘_'3/ Gdyby bylo inaczej, trzebaby rozlozyé
- ,l." luk na odpowiednie czedei. Za poczatek
luku pa linji y=f(») uwaiajmy do-
| o e J wolny punkt 7' i oznaczmy dlugoéé tuku

1 Lo s T e
0 ! © 7 T4 liters s, a luku 75 liters s,. Calko-
wita dlugodé luku AB ma zatem warto§é:

N 8§=— 8§, — 8,

Pig 87, e Podzielmy ten luk pa dowolng ilodé

czeéei (niekoniecznie réwnych), np. na n
czeéci i zastapmy kazdy luk ézedeiowy cigeiws. Weimy pod uwage po-
wierzehnig obrotows, powstalq przez obrét linji lamanej, zloionej z tych
cigeiw ¢y, ¢y, Cy,... c,. Sklada sig ona z pobocznic stozkéw écigtych a ewen-
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toalnie takie z pobocznic walecéw. Potrafimy zatem obliczyé jej pole P,
uiywajac znanego z elementarnej geometrji wzoru 2¢ms na poboezmice
stozka écigtego lub walea (¢ oznacza promien érodkowego praekroju a s
dlugoéd boka). Pobocznica stoika dcigtego lub walca, zakreslonego obro-

tem cigeiwy ¢, ma zatem pole 23'L+2—"”ﬂnc,, a cala powierzchnia:

(@) P, =2n2-’_/%c,

{1

Utwérzmy caly cigg podzialdw luku 4B tak, aby ciag, utiorzony z dlu-
gosci najwigkszych lukéw skladowych z kazdego podzialu, dazyl do zera.
Otrzymamy w ten sposéb ciag Py, Py, Py,... P,... p6l powierzchni obro-
towych, 2lozonych ze stozkéw Scigtych lub waleéw. O ile istnieje granica
tego ciggu {P,}, niezaleina od tego, jaki cigg podzialéw luku 4B obie-
rzemy (byleby najwigksze luki skladowe dazyly do zera), to t¢ granice
nazywamy polem danej powierzchni obrotowe;j.

Zamiast ¢, mozemy napisaé we wzorze (a) wyraienie §,, — 8 —
— ($t4a — 8, — ¢, przyczem s, oznacza diugo$é luku, nalezgcego do cig-.
eiwy c,. Zatem:

P= 2n2y£'"2—-”‘ﬂ43,— 2n2‘-’!%y‘+‘(43,_c,)
{=1 =1

Nazwijmy liters L, pierwszg czeéé prawej strony, a K; drugs. Okazuje
sig, ze eciag, zlotony z K|, K,, K;,..., daiy do zera.

Dowéd. Niechaj M oznacza najwiekszg rzedng y z calego przedzislu <a,d>.
Ponigwaz K, jest liczbg dodatnig (bo 4 8,>> ¢)), przeto:

0< K, < 2nM-; yznv(ds,— c,)=27:M(s-—zn'c,)

1=1 (=1

Gdy rozdrabniamy podzial tuku 4B tak, ze wszystkie As; & zatem i ¢; dgig do zers,
n

to sumy 26/ dazg do & na podstawie definicji dlugoéci luku, & wie€ cale wyratenie
{=1
w nawiasie dgdy do zera. Cisg K,. K,, K,,..., odpowiadajgey tym kolejnym podzi?.-
lom, jest stale zawarty migdzy dwoma ciggami, daigcemi do zers, a wiec daiy takze
do zera. )
Wobec tego ciag Py, Py, Py,... dazy do te) samej granicy, ¢o cigg
L, Ly Lg,..., przyczem:

.Ll=2,,22:_¥+_:4,

i1
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Uwatajmy y za funkeje zmiennej s. Mozemy to czynié, poniewas Jest
funkcja monotoniozng i ciagls zmiennej ®, a wiee odwrotnie @ jest jakas
funkeja @(s) zmiennej s, a wobec tego y = f(x) = f(p(s)) = F(s). War-
w086 §(y. + yiy1), posreduia miedzy y, a y,,,, przyjmuje funkecja ta na
jakiemé miejseu o,, posredniem migdzy s, & ,,. A wiec:

N
R

S
.

»

ER L, ==2n2y(o,)ds,
=1
Gdy wszystkie 4s, data do zera, to ciag takich sum L,, L,, L,,... daty
5
do calki oznaczonej f 2my(s)ds. Poniewaz do tej samej granicy daty cigg

‘s

P, R, F,, ..., przeto otrzymujemy nastgpujsey wzdr na pole P powierz-
choi obrotowej:

(109) P=2n | ys)ds

Wprowadimy zamiast zmiennej. s spowrotem zmienng @, to ds =
= Vl—-l— y'?(x) dz, a wige:

) I} -
(110) P= 27:ny1_:|— yide

Wzér ten mozoa z latwoscia dostosowaé takie do parametrowego lub
biegunowego przedstawienia danej linji.

Przykiad. ‘

Obliczyé powierzchnig elipsoidy obrotowej splaszczonej, t. j. po-
wstalej przez obrét elipsy okolo osi malej (takg postaé ma w przyblize-
oiu powierzchnia ziemi).

Biorac o8 @ za o obrotu, naleiy przyjaé réw-

Y nanie elipsy obracajgcej si¢ w postaci:
4 8
i
b ' ol

Stad otrzymujemy nastgpujgce réwnanie gérnej

qu-—hb N x polowki elipsy:

y=g|r‘_—b'——-m'"

y’ = __aa;_
Fig. 38. blbi—at

Stagd:
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Obliczmy pole tej elipsoidy, zawarte migdzy kolami, nalezgcemi do od-

P = 2n/ B — 2. 1/1 +b2(b¢;2a:z - e

2na t
P [ e V;.+_ﬂedw

Oznaczajac a? — b? = ¢2, otrzymu_]emy:

2mzfl/b + ~x2d _2n(1e/|/ " e de

Wartosé tej calki znamy (str. 48, wzér (36)), a mianowicie:

_ 2nae(x|/ | |
T Q‘ (L"+ +2€1 log(.’lﬁ"}‘ x‘+eg):|
Dla calej elipsoidy nalezy obraé granice: &, = — b, @, = - b; .otrzymamy:
b+ Ver 1%
P=2_}.,me[ l/bz+ + b _._j__l_/? +a
b 26’2 —b + ng )

a stgd po tatwych rachunkach.

P= 2na(a -+ é‘;logl/‘i-ﬂ)

a— e

W podobny sposéb otrzymamy dla elipsoidy obrotowej wydduzonej. t j.
powstalej przez obrét kolo osi wielkiej, wzér:

a? . e
P = 2nb(b -+ ~ aresin ;)

Niechaj caytelnik okaze, e dla a — b dazacego do zera otrzymuje sig
z obydwu wzoréw wzér na powierzchnig kuli (wystapia tu wyrazenia
nieoznaczonel!).

Dla éwiczenia poleca sig czytelnikowi wykaza¢, ie pole powierz-
chni obrotowej, zakreslonej przez obrét linji o réwnaniu:

9 —283 —2°=0 od 2=0 do =3

kolo osi x-6w, ma wartosé P=3x. Prostemi wzorami wyrazajg sig takzd
pola powierzehni obrotowych, zakreslonych przez obrét okolo osi odeig-
tych linji lanicuchowej, kardioidy, lemniskaty, przez obrét spiralnej Ar-
chimedesa okolo osi biegunowej.



tH6

§ 233. Moment statyczny luku.
Wezmy pod uwage zbiér (4), zlozony z n dowolnych liczh:

m,,my,...m,
i przyporzagdkujmy im wartosci:

TiyTgyene s
Jakiejé zmiennej r.
Sume:
mn + My 7y + cve + m,r,
nazywamy momentem pierwszego stopnia zbioru (A4), sume:
2 " 3
mn + m?’§+ "'+ My Tp

momentem drugiego stopnia, a ogoélnie:

myrt + myry + ... 4 m,r,

momentem k-tego stopnia zbioru (4).

Momenty majg bardzo rozlegle zastosowania w rozmaitych naukach,
np. w statystyce a szczegblnie w mechanice, skad sig nawet nazwa wy-
wodzi (momentum jest skréceniem slowa movimentum, co oznacza czyn-
nik, wplywajgey na ruch). W mechanice uzywa sig¢ tylko momentéw 1-go
i 2-go stopnia. I tak, jezeli liczby m,, m,,... m, oznaczajs masy puoktéw
materjalnych a r,ry,...7, ich odleglodei od jakiejé osi (linji prostej)
z uwzglednieniem znakéw, to moment pierwszego stopuia nazywamy mo-
mentem statycenym tego zbioru punktéw materjaloych ze wzgledu na te
0$, a moment drugiego stopnia momentem bezwladnodei tego zbioru punktéw
26 wzgledu na tg os. W podobny sposéb okreslamy moment statycezny
i moment bezwladnosci ze wzgledu na punkt i ze wzgledu na plaszezyene,
obierajac za r,,ry,...7, odleglodci punktéw materjalnych od stale obra-
vego punktu lub od stale obranej plaszezyzny.

Definicje te rozszerzymy na przypadki ogélniejsze, a mianowicie,
gdy masy sg rozmieszczone w sposdb ciagly linjowo, powierzehniowo lub
objetodciowo.

Zajmiemy si¢ najpierw masami, rozmieszezonemi linjowo, wzdluz
jakiché lukéw. Rozmieszczenie takie jest w przyblizeniu zrealizowane
w drutach, w nitkach, w linach. WeZmy pod uwage luk linji plaskiej
o réownaniu y = f(@) lub w przedstawieniu parametrowem &= @(s),
y = w(s), przyczem dla dalszych rozwazan najdogodniej jest obraé za
parametr dlugosé luku s, liczong od jakiego$ obranego punktu tej linji.
Wezmy pod uwage dla zmiennej » przedzial <(a, b>> lub odpowiadajgcy
am przedzial <(s;, 5,>> dla zmiennej s.
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Niechaj funkcja o(s) oznacza gestosé linjows masy tego luku. Za-
l6zmy, e o(s) jest funkeja ciagly. Gestosé linjowq w kesidym punkeie
okresla si¢ jako granic, do jakiej dazy AY
stosunek masy luku As, zawierajacego
ten punkt, do dlugodei tego luku, gdy 4s ,
daty do zera. Najpospolitszym w prak- A i
tyce jest przypadek, gdy masa jest roz- !
miészczona jednorodnie, t. j gdy gestosé o
jest liczbg stals dla kazdego punktu.
Podzielmy dany luk AB na dowolns Fig. 89.
iloéé czeéei o dlugoseiach As,, 4s,,... 4s,.
Masa luku o dlugodei ds, ma wartodé m, = g(0,)ds,, gdzie ¢(0,) oznacza gg-
stodé w jakimé posrednim, odpowiednio dobranym punkecie tej czastki luku.

4 8

¥>

Uwaga. Tg trednis wartodd gestosei moZna otrzymad przy pomocy calki:
St41

‘;/‘()(s)ds

()(0,) = AS;

Mase t¢ mnoiymy przez odleglosé y dowolnego punktu luku ds, od
osi odeigtych. Mozemy obraé ten punkt luku, ktéry nalezy do wartodei o,
a wige braé zawsze y(o,) Otrzymamy zatem ¢(o)y(o)4s, Tworzymy sume
tych elementéw:

S, =20(Ul)y(°1)431

{e]

‘e

i budujemy ciag S,,S;. Sg,... takich sum, dzielac luk AB w rozmaite
sposoby na czedci ale tak, aby pajwigksze luki skladowe dgiyly do zera.
O ile istnieje granica ciggu tych sum, niezaleina od sposobu podzialu
luku, to nazywamy ja momentem stalycenym duku AB wigledem osi @-6w.
Ta granica jest rowna calce oznaczonej:

o
(111) M.=fp(s)yds

Wzér ten na moment’ statyczoy luku upraszeza sig, gdy gestodé Jest stala,
wtedy bowiem mozna wyjaé ¢ przed calke i otrzymujemy:

(111a) M,=.ofyds
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Dla ¢ =1 otrzymuje si¢ wzdr:

i)
(112) M, =fyd3

Podobnie na moment statyezny luku wzgledem osi y-éw otrzymuje sig
(przy @ = 1) wazor:

]
(112a) M, = | xds

Sa

Wprowadzajae za s pierwotng zmienng @, otrzymujemy:

b &
(118) i, = [WTFyda, M= o TFydu

Dla spétrzednych biegunowych wzory te przyjmujg (na podstawie wzorn (89)
va str. 186) postaé:

® 9
(114) M,= [ rsin@)r F ridp, M, = rcoschr’+r”d¢

?, ¥

O ile ¢ 1, to nalety wprowadzié pod calke jeszcze czynmik g.
Przykiad.
Obliczyé moment statyczny preta z materjalu o gestosci stalej o,
wygietego w pélkole o promieniu ¢, wzgledem érednicy tego pélkola.
Obieramy prosta, na ktérej lezy ta érednica, za of x-dw. Najdo-
godniej jest tu uzyé biegunowej formy réwnania kola, a mianowicie
r = ¢. Z pierwszego z wzoréw (114) otrzymujemy:

n £

M, = ﬁsinq;V?—}—O’dqp:pc*Jﬁn pdep = — pc?cos | ==

[]

=g (c* — (— %)) = 2¢c?

Niechaj czytelnik stwierdzi, ze moment tego polkola ze wzgledu na o8
y-6w ma wartosé 0, co zreszty wynika takie odrazu z tego, Ze masy sg
rozmieszczone symetrycznie wzgledem tej osi (a wige calka od 0 do §
réwna siq przeciwnej wartodci calki od g do 7).

‘Poleca sig czytelnikowi dla éwiczenia okazaé, Ze moment statyciny
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linji lancuchowej o réwnaniu y = J(e - e ). dla stalej.gestodei ¢ == 1,
wizgledem osi odeigtych, wyraza sie wzorem:

M= {56+ 20— ge7)|

Pozostawiamy czyteloikowi stwierdzenie, ie dla krzywej przestrzennej
moment statyezny wzgledem osl np. z-6w wyraia sie wzorem:

b
: M, =fg|’y’+z’ds

i analogicznie dla innyeh osi.

W podobny sposéb moina okreélié moment statyezny luku wzgle-
dem punktu i wzgledem plaszczyzny Tak np. moment luku wzgledem
‘poczatku ukladu wyraia si¢ wzorem:

Sh
Mozfpl/m’+y9+z’ds

E

s wagledem plaszezyzny XY wzorem:
o
Mxy "—_‘/gzdS

§ 234. Moment statyczny powierzehni plaskie].

Ny

Wezmy pod uwage jakas powierzchnig plaska, oblozong masg po-
wierzchniowa, t. j. posiadajaca w kaidym punkcie jakgé gestosé powierz-
chniowy g(x, y). Takie rozmieszczenie masy mamy zrealizowane w przy-
blizenin w blachach plaskich a $cisle w fadun-
kach (czyli masach) elektrycznych. Zajmiemy
si¢ tu najprostszym a pajwazniejszym w prak-
tyce przypadkiem, gdy masa jest rozmieszczona
jednorodnie, t. j. gdy gestosé o jest liczbg stals.
Okre$limy najpierw momeot statyczny prosto- =
kata o podstawie a a wysokobci w wzgledem 0 X
jego podstawy (fig. 40). Obierzmy za of odeig- L >
tych prosts, na ktorej lezy podstawa prostokata. Fig. 40.
Podzielmy prostokat prostemi réwnoleglemi do
podstawy na szereg paskéw. Masa paska o szerokosei dy, ma wartosé
0-a- 4y, Mnoiymy ja przez odleglosé dowolnego punktu tego paska od
osi odeigtych, op. przez g, i tworzymy sume tych iloczyndw:

NY

sy,
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M, = ¢ady,+ §, + 0ady; - 9, + ... + ¢ady,: 9,

Dzielimy nastgpnie ten prostokat w rozmaite inne sposoby na takie paski
i tworzymy caly ciag takich podzialéw tak, aby szerokodci wszystkich
paskéw dazyly do zera. Otrzymujemy w ten sposéb ciag sum:

My, My, M, ...

Granicg ciggu tych sum nazywamy momentem statycznym prostokata
wzglegdem osi g-6w. Ta granica istnieje i réwna sie:
w

(116) M= |[¢oaydy=}ouw*

Jezeli P oznacza pole tego prostokata, réwne a-.w, to wzér przyjmuje
postaé:

(115a) M=oP- %

Moment statyceny prostokata wzgledem jego podstawy jest réwny masie tego
prostokqta, pomnozonej przez polowe wysokosci.

Z tego wyniku skorzystamy przy wyzna-

4  czaniu momentu powierzchni plaskiej, ograni-

czonej dowolng linja. 1 tak weZmy pod uwage

powierzchni¢, zamknietg tukiem linji o réwnaniu

y = [(@), rz¢dnemi w punktach koncowych tego

#% loku i osig odcietych. Zaléimy, ze f(@) > 0.

Podzielmy to pole zapomocg prostych réwnoleg-

X tych do osi y-6w na paski. Kaidy taki pasek

7

> zastgpmy prostokgtem o tej samej podstawie
a o wysokoéci réwnej rzednej 7, nalezgcej do
dowolnego punktu jego podstawy (fig. 41). Mo-
ment statyczny kazdego takiego prostokgta obliczamy przy pomocy
wzoru (115), a wige np. dla prostokata o podstawie 4w, otrzymujemy:
1oAw; g} Tworzymy sume tych momentéw:

-

Nastgpnie tworzymy caly cigg takich podzialéw danego pola na paski

ale tak, aby szerokosei tycb paskéw dazyly do zera i otrzymujemy odpo
wiedni ciag M,, M,, M,,

Granicg tego ciggu nazywamy momentem statycznym danej powierz-

chni wazgledem osi odcigtych, Wartodcig tej granicy jest calka ozpaczona:
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.4

(116) M,:-g ¥ dw

Cheae otrzymaé moment tego samego pola wzgledem osi tzednych na-
lety mase odw,j, kaidego prostokata pomnozyé przez odlegloéé dowol-
nego punktu tego prostokata od osi y-6w, up. przez odcigty £, naleiacs
‘do rzednej 7. Otrzymamy w ten sposob ¢4, %7, Tworzymy ciag sum
postaci:

2 042, %, 5,

{w]

a granicg tego ciggi nazywamy momentem statycenym danej powierzchni
wzgledem o§i y-6w. Ta granica ma wartosé:

b
117 M,=gf:vyd:v

Uwaga. Do tego wzoru mozna dojéé takie bez rozwazah granicznych, odejmu-
. jge od momentu prostokgta OFBD moment prostoksta OEAC i moment pola CABD,

Iy
obliczony zapomocy wzoru % ztdy. Wazor ten otrzymuje si¢ z wzoru (116), zamienia-
Ya
jac z sobg role zmiennych 2 i y. Trzeba nastepnie wprowadzi¢ zmienng 2 zamiast y
kladge dy = ¥’ dz i zastosowad calkowanie ,per partes“. Momenty statyczne powierzchni
plaskiej, ograniczonej z wszystkich stron dowolmemt linjami, oméwimy pdzniej, po wpro-
wadzeniu calek podwojnych.

Przyklady.

1) Obliczyé moment statyczny pélkola o promieniu r», oblozonego
masg o stale) gestosci ¢, wzgl¢dem jego Srednicy. Obierzmy tg $rednice -
na osi #-0w (fig. 42). Z réwnania kola otrzy-
mujemy 3% =1*—g" a wigc na podstawie
wzoru (116) otrzymamy:

+r
3 pe ] 3

. =g(r3— g):%ﬂ.g

-

2) Dla dodatniej poléwki elipsy o réwnaniu i:—;+!£:=l a ge-

stodci o =1 otrzymujemy nastepujacy moment statyczny wzgledem
Rachunek réZnicakowy i caikowy. T. 2.
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o8l @-Ow:
+a

= §ab®

Hb’ 2 ?) d _E_(azm_§ma)
pomt [ Bt s = 2,
Dla polowki elipsy, nalezgcej do odcigtych dodatnich, otrzymujemy mo-
ment wzgledem osi y-6w z wzoru (117):

7 - Vo — 2 L 26
My=2fw% a’—w'da;=——3-g(a’——w3)"|=
o °

(
a

l

a!)‘/r o %ba!

[

Do tego samego wyniku doszlibyémy, uzywajac wzoru:

&
E=ifw'dy

. . . y?
1 wstawlajge @ = a? (1 — Iﬁ)

§ 236. Srodek cigzkosei ezyli érodek masy.

W bezposrednim zwigzku z momentami statycznemi jest inne pojecie,
bardzo wazne w fizyce 1 w technice, a mianowicie srodek ciezkoici ezyli
érodek masy.

Srodkiem masy lub Srodkiem cigzkosci ukladu dwéch punktéw ma-
terjalnych 4, i A; o masach m; 1 my nazywamy puskt, dzielscy ten
odcinek w stosunku odwrotnym do mas (punkt ten lezy zatem blizej
masy wigkszej). A wige A,S: 5S4y = m, : m, (fig. 43).

Utwoérzmy rzut odeinka 4, 4, na os cdeietych. Otrzymujemy:

& —o): (@ —2)=m,y :m,

)
;‘.‘lxi
AN a stad:

— m &, - my T,

my — my

x Jest to érednia arytmetyczna wazone liczb

L5

0 £ > 2, | X, z wagami m, i m,.
'LLM ‘ Podobnie:
v .

Fig. 43. g1ty mz + ez

ml+m3 ' m1+m1

Dobierzmy trzeci punkt 4, o masie m;. Chegc znalesé érodek cigikosci
ukladu tych trzech punktéw, umieszczamy w punkecie S masq m, - m,
i znajdujemy wedlug poprzednich wzoréw érodek ciezkosei dwdch mas:
jedoej my -} my, umieszczonej w S, a drugiej m, umieszezonej w A, .
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Dobierajac kolejoo coraz wigcej punktéw materjalnyeb o masach
m,,my,...m, i o spolrzedoych (x,,¥,,2), (@3, ¥s, 22), - - (Tu, Y. 24). Otrzy-
mujemy na spélrzedne érodka cigzkodei nastgpujace wzory:

g__"‘:% + my&; + -+ Mo, n=m.y, + MmeYy + .+ MaYa
- omAdmy . fm, m A+ mg+. +m,

g__m‘z,—{vmgz,-{—... + m,2,
T T m o my o Fom,

Sa to érednie arytmetyczne wazone spélrzednych danych punktéw, przy-
czem wagami 83 masy.

Widzimy, ze sumy, znajdujsce si¢ w licznikach, sg momentami
statycznemi systemu punktow materjalnych, a mianowniki calkowity mass
tego systemu. Uwaga ta prowadzi nas do rozszerzenia definicji srodka
cigzkosti na masy, rozmieszczone w sposéb ciggly.

Zajmiemy si¢ tu tylko masami, rozmieszczonemi na plaszczyznie
linjowo (t. j. wzdluz tukéw) lub powierzehniowo Srodkiem cigzkosci ta-
kich mas nazywamy punkt o spdlrzednych:

M
(118) ) §=E{!, 7=

RIx

preyczem M,, M, oznaczajy momenty statyczne wzgledem osi spdirzed-
oycb a M calkowits mase. Piszac te wzory w postaci:

M-§=M, M-n=M,

mozemy okre§lié $rodek cigzkosei w nastgpujgcy eposob: jest to punkt,
w ktérym umieszczona catkowita masa M mialaby taki sam moment sta-
tyczny wegledem ost spblrzednych, jaki ma ta masa, rozmieszezona wzdéus
danego tuku (ub danego pola.

Srodek cigzkosci masy, rozmieszczonej linjowo wzdluz luku, ma

zmm. spélrzqdne;
g ! g wd Tlr y d

przyczem M oznacza catkowits masg danego luku. Jezeli gestoéé ¢ jest
stala, a catkowita dlugoéé luku wynosi S, to:

7S sy

I I
(119) = [ads n=§fyds

1»
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Srodek masy, rozmieszczonej powierzchniowo, jednorodnie, na powierz-
chni plaskiej o polu f, zamknigtej iukiem linji o réwnaniu y = f(z) od

o=a do & =b, rzednemi w punktach koncowych i osia odecigtych, ma
spdlrzedne:

(120) gz?afmydm, n.:ﬂfy'da:

Srodek cigikodci, uwazany za punkt, w ktérym jest skupiona masa M,
ma ze \wzgledu na kaidq prostq (a wige nie tylko ze wzgledu na osie
spilrzednych) ten sam moment statyczny, co masa J/, rozmieszczona do-
wolnie linjowo lub powierzchniowo.

Okazemy to tylko dla masy, rozmieszezonej linjowo. (Dla mas, roz-
mieszezonych powierzchniowo, trzebaby najpierw okreélié moment pola,
zamknigtego dowolng linja, wzgledem dowolnej osi a do tego nadajs sig
lepiej calki podwéjne).

Niechaj punkt C (fg. 44) bedzie érodkiem cigzkosei luku AB o cal-
kowitej masie M. Jezeli (&, #) sy spolrzednemi tego punktu, to

Y B M- 5 —— M Mo '17 = M‘
\ S C N .
A Obliczmy moment punktu materjalnego C

d : o masie M wzgledem dowolnej prostej /,
P 7 o réwnaniu (w postaci normalne;):
) | 1 Xcose -+ Ysina—p=0
0 3 N

a z drugiej strony moment calego tuku 4B
wagledem tej proste;).
Odleglos¢ punktu C od prostej ! wyraza sig wzorem:

Fig. 4.

d=¢£cosa+ psina — p
.

& wigc moment masy M, umieszczonej w tym punkcie, wzgledem pro-
ste) | ma wartosé:

M(C)=(§cosa 4 nsina — p)- M = MEcosa + Mnysina — Mp
czyli:

ENS sp
M(C) =f9a:ds-'cosq -I—fqyds-sina—pM

Natomiast moment luku 4B wzgledem osi ! ma wartodé:

hJ
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przyczem § oznacza odleglodé punktu biezacego (a,y) tego tuku od osi /.
Z wzoru na odlegloéé punktu od prostej otrzymujemy: '

J=uxcosa -+ ysing —p
a wiec:

g hJ
M{AB) =fg(mcosa+ysin a —p)ds:fgwds-cosa +

b b
+f9yds-sin a-—pfgds

a
S»
Poniewatfgds:M, przeto widzimy, Ze ten moment jest réwny mo-

mentowi - M,(C) masy M, umieszczonej w drodku cigzkosei, e. b. d. o.

Moment statycany ze wazgledu ma o$, przechodzgceq przez srodek cigz-
kosci, ma wartosé zero. Tak np. jezeli srodek cigzkosci lezy na osi 2-6w,
to =0, a wige z wzorn (118) wynika, e M, =0. Kazidg za$ inng
prostg (of) moZemy sprowadzié przez przesunigeie i obrét do nakrycia
z osig 2-6w.

Przykiady.

1) Wyznaczyé spdlrzedne srodka ecigikosci luku, tworzacego pél-
kole o promieniu ¢, jezeli masa jest rozmieszezona jednorodnie, t. j. go-
stodé ¢ jest liczbg staly

Obliczyliémy moment wzgledem osi odeigtych (str. 158):

=

M, =2¢c®
Moment wzgledem osi rzgdnych ma, jak latwp stwierdzié, wartodé:
M,=0
co zreszty wynika odrazu z symetrycznego rozmieszczenia mas wzgledem

osi rzgdnych. Catkowita masa pélkola wynosi ¢z - g, a wige

0 20et 2¢

Zatem érodek C ma spélrzedae:
0(0, 35)
T

2) Srodek cigzkosei masy, rozmieszczonej jednorodnie na polu pél-
kola, obliczymy przy pomocy momentéw (por. str. 161):

M,=3%05 M, =0
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a mianowicie otrzymujemy:

— %oc
§_OD %02759—'&—

A wige: ¢ (0,;—;). Widzimy stad, ze srodek ciezkosci luku lezy w innym

puankeie anizeli érodek cigzkodei pola, ograniczonego tym lukiem i cie-
ciwg, {geczgeq jego koince.

3) Obliczyé spélrzedne srodka cigzkosei pola, ogra-
niczonego dodatnig galezig paraboli o réwnaniu y* =2p»
(fig. 45), osig odcigtych i rzedng w punkcie ¥ =a. Ge-
stod¢ ¢ weimy réwng 1. Nazwijmy dang rzedng I, a wige

X !=V|2pa. Z wzoréw (116) i (117) otrzymujemy:

a a 2“
Fig. 4. M,:Q[y’dw=§f2pmdw=p—;—|=\gﬁ
0 i [}

a a - — a /. a L]
M,= | oyde= wV?pwda}=V2pafm%dm=V-§—3Lw6—I=§y2pww'|
2
]

) ]

M,=¢la?
Pole tego odeinka ma wartosé:

§=4%la*:§la==}a
n={4pa §le =37
Ale 2pa =%, wige 2 = £, a stad 7 =3l
Zatem: C(3a, 31).

Wobec tego:

§ 236. Reguly Guldina.

Srodek cigzkosei luku i pola majg bardzo interesujace zastosowanie
przy obliczaniu powierzehni i objetosei bryl obrotowych. Zwiszek ten
wykryjemy, zestawiajac wzory (109) i (107) na pole powierzchni obro-
towej 1 objgtosé bryly obrotowej:

b /4
P=2n{yds, - V=nfy“dw
z wzorami (119) i (120) na rzedng érodka clqzkoécl tukun i $rodka cigé-
kosci pola, a mianowicie z wzorami:

t s
ﬂ=§fyds, 1=g;] ¥'do
Sa a
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: 5"
Poniewaéfy ds =7+ 8, przeto:

(121) P=2nn-8

Wazér ten, zwany requlq Guldina na obliczanie pola powierzchni obro-
towej, wypowiada sig w nastepujacej postaci: pole powierzchni obrotuwej,
zakreslonej przez obrdét duku o diugosci S, réwna sie dlugosci drugi, zakre-
slonej przez S$rodek cigzkosci tego duku okolo osi obrotu, pomnozonej przez
dlugodé obracajacego si¢ duku. Istotnie % jest odleglodcia Srodka cigzkosei
od osi obrotu a 27m obwodem kola, zakreslonego przez srodek ciezkosei
okolo osi obrotu.
Podobnie wnioskujemy z drugiej pary wypisanych wzoréw, ze

1.3
[y’da:: 2n-f
a wige:

(122) | vV=2ay-7 |

Wazér ten, zwany requlq Guldina na obliczanie objetosci bryly obroto-
wej, wypowiada 8ig w nastgpujycy sposdb: objetosé bryly obrotowej, za-
kreslonej przez obrét powierzchni plaskiej o polu f, réwna sie dlugosci
drogi, zakreslonej przez $rodek cigzkosei tego pola okolo osi obrotu, pomno-
gonej preez pole obracajgcej sie powierzchni. Przy pomocy regul Gul-
dina mozna obliczyé pole powierzehni obrotowej i objgtodé bryly obro-
towej, jezeli znamy rzgdng $rodka cigikodei, z drugiej zad strony mozna
wyznaczyd rzedng srodka cigikosei, jezeli znamy pole odpowiedniej po-
wierzehni obrotowej lub objetoéd odpowiedniej bryly obrotowej.

Tak np.- wiemy, ze przez obrét pélkola okolo srednicy powstaje
powierzchnia kuli, ktérej pole znamy, a mianowicie P = 4r3n.

Stosujge zas8 wzér (121), otrzymujemy P = 27nS; poniewaz zad
S==rn jako dlugosé pélkola, przeto:

4rin=2nn.rn
a atad:
_2r
T a

i

zgodnie z wynikiem, otrzymanym na str. 165,
Podobnis ze znanego wzoru na objgtodd kuli: V= 4+%2 i z wzorn (122),
w ktérym f= }rim, wnioskujemy, ze érodek cigtkodci pola polkols ma

4 . I
rzgdng 7 = 3—;, zgodnie z wynikiem, otrzymanym pa str. 166
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Przyklady.
1) Obliczyé powierzchnig i objetosé bryly obrotowej, powstajgcej przez

obrét kola o promieniu r (fig. 46) okolo osi, lezacej w plaszczyznie tego kola
w odleglodei B> r od érodka tego kola; jest to obrgez kolowa czyli torus.

4

LY

Poniewaz dlugoscia obracajgcego sig tuku jest
obwdd kola o promieniu r, a érodkiem cigzkosel
tego luku jest oczywidcie Srodek tego kola, przeto

lz X S=2rmn, =R, a wigc pole obrgezy wynosi:

- P=2Rn.-2rn—=4Rrn?

Poniewas pole kola obracajgcego sig wynosi 7z,
a =R, przeto z wzoru (122) otrzymujemy:

Fig. 46. V=2Rrm .r*n=2Rrin*=4rP

2) Obliezyé cigiar wiefica kola rozpgdowego, jezeli éredni promied

wiefica wynosi 3 m, przekréj wiefica jest kwadratem o boku 020 m,
gestodé zas materjalu wynosi o = 1.

Z wzoru (122) otrzymujemy (wyrazajac objetos¢ w metrach sze-

fciennych):

V=2n-3.0253~ 1178

Poniewaz cigzar 1 dm® wynosi 7 kg, przeto calkoﬁity cigZar wynosi:

Q="V.7000 kg~ 8247 kg

Uwaga. W architekturze zachodzi czesto potrzeba wyznaczenia powierzebni lub

objetoéci kopuly, ktéra jest bryly obrotows, powstajgcs przez obrét pola, ograniczo-
nego z jednej strony linjs, nieraz bardzo skomplikowans. Do tych obliczeh uzywa sig
reguly Guldina; poloZenie $rodka cieikodci wyznacza sie albo empirycznie albo tez
jakg$ przyblizong.metoda rachunkows albo rysunkowa {(chodzi tu o przybliZong war-
todé odpowiedniej .calki). :

§ 237. Moment bezwladnoSei Yuku.

Juz w § 233 okreslilismy moment bezwladnodci systemu punktéw

materjalnych ze wazgledu na od. Rozszerzymy obecnie tg definicje na
magy, rozmieszczone w sposéb ciagly, Ograniczmy si¢ do rozwazania mas
o stalej gestosci 9. WeZmy najpierw pod uwage masg, rozmieszczong
linjowo, t. j. wzdluz jakiego$ luku 4B (fig. 47). Uwazajmy spélrzedne m, y
punktéw tej linji za fankeje dlugosci tuku s; niechaj odcigtej #==a odpo-
wiada dlugo$é tuku s, (liczona od jakiego$ punktu T, stale obranego na
linji 1), a odcigtej # =0 dlugosé luku s,. Podzielmy luk AB na dowolis
liczbg czefci, np. na n czgdci: ds;, dsy,...4s,. Na kazdym z tych hukéw
czgdciowych obierzmy dowolny punkt posredsi, np. na luku ds;=s,, —s,
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punkt o, a wige &= 0,=s,,. Rzedna, nalezgca do tego punktu, ma war-

todé y(0). Pomnézmy masq eds, kaidego luku czesciowego przez kwadrat

odleglodei dowolnego punktu tego luku od vy

osi odcigtych, a wige przez y*(c,) i utwérzmy

sume: ‘ ) 7 A
n ! ‘.

B, = Yosti0)4s, ‘-‘4_,]%
{m} Lg

Wykonujemy caly cigg takich podzialéw tak,
aby wszystkle As, dazyly do zera. Otrzymamy O
odpowiedni ciag sum: ’

By, By, B;,... B,...

Gracicg. tego ciagu, gdy p —> oo, nazywamy. momentem bezwladnoici ma-

Fig. 41.

terjalnego fuku 4B wzglgdem osi odcietych. Wartoscis tej granicy jest,
jak wiadomo, catka oznaczona:

s
(129) I B,— f oytds

Okreélajge zupelnie podobnie moment bezwladnosci B, wazglgdem osi rzed-
nych, otrzymujemy: ‘

i
(129) B, =f oa'ds

Sumg tych dwéch momentéw, t. j.:

B+ B,= [ ola + y)ds = f ertds

gdzie r oznacza odleglodé biezgcego punktu linji I od poczatku ukladu,
nazywamy momentem bezwladnosci danego duku wzgledem poczgthu ukiadu
i oznaczamy jg symbolem:

]
(126) .| B =for’ds

Ten moment B, moina tez okresli¢ bezposrednio, bez powolywania sig
na momenty B, i B,, zapomocy cmgu sum:

29 r*(o) A\s,

=) -
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Moment bezwladnosci wzgledem dowolnej osi mozna wyrazié zapomoca
momentu bezwladnodci wzgledem osi réwnoleglej do niej i przechodzacej
: przez srodek cigzkosei. Tak np. moment bez-

wladnosei wzgledem osi OX, przechodzacej

s X przez drodek cigzkosei C (fig. 48), ma wartos¢:

7] G‘J*C‘:'\’

%
! x B, =f0y2d8

Moment bezwladnosci wazgledem osi O'X,
réwnoleglej do OX w odstgpie 5, ma wartos¢:

A

L—“’-<

~

-~

fe——

Fig. 48.

"b Sy 3) "b
B, =foyf'ds=fe(y+ ﬂ)'ds=fey’ds+2ﬂfeyds+n’08

czyli:
(a) ' B.,=B,+n-M

s

Catka f oyds ma bowiem wartod¢ zero, jako moment statyceny wagle-

dem osi, przechodzgcej przez drodek ecigikosei.

A wige moment bezwladnosci wzgledem dowolnej osi jest réwny mo-
mentowi bezwladnodei wzgledem osi réwnolegle do niej poprowadzo»ej przez
$rodek cigzkosci, powigkszonemu o moment bezwladnosci catkowitej masy M,
umieszezone] w $rodku cigékodci, wzgledem danej osi. Prawo to odnosi sig—
jak mozna okazaé¢ — nietylko do momentéw bezwladnosei lukéw, leox

takze do momentéw beawladnosei pol.

Przyktady.

1) Obliczyé moment bezwladnosei pregta prostlinjowego o gestosei
linjowej @ wzgledem osi prostopadlej do niego, a przechodzgcej przew
jego koniec. Obierzamy prosts, na ktorej lezy ten pret, za of @-6w. Luk s
liczony od poczatku preta, jest w tym wypadku réwny o Zatem:

B,= apw’da:"-—'-@f a=é()a’
£ 3 X

Jezeli of przechodzi przez $rodek preta, to z wzoru (a)-otrzymujemy,
uwazajge poprzednio obliczony moment za B,, warto$é:

B,= &ea’w"(%)g- ea=fyoat
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2) Wyznaczy¢ moment bezwladnosei luku kola o promienia ¢ od
¢=¢, do p =@, wzgledem srodka tego kola (fig. 49). Obierzmy gestos¢
¢=1. Poniewaz stale jest r =, przeto z wzoru (125) otrzymujemy:

l-tq)’ :q). ‘TY A
B,= | c*ds=cts| = e, — @) P
s=ep, p, ' K £ 8
Moment bezwladnosei calego okrggu kota ! ) v X
i iec: 0 !
otrzymamy, biorge @ od 0 do 27z, a wige: \ /
(126) B, = 2¢3n \\\ i

Oznaczajac obwdd kola liters U, otrzymujemy:
(126a) By=U-c? Fig. 49.

3) Wyznaczyé momenty bezwladnosei calego okregu kola ze wzgledu
na obie osie spélrzednych (przy gestosci stalej ¢ = 1). Wskutek symetrji
rozkladu masy widoczne jest, ¢ B,— B,. Poniewaz zaé B,-+ B,= B,,
przeto 2B, = B, a wige B, = § B, i tak bamo B,. Opierajac sig na wy-

niku poprzedniego przykladu, otrzymujemy zatem:

(121) B,— B,—cn

§ 288. Momenty hezwladnosci plaskie] powierzchni wzgledem osf.

Zajmiemy sig tylko przypadkiem jednorodnego rozmieszczenia masy
a wige zalozymy, Ze gestosé powierzchniowa @ jest stala  Wyzpaczymy
tn pajpierw (podobnie jak prsy badaniu momeutéw statycznych) moment
bezwladnoéei prostokgta o podstawie a a wysokosci w wagledem jego
podstawy (fig. 50). Podzielmy dany prostokst na paski prostokstne zapo-
mocy prostych réwaoleglych do osi odcigtych. Pasek o szerokosci 4y, ma
masg gady,. AY

Pomnéimy masg kaidego takiego paska
przez kwadrat odleglodei dowolnego jego punktu
od osi odcigtych, np. przez 3} i utwérzmy w o
sumg tych iloczyndw: i —

)i

0 a
Fig. 50.

¥ax

B, =Zeag§dy, _

i=l

Dzielimy nastgpnie dany prostokat w vozmaite inne sposoby na takie
paski i tworzymy caly ciag takich podzialéw tak, by szerokosei wszyst-
kich paskéw. dazyly do zera. Otrzymujemy w ten sposdh cigg sum:

B, By, B,,...B,,...
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Granicg ciggu takich sum, gdy p—»oo, nazywamy momentem bezwtad-
nosci danego prostokata wzgledem osi odcigtych. Wartoéeia tej granicy jest,
jak wiadomo, calka oznaczona:

B d s w
(128) B,= f eay’dy=g¢ 931 =j}eawt
: R -

 Masa tego prostokata ma warto§é M =¢-P=g¢ aw, a wigc mozemy
napisaé wzér (128) w postaci:

w

28 B= M. = m. (%) = Mar

l x ] ¢ -— === . (——) —

(128 a) 3 el

Jezeli wige obierzemy punkt materjalny o masie réwnej masie M calego

prostokata w odleglosei d = % od osi odcigtych, to ten punkt ms ten
sam moment wzgledem tej osi, co caly prostokat, oblozony réwnomiernie
ta samg masg. Te¢ odlegloéé d nazywamy ramieniem bezwladnodei badanej
powierzehni wzgledem tej osi.

Nalezy zwréei¢ uwage na to, e d jest rdéne od § a wi¢e nie mozna
umieszczaé catkowitej masy w érodku cigzkosei.

Ogélaie dla kaidego rozkladu masy M liczbg d, okreslong wzorem:

B = Mad*
gdzie B ozoacza moment bezwladnoéei tej masy, nazywamy ramieniem
bezwladnosci tej masy wzgledem dapej osi lub danego punktu.
Przykiad.

Przy pomocy wzoru (128) oblicza sig faomenty bezwladnosei prze-
krojéw rozmaitych belek, zwanych trawersami. Znajomoéé tych momen-

A
Z

<N

§
S

Z

Fig. 51a. Fig. b1b. Fig. Bble.

L x
|

t6w jest bardzo wazna, od nich bowiem zalezy wytrzymaloéé tych tra-
werséw na zlamanie, ' _
Obliczmy np. moment przekroju betki o przekroju, uwidocznionym
na fig. bl a, wzgledem osi z-6w. Zalézmy, ze gestoé @ == 1.
Stosujge wzér (128), otrzymujemy:

‘ W\s afw)® AW 3y AW3 0
B, = A(A) .22, _(_). _g(.«__‘ﬂ)______a_w_
t4-15 talz) = w7
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Niechaj ezytelnik wykona podobne obliczenie dla przekrojéw pouiacy,
uwidocznionych na figurach 51b i blec. '

Opierajac sig na wzorze (128), wyprowadzimy wzory na momenty bez-
wladnodci powierzchni, zamkuigtej lukiem dowolnej linji, rzgdnemi w punk-
tach koncowych tego luku i osig odecigtych (fig. 52). Postepujac tu po-
dobnie jak przy okre§laniu momentu statyczoego (por. § 234), tworzymy

momenty bezwladnoéci elementarnych pro-  ,vy
stokatéw: np. dla prostokgta o szerokodei 8
4z, a wysokosci § olrzymujemy (z wzoru
(128)):
Yeday:
Tworzymy sume:
o L) r X
B, = Zﬁgdw,y]’,’ 0 -

{ml

Granice ciggu takich sum B,, B,, B,,... nazywamy momentem bezwiad-
noéci powierzchni ABFE wzgledem osi odcigtych. Wartodeia tej granicy
jest calka oznaczona:

\ —
(129) B. -_—fo % 0

Moment bezwladnosci tej powierzchni wazgledem osi rzednych okreslamy,
mnozgc masg kazdego z tych elementarnych prostokatéw przez kwadrat
odleglosci dowolnego punktu kazdego takiego prostokata od osi rzednych.
Obierzmy dla kazdego prostoksta odcigta £, nalezacy do rzeduej 7.
Otrzymamy w ten sposéb Az, - §, - #;. Tworzymy cigg sum postaci:

2 (4 53!7145:'

)

Granice tego ciagu nazywamy momentem bezwladnosci danej powierzchni
wzgledem osi rzednych. Wartoscig tej grauicy jest calka:

V [
130) B, =fgw’yda:

Przyklady.

1) Obliczyé moment bezwladnosei powierzchni tréikata prostokatnego
o podstawie a, a wysokodci w wzgledem podstawy (biorge ggstosd g = 1).
Obierzmy podstawg za oé z-6w, a jeden jej wieracholek za poczatek ukladu
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(fig. 63) Rowname proste] OA, przechodzacej przez poczatek ukladu
A i przez punkt A(a,w), ma postat:

_w
Y=, @
._O.J Z wzora (129) otrzymujemy:
:0‘ \ wﬁ wl ' .
~ Fig. 63. Bx;éf;,—wndw=§—as T =ﬁGW'
° °

Stad latwo otrzymaé moment bezwladnoéci powierzchni dowolnego tréjkata
wzgledem podstawy, np. tréjkata O4C. Trzeba tylko dodaé f,aw’ Ozpa-
czajac @ + a’ = b, otrzymujemy dla OAC:

B, = {5 bw?®

Moment bezwladnoder tréjkgta OAB wagledem osi y-6w ma, w mysl
wzoru (130), wartosé:

a a

. w
& B, = a:’-a—a:da:=

L] 0 0 —

ofg
|8

=%
T4

Niechaj czyteloik obliczy momenty bezwladnosci tréjkgta OAB wzgledem
osi, przechodzacej przez jego érodek cigzkosei: S(§ a, } w) a réwnoleglej
do osi spélrzgdnych (por. wzér (a) na str. 170).

2) Obliczyé momenty bezwladnosci elipsy wzgledem obu osi glow-
nych. Z réwnania elipsy b + a®y? = ath? otrzymulemy dla dodatnie)

poltéwki:

L T
y—aVa_ z*

Moment bezwladuoici calej elipsy wzgledem osi z-6w réwna sig podwoj-
uemu momentowi poldwki elipsy, zatem:

B,=2-j‘:§dw=§gjzym)°dm

Calke te obliczymy przy pomocy podstawienia © = asin . Otrzymujemy:

+§ +2
b3 253
B,=§a—na‘fcos‘¢pd<p= 3afcos‘(pd¢p
- n ’
3 "3

Przy pomocy wzoru redukeyjnego (str. 21, wzér (20)) otrzymujemy:

sin @ cos 3 i
fcos‘(pdtp =TT g (T afrw)
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~

jfoa‘(pd}::ﬁ'jiqnzgn
% 3

, B,—2b ¢ §n—-iab'n

Jasnem jest spowodu symetrji, e na moment elipsy wzgledem osi y-6w
otrzymamy:

a stad:

Wobec tego:

B, =}baln

Stad dla kole o promieniu a:-
B, = B, = }a'n

§ 239. Moment bezwladnosci plaskiej poiviérzehnl wzglqdem.punktu .

- Przy wyzoaczaniu ‘momentu bezwladnoéci powierzchni wzglgdem
punktu dogodnie jest odrazu uzyé spélrzgdnych biegunowych i badaé pola
wycinkow, ograniczonych lukiem jakiejé linji i promieniami, laczgcemi
kofice tego luku z punktem, ktéry obieramy za poczatek ukladu. Ogra-
niczymy si¢ do jednorodnego rozmieszcze-
nia masy, t. j. do stalej gestosei p‘owierz-i
choiowej ¢.

Rozpoczaijmy od wycinka kola (fg. 54)
. 0 promieniu ¢, nalezscego do kata:

@ =g, — 0

Zapomocs kol spélérodkowych dzlehmy
ten wycinek na wycinki pierécieni kolowych ljeden wycinek kola pray o.

Masa takiego elementarnego wycinka piericienia réwna si¢ jego
polu, pomnozonemu przez gestosé, a to pole, np. p;, oblicza sig przy po-

mocy wzoru: :
p=34 (4 L) dr,

Pi= i(rld.'Jf‘('l 4+ Arya)dr,=(r,4 }4r)adr,=Fadr,
Wartodé:

- Fig. 64.

eeyli:

Fi=ri+ddri=r,4 §(ryn — r) = §(ri 4+ ren)
jest éredniy wartodcia z przedzialu <r, r,q,>. Pomnézmy mase Q-p, przez

kwadrat odleglosci dowolnego jej punktu od punktu O, np. wlasnie prazes 7,
to otrzymamy elementarny moment bezwladnosci:

GPI”: = ¢#adr,
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Tworzymy sume takich wyrazen dla calego wycinka kola, t. j.:

B, = Yeari4r,

il

Tworzymy caly ciag rozmaitych takich podzialéw wycinka w taki spo-
86b, by wezystkie Ar, dazyly do zera i obliczamy odpowiednie sumy
B,, B,, B;.... B,,... Granicg ciaggu tych sum, gdy p — oo, nazywamy mo-
mentem bezwladnoéci wycinka OAB wzgledem punktu O. Wartodcia tej
granicy jest calka oznaczopa:

c r‘ [
(131) B, =f()ar3dr=gaz =4ctap
0 0

Cale kolo otrzymamy, kladgc @ = 27, a wige moment. bezwladnodci po-
w1erzchn1 calego kola wzglgdem jego srodka ma wartodé:

(132 B, = 1Qgc‘n

Opleraja;c sig na wzorze (131), okreslimy moment bezwladnosei wycinka,
ograniczonego lukiem dowolnej linji krzywej o réwnaniu r = (@) i pro-
mieniami-w punktach koncowych tego luku
(fig. 55). Podzielmy ten wycinek w dowolny
sposéb na n czgéci, wykredlajac szereg pro-
mieni. Kazdy wycinek aproksymujemy wy-
cinkiem kola, biorgc za promien kola np.
> promien poczatkowy kazdego wycinka. Obli-
czamy wedlug wzoru (131) moment bezwlad-
wosci kazdego takiego wycinka kolowego wzgledem punktu O, Np. dla
wycinka o promieniu 7, a o kgcie Ag, otrzymamy:

by=13}ridep,- 0

Fig. 65.

Tworzymy sume:
B, = Yiridge
i=]

a vastgpnie ciag By, By, By,... takich sum, zageszezajac podzial tak, aby
wezystkie ‘Agp, dazyly do zera. Granice tego ciagu nazywamy momentem
bezwtadnosei calego wycinka wzgledem punktu O.

Wartoscig tej granicy jest calka:

(133) B, =figr‘d(p=£gfr‘d(p
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§ 240. Moment bezwladnodel powierzchni obrotowej i bryly obro-
towej wzgledem osl obrotu.

Z wzoru (126) i (132) na moment bezwladunosei okregu kola i pola
kola korzysta siq, aby okresli¢ moment bezwladnosci powierzchni i bryly
obrotowej wzgledem osi obrotu.

Dzielimy tuk linji obracajgcej sig (fig. 56) na czesci 4s,, 4s,, 4s;,...
i przyjmujemy masg kazdego takiego tuku skupiong w jednym dowolnym
jego punkecie. Niechaj gestoéé linjowa luku bgdzie ¢==1. Przez obrét tego
punktu materjalnego powstaje okrag kola o promieniu §,, o0 masie 274,43,

Moment bezwladnodoi tego kola ma wedlug AY
wzoru (126) wartosd: 4, 8

b, =2n ?AS/ A
Sumujsc te momenty i tworzae ciag takich X
sum, otrzymamy po przejsciu do granicy: a[ [ [
(134) B,:?nfy°ds

Fig. 56.

Jest to wzér na moment bezwiadnosci powierzchni obrotowej wzgledem jej
osi obrotu OX.

Celem okreslenia momentu bezwladnosci bryly obrotowej, bierzemy
zamiast kazdej plytki, leigcej migdzy dwoma przekrojami prostopadlemi
do osi obrotu, walec o promieniu réwnym rzedne) §, w dowolnym punk-
cie posrednim odpowiedniego luku ds,. Kazdy taki walec zastgpujemy
kolem o promieniu g, oblozonem mass o gestosci 4w, réwnej wysokosci
tego walca. Moment bezwladnoéci powierzchni tego kola ma wedlug
wzoru (132) wartosd:

Stosujac tu proces sumowania i przejdcia do granicy, otrzymujemy:
. b
(130) B.=4n [yrde
Przyktady.

1) Obliczyé moment bezwladnosci walea kolowego o wysokosci w
a 0 promieniu a wzgledem jego osi, przyjmujgc stalg gestosé g=1. Dla
powierzchni walca otrzymujemy (fig. 67):

B,=2njahim= 2nadw = P-.a?

Rzchorek rétnickxowvy 1 eslkawy. T. 9. 40



178

a dlz objgtodel:

w
2

nal a

w
B,=1}n j ad dg == g = V. )
0

E[ii}
‘N

2) Obliczyé moment bezwladnosei wietica
Fig. 57. kola rozpgdowego wzgledem jego osi.
. Przekréj plaszczyzna, praechodzacs przez
0§ tego kola, przedstawiono ua fig. 58. Trzeba od momentu bezwladnodci
walea o promieniu r; odjaé moment bezwladpodei walea wewngtrznego
o promieniu r;. Stosujac wzor, otrzymany w przykla-
dzie 1, otrzymujemy:

rronw rnonw  ww
B="p — =g (i =i+ ")

Poniewaz objetodé wienca tego kola ma wartosé:

rPnw —nraw

Z - przeto:
Fig. 58. B, = V(i 4+ )

3) Obliczyé ‘moment bezwladnosci objgtosei kuli o promieniu R
wzgledem jej srednicy. Obierzmy te srednicg za of obrotu. Poniewaz
a* + y* = R?, przeto:

yt = (R* — )= R* — 2R*a* 4 2*

a wige: .
Y +R
B, = %nﬁR‘ 2R g+ a0y do = yn(Riw — §R*at + §aY)
v ‘& -R
a stgd:

B‘ = -{&HRS'TL

§ 241. Praca sily, dzialajacej w kierunku drogi.
Jezeli wzdluz drogi o dlugodci S dziala stata sila P w kierunku

tej drogi, to pracs tej sily wzdluz tej drogi nazywamy iloczyn:

L=~P-8

Jezeli jednak sila P, dzialajaea w kierunku drogi, jest zmienng, t. j. zalezy
od tego, w ktérym punkcie drogi dziala, a wige jest funkejs diugodei prze-
bytej drogi s (tuku), to trzeba prace inaczej zdefinjowaé Podzielmy droge,
wzdhuz ktérej dziala sila P(s), na czeéei As,, Asy, 4s,, ... 4s,. Kazdy taka
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czgéé drogi pomnézmy przez sile, dzialajaca w dowolnym jej punkeie, np.

w punkecie poczatkowym; otrzymamy w ten sposéb dla kazdej czgsei drogi

prace, ktérs wykonalaby sila, gdyby byla staly wzdluz calej tej czesci.
Utwoérzmy sumeg tyeh iloezynéw:

L, = P(s,) 48, + P(3;) 433 + ...+ P(s,)4s,

Wykonajmy nastgpnie caly ciag takich podzialéw drogi ale tak, aby
wazystkie ds, dazyly do zera. Utwérzmy odpowiadajacy tym podzialom
ciag sam: L,, Ly, L,,... L,... Granicg tego ciggu nazywamy pracq sily
(zmiennej), dzialajacej w kierunku drogi, wzdluz calej drogi S. Wartodcis
tej granicy jest, jak wiadomo, calka oznaczona:

S

(186) | L= [ P(s)ds

Ta calka podaje wige prace, wykonana przez sile P(s), dzialajges w kie-
punku drogi, wzdluz calej drogi o dlugodei S.

Jezeli sila nie dziala w kierunku drogi, lecz jej kierunek tworzy
z¢ stycznemi w rozmaitych punktach drogi rozmaite katy, to tworzymy
w kazdym punkeie drogi rzut wektora, przedstawiajacego sile, dzialajacs
w tym punkcie, pa kierunek "stycznej. Niechaj P, oznacza wielkosé
tego rzutu sily P na styczng, to pracg okreSlamy przy pomocy sum postaci:

Ly = Py(8) 43y + Pi(55)48, + ... + Fi(s,) 43,

Na obliczenie tej pracy otrzymujemy wzér:

’ M
(136a) L= f ,(s) ds

gdzie P(s) oznacza wielkodé rzatu sily P na styczng w kazdym punkecie
drogi. Powrécimy do tych rozwazai w ustgpie, podwigconym calkom
krzywolinjowym (por. § 244).

Przyklady.

1) Wydluzamy spr¢zyng o dlugosé S; wiadomo, ze przy kazdem
‘wydluzeniu o odcinek s dziala sila sprezystodci, proporcjonalna do tego
wydluzenia, a zatem do pokonania jej trzeba uzyé sily P=1/k-s, dziala.
jacej w kierunku przeciwnym do sily sprezystoéci, a mianowicie w kie-
runku wydluzenia. Praca, wykonana przy calkowitem wydluzeniu S, ma
zatem wartodé:

© s
L=fksds=}5k8’=%§-s
H

12*



180

t. j. ma taks wartodé, jak gdyby dzialata stala sila P —= %S, réwua po-

lowie sily kS, dzialajgeej w kofhicowym punkeie drogi.

2) Obliczyé prace, wykonang przez tlok maszypy cieplnej, posuwa-
jacy si¢ pod wplywem ciénienia P gazu. Ciénienie to zmienia si¢g w miarg
rozprozania sig gazu. Jeeli pole przekroju tloku wynosi ¥, droga prze-
byta przy jednym ruchu ma’ dlugoéé S a p oznacza ciénienie gazu na
jednostke pola (preinosé), to P =p. F a zatem praca ma wartosé:

3
L=fp-Fds
0

WprowadZzmy zamiast zmiennej s zmienng #'.s, oznaczajacs objgtoéé v
gazu, znajdujscego sig w danym momencie ruchu pod tlokiem, to:

v dv
S—P, dS—-F—

Niechaj v, oznacza objgtodé poczatkows, t. j. dla s =0, a v, koncows,

t. j. dla s=S. Otéz:
L=fpdv

Tak np. przy izotermicenej zmianie objetosci pod tlokiem zwiszek migdzy
objetodcia o preznodei wyraza si¢ wzorem:

pv=¢
a zatem:

]
Lﬁ\f—:—dv=clogﬁ

Uy
Y —

Przy adjabatycznej zmianie objetodei zaehodzi migdzy p a v zwiszek:

prvtfl=c¢
& wige:
[ oy
dv cy— 041 ¢ v o4
L=c| 2 % "|_ ¢ (roaa__ o8y __P1h(; (%
el ~0-41| a1 n =041 (1 (vz) )

Y1

3) Jaks pracg odda masa 1 grama, spadajgea pod wplywem sily
cigtkodci ziemi z wysokoei 60 km na powierzchnig ziemi, na W y80-
koéé 0 km. .

. 'Przyjmijmy za jednostke sily cigzar | grama (przy powierzchni
zlemi). W odleglosei s od $rodka ziemi dziala na mase 1 grama sila P(s)
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odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odleglodei od srodka ziemi. Jezeli R
oznacza promiefi ziemi, to:

P(s):1 == R*: st

a stad:
. R?
P(s) = o
A wige praca:
s 1 1 — B80R
L= Rf a2 s — 8 tf | = T
’f b= Rf b= R(R+60 R) R+ 60
Poniewaz promief ziemi ma dlugoéé okolo R = 6370 km, przeto
L= — 59 kgm (albowiem za jeduostk¢ masy obraliémy 1g—= 0001 kg

a za jednostke dlugodei 1 km = 1000 m)




ROZDZIAEL XX.
Catki z funkcyj dwoéch i wiecej zmiennych.

Ustep L
§ 242. Calki krzywolinjowe.

W poprzednich rozdzialach zajmowali§my si¢ wylacznie calkami
z funkeyj jednej zmiennej: funkecja podeatkowa i ==f(») byla dotad
zawsze funkejs jednej zmiennej @. Przystapimy obecnie do badania calek
z funkeyj dwéch zmiennych, a wige funkcja podcatkowa:

zZP(w,!{)

bedzie funkcjg dwoch zmiennych g, y.

Rozpoczniemy od przypadku najblizej zwigzanego z calkowaniem
funkeyj jednej zmiennej, a mianowicie od przypadku, gdy zmienne o,y
nie sy od siebie niezalezne, lecz 83 ze sobay zwigzane jakiems$ réwnaniem;

(a) Fl@,y)=0

A wige punkty o spélrzednych. (,y), ktére bedziemy brali pod uwage,
nie bedsa wypelnialy calej plaszezyzny (X, Y) ani tez zadnych obszaréw
tej plaszezyzny, lecz beda przebiegaly w ogélnosei jakies linje. Rownanie
takiej linji (/) moze byé podane w formie uwiklanej, jak we wzorze (a),
albo w formie parametrowej:

(b) z=9{), y=v@
albo tez w najprostszym przypadku w formie wyraznej:
() y = f(@)

Zacznijmy od tego ostatniego, najprostszego przypadku. Wezmy pod uwage

luk 4B linji o réwnaniu (c), przyczem punkt A nalezy do odeigtej x=a,
a B do =0. Poniewaz y= f(x) jest jednoznaczny funkcjs, przeto do kaidej
odcigtej z tego przedzialu nalezy tylko jedna rzedoa. Utwérzmy calke:

(@ T fP(w,y)dw

przyczem y == f(x).
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Te calke z funkeji P(®,y) dwéch zmiennych zamieniamy na calicg
z funkeji jednej zmiennej:

f Pz, flz)) dz = f U\(x) de

O funkcjach Plx, ) i f(x) wystarcey ucaynié zaloienia, Zo P( ¥) jest ciagly
funkcig dwoch zmiennych w jakimé obszarze, zawierajacym fuk AB, a fl7) jest funkejs
ciagly w prezedzialo <{a,d>. Wtedy bowiem funkeja zloZona F{w, f(x)) = U(x) jest
ciagly w przedsiale <(a,b>, a wiec jest calkowaina w tym przedzinle. Moins te2
dopuszezad rozmaite niecigglodei dla P(x,y) i f(x), byleby tylko istnials calka wogdl-
ni¢cna lub niewlasdciwa z U(x). ’

N

Takg calkg (d) z funkeji dwéch zmiesnych, w ktérej to dwie zmienne
8§ zwigzane réwnaniem y = f(z), nazywamy calka krzywolinjowq

z funkeji P(,y), brang po luku 4B i oznsezamy j3 symbolem:

(187) j P(@,y) dw
AB
Aby ten symbol mial okreslone znaczenie, musi byé podane ponadto

réwnanie linji, do ktérej nalezy luk AB.

Jak widzimy, definicja ta nie wprowadza jeszcze niczego nowogo,
albowiem ta calka krzywolinjowa réwna sig zwykle] calce cunaczonej
z funkeji zlozone) P(x, f(@)):

(137a) J P(z,y) dw = f P(s, f(2) do

AB

Jezeli zmienimy porzadek granic a,d tej calki, to w symbolu calki krag-
wo'lin_jowej zmienimy porz&dek odpowiednich liter 4, B. Wisdomo, zZe
przez zmiang porzgdku granic a,b catka zmieni znak, a wige:

fP(w, y) do =fP(w, f(@) do = — Y4

. B4

— f p (@ fi@) do =~ f P(x, y) do

‘Méwimy wtedy, ze przebiegamy luk AB w kie-
runku przeciwnym. A wige: przy smianie kiec-
runku preebiegania duku calka kraywolinjowa Fig. 59,
amienia znak. ,

Weimy teraz pod uwage taki luk, w ktérym do jedusj oduighej
naleieé moze wigeej rzednych, jak np. luk 4B na fig. 59.
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Uzywajac formy wyraznej, musimy uzyé do analitycznego wyrase-
nia tego luku trzech funkeyj:
y =f,(®) w przedziale <la, ¢c>
¥ =f8 (m) n <C, d>
y ="/ . <d, b>
Dla kazdego z tukéw 40, UD, DB tworzymy osobno calkg krzywolinjows
i obliczamy jg osobno w sposéb podany we wzorze (137a).
Tworzymy nastepuie sume tych trzech calek krzywolinjowyeh:

f P@, ) do+ f P(@,y) dz tf P(z,y) da

Te sumg nazywamy calks krzywolinjowg z funkeji P(e y) po calym
luku 4B i ozoaczamy ja symbolem:

f P(w, y) do

iB
Ogdlnie, jezeli luk 4B sklada sig z czghei A4, mq,...m o réwaoa-
niach y=f,(®), y=f;(®),...y = f.(®), ktore kazda prostopadla do osi
odcigtych przecina tylko w jednym punkcie, to catka krzywolinjowa
z P(x,y) wedlug zmiennej , po calym luku ZB, nazywamy sume calek
krzywolinjowych po wszystkich lukach skladowych i oznaczamy jg sym-

bolem:
f Pla, y) dw
P

Symbol taki ma zatem nastgpujace znaczenie:

P@ y) doe = | P(e /(@) dz+ | P fo(@)de-+ ...
Jrere=/ /

(138) ¢
...+fP<w, f.(@) do

gdzie a,a,,a,,...a,_,, b 83 odcietemi punktéw A, A4,, A,,...4,_, B.

Rozszerzylismy w ten sposéb znaczenie symbolu (137), nie da sig
on bowiem w tym ogéloym przypadku wyrazi¢ zapomocs jednej calki
wedlug zmiennej @, lecz jest sumg kilku takich calek. Wprawdzie réw-
nanie takiego luku AZ mozna wyrazié w formie uwiklanej zapomoca
Jednego wzoru F(z, y) =0 (np. przypadek, przedstawiony na fig. 59, od-
powiada réwnaniu (y — m)* — (2 — n) = 0), ale pray obliczaniu wartoéci
tego symbolu trzeba go rozlozyé na odpowiednig ilodé calek.
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Ta ogdlniejsza definicja catki krzywollnjowej dopuszeza tez calki,
brane po linjach zamknigtych. Tak np. calce krzywolinjowe] wedlug zmlen
nej @ z jakiejs funkeji P(z,y), brane) po kole. K
(fig. 60), dajemy pastgpujace znaczenie:

Y
K
fP(w, y)dow = I (@, y) do +IP(w,y) de c _\'\A
ABCDA CDA 0
Jezeli to kolo ma réwnanie 2+ > —a*=0, to

L 2%

w pierwszej calce naleiy za y podstawié Vat — a? o
a w drugiej — Ja® — @’. Otrzymamy w ten sposéb: Fig. 60.
fP(w,y)dw-—fP(a: Va9~w') da;-l—[P (@, — Var — a3 do
ABCDA

Obliczenie calki krzywolinjowej po linji zamknigtej sprowadza sig wige
w tym przypadku do obliczenia dwéch zwyklych calek oznaczonych.

Sposob pisania: f jest niedogodny, totez zmieniamy go, oznaczajac

ABCDA
caly linjg kolows jedng liters, np. K.i piszemy krétko: JP(w, y) de.

Ogélunie, oznaczajac jakgs linje zamknigty litery I, oznaczamy calkg krzy-
wolinjows, brang po tej calej linji, symbolem:

(139) [P@yds
g}

W takim sposobie pisania tkwilaby jednak dwuznacznosé, gdybysmy nie
ustalili raz na zawsze kierunku, w ktérym obiegamy linjo. Otéz ustalono,
ze symbol (139) oznacza, ze przebiegamy linj¢ ! w takim kierunku, aby
powierzchuia, zamknigta t3 linjs, pozostawala po lewej rece przy tym
obiegu, t. j. obieg ma byé przeciwny do ruchu wskazéwek na zegarze.
Tak wige np. na kole pa fig. 60 przebiegalismy kolejno punkty 4,B,C, D, A,
majgc wngtrze kola po lewej rgce; wobec tego tg calke krzywolinjows

nalezalo oznaczy¢ symbolem J P(w, y)de. Gdybysmy za$ przebiegali te
' (L¢}
punkty w przeciwnym porzadku: A4, D, C, B, A, to odpowiednia calke krzy-

wolinjowa, nalezaloby oznaczyé .symbolem' —-JP(w y)dez. Wynika to stad,
o
e kazda z calek skladowych zmienilaby wtedy znak: np. zamiast f

wystapilaby calka f =—1. : . 4BC

CBA ABC
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" Obliczanie calki krzywolinjowej przy pomocy wzorn (138) jest
zwykle doéé niedogodne. Uzywajac jednak zamiast wyrazne] formy réwnat
linji, po ktérej calkujemy, formy parametrowej, sprowadzamy zwykle
obliczenie calki krzywolinjowej do jednej, zwyklej calki oznaczonej, wpro-
wadziwszy zamiast zmiennej @ zmienny #, sluzgecg do parametrowego
przedstawienia danej linji.

Wyjadnimy to najpierw na przykladzle a mianowicie na oméwio-
nej poprzednio calce po kole. Uiyjmy parametrowego przedstawienia
kola K o réwnaniu z® 4 y* — a* =0, a mianowicie:

r=acost, y=—asin?

Calki oznaczone, ktére sluzyly do obliczenia calki krzywolinjowej po kole,
przyjma po wprowadzeniu nowej zmiennej ¢ postaé:

fP(:v Var — 3 w”)dm——/P(a cos #, a 8in f) a sin ¢ df

tad

t=2nx
\ fP(w,—l’a?—-w’)d =—fP(acost,asint)asintdt
—a ten

(Poniewaz sin ¢ ma w przedziale (%, 2 m) wartofei ujemne, przeto w dru-
giej calce trzeba bylo podstawié asin? za — Jat— 2).

Sumeg tych dwu calek mozna przedstawié jedng calky od Q do 2 =,
a wigc:

2q .
[P(m,y)da:-—..—.:-—JP(acost,asint)asintdt
&
Tak samo postgpuje si¢ w.ogdlnych przypadkach. To prowadzi nas do
wypowiedzenia definicji calki krzywolinjowej w nastgpujacej postaci,
bardzo dogodnej przy obliczaniu wartosei takiej calki.

Jezeli prey praebieganiu wartosci parametru t od t, do t, punkt o spét-

reednych ¢ = @(t), y = w(t) opisuje {uk AB dowolnej lingi, to calkq krzy-
wolinjowq 2z dowolney funkcji P(x,y) wedlug zmiennej ®, brang po tym
duku, jest calka oznaczona od t, do ty 2 funkcji P(p(t), w(1)) @'(t) wedtug
zmiennej t:

(140) f Pa,y)do = f Plp®), v() ¢'(t) dt

A8

Praws strong tego wzoru latwo jest zapamigtad, powstaje ona bowiem
przez wprowadzenie w calke z P(w,y)dx zmiennej ¢, zwigzanej z & za-
pomocg réwnania ¥ = @(f). Wtedy da nalesy zastapié przez ¢'(t)dt.
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Wezystkie poprzednie rozwazania mozna zastosowaé takze do przy-
padku, gdy uwazamy y za zmienng niezalezna, a x = g(y) za zmienng
zalezng, Jegeli punkt 4 odpowiada rzqdnej y=a, a punkt B rzednej

y=4p, to calke krzywolinjows po luku AB wedlug zmiennej y z funkcy
Q(w, y) okreslamy wzorem:

| / Q. y)dy = [ Q). ¥) dy

B .
w razie, gdy kaida prostopadla do osi y-6w przecina luk AB najwyiej
w jednym ‘punkcie. W ogélnym przypadku uiywa si¢ parametrowego

przedstawienia tuku AB, a og6lna calka krzywolinjowa wedlug zmien-
nej y jest okreslona zapomoeca wzoru:

(141) j 0@, y)dy = f 0(p(t), w(0) w(0) dt

Jezeli obydwie ecalki krzywolinjowe, okreélone zapomocs wzoréw (140)

i (141), sa brane po tym samym luku ZE, to takze sume ich mozna
przedstawi¢ zapomocs jednej calki oznaczonej. Sume te oznaczamy sym-

bolem:/(Pdw—_l— Qdy) a zatem:
. B

(142) f(P(”” y)da + Q(@, y)dy) ~f(P(<p @, p)e'®+
+ Q(p(h), w(t )w(z)dt

W tej ogélnej postaci wystepujy catki krzywolinjowe najczesciej. .
W zupelnie podobny sposéb okresla si¢ calki krzywolinjowe po lu-

kach linij w przestrzeni tréjwymiarowej. I tak mamy podans funkeje

trzech amiennych: P(2,y,2), ktére sy jednak ze sobs zwigzane tak, ze

punkt o spélrzqdnych ,y,5 przebiega luk AB jakiejs linji o rownaniach:
y=1), z2=g(=)
lub w formie parametrowe;j:
- %
=o@t), y=v{), z=qx)

'Niechaj punkt A odpowiada odcigtej £ — a lub wartosei parametru ¢ =1,
a punkt B odcigte) # = b lub wartosei ¢ = t5. Chodzi o obliczenie cal_ki:

f Pla, y, 2) do = f P(x, /@), g(2)) dw
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Tg calkg nazywamy calkg krzywolinjowg po luku 4B i oznaczamy jg
symbolem}[P(m, y,z)do. Utywajae formy parametrowej, mamy:

ﬁ[P@maww:/ﬁuwmvmxumwmm

Podobnie ma sig rzecz dla calki z funkeji Q(@,y,2) wedlug zmiennej y
i z funkeji R(w, y,2) wedlug zmiennej 2.

Ogdlog postacia calki krzywolinjowej w przestrzeni tréjwymiaro-
wej jest suma trzech takich calek, branych po tym samym luku, a wige:

121/'(P<w, y.2)de + Q(z,y. 2)dy + R(®, y, 2)d2)
i 8

Najdogoduiej jest zwykle obliczaé t¢ calkg zapomocy jedoej zwyklej calki
oznaczonej, wynikajacej z uiycia parametrowego przedstawienia linji, po
ktérej calkujemy. Wtedy otrzymujemy:

1=fwwmwwum¢m+owmwmnmwm+

+ Rp(), w(t), x(8) 2 (1)) dt

Wartoéé kazdej calki krzywolinjowej zalezy tylko od linji, po ktére)
catkujemy, & nie zaleiy od jej analitycznego przedstawienia. :
Prayklady. ,
1) Obliczyé calkg krzywolinjows z funkeji ©-y wedlug zmieonej »
po duku paraboli y®=2pz o rzednych nieujemnych od A(0,0) do B(a, b)
(por. fig. 61). Otrzymujemy:

Y3 8 jwydm=/mll2pa§dm=‘/§;fw’"dw=
ACB

¢ (0 _.
b =V2pa®: § =3a*}2pa=23§a®b
7 - X Obliczmy te¢ sams calke po prostej ADB. Réwnanie
Fig. 61. tej prostej jest y =_-7 a wige:
T, . .
fa:yda: =/m~wdm==_ﬁjm'dw==§a— =} ab
a a 3a
alB 0 : 0

Widzimy stad, 2e calka krzywolinjowa 2 tej samej funkeji, migdzy temi
samemi punktami koficowemi, ale brana po rédnych #ukach, moze mieé
rdine warlodci.
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Obliczmy jeszeze calke z tej samej funkeji po drodze lamanej ZE\B

Réwnania calej tej linji nie mozna przedstawié w formie wyraznej.
Natomiast nie trudno uzyskujemy parametrowe przedstawienie tej linji
lamane).

Trzeba polozyé:

o=t y=0 da 0<t<a
®=a, y=t—a , a<t<a-+4b

Uzywajae wzoru (140), otrzymujemy:

)[wydw fw(t}y(t )dt:/t-o-ldt-}-/’a(t——a)-O-dt:(_)_

Obliczmy jeszcze calke z tej samej funkeji po konturze zamknigtym
l{= ACBFA. Poniewai obiegajac kontur w tym porzgdku, mamy pole,
zamknigte tym konturem, po prawej rece, przeto nalezy te calke ozna-
czy¢ symbolem:

1) —f:v_z/ dx
(Y]

Wartodé jej jest rowna sumie calek po luku ACBi po linji }amanej ﬁ,
a zatem jest réwna $ab 4 0 = §a®b.

Catka (I) zaréwno jak i calka (II) przedstawiaja, jak wiemy, mo-
ment statyczny wzgledem osi rzgdnych powierzchni, Y
ograniczonej konturem ACBEA.

2) Obliczyé catki krzywolinjowe (fig. 62):

f(3ydm+2:vdy) i J(3ydm+2wdy) X [
dcs 4oB Fig. 62.
Pierwsza calka jest brana po pétkolu o promieniu 1,
Uzywajac parametrowego przedstawienia: ® — cosf, y =sin¢, otrzymu-
jemy dla calki po pélkolu:

ACB

=f(3—30032t— 2cos’t)dt=3fdt—5‘[cos’tdt=3n—5-g=,}n
0

0

]
f(Ssint(— sint)+2cos2t)dt=f(—35ih’t+ 2costt)dt =

W cafce po linji prostej 40B jest stale y = 0, a wige:

f(3_e/dm+2wdy)=/‘(3ydm+b2my’dw)=/[(3-0+2w-0)dw=0
AQB AbLl") AOB
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a wige otrzymaliémy inng wartoéé dla drogi ACB a inng dla drogi Z'O\B,
Iaczacej te same punkty koncowe 4 i 5.
Niechaj czytelnik stwierdzi w podobny sposéb, ze catka krzywo-

linjowa:

f(2.'oy dz | 22 dy)
 ma tg samg wartosé po drodze Aﬁ, co po drodze AIOT% a mianowicie
wartodé 0. Mozoa okazaé, Zze ta calka przyjmuje t¢ samg wartosé po

kazdej drodze, laczacej z sobg punkty A i B.
3) Obliczy¢é wartoéé calki krzywolinjowej:

I=f(zdw+a:dy+ydz)

A48

przyczem AB jest lukiem linji srubowej o réwnaniach (por. tom I, str. 378):
x==acost, y=asint, z=at

dla luku, odpowiadajacego jednemu krokowi éruby, t. j. od =0 do
t=2n czyli od A(a,0,0) do B(a,0,2an). .
Wyrasamy calke J zapomocs zwyklej calki oznaczonej, a mianowicie:

2x .
I=6/Eate(-—asin )4 acost-acost-}asint-a)dt=
2n

=at | (— tsin ¢t -} cos?t - sin ¢) df =

2n 21!1 2t =
=..——.—a"ftsintdt+a' ‘ +;Os——dt+a’fsintdt
0 0 o

Po wykonanin tych prostych catkowan otrzymujemy:

I=23atn

§ 243. Calki krzywolinjowe w zagadnieniach geometryeznych.

Przy obliczanin zapomocg calek oznaczonych pél, zamknigtych
linjami, natrafiamy na pewne niedogodnosei, gdy do jednej odcigtej nalezy
wigeej anizeli jedna rzedua. Zobaczymy, ze unikniemy tych niedogod-
noscl, uzywajsc calek krzywolinjowych.

I tak pole, zamknigte lukiem 4B linii o réwnaniu y = f(®) (dla
y > 0), rzednemi w punktach kodcowyeh tego luku i osis odeigtych,



191

t
wyrazilismy wzorem:
b

P={[ydx

przyczem a i b sy odcigtemi punktéw koncowych danego luku.
Te calkg mozemy pojmowaé jako calke krzywolinjowsg z funkeji

P(x,y) =y po luku 4B, albowiem:

b
fydw:fydw=P
AB a

Aby obliczyé¢ przy pomocy calek oznaézonych pole, zamknigte dowolng
linjg krzyws, op. linja ADBC czyli I na fig. 63, trzeba bylo rozdzielié
te linjg na luki, w ktérych do jednej odcigtej
nalezy zawsze tylko jedna rzedna i obliczyé Y/,
kilka calek. Tak np. do obliczenia pola, przed-
stawionego na fig. 63, trzeba uzyé dwéch calek:

b .4 ’ 0
p:afyz(w)dw—fy.‘(w)dw - ;

Fig. 63.

o

Otdz te dwie calki mozna uja,é w jedng calkg krzywolinjowa, a mianowicie:

—fyd:c——fydw fydw+fydw=fydw

ics ips AcB ACBDA

Obiegajse punkty konturu tej powierzehni w porzadku 4, C, B, D, 4,
mamy po prawej rece pole, ograniczone tym konturem, a wige, uzywajac

symboluf, nalezy mu daé znak —. A zatem:
@

)

(143) {P=~fydw}
(

‘Widzimy stad, ze pole, zamknigte dowolng linjg ciggla, moina wyrazié
zapomocy jednej calki krzywolinjowej.

Uwazajac z za funkeje zmiennej y, mozemy to samo pole wyrazié
takze zapomocs innej calki krzywolinjowej, a mianowicie:

P__/wdy fwdy—fwdy—}— xdy= | zdy

DBC bac . DBC FAD DECAD
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czylit

(144) P=+fwdy

(

Calka ma tu znak -, albowiem przebiegajac punkty konturu w porzadku
D, B, C, 4, D, mamy pole, zamknigte tym konturem, po lewej rgce.
Dodajagc stronami wzory (143) 1 (144), otrzymujemy:.

2P=/wdy—fydm
¢ (
a atad:

(149) P= ‘f(wdy — yde)
¢

Ten wzér na pole wyprowadziliSmy juz wilasciwie w poprzednim rozdaziale,
uzywajgc przedstawienia parametrowego, a mianowicie wzér (84) na str. 128
jest rownowaisny z wzorem (14D).

Podobnie mozna przedstawi¢ zapomocs calki krzywolinjowej wazdr
oa objgtos¢ bryly obrotowej, zakreslonej obrotem powierzehni, np. ACBFE
va fig. 63, okolo osi odcigtych, a mianowicie:

V=ufy’dm=n yide

ACB

Jezeli chodzi o obliczenie objgtosei bryly, zakreslonej obrotem powierzchni,
ograniczonej dowolng linja zamkoigta !, to postgpujgec podobnie, jak dla

pola, otrzymujemy wzor:
V=— n)fy‘dw
¢

Takze wzér na pole powierzchni obrotowej, zakreslonej obrotem ltukn

dowolnej linji (np. ACB ua fig. 63) okolo osi odeigtych, mozna interpre-
towad jako calkg krzywolinjows, a mianowicie calkg z funkeji Q(s,y) = y.
Oz

5

P:2nfyds=2nfuds

%o ACB
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§ 244. Zastosowanie calek krzywolinjowyeh w fizyce.

. Praca jako catka krzywolinjowa.

Bardzo wainem zastosowaniem calek krzywolinjowyech jest definicja
i obliczanie pracy, wykonanej po dowolnej drodze przez dowolng sile,
dzialajacg niekoniecznie w kierunku drogi i zmieniajaca swa wielkodé
i kierunek zaleznie od polozenia punktu na drodze. W poprzednim roz-
dzfale rozwazaliSmy tylko specjalny przypadek, a mianowicie, gdy sila
byla skierowana wzdluz drogi. Obecnie zajmie-
wy si¢ praypadkiem ogélnym. T tak okreslmy Z F R
vajpierw prace, wykonang wzdluz odeinka 4B

linji prostej przez silg F' stals, lecz tworzacy , A z,

2 tg prosty jakis kat a (fig. 64). Praca L jest 0 Hox A
w tym wypadku réwna iloczynowi z rzutu g » X
sily ¥ na tg prosta 1 z dlugodci tego odcinka,

a wige: ' ,

(a) L= Fcosa 4B Y Fig. 64.

Uwazajmy odcinek 4B za wektor i zastapmy go skladowemi w kierun-
kach trzech osi spolrzeduych. Te skladowe majg wartodci @y —=,, y, —y,,
23 — 2,. Rozlézimy takze wektor ¥, reprezentujacy silg, na skladowe
w tych samych kieruokach i nazwijmy je: P, Q, R. Pracg L motemy
wyrazié takie jako sume trzech prac, wykonanych wazdluz tych drég
skladowych przez sily skladowe, a wige: :

(b) L=P'(m2—wl)“l‘o‘(?h"‘yl)’l"R,'(zﬁ“ZJ)

Dowdd. Jezeli wektor F tworzy z osiami katy d,, £y, 71, 8 odcinek AB kgty
@y By 73 to P = Feosa;, Q= Fcosf, B= Fcosy,, & — o, = ABcosa,,
Y9 — iy = ABcos By, 29 — 2, = AB cosy,, a wigc:

Play~z) 4+ Qys —y)+ R(z;—2z)=F - AB . (cosaz.1 €08 g - cos By cos f3 4 €0s 7, c087,)

Wiadomo za§ z geometrji analityeznej, e wyraZenie, zawarte w nawiasie, przedstawis
cos @, gdzie a jest kytem, zawartym miedzy wektorami F i 4B. A wigc istotnie prawe
strony wzordw (a) i (b) maja te same wartosci.

Chodzi nam teraz o definicjp pracy, wykonanej wzdluz dowolnego

luku AD (fig. 65), przez sile F zmienna. Wartodei skladowych tej sily
w kierunku osi spélrzednych zmieniajg sig, zaleznie od punktu, w ktd-
rym dziala sila, sy wige funkcjami spélrzednych punktu biezacego na
krzywej; oznaczymy je zatem wyrazeniami P(z, y,2), Q(x, Y, 2), Bz, y,2).
Rozléimy luk 4D na dowolng liczbe czesei, np. na n czedci a kazdy
lak czgéciowy zastapmy cigeiwa, laczaca jego kosce. Zmienng sile, dzia-
lajaca wzdluz kazdego luku czeéciowego, zastapmy staly sils, ap. réwng
Rachunek rétniczkowy i calkowy. T. . ’ 13
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sile, dzialajacej w poczgtkowym punkeie tego luku. Praca wzdlui cig.

ciwy 4B ma zatem wedlug wzoru (b) wartosé: l

Ly =P@®,,y,,2) @ — o) + @@, 11, 2) % — 1) + R(wl)yl)zl)(él —2)

Tworzymy sume tych prac dla
wszystkich cigeiw, a mianowicie:

ZA

fa
N D )
2, [Zner 5, =2(P(wl' Yo 2)( @y — @) +
* {w]
o + Q@ ¥ z:)(y,.,. — y,) -+
0 r{ l.;”x' + R(wl) Yi zl)(zl.H '—.Z())

Y Dzielimy nastgpnie tuk 4D w roz-
maite sposoby na ozgdci tak, aby
dlugosei wszystkich lukéw czgécio-

wych dagiyly do zera; wiedy takie réimice spélrzednych daza do zera,
Otrzymamy w ten sposéb ciag takich sum:

S5 8y, Sauev. S,

Granieg ciagu tych sum nazywamy pracq smiennej sily weddut drogi AD.
. Aby wyznaczyé tg granice, wezmy najpierw pod uwagg sume, zlo-
tong z. dodajuikéw P, 3, 2)(@ — @) Jeteli linja 4D ma réwnania
y = f(®), 2= g(w), to: k
P(ay, yi, 2).= P(@r, f(®), 9(%)) = U(w,)

jako funkeja zlozona zmiennej &;. Sumy postaci.

R tala 2 P@iy yi 2) @iy — @) = 2 U@) (@i — @)

il {1

dgia, jak wiemy, do calki:
3 L]
L [U@do=[P@re)s@)da= [Pay2d
[ 3 a . A’B

Podobnie ma sig rzecz z dwiema pozostalemi czeéciami sumy 8, a wige
cigg {S,} tych sum dazy do calki krzywolinjowej:

L= [ (P y,2) do+ 0@, 4,%) dy + R(z,,7) de)
AD

T¢ catke krzywolinjows moznaby uwazaé wprost za definicje pracy.

Rozumowanie, opd’rte na réwnaniach y = f(x), 2= g(), zaklada, 26 do kaidej
branej pod uwage odcietej * naleZy jeden punkt drogi 4D podobnie dla y i &
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przy funkcjach Q(x,¥,2), B(x,y,2).. W przypadku ogélnym nalezy przeprowadzié cato
rozumowanie, opierajsc si¢ na parametrowem przedstawieniu luku AD. Wtedy, sto-
sujgc twierdzenie o wartoci Aredniej, otrzymujemy: xr41 — ®¢= 2(fi41) — 2(t) =
==’ (51)(fi44 — #) i dla tej éredniej wartodei #: trzeba braé wartosé funkcji P, a zatem
w sumie S, wystgpis wtedy wyrafenia:

P(x(w), ylor), 2(30)) & @t — 4) = V(&) (tigy — 1)

Dalsze rozumowanie przeprowadsa si¢ tak, jak poprzeduio.

Przyklad.

Obli(',zyé‘pmcq, wykonang wzdluz luku 4B przez sile, “zwrdcong
w katdym punkeie drogi do stalego punktu i zalezng tylko od odleglodei r
od tego stalego punktu. Obieramy ten staly punkt za poczatek ukladu O.

Wyratmy réwoanie linji 4B w formie parametrowej, nzywajac jako pa-
rametru odleglodoi r; a wige: AZ
;, z=9(r), y=uy(r), 2=y(r) A
Skladowe sily #(r) w kierunku osi spél-
rzgdnych majy wartosei:

8
P(w,y,z) = F(r) cos a = F(r) z oy, X
r / . >
¢
— F(rlcp(r) — H(») Y,

i podobaie: Fig. 68.

Q@ y,2) = K(r), ‘ R(z, y,2) = M(r)

a wige zalezs takze. tylko od r == Jz7Fy3 2% Wobec tegd praca wzdlug
drogi 4B ma wartodé:

L= [ (He)- () & K- () + MO)- £ 0 dr =
M : .

B .
- f T(r) dr = f T(r) dr
» p7] A
Jeteli U(r) jest funkejy pierwotng funkeji T'(r), to:
L"-: U(rB) —_— U("A)
Widzimy, e w tym wypadku wartodé pracy, wykonanej po drodze 4B,

zalezy tylko od odleglodei punktéw konicowyeh luku od stalego punktu O,

& nie zalety od ksitaltu drogi 4B,
Przypadek ten odgrywa w fizyce nadzwyczaj waing rolg.
' 13*
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Niechtaj czytelnik wykona.obliczeuie pracy migdzy punktami A(a, b)
i B(®,y), lezacemi na plaszczyznie (XY), w przypadku, gdy sila dziala

‘wedlug prawa Newtona, t. j. F=— :%
. m m_ om om
(Wymk. L= i/a:”—{-y"’ Var s s ”)
Cwiczenie. Dla sily o skladowych P = —y, @ ==, Z=0 obliczy¢

pracg od 4(0,0,0) do A(1,1,0) po prostej 4B i po pélkolu o srednicy AB.
(Wynik L, =0,L, = } 7, a wige prace po tych drogach sa réine).

1. Zastosowanie calek krzywolinjowych do proceséw termo-
dynamicznych. o

W termodynamice charakteryzuje si¢ ,stan“ ciala jednorodnego
zapomocy jego objetosei » i cisnienia p, jakiemu jest poddane to ecialo.
Te zmienne v i p sy ze sobg zwigzane pewnem réwnaniem, np. dla gazoéw
doskonalych: pv == RT.

Jezeli poczatkowemu stanowi ciata odpowiadaja wartosei vy, p,, t. J.
cialo ma obj¢tosé v, i poddane jest cisnieniu p,, a nastepnie doprowa-
dzimy to cialo w jakikolwiek sposéb do stanu (,, p,), to zmieni sig w ogoél-
nosci ilosé ciepla, zawartego w tem ciele, o Q
kaloryj. Uzyjmy do przedstawienia zwigzku
migdzy zmiennemi » i p ukladu spdirzed-
nych (fig. 67). Punkt A odpowiada stanowi
(v, p1) & punkt B stanowi (v, p,). Od punktu
» A do B moina doj$é¢ rozmaitemi drogami.

Tak np. famana droga ACBE oznacza, ze naj-
Fig. 61. pierw zmieniamy cisnienie z p, na p, przy

stalej objetosci », a potem zmieniamy obje-
todé do wartosci v,. Jezeli zmieniamy réwnoczesnie v i p wedlug wzoru
pv= RT przy stalej temperaturze 7, to pynkt A porusza sig po luku

ADB hiperboli réwnobocznej (zmiana izotermiczna) a mozna sig tez po-
ruszaé po rozmaitych innych drogach: AEB, AFB i t. p. Bardzo waina
kwestja jest badanie, jak si¢ zmienia przy takich procesach ilos¢ ciepla,
zawartego w ciele i jego energja wewnetrzna. Otéz okazuje sig w ter-
modynamice, ze przyrost energji wewngtrznej u(v,p) ciala mozna wyra-
~zié zapomocy catki krzywolinjowej.

Tak np. dla drogi ADB otrzymujemy na ten przyrost energji wzor:

| f (C(T, 0)dT (L — p)dv)

—

ADB
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gdzie C, oznacza cieplo wlasciwe przy stalej objetosei, a ! cieplo utajone
(por. tom I, str. 360). Dowodzi sig, 2e ta calka ma taks samg wartosé
dla réznych drég, laczacych te same dwa punkty. Natomiast zmiang @
iloéci ciepla mozna wyrazié zapomocy calki krzywolinjowej 2z wyraZenia

d + dp+pdv czyli du(v, p) + p-dv, gdzie funkeja u(v,p) ]est
energjq, wewnqtrznq ciala. Otéz dla drogi np. 4ADB otrzymujemy

0 = [ (@u(o, )+ pao
iDs .
Dla réinych drég otrzymuje sig naogé! rézne ilodci ciepla.
Jeieli natomiast podzielimy wyrazenie, znajdujace si¢ pod zna-

kiem calki, przez temperaturg 7, ktéra jest funkcjs zmiennych » i p

(np. dla gazéw doskonalych T=£l-.i‘£)’ to otrzymamy calke krzywo-
linjows : \
du(v,p) + pav
- Tlp)
ADB
Owz okazuje sig, ze wartodd tej calki krzywolinjowej nie zalezy od drogi
calkowania, a zalezy tylko od stanu poczgtkowego A(vy,p,) i koncowego
B(vg, py). Wyrazenie S nazywamy entropja ciala (por. tom I, str. 360).
‘Badanie tych dwéch calek krzywolinjowych uodgrywa zasadniczo wazng
rolg w termodynamice.
Calki krzywolinjowe znaJdqu, tez zastosowania w innych dzlalach
fizyki, np. w hydrodynamice i w elektrodynamice.

Ill. Zastosowanie calek krzywolinjowych do obliczania mo-
mentéw.

Wyznaczalismy momenty statyczne powierzchni, ograniczonych z jed-
nej strony dowolnym lukiem, ktéry proste réwnolegle do osi y-6w prze-
cinaja tylko w jednym punkeie, a z innych stron rz¢dnemi w punktach
koicowych luku i osig odeigtych. Otrzymalismy przytem zupelnie inne
wzory na momenty statyczne wzgledem osi odcigtych a inne wzglgdem
osi rzednych. Uzywajac calek krzywolinjowych, mozemy wyrazié jednym
wzorem moment powierzchni, zamknigtej dowolna linja a ponadto otray-
mamy zupelnie analogicznie wzory dla obu osi.

Obierzmy gestos¢ staly: ¢ == 1. Wtedy moment statyezny powierzchni,
zamknigtej linjg ! (fig. 68), wzgledem osi odcigtych, ma wartodd:

[ b
=1‘:fyfdw—-%fy do
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jeteli y =y, (x) ozoacza réwnanie luku ACB a y = y;(@) luku ADB.
Obydwie te calki mozemy jednak uwasaé za catki kraywolinjowe, a mia-

nowicie: ,
M. =1 ytde— %fy’dw=é;fy’dw—l—'§fy’dw

Acs ADB ACB BDA
Stad: .
{146) M=} y’d:c=—l;/y’dm
ACBDA @

Zoak — pochodzi stad, ze obiegajac linje ! w porzadku 4,C, B D, 4,
mamy powierzchnig, zamknigta ta linjs, po prawej rece.

Moment statyczoy tej samej powierzchni wzgledem osi rzednych
ma wartosé:

8 8
M= [mdy— [y =

=41fo*dy—} w‘dy=1}fm'dy

b8¢ bac pBcAD
a wiegc: ‘
@ ¢ X (14w M=+1[ardy

Fig. 68. p

Otrzymalismy wigc dla obu momentéw wzory, réznigce sig tylko znakiem
i przemiang liter. Podobnie dla momentéw bezwladnosei powierzchni,
zamknigtej dowolng linjg /, wzgledem obu osi, otrzymujemy przy uzyciu
calek krzywolinjowych dwa wzory:

(148) B,=—§ / yds, B=} / o dy
. { (

w ktérych sg tylko przemienione litery #, y a zoaki zmienione.

§ 24b. Zastosowanie calek krzywolinjowych w teorji funkey})
zmiennej zespolonej .

© Zbiér wszystkich liczb zespolonych przedstawiamy graficznie zapo-
mocy punktéw plaszezyzny, zwanej plaszezyzng liczbows (Gaussa)
Kasdej liczbie zespolonej:

2=o -+ iy

! Zasadnicze wiadomogei o zmiennej zespolonej s3 podane w rozdziale kon-
cowym.
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przyporzadkowujemy punkt o spélrzednych x4,y i odwrotnie kaidemu
punktowi tej plaszezyzny o spélrzednych @, y prayporzadkowujemy liczbe
zespolong z=o + iy. Weimy pod uwage jakié obszar (D) tej plasz-
czyzoy (fig. 69). Jeteli kaidej liczbie z==o + iy z tego obszaru prazy-
porzadkujemy jakaé ljczbe zespolong u=

= P4-iQ, to z nazywamy zmienns nieza- Y
lezng & u zmienns zaleina, czyli funkejs (D) 4
tej zmiennej z i piszemy: f ¢ *
3
u = f(2) s
Nie mozna podaé obrazu graficznego tej o %, x X, ot
funkeji nawet przy uzyciu trzech osi spél- Fig. 69.

rzgdoych, albowiem do przedstawienia war-

todei u==P + iQ trzebaby uiyé jeszcze dwéch osi (dwie s potrzebne
dla z=g2-iy), a wige mielibySmy do cazynienia z przestrzenia cztero-
wymiarows, niewyobrazalng.

Natomiast mozna interpretowaé graficznie zwigzek u == f(2) miedzy
zmiennemi zespolonemi %, z w inny sposéb, a mianowicie zapomocy od-
weorowania plaszczyzny (X Y) na inng plaszezyzne (P Q) (por. tom X,
§ 121, str. 364 i nast.). »

Kazdemu punktowi z z obszaru (D), czyli kaidej parze liczb rze-
ozywistych @, y, ktére sy spéirzednemi punktu tego obszaru, odpowiada
jakied rzeczywiste P i jakies rzeczywiste Q. A zatem P i Q sg funkcjami
rzeczywistemi dwéch zmiennych rzeczywistych ,7. A wige:

u=[(2) = P(®,9) +iQ(@,7)
Zajmiemy sig tu zdefinjowaniem calki ozpnaczonej z funkeji f(2) zmiennej
zespolonej, branej po réznych drogach w granicach od 2=z, do z==2,,
odpowiadajacych punktom A i B obszaru (D). Polgczmy w tym celu
punkt 4 z B dowolnym lukiem ﬁ, lezaeym w obszarze (D) i obieramy
na tym luku dowolng liczbg punktdéw 2z, =2, 2,, 23, ... 24y 2443 =25, 0 8p6i-
rzednyeh @, ®;,... Tppy; Y1y %3+ Yppy- Utworzmy snme:

8, = 2 (@) (2a42 — 22) = 2 (P (@2 70) +iQ(n Y0) (@ap1 Y1 = @ ~=fYs)

T3] 4=l

to znaczy sumg wyrazen postaci:

P(®y, Y2)(Tay1r — 24) — Q (@4, %4) Yaa — %) +
+ i[P(@y, ¥2) @rsa — %) + Q(@ss 12) @agr — 24)]

Utwérzmy nastgpnie cigg S,, S;,...S,,... takich sum, obierajae przedzialy
czgéciowe zmiennych @ i y tak, aby wszystkie dazyly do zera. Granicq
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ciggu tych sum nazywamy calkg oznaczons funkeji f(2) zmiennej zespo-

lonej od z==2, do 2=z, po drodze ACB. Ta granica sklada sie¢ z dwoch
calek krezywolinjowych, a mianowicie:

(149) f f2)dz = | (P(m,y) dz — Q(=, ) dy) + i f (P(2,y)dy4-Q(2,v) dx)

‘A4CE . AcP acs

Wartosé takiej calki zalezy w ogélnosei nietylko od granic calkowania
24, 25, lecz takize od drogi, po ktérej calkujemy. Szczegbélnie waizne sg
takie specjalne funkeje zmiennej zespolonej, ktérych calki oznaczone nie
zalezg od drogi calkowania w pewnym obszarze

Ustep IL
ROZNICZKOWANIE I CALKOWANIE CALEK WEDLUG PARAMETRU.

§ 246. Calki pojedyncze z funkeyj dwéch zmiennych nlezaleznych.

Rozwazalismy do;ychczas catki 2 funkeyj dwéch zmiennych a,y
w przypadku, gdy te zmienne byly od siebie zalezne, co prowadailo do
catek krzywolinjowych. Obecnie oméwimy przypadek, gdy @ i ¥ sa zmien-
nemi niezaleznemi. Funkejg:

z== f{x,y)

mozna wtedy calkowaé¢ wedlug jednej zmienpej, uwazajac drugs za pa-
rameir.

Zalézmy, e fuokeja f(z,y) jest ciagly funkcja dwéeh zmiennych
w obszarze prostokgtnym, t. j. dla x, zawartych w przedziale <a,, a;>,
8 y w przedaiale <b,,6,>. Jezeli ustalimy warto$é y, to f(w,y) bedzie
ciggly funkcja jednej azmiennej @, a wigc istnieje calka.:

(a) f flw,y)de =g(y)

a wartosé jej zalezy od tego, jakg wartosé obralismy za y. Uwidoczni-
liémy to, kladac tg calkg réwng jakiejs funkeji g(y) zmiennej y. Jezeli
wige ¢ uwazamy za zmienng calkowania, a y za parametr, to ta calka
jest funkcjs parametru.

W interpretacji geometrycznej obrazem funkeji f(z,y) jest plat
Jakiejé powierzchni nad prostokatem (fig. 70). Wartodei tej funkeji, odpo-
wiadajace siale obranemu y, majg jako obraz linjg AB, otrzymang przez
przekréj tej powierzchni zapomoca plaszezyzny réwooleglej do plasz-
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czyzny (XZ) w odstepie y. Wartosé g(y) calki (a) jest réwna polu prze-
kroju ABCD. Gdy zmieniamy y, to pole zmienia sig wedlug prawa g(y)-
Zajmiemy si¢ wlasnofciami tej
calki. 1 tak udowodnimy przede-
wezystkiem, ze catka (a) jest ciagig
funkcja parametru y, gdy f(x,y)
jest ciggla w prostokacie.

N\
L

AN TR

Dowdd. Tworzymy réinicg:

_,;O,s,OsO,,,O

N
\
\

NN

D,
NN

. ag
oy+m—g = f (fle,y+4b— Kz, y))dx
. .

Y Fig. 70.

przyczem wartodei y i y +h 83 waigte
z przedzialu <b,,b,>. Na mocy wzorn (60), str. 79, jest:

lo(y + b)— g{y)i éflf(x.y-l'h)— flx, y)l d=
ay

Poniewaz funkcja f(x, y) jest ciggla w calym obszarze zamknietym (w prostokacie),

przeto jest w nim jednostajnie ciagla. Do kazdej dodatniej liczby ¢ moZna zatem dobraé

takie d, zalezne tylko od & a niezaleine od .y, ie dla wszystkich |h| < & jest:
[fz.y 48— flz.nl < e

Wobec tego:

(b) l9(y + h) — g(¥)| <f8d-'b =elag—a)=¢

Do kaidego e, moZna wige dobraé takie 4, Ze dla wszystkich |h} < & spelnia sie ta
nieréwnoéé, a to dowodzi, Ze g(y) jest eiegle funkcjs parametru y w przedziale <by,b,>.

Przyklad. Scalkujmy wedlug zmiennej z od 1 do 2 funkeje
f(x,y) = a’". Jest ona ciagla np. w prostokacie, okreslonym warunkami:

=252 _2§y§+2

Otdz:
£ y+2 7 Qr+1 1
T — /

& dp = = dl —1
i[ ? y+1 y+1 »oyE

]

3

v.—_logwlﬁlog? n y¥y=—1

Moglibyémy mieé watpliwosé, czy funkeja g(y), okredlona temi dwoma
wzorami, jest ciggla dla y =— 1. Otz ta ciggloéé wynika z dowiedzionego
twierdzema. Mozemy to zresaty sprawdzié takze bezposrednio, obliczajge
przy pomocy reguly Hospitala:

9] grog2
1 —_— —_— =
o I e og 2
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A wige funkcja g(y) dazy do log 2 przy y—> — 1 i osiaga tg wartodd
dla y = — 1, a zatem jest ciggla w punkeie y==— 1.
Zbadajmy teraz:

. ay
. f f@,y) dv

gdy f(w,y) jest w danym prostokacie nieciggla leca ograniczona i posiada

skoficzong liczbe linij nieciaglodei, dajacych sig zamkngé w obszar o do-

wolnie malem polu, wzdluz ktérych posiada fuokecja skohczone skoki.
Wyjaénimy ten prazypadek pogladowo. Niechaj np. powierzchnia

o réwnaniu z = f(®, y) posiada jedns linje przerwy, jak na fig. 71.
Otéz funkcja:

{a) 9{y) = f fl@,y) do

przedstawia dla kazdego y pole przekroju bryly, uwidocznionej na ry-
sunku, plaszczyzng réwnolegly do (ZX), w odstgpie y od tej plaszezyzny.
Na figurze zacieniowano jeden taki przekrsj, nalezscy do y =y, Jak-

Zz A
C 8
/ X Al X
- //Zn ’ dine
Uy L
7l A ¢
Fig. 11. Fig. 72.

kolwiek linja GFED, ograniczajgca ten przekrdj z jednej strony, nie jest
ciggla w punkcie E, to jednak jego pole ma skoifczong, oznaczong war-
todé, wyrazong zapomocs calki uogélnionej (a). v

Gdy zmieniamy y, to przechodzimy do coraz dalszych przekrojéw.
Zmiana wielkosdci pola odbywa sig przytem w sposdb eciagly, & wige g(y)
jest ciaglg funkch zmiennej y.

Jezeli linja przerwy przebiega réwnolegle do plaszezyzny (2X), jak
na fig. 72, to przekrdj zmienia si¢ w sposéb ciagly tak dlugo, az doj-
dziemy do linji przerwy. W tem miejscu nastgpuje skorczony przyrost
przekroju o A4'R’'B, a wige skorczony skok funkeji g(y).
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§ 247. Roézniczkowanie calek wlaéclwyech wedlug parametru.

- Udowodnimy prawdziwodé nastepujgcego twierdzenia o rézniczko-
walnodei funkoji g(y). Jeteli funkcja f(x,y) jest ciagla w prostokacie,
okredlonym warunkami a, S v <" a,, b, =y = b, t posiada czqstkowq po-
chodng f,(@,y) cigglq w tym prostokgeie, to catka (a) posiada pochodng
wedlug parametru y, a oblicza si¢ t¢ pochodna, rdéniczkujge wedlug tego
parametru funkcje podcatkowq.

Twierdzimy wige, 26 przy tych zalozeniach zachodzi wzér:

(160) % f f(@,y)dz = f £,(, y) dw

Ten wzér na rézniczkowanie calki wedlug parametru nazywamy reguls
Leibuniza.

Dowdd. Chodzi nam o pochodng funkeji g(y), okreslonej wzorem (a) na str. 200,
Dloraz yéznicowy ma wartosd:

. ay
ARy = 9(y+hz—-9(y) =ff(w~y+h’).—f(w,y) e

Chodzi o obliczenie graniéy wyrazenia A(R), gy Jr—>d.
Stosujge do funkeji podealkowej twierdzenie o wartoel &redniej, otrzymujemy :

A(h) =f/}(a:, y -+ 9h)dx

Przedstawiamy té calke w postaci:
i o %
a0y~ [ w9 2+ [ G+ 90— o éa

Z jednostajnej eix}gloéci czgstkowej pochodnej fy(x,y) wynika.. ze:
i@y + 90— flz,9)| <o dla |h| <6

8 wige:
a

i |A(h) —ffy(w, )dml(fa.dx=s(a,~a;)=e,

Do kaidego 8, moina wige dobraéd takle d, Ze-dla |A} <6 spelma sig ta nieréwnodd.
To a8 znaczy, ze:

lim A0 = f 5@, y)dw
czgyli: "

9= [ fix,y)dx ‘ ‘ c. h d o,
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Przyklad. Nietrudno jest obliczyé wartoéé catki:

Y do
gla)= P przy a>0
0

Stosujac mianowicie podstawienie ¢=— Vw:, sprowadzamy jg do calki
a

1 .
z ——— | otrzymujemy:

itn ‘
do @
A af e —V—_ arctg Va

Parametrem jest w tej calce @ (trzeba wige we wzorze (150) zdstapi¢ y

+

nych x,a w kazdym prostokgcie o dodatnich a, a takie jej czgstkowe
pochodne wszystkich rzgdéw wedlug tej zmiennej a sg ciggle w kazdym
takim prostokgcie. Mozemy wige do tej calki zastosowad regule Leibniza
rézniczkowania wedlug parametru. Otrzymujemy w ten sposdb:

f (wﬂ+a)¥ da (;lr arotg y‘)

(—1)%.2 f(w’ (V; arctg Va)

jest ciaglgy funkejs dwéch zmlen-

ogélnie:
dn-—l
— 1) (n —
® e "f cEea e AR

W ten sposéh ze znanej calki (A) olrzymujemy szereg trudniejsz‘ych,
bardziej skomplikowanych calek, nie wykonujge zadnego calkowania,
tylko rézniczkowanie. Otrzymany wzér (B) jest zwigzlem ujgciem wyniku

catkowania funkeji ktéry to wynik otrzymaliémy na str. 28

oo

~ w bardzo zawilej postaci, opierajgc sig na wzorze redukcyjnym. Niechaj
czytelnik wyprowadzi w podobny sposéb z prostej catki: :

1
1
fm"dw:m przy >0
o

wzor:

wlog ol dp— (= 1!
/a:"(log z) do = PR

podajacy wartosé dosé skomplikowanej calki.
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< ‘LD
Regulg Leibniza rozszerzymy takie na przypadek, gdy granice N o
calki sy zalezne od parametru, t. . na calki' postaci: ne
: L‘*‘s“w 2any

aly)

f(@,y) do = gly)

e

a(y)

Zal6zmy, jak poprzednio, ze f(x,y) jest ciagla i ma ciagly pochodny f,
w prostokacie @, =2 < a, b =y = b, a ponadto, ze a, S a,(y) < a,,
a, = a,(y) < a, 1 2e pochodne a;(y), az(y) s ciagle w przedziale <Cby, by>.

Przypadek ten sprowadzimy do poprzedniego, wprowadzajge za @
nows zmienng ¢, zwigzang z z,y wzorem: T = a,(y) + (as(y) — a,(y)) ¢t
Dla & =a,(y) jest t=0 a dla z=a,(y) jest t=1. Otrzymujemy wige
catke o stalych grapicach, niezaleznych od parametru y: '

‘. , )
9(y) = f f(w(t.y),y)g dt

Do tej calki stosujemy regulg Lieibniza z wzoru (150)i otrzymujemy:
I

N of dx\ ox
9'(y)—f[(ag+am 5y) 3t T/ aray ]

I f o (o
oy ot +f £l 9y+fé)t9y)

aa(y) ayy) -l

)= [ 5 do +f9t( r-5) dt-f (e, y)dw+f9””

ay) afy) t-o

czyli:

ay(y)
(151) g’(y)=ff,(w, y) dz 4 f(ay(y), y) -dd—';g — fla(y), y) %ﬂ ’

a(y)

Przykéady. :
1) Obliezy¢ pochodng calki:

g(y) = [ sin (zy) dz
wedlug parametru y. Stosujae wzér (161), otrzymujemy:

9'(y) = | @ cos(wy) dx -+ sin(y2)

0
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2) Dana jest calka:
(M) g(y) = Fuly) = f W= 0 g

przyczem zakladamy, ze f(z) jest funkeja ciggla.
Obliczyé (n - 1)-sza pochodng tej calki oznaczonej wedlug zmien-

nej y. Z wzoru (1561) otrzymujemy:

-t =0
g(y)—f =" @) da+ Y= o) - LT 0=

by — 2
(n — 1)! f()da
A wige: N
gy =F..(y)
Stad otrzymujemy kolejno:

g (=F. .y itd
a ostatecznle:

9 (y) = Fo(y) f fl@) dw

Wreszcie:
g (y) = 1(y)

Zatem funkcja g(y) ma t¢ wlasno$é, ze jej (n -} 1)-8za pochodna ma
wartosé f(y). (Zaréwno sama funkeja g(y) jak i jej pochodue az do n-tej
wlacznie majs wartos¢ O dla y = 0, albowiem v'vtedy gorna granica
calki jest réwna doloej). A zatem jezeli scatkujemy dowolng funkeje
ciagly f(y) (n + 1)-krotnie, to otrzymany wynik mozna przedstawid
w postaci zwyklej, jednokrotnej calki, uzywajge wzoru (M).

§ 248. Calkowanie calek wlaSciwych wedlug parametru,

Wykazalismy juz (w § 246), ze catka:

fl@, y) do = g(y)

"
a@

jest ciagly funkcja parametru y, jezeli funkeja f(w,y) jest ciagla w pro-
stokgcie. Wobec tego istnieje calka z tej funkeji wedlug zmiennej y.
Wykazemy, ze tg¢ calkg mozna obliczyé, wykonujse catkowanie wedlug y
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pod znakiem calki, odnoszacej sig do zmiennej . Innemi slowami twier-
dzimy, 2e prawdziwy jest nastgpujgcy wzdr:

(162) | | f(ﬁ(@ ) d-;v) dy =ﬂff(w.y)dy)dw
& a a b

Jegeli wige mamy calkowaé funkcje ciagla dwoch zmienngeh @,y w sta-
lych granicach, najpierw wedlug o a wynik wedlug y, to mozemy prze-
mienié porzadek calkowania, t. j. calkowaé najpierw wedlug y 4 potem
wynik wedlug @.

Dowdd.

Weimy zamiast stalej gérnej granicy calkowania b, zmienng gra-
nicg b i obliczmy pochodne obu stron wzoru (152) wedlug b Otéz dla:

h) = f ( f 1@, y) da) dy

pochodng jest, jak wiadomo, funkcja podcalkowa, w ktérej zamiast y
wstawiono tg gérng granicg b, a wige:

. K =f f(@, 5) dw

Dla drugiej strony wzoru (162), t. j. dla:

ay

k) = f ( bf(w, 9) dy) du

™
tworzymy pochodng wedlug reguly Leibniza, a wige:

k' (b) =f(§%bjf(w, y) dy) do =jf(w, b) dw

Poniewaz #'(b) = &’(b), przeto te dwie funkcje mogs sig réznié tylko
o staly liczbg, a wige A(b) =k(b) 4 C. Aby wyznaczyé tg stala, polézmy
b="5,. Wtedy h(b,)=0 i k(b,)=0 i zostaje 0—=0-}- C, a wige C=0.
Zatem:

h(b)=k(b)

dla wszystkich b z przedzialu <b, b,>. Podstawmy b==1b;, to otrzy-
mamy k(b)) = k(b,), a to jest wlasnie wzér (152), napisany w skréceniu,
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Prayklad.
Obliczyé:

b
sz(fw’dw) dy, przyczem a>01 5> 0.

0

Calkujae najpierw wedlug @, a potem wedlug y, otrzymujemy:

1

iy d w}'+ll ]
y — 2 = .
Jee y+1[ Ty
a wige: .
o 14
1 b4 1
[:—-_'[mdy_log(y%—l)l_.loga_{_l

Ten sam wynik musimy otrzymaé, catkujae w porzadke zmienionym,

a wiec:
[

l=j!(fwy dy) dx = log Z-——_t;—:—‘

e

Calka wewngtrzna ma wartosé:

] y y=b R

x° — x°

y — =7 ¥

f{v e log « log

8 wige:
' 1

z’ — & b+ 1
=T TF g = log " T2
. ! log @ = log a1

[

OtrzymalisSmy w ten sposéb wartos¢ calki oznaczonej z takiej funkej,
ktéra sig nie da scalkowa¢ elementarnemi metodami, a mianowicie z funkeji:

§ 249. Rozniczkowanie i calkowanie calek niewlaseiwych wedlug
parametru.

Reguly rézniczkowania 1 catkowania calek oznaczonych ‘wediug
_parametru wyprowadzilidmy tylko dla calek wlasciwych. Najwainiejsze
83 jednak wlagnie calki niewlasciwe, zalezne od parametru. Do takich
calek nie zawsze stosujg sig powyisze reguly, jak to zobaczymy z naste-

pujacych przykladéw.
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1) Okazemy (na str. 2106), ze istnieje calka niewlasciwa:

9(y) = f ““w-"‘” do=4n dla y > 0.
0

Pochodna jej g'(y), jako pochodna stalej liczby § 7z, ma wartosé 0.
Gdybysmy jednak prébowali obliczyé te pochodns zapomocs reguly
Leibnisa, to otrzymalibysmy:

9 (sin ) 4o = f’
Oy(—w— dw_, cos (yo) dx

Aby wyznaczy¢ te calkg niewlasciwg, obliczamy pajpierw:

fcos (yx) do — sm;‘w’)

0 o)

8in ya
y

Ta funkcja oie dazy do iadnej granicy przy a dgigcem do oo, lecw
oscyluje pomiedzy ——5 i +$ A wige pie otrzymalismy prawdziwej

wartodei ¢'(y), zatem reguly Leiboiza nie moina stosowaé w tvm
przypadku.

2) Podobnie ma sig rzecz z calkowaniem calki oznaczonej wedlug
parametru. W calkach niewladciwych nie zawsze mozoa zmieniaé po-
rzgdek calkowania. Weimy pod uwage calke:

— 1
f sType=90 =5 "4:7>'a|0=—(717)-

Funkeja podealkowa jest .tu niecisgla dla 2 =0, y =0, a wige jest to
calka niewladciwa.
Scalkujmy ja wedlug parametru y od O do 1. Otrzymujemy:

f(f(m+y)’ dy-_f +y)' 1.:_gl=§'l=“é

Zwmieniwszy zas porzadek calkowania, t. j. calkujac funkeje podcalkowy
najpierw wedlug parametru y, otrzymujemy:

a[(‘,fé':’!l)’dy)dwr'f(l—i?_li)_’d‘”: = "—“| =—3}+1=4

a wige wynik falszywy.

Aby zatem do calek niewladciwych mozna stosowaé takie reguly
rézoiczkowania i calkowania wedlug parametru, jak dla calek wlaci-
Rachonek rétniczkowy i calkowy. T. 3. 14
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wych, nie wystarcza, aby te catki istnialy, czyli aby byly =bietne. Oka-
Zemy natomiast, Ze wystarezy, jezeli te calki sa zbiezne w pewien szcze-
gélny sposéb, a mianowicie, jezeli sg jednostajnic- 2bicéne.

Calke niewlasciws:
/hmwm

nazywamy jednostajoie zbieing w jakimé przedziale zmiennej y, jezeli
do kazdej dodatniej liczby & da sig dobraé taka liczba N, (e), zalezna
tylko od &, a niczalesna od y, ze:

N/f(w, ) dw|<e

[1@9)do = [z, 9 do+ [ F(@,9) do

dla wszystkich N> N, (e
Poniewa: :

iprzeto_ten drugi dodajnik mozna uwazaé za rodzaj reszty Ry, otrzyma-
nej z danej calki niewlasciwej w granicach od a do oo, gdy z niej
opuscimy czgé¢, wzigta w granicach od a do N, przy odpowiednio wiel-
kiem N. Ot6z zbieznosé jest wtedy jednostajna, gdy si¢ da dobraé takie N,
‘wspdlne dla wszystkich y, by owa reszta byla dowolnie mala, gdy N> N,.
Podobnie okreslamy jednostajna zbieznoé¢ dla takich calek niewlasciwych,
w ktérych funkeja podcalkowa wzrasta nieograniczenie. (3dy np. takim
punktem niecigglodei jest gorna granica g, calki:

f ;’(w, y) dx

to calkg nazywamy jednostajoie zbieins, jezeli do kazdej dodatniej
liczby € du sig dobraé takie dodatnie d,(e), zalezne tylko od ¢ u nieza-

lezne od y, ze:
n... .
| /f(a),y)dwl < e
s

dla wszystkich 6, spelniajacych warunki:
0<d< 8,

Nietrudno okazaé, ze jednostajnie zbiezna calka niewlasciwa z funkeji
cigglej jest ciagly funkecjs parametru. ‘
Jednostajng zbieznoéé catki niewladciwej mozna czgsto rozstrzygnad
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Zapomocs nastepujqcego kryterjum. Jezeli istnieje taka dodatnia funkcJa
p(z), mezalezna od parametra y, Ze:

M /(@9 = o)

dla wezystkich 2> a, a b, Sy = b, i jezeli istnieje calkr
a / o few@as
to calka / f(®,y) dx jest jednostajnie zbiezna.

Dowdd, Wekutek zbieznodci calki (II) mozna dobraé do kazdej dedatniej liczby 2
takg liczbg N,, zaleing oczywibcie tylko od e, Ze dla N> N, jest:ﬂ

o

[w(w)dz<a

Wokutek nieréwnosei (I} jest jednak:

'f flz,y) dwlé f p(x)dx < 8 dla N> Ne),

e wige spelnia eip warunek jednostajnej zbieznofei (albowiem N, (e) nie zalezy od ).

Praykiady. =
1) / ¢ cos (yar) do

jest jednostajnie zbiezna, bo:
|e~* cos(y@)] < S e

a calka fe"‘dm istnieje (jest rdwna 1),

2) f e 7 dap jest jednostajnie zbiezna dla wszystkich y > 1> 0.

Jezeli bowiem obierzemy dowolng liczbe stalsy !> 0 i bierzemy
pod uwage y > I, to:

1@ )l =e < e = p(a)
a ponadto istnieje calka:

f(p(w)dm—f‘“da:—

14+
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Jeseli catka niewlasciwa z fumkcji ciqglej f(®y), zaleina od parametru,
jest jednostajnie 2biezna, to moina zmieniaé porzadek catkowania, t.j. mozna
calkowaé wedlug parametru pod zuakiem catki i otrzymuje sig calke,
ktéra jest takze jednostajnie zbiezna.

Dowdd. W calce:
by =]
1= [ f o9 da) ay
5 a ’

rozlézmy wewnetrzng calke w nastgpujacy sposéb:

(0 [reyds=[r@ydo+ / fla,9) do = [ 1@, 9)da 4 ra(®)

Witedy: . N
o
I =f(ff(m‘, ) dw) dy -+ | rn(y) dy

W pierwszej calce, ktéra jest calks wlasciwa, mozna zmienié¢ porzadek
catkowania, a wige:

I.—.—.f(ff(m,y) dy)dw+j;~(!l)dy

Wskutek jedoostajnej zbieznodei calki (¢) jest |rn(y)] <& przy odpo-
wiedpio wielkiem N, a wiegc:

|I —flv(f}(w, y)dy) dw|< &(by — by)

To dowodzi, ze dla N—> oo calka, wystepujgca w tym wzorze, dazy do I
(i to jednostajnie) a wigc:

e I =f(j'f(w, y) dy)dx

Widzimy wige, 2e t¢ samg wartosé calki [ dostajemy, gdy zmienimy
porzadek catkowania.

Podobnie dowodzi sig tego twierdzenia dla takich calek niewlasei-
wych, w ktérych funkcja podcalkowa wazrasta uvieograniczenie dla skon-
czonych wartoset .

W podobany sposib rozszerzamy na calki niewlasciwe regulg Lieib-
niza, dotyczacs rézniczkowania calki wedlug parametru.
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‘ ) '
Jeseli funkeja f(w,y) i czqstkowa pochodna —f(a%@ sq ciggle w prze-

dziale b, <y < by, oraz dla @ > a i jezeli calki:

) =[fanda i M= / 5(@.y) do
8q jednostajnie zbieine, to:
gy = f f(@.y)do

Dowéd. Wedlug twierdzenia o calkowanin wedlug parametru mamy:

7 y o o
!h(y)dy =°f(¢ff,(w, y)dw)dy =.f(£ff,(a:, Y) dy)dw

Calka wewnetrzna ma wartodé:

f/;(wv y)dy = f(@, y) — f(0,b,)
&

A wigo:

fh(y)dy =ff(w, y)dx —ff(:o. b,) do = g(y) — g(b))

LY
Poniewa h(y) jest funkejy ciggla, wige istnieje pochodna lewej strony
i otrzymujemy:

h(y) = g'(y)
czyli:

g'y)= j 'f,(w, y) do e. b d o

Podobnie dowodzi sig reguly Leibniza dla innych typéw calek nie-
wladciwych.

Przyklady.

1) Calka niewlasciwa:

(a) [ e do

jest jednostajnie zbiezna dla y 1> 0, jak to mozna wykazaé w sposéb
podobny, jak w przykladzie 2 na str. 211, powolujac sig na to, Ze:

f?"da: iVn
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(por. str. 114, wzér (76)). Uzywajse podstawienia yo*=2%, obliczamy
warto§é ‘calki (a), 8 mianowicie;

fa"”"dw=%l’5 y ¥

Rézniczkujemy te catkq wedlug parametra y i otrzymujemy wartosé
bardziej skomplikowanej calki:

/w’e‘”"dw =3Vniy?

Réz‘uiczkujaqc calkg (a) s-krotnie, otrzymujemy ogéloy wzér:

fw”‘e-n'da:= §Vn '1.3'“;?"* l)y,ly—
y

[

Mozna dowiedé, Ze wazystkie otrzymane calki sq jednostajnie zbieine,
a wige stosowanie reguly Leibniza bylo dozwolone.
2) Chcemy wyznaczyé wartodé calki niewlasciwej:

00

f‘i‘.‘ﬁd

[

Dojdziémy do niej, stosujgc szereg przeksztalcen do calki niewladciwej:

00

nf €* cos (yx) do

ktérej wartodé moina wyznaczyé elementarnemi metodami calkowania,
znajdujae calkg nieoznaczong (por. str, 27, przyklad 14).
Otrzymuje dig:

)

. _ 1
fe cos(yw)dw-——l+y,

0

Scalkujmy obie strony od 0 do y wedlug parametru y. Poniewaz ta calka
jest jednostajoie zbiezna (por. przyklad 1 na str. 211), przeto mozea wy-
konaé calkowanie pod znakiem calki. Otrzymamy w ten sposéb nowg
jednostdjnie zbiezng calke:

fe“ E_l_f%?_l_@ do = aretg y
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Stosujge raz jeszcze catkowanie wedlug y od O do y, otrzymujemy po
wykonaniu prostych rachunkéw:

fe"l —:‘;S(y_w) do=yaretgy — 5 log(l + y*)
1)

Wprowadzmy nows, zmienng 2z =gy, przyczem ¥ > 0, to otrzymamy:

Y11 —cosz . log(1 4 y*%)
fe 'sz_arctgy— ~ 2y

;
° : /

Dla y —» co otrzymujemy stad:

Zastosujmy do tej calki calkowanie ,per partes“, kladgc 1 — cosz =u,

,d—z= dv, a wige du =sin zdz, v == -——l
2 3
Otrzymamy:
(153) f ‘“:—" dz=1in
0

Calki tej nie mozna wyzunaczyé elementarng drogs zapomocs calki nie-
oznaczonej. ‘ .

Interesujgcy wynik otrzymuje sig, wprowadzajae w te catke para-
metr & zapomocs podstawienia z = a2z Otrzymuje si¢ rézne wartosci,
zaleznie od tego, czy ten parametr ma wartos¢ dodatnig, ujemns czy tez
zero. | tak dla @ > 0 otrzymujemy:

fs—lw dz = {=n - (a>0)

Dla a < 0 otrzymuje sig:

-0

sin ag
f —do=4n
®

poniewas przy z — -}- oo mamy & — — oo. Wprowadzajgc 2a 2 zmienng
- @, otrzymujemy:

(¢ <<0)
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Wreszcie dla @ =0 jest funkcja podcalkowa stale zerem, a wige:

f “‘“w“"’ dp—0 (dla a=0)

0
Mamy su interesujacy |przyk'lad funkeji nieciaglej, podanej jednym wzorem:

* sin a®
f(@) =f 2222 o
0

ktora dla @ >0 ma wartosé } 7, dla =0 wartos¢ 0, a dla a
warto§é — 4 #, a wige ma w punkcie @ = 0 skofczony skok.

<0

R 3
G o L

Ustep IIL

CALKI PODWOJNE.

§ 260. Calka podwéjna po prostokgefe.

Zajmowalidmy sig juz w § 248 calkowaniem funkeji 2= fl@.y)
dwéch zmiennych niezaleznych wedlug obu tych zmiennych. I tak cal-
kowalismy najpierw wedlug zmiennej ®, uwazajac y za parametr, a otrzy-
many wynik g(y) calkowalidmy oastgpnie wedlug zmiennej y i otrzy-
maliémy:

w !=ﬂff(w,y)dw}dy

Dogoduiej jest pisa¢ to wyrazenie bez klamer, a mianowicie w postaci:

o o
(b) | = f [ @ yydoay

by a
Zakladalismy przytem, 2e funkeja f(@,y) jest ciagla w prostokscie P,
okreSlonym zapomocs warunkow: a, S ¥ = a,, b, Sy = b,

Catkowania te mozna wykonaé takze i wtedy, gdy funkeja f(z, y)
nie jest ciggla w calym prostokacie P, lecz jest w nim ograniceona i po-
siada skoficzong liczbe linij niecigglodci, dajacych sig zamknaé w obszar
o dowolnie malem polu. Widzieli§my bowiem w § 246, ze wtedy fuukeja
g(y), otreymana przez pierwsze calkowanie, a mianowicie wedlug zmien-
nej », jest albo funkejg ciagly zmienne) y, albo posiada skonczong liczbg
skoficzonych skokéw, a zatem jest w kazdym razie funkcjs calkowalas
wedlug zmiennej y. A wige calka [, wyrazona wzorem (a), istnieje takze

w tym ogélniejszym przypadku.
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Calke, otrzymang przez dwukrotne calkowanie funkcji dwéch zmien-
nych, najpierw wedlug jednej od a, do ay, a nastgpnie wedlug drugie)
2miennej od b, do b,, nazywamy catkq podwdjng z tej funkcji po
prostokqcie P, okreslonym warunkami a, S @ =a, i b, Sy = by

Zobaczymy w dalszym cisgu (w § 251), ze wartosé calki podwo_]
nej nie zalezy od tego, w jakim porzadku wykonujemy calkowanie, gdy
tylko funkcja spelnia wyzej wymienione wuarunki ciggloci. Dla funkey)
f(z,y) ciaglych dowiedlismy tego juz w § 248 (por. wzér (152)). Dla-
tego to w definicji calki podwdjnej nie wspominaliémy nic o porzadku
catkowania. Krétko oznaczamy taks calke symbolem:

(©) /f/:b‘,y dpdy lub fff(w,y ) dy do
(P)

Wykazemy, ze do calek podwojnyeh po prostokscie odnosi sig podobae
twierdzenie o wartodci sredniej jak do calek pojedynczych. I tak niechaj m
oznacza kres dolny a M kres gorny wartodei funkeji /(z,y) w calym
prostokgcie P. Z twierdzenia o wartosci sredniej dla calki pojedynczej
(§ 213, wzér (47)) wynika:

m(a; — a)) Eff(w» yde = M(a; — a))

Scalkujmy tg nieréwnodé wedlug zmiennej y w granicach od b, do b,
to otrzymamy:

[ by n"
I[m(a: —a))dy §.f‘/f(<v, Y) dw}dy §fM(a. —a,)dy
a stgd: L | ' S 4

5
mi —a)ts — 5 [ {f f(@,y)da} dy < ey — a6, — b,)

Oznaczajac liters P pole danego prostoksta, otrzymujemy stad:

(154) m-Péf{/f(w,y)dw}dng-P -

Dobierajge odpowiednio liczbg w, posrednig pomigdzy m a M i uiywajse
skréconego oznaczenia (c), otrzymujemy stad wzor:

(166) - fff(w.y)da:dy=u-P
(r)

Ten wzér wyraia twierdzenie o wartoici sredniej dla calki podwdéjnej
o stalych granicach calkowania czyli po prostokacie.
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. Whiosek. Jezeli fankcja f(x,y) jest nieujemna w calym prostokacie,
to takze u =0, a wigc wedlug wzoru (165) takze calka po prostokgcie
z tej funkeji jest nienjemna. Stagd wynika, ze jezeli w calym prostokgcie
warunek f(w,y) < g(x,y) spelnia si¢ dla dwoch funkeyj fla,y) i g(x, Y),

to takze:
fffw, dwdy<ffgx, ) dz dy

® G

Jezeli f(w,y) jest funkejs ciqgiq w danym prostokscie, to przyjmuje -

tg wartosé posredunis u w jakim$ punkecie tego prostokata, np. w punkecie
o spélrzednych (£ 7). Wtedy wzér (1565) przyjmuje postaé:

(156) [ [raydody=rsmn-p

)

Wartosé u, obliczong z wzoru (15b), nazywamy srednig (calkows) war-
toscia funkeji f(a,y) w prostokacie P.

Eatwo jest dowiesé, ze jezeli podzielimy prostokat P prostg réw-
nolegly do osi z-6w lub y-6w va dwa prostokaty P, i Py, to catke po
calym prostokacie mozna przedstawi¢ jako sumeg calek po prostokgtach
skladowych a mianowicie:

(157) fff(x,y)dxdy—fffw, dxdy—l;/ff(w,y)dwdy

G Py
Twierdzenie to odpowiada twierdzeniu o addytywnodei calki po;edyncze],
poznanemu w § 214.

S

\/.
§ 261. Sumowa definicja calki podwéjnej o stalyeh granicach.

Opierajac sig na twierdzeniu o wartodci $redniej, zbudujemy nowg
definicje calki podwdjnej, analogiczng do podanej w § 222 definicji calki
pojedynczej, a mianowicie okreslimy tg calke jako granice ciggu pew-
nych sam.

Weimy pod uwage calke:

b

1=fff(w.y)dwdy

z funkeji 2= f(@,y) ciaglej w prostokscie ABCD (fig. 13) o polu P.
Obrazem tej funkcji jest plat powierzchni, w ogélnosei krzywej, wzno-
~szgcej si@ nad tym prostokatem. Podzielmy przedzial < a;,a;> na do-
wolng liezbg czgsci, np. va n, czesci, punktami z,, 2y, @y,...,®,_, & prze-
dzial <b,, b;>> na m, czesci punktami y,, ¥s, Ys1 e s Yo
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Oznaczmy ponadto a, = &, ag = By, by = Yo, by = Y, i
Przez punkty podzialu wykre§lmy réwnolegle do osi X i Y, to

‘prostokat ABCD rozpadnie si¢ na kratkq drobniejszych prostokacikéw.

Oznaczmy przez p’ pole prostokata,

Y4
zawartego migdzy prostemi: H 6
D=, =ity Y=Yn Y =Yar i A
Calkg podwéjng po calym prosto- : 4
kqcie mozemy przedstawié jako
sumg calek po tych wezystkich X
prostokatach skiadowyeh (w mysl . g 7 —=
wzoru (107)). Zastosujmy do kazdej L R o Y s
takiej calki skladowej twierdzenie S b e s vl
o wartodci dredniej. 00T

Niechaj mf} i M) oznaczajg Y Fig. 7.
vajmniejszg i pDajwigksza wartosé
funkeji f(@. y) w obrgbie prostokata pif), to twierdzenie o wartodci éred-
niej dla calki po tym prostokgcie ma (wedlug wzoru (154)) postaéd:

Tap1 Fip
s [ [roydzdy < upo

s 5

Utworzywszy te nieréwnosci dla wszystkich calek skladowych, sumujemy
je stronami i otrzymujemy ostateczoie:

my—1 M=) . o13—1 m—1
2 Z mfy pfy f f@,y)dedy = 2 2 MP = S,

A=0 (=0 L Gy =0 (=0
Zamknglismy w ten sposéb calkg podwéjog migdzy dwie sumy; nazwijmy 8,
sumgq dolng a S, suma gdrng. Sumy te oznaczamy tez krécej symbolami:

2mert i 3 Fup

®) )
Tworzymy nastgpnie przez dalsze podzialy caly ciag {s,} takich sum
dolnych i cigg {S,} sum gérnych w ten sposéb, aby przekstna najwigk-
826g0 z prostokgtéw skladowych w kazdym podziale dasyla do .zera.
Okatemy, g6 wtedy obydwa ciagi {s,} i {S,} dazq do wspébloej graniey,
‘a mianowicie do calki podwéjnej po prostokgeie ABCD.

Dowdd.

Zbadajmy rédnicg pomigdzy dowolng sumg gorng Sp a dolng &5: \

'I—lu—l -—-ln—l u-—ln—l

an s,— s = 2‘ Zuwpw -5 me’pw = 2‘ Z(Mw — mip) pip

k=0 (=l A=0 (=0 el (=0
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OkaZemy najpierw, Ze ta réinica daiy do zera, t. j. Ze do kaidej dodatniej liczby «
mozna dobraé takie N, de dla wezystkich p > N jest |Sp—~ 6| =8p—sp < e | tak
dzielgc prostokgt P na odpowiednie male prostoksty (co uzyskamy, biorge p wigksze
od odpowiednio dobranego N), moZna uzyskaé, Ze roznica miedzy najwigkszg a naj-
mniejszg wartodcig funkeji cigglej f(r,y) bedzie w kaidym prostokgcie skladowym
mniejsza od dowolnej zgéry podanej liczby dodatnief, a wige takZe mnlejsza od l%'

Wynika to # jednostajnej ciqgloscs tej funkeji w prostokgcie P. A wige:

M}{’-——m}{)<; dla p>N

Wobec tego: '
mp—' np-l

|8 =8, < ’:‘,221’%’)

hal =0

Ale suma podwdjna wezystkich prostokstéw pif) daje caly prostokqt P, a wige:
s *.p=
[8p— 8| < pr=E¢€

Z wzoru (1), ¢ raczej z odpowiedniego wzoru, nspisanego dla 8, i Sp, wynika, Ze:

,f f@y)dzdy —8,| =8, —s, < ¢
»
8 wige:
k lim s, = j f(zyy) dz dy
Pr

Podobnie:

]Sp "jff(z» y)dwdyl§ S, —s <t
& wige takde: s

lim Sp=fff(x, y) dz dy
p—r00

b ay

Na podstawie dowiedzionego twierdzenia mozemy podaé takie nastg-
pujgcs definicje calki podwdjnej:

calka podwdjna o stalych granicach calkowania jest to granica
ciggu takich sum dolnych lub gérnych, w ktérych przekgtna najwigkszego
prostokgta skladowego daiy do zera; sume dolng (gérna) tworzy sig, dzielge
dany prostokat na dowolna liczbg prostokatéw zapomocg prostych réw-
noleglych do osi spélrzednych, muozge pole kazdego skladowego prosto-
kata przez najmniejsza (najwigksza) wartoéé funkeji w tym prostokscie
i dodajge do siebie wszystkie otrzymane w ten sposéb ilocsyny.
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Zamiast najmniejszych lub najwigkszych wartosci funkeji moina
uzyé do definicji calki takie wartosci funkeji w dowolnym innym punk-
cie (Eu nu) tego prostokata skladowego. Albowiem:

my, =/ (Em ) = Mo

a wige i kazda suma, utworzoba przy pomocy tych wartosci posrednich,
" gawiera sig stale pomigdzy odpowiednia sumg dolng i goérng, a zatem
daiy do tej samej granicy. Stad wynika, ze takze ciag sum poérednich:

8= 3 JIER. @) pp

dazy do calki podwéjnej o stalyoh granicach calkowania

Uzywaliémy w naszych rozwazaniach podwdjnych sum i podwéjnych
wskazoikéw i i k, aby uwydatnié ich zwigzek z calks podwdijng. Moina
jednak takie ponumerowaé wszystkie prostokaciki skladowe, uzywajae
tylko jednego wskazaika, np. r, przebiegajgcego kolejne liczby szeregu
naturalnego od 1 do N,==m-n i przedstawi¢ sumy s,, S,, S, zapomocs
sum pojedyriczych postaci np:

NP
8, = I n)p?

ret

Wszystkie wyniki, uzyskane w tym paragrafie, odnoszg sig, jak to zaraz
zobaczymy, takze do funkeyj f(=,y) nieciqglych, leca ograniczonych, po-
siadajacych skoficzong liczbg takich nieciaglodei, ktére sig dadzg zamknad
w obszar o dowolnie malem polu.

I tak dla funkeyj niecigglych nle wszystkie rdznice M) — mil?), figurujgce we
wzorze na Sp — 8p, dadzg si¢ uczynié dowolnie malemi. JeZeli bowiem prostoka-
ciki p{) zawiersjs czgéei linij przerwy (jsk na fig. 72, str. 202), to réznice migdzy
najwickszg a najmniejszg wartoécig funkeji f(z,y) w takich prostokgcikach nie beda
dowolnie male, lecz bedg rdwne skokowi funkeji (np. odcinkowi CC” na fig. 72 w oto-
czeniu punktu D). Podzieliwazy caly prostokgt P na drobniejsze prostokaty, rozlézmy
go na dwie czgdci: na jedng P'), w. ktdrej prostokaty sklsdowe nie zawierajs Zad-
nych punktéw nieciggloéei i na druga P, w ktérej prostoksty skladowe zawierajy
puukty nieciggloéci. RéZuiea migdzy sumg gérng a dolng, utworzona dla czgéei P2,
da si¢ uczynié¢ dowolnie malg, np. mniejsza od +e, poniewsaz dla tej czesci réznice
MP - m@ dgig do zera. W czebei za8 P nie sa te réinice dowolnie male, lecz
w kaidym razie sy mniejsze od M - m, przyczem M oznacza kres gérny, a m kres
dolny wartodci funkeji f(2,y) w calym prostokgeie P. Czgsé sumy, okreslonej wzo-
rem (II), przypadsjgca na P, bedzie zatem mniejsza od (M — m) - P Oté2 pole
PP mozemy uczynié dowolnie malemn, slbowiem wedlug zalozenia moina zamknaé
wszystkie linje nieciggloSci w obszar o dowolnie malem polu. MoZna np. uzyskaé, Ze
PP 2(_1‘{6——"0’ a wiec (M —m) - P‘g"( +e. Razem wigc moina takze d}a niecigg-
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lych funkeyj uzyskaé, Zo bgdzie |Sp—spl << let}e=e a to znaczy, e takze
teraz Jest: lim (Sp — 8,) = 0
. p=>co
Stsd zas wynikajg dalsze konsekwencje tak samo, jak dla cigglych funkeyj flz, 9).

- We wszystkich rozumowaniach tego paragrafu nie gral zadnej roli
porzagdek, w jakim wystgpuja zmienne @ i y. A wige tgkie catka:

j{iﬁ(w, Y) dy} de  czyli ff.f(w, Y) dy dw

jest granica tych samych ciggdw, ma zatem tg¢ sams wartodé, co calka,
obliczana najpierw wedlug zmiennej x a potem wedlug y. Wzér (152)
na str. 207 stosuje sig zatem nietylko do funkeyj cisglych, lecz takie
do takich funkeyj niecigglych, ktére sa ograniczone i posiadajs najwy-
. #ej skoniczong liczbg linij niecigglosci.

Jezeli wige obliczamy wartosé catki podwdjnej po prostokacie za-
pomocg dwéch kolejnych calkowan, to mozemy zmieniaé porzgdek cal-
kowania.

Uwaga. Calke podwéjng oznaczong mozna tez zdefinjowaé jako kres
goérny sum dolnych lub kres dolny sum gérnych, analogicznie jak to
czyniliSmy w nauce o pojedynczych catkach oznaczonych w § 212 i nast.

§ 262. Zwigzek ecalki podwoéjnej zroijtoéciq.

Przy pomocy calki podwéjnej mozna zdefinjowaé i obliczad objetosci
rozmaitych bryl, ktérych nie mozna badaé metodami matenfatyki ele-
mentarnej. Z drugiej strony uzyskamy w ten sposéb dogodng geome-
trycang interpretacjg calki podwdjnej. Istnieje tu podobny zwigzek migdzy

 objetoseig a calkg podwéjna, jak migdzy polem a calky pojedyiczg.

Wezmy pod uwage bryle, zamknigta prostokatem, platem dowolnej
powierzehni o réwnaniu 2= f(z,y), wznoszacym sig nad tym prostoks-
tem i plaszezyznami, rzucajacemi ten plat powierzchni na plaszezyzng (XY),
op. bryle ABCDEFGH na fig. 13 (str. 219). Niechaj zaden puakt tej
powierzchni nie lezy pod plaszezyzng (XY), t.j. niechaj funkeja f(x,y)
bedzie nieujemng dla wsaystkich punktéw (w,y), zawartych w badanym
prostokacie. Utwérzmy dla tej funkeji sume dolng nad prostokatem 4BCD.
Kazdy jej dodajnik m, p, jest réwny objetosci graniastoslupa o podsta-
wie p, a o wysokoséi m = réwnej kresowi dolnemu wartosci ¢ nad tym
prostokatem p,. Cala suma dolna jest réwna objgtosei schodkowej bryly,
wpisanej w dang bryle. Tworzae ciag takich sum doloyeh, w kiérych
przekatna najwiekszego skladowego prostokata dazy do zera, otrzymu-
Jemy eciag objetosei odpowiednich bryl schodkowych, aproksymujscych
coraz lspiej badang bryle. Granicg tego ciagu uwazamy za objetosé danej
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bryly. Wiemy zaé z poprzedniego paragrafu, ze granicy tego ciagu jest
calka podwéjna z funkeji f(z,y) po prostokacie. Przyjmujemy zatem na-
" stgpujaca definicj¢ objetosci.

Objetosé V bryly, zamknigtej prostokqtem, lezqgcym na plaszczyzme (X Y)
o0 bokach réwnoleglych do 0si spétrzgdnych, powierzchniq o réwnaniu z=f(x y),
wenoszqeq si¢ nad tym prostokqtem i plaszczyenami, rzucajgcemi ten plat
powierzchni na plaszczyzng (XY), jest to catka podwdjna z funkeji f(z,y)
po tym prostokgcie, a mianowicie:

(168) V=ffzdwdy=j (@, y) d dy

Dla powierzehni, lezacej pod prostokstem, t. j. dla ujemnych 2, ma ta
calka wartod¢é ujemny i podaje warto§é — V. Ogélnie calka podwéjna
po prostokgeie z funkeji, przybierajgecej dodatnie i ujemne wartodei
w prostokgcie P, przedstawia algebraiczng sumg objetosci, lezgcych nad
plaszezyzog (XY) i pod nia.

Przykéad 1) Obliczy¢ objetodé bryly, waznoszacej sig nad prostoks-
tem, zawartym migdzy prostemi 2 =0 i =g, tudziez y=01i y=1>
na plaszezyZoie (XY) a zamknigtej z
u goéry powierzchnig o réwoaniu:

z = pay

{Jest to paraboloida hiperboliczna, por. ‘ oy X
tom. I, str. 44). L,/ Ala,q0)
Bryle te przedstawiono na fig. 74. S Biorh,

Oznaczmy literg ¢ wartosé funkeji 2 ' <

w wierzcholku C prostokata,t.j. e=p-a-b. y/ 8040 Clab,9

Przekroj danej powierzehni plaszezyzna Fig. 74.

@ = a, prostopadlsy do (XY), jest linja

prosty o réwnaniach: & =a, z=pay, & podobnie przekrdj plaszezyzng
y=~> jest linja prosta o réwnaniach y =, z= pbz. (Celem plastycz-

nego uwidaoczoienia zakrzywienia tej powierzchni narysowano' siatke linij

prostych, lezacych na niej). Objetod¢ badanej bryly wyraZamy wzorem:

V= Jp:cy dz dy

Wykonujemy calkowanie najpierw wedlug o a‘ nastgpnie wedlug y i otrzy-
mujemy;

,a X=a o b
V=Jn}pw’y|dy= tparydy =1}paty?|=}path?
x=0

Q
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Poniewaz pab = ¢, przeto:
‘ V= }abc
Objetosé tej bryly jest wige réwna czwartej czgéci objetodci prostopa-
dlodcianu o tej samej podstawie a o wysokoéci ¢. Widzimy stad analogje
¢ wzorem na pole, ograniczone lukiem paraboli o réwnanin y?= 2pam,
osig rzedoych i prostg prostopadls do tej
1Z osi (por. § 220, przyklad 5).

Przykéad 2) Obliczyé objetoéé prosto-
padloécianu, scigtego dowolng plaszczyzng
o réwnaniu:

L, @ z=Ax+ By +C

0 "-,x znajac krawedzie @ i b podstawy.

s 4) Umieszczamy ten prostopadlodcian
tak, aby krawedzie podstawy lezaly na
dodatnich kierunkach osi X i Y (fig. 75).
Objetosé bryly, wanoszgcej sig oad pro-
atokatem P, a zamkaigtej u géry plaszczyzog o réwnaniu (I), wyraia sig
wzorem:

R e

- -

Y 43
Fig. 75.

b a
V= (Az + By + C)dzdy
/)
A wige: .
b a ]
V=‘/(i» Ao* + Bay + Ca) Idy =/(4,Aa= + Bay + Ca) dy
o

Ve=(} Aa‘y + } Bay'+ Cay)| = } Aa’b-} } Bab’ + Cab
0
Ve=ab(4-34 B2+ C)

Ozoaczmy wysokodc 2, nalezges do punktu srodkowego prostokata P
(wysokoéé ta trafia w érodek przekroju, ktdry jest oczywiscie réwnoleglo-
2okiem), krétko znakiem 2, o to wz0r przyjmie postaé:
V=P, z, .
1 ¥
Objgtosé prostopadloécianu .scigtego dowolny plaszezyzng jest zatem réwna
objetosci zwyklego prostopadloscianu o tej samej podstawie a o wyso-
kosei réwnej odleglosei srodka przekroju od podstawy.
Wysokodé ta jest srednig arytmetyczna caterech krawedzi bocznych
prostopadlodcianu scigtego (wykazuje sig to, wstawiajac w réwnanie plasz-

czyzny za (®,y) kolejno (0,0), (a, 0), (0,5), (a,6) i biorac srednig aryt-
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metyczng czterech otrzymanych na z wartodei). Mozna wige wyrazié
otrzymany wzér takze tak: objetosé prostopadloécianu Scigtego jest rowna
podstawie, pomnozonej przez $rednis arytmetyczna ezterech krawedzi
bocznyeh,

§ 2563. Calkl podwdjne po dowolnyeh obszarach (w zmiennych
granicach calkowania),

Omawialismy dotychezas tylko calki podwéjne nad obszarami pro-
stokatnemi. Takie calki wystgpuja nader rzadko w zastosowaniach. Naj-
czgéciej mamy do czynienia z ogéloiejszemi
obszarami; tak np. przy obliczaniu objgtosci
6semki elipsoidy natrafiamy na catkg podwdjna
nad obszarem O04B, zamknigtym z jednej
strony elipsg (por. fig. 76). Bedziemy tu rozwa-
tali tylko obszary domknigte (por. tem I, str.
17—18), ktérych brzeg sklada sig ze skon-
czonej liczby linij, dajgcych sie przedstawié
w postaci ¥y = @(x) lub 2= w(y). Takie
obszary nazywamy obszarami regularnemi'). Brzeg takiego obszaru regu
larnego da si¢ zamkngé w obszar o dowolnie malem polu.

Weimy zatem pod uwage funkeje f(®,y), okredlons w dowolnym
obszarze regularnym, jak na fig. 77. A2

Niechaj f(w.y) spelnia te same Y2
warunki ciaglosei, co w § 250. Defi-
nicje calki po takim obszarze D spro-
wadzamy do definicji calki po pro-
stokgcie. Aby to uskutecznié, opisz-

Fig. 76.

my pa obszarze D prostokat P 0 a a X
obokach réwnoleglychdoosi Xi YV / /'A'"
dwa jego boki przechodzg zatem 4

przez te punkty obszaru D, ktdre Y‘/ /’@

maja najwiekszg i najmniejsza od-

cigty, a dwa inne przez te punkty, Fig. 71.

ktére majg najwigksza i najmniej-

sza rzedns. Okreslmy funkcje pomocniczg £, (z,y) dla wszystkich punk-
tow prostokata P w nastgpujacy sposéb.

’ Niechaj f(x, y) = f(z, y) dla wszystkich punktéw obszaru D,
1 fi{w,y) =0 dla wszystkich pozostalych punktéw plaszczyzny (XY).

’

Por. podrgeznik prof. S. Banacha p. t. Rachunek rézniczkowy i calkowy.
Tom 11, str, 171.

Rachunek_rozniczkowy 1 calkowy. T. 2. ; ’ : 15

AN
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Calke podwijna 2 tej pomocniczej funkeji f,(x,y) po prostoka-
.cée P nazywamy calkq podwdjng z- furnkcji f(®, y) po obszarze D,

Calke podwdjng po obszarze D oznaczamy symbolem: f f fiz,y)dz dy,
oy
calke zas§ podwdjng po prostokacie P oznaczylismy (str. 217) symbolem

ff, a zatem mozemy naszg definicj¢ napisaé w pastgpujacy sposéb:

*)

\ D
/ff(w{’!l) da dy =[ff, (@, y)dz dy przyczem f (v, y) = f(()a’p:?z:’ D
‘ .

(12))

Uwaga 1. Funkeja f, (@, y) jest zwykle nieciggla wzdiuz brzegn ! obszaru D nawet
wtedy, gdy f(«,y) jest funkcjy ciggls (brzeg ! tylko wtedy nie bylby linjs nieciagloci,
gdyby brzeg L danej powierzchni 2 = f{a, y) lezal na plaszczyinie (XY)). Wiemy jed-
nak, ze catka nad prostokstem istnieje takZe dla nieciaglej funkeji f,(, y), jeZeli tylko
ta funkcja jest ograniczona a jej linje niecigglosci dadzg si¢ zamkngé w obsezar o do-
wolnie matem polu. Tutaj zaé wladnie mamy do czynienia z takim przypadkiem.

Uwaga 2. Calke po dowolnym obszarze mozna takze okreslié bezposrednio jako
granicg ciggu odpowiednich sum dolnyeh (lub gérnych), otrzymsanych przy pomocy
podziatu obszaru na drobniejsze elementy zapomocs prostych, réwnoleglych do osi
X i Y. Nie wseystkie jednak elementy bgdg prostokstami, albowiem przy brzegu
obszaru wystgpis elementy, w ktérych brzeg wchodzg luki linji 7

Uwaga 8. Jeieli obszar D rozlozymy zapomocs dowolnej linji na dwie czedei
D, t D,, to moZna okazaé, ze:

fff(w,y)dwdy=fff(w,y)dwdy+fff(x.y)dmdy
D) (O)) (DY

Jest to uogélnienie twierdzenia o addytywnosci calki pojedynczej (por. § 214).

QOkazemy, e obliczenie calki po dowoloym obszarze regularnym
7 sprowadza sig — podobnie jak
dla calki po prostokgeie — do
obliczania calek pojedynczych,
w ktérych jednak nie wezystkie
granice sg liczbami stalemi,
Weimy pod uwage obszar re-
gularny D, zamknigty taks linjs,
ktéra kaida prosta rownolegla
do osi X przecina najwyzej
w dwéch punktach (jak na
Fig. 18, fig. 78). Inne obszary, z ktéremi
bedziemy mieli do ezynienia,
mozna rozdzielié na obszary tego rodzaju i zastosowaé nastgpnie twier-
dzenie z uwagi 3. ' -
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Wedlug przyjetej powyzej definicji calki po obszarze D mamy:

(b) [ [fra. y)dzdy-f{ff,(w ydo|dy

(D)
‘Obhczmy najpierw calke wewaetrzng:

9(y) ==ff.(w, y) de

Obierzmy jakied stale y z przedzialu <Cb,,b6,> i wykredlmy przez odpo-
wiedni punkt osi ¥ réwnolegla do osi X. Przetnie ona opisany prostokat
w punktach A, B, a brzeg obszaru O w punktach A4’, B’ o odcigtych
Z,(y) | z4(y)

Zaznaczyliémy wyrazoie, ze te odciete sa funkcjami 2miennej y,
albowiem do kazdego y z przedzialu <(b,,b,>> naleiy jakas odecigta @,
pa luku KNM i jakas odcigta 2, na tuku KLM. Réwnania tukéw, two-
-rzaeych brzeg obszaru, majg wige postaé: & =z, (y), & = 2;(y).

Calk¢ g(y) mozemy rozlozyé na trzy calki:

a ) )
g(y)=ff,(a:,y)da:- filz, y)dz + I$y)dw+ffl (@, y) dz
ay a () ()
Pierwsza i frzecia calka po prawej stronie majs wartoé 0, poniewaz
fi(@,y) =0 poza obszarem D. Natomiast w drugiej calce mozpa zamiast
fi(®, y) napisaé f(m,y), poniewaz te funkcje maja w obszarze D te same
wa.rtoécl Ostatecznie wigc:

¥)
9(y) =jf(w, y) dz
un(y)

Wobec tego wzér (b) przyjmuje postaé:

) }

fff:n,y)da:dy=/{ff(w,y)dxldyl

7N

(159)

przyczem =g, (y) i £ = o,(y) 8y réwopaniami dwéch lukéw, tworzg-
cych brzeg obszaru D, a b, i b; sg wartosciami najmniejszej | najwigkszej
rzgdnej punktéw brzegu. Widzimy stad, ze obliczenie calki po takim
obszarze D sprowadza sie do kolejnego obliczenia dwéch calek pojedyt-
czych, przyczem granice pierwszego catkowania (wedlug z) sa zmienne
a drugiego (wedlug y) stale. Zwykle opuszczamy klamry 1 piszemy po-
wy%szy wzér w postaci:

)
(159a) f f f@,y) dz dy = j z, y) de dy
(D) 1 0(y)

16%
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Calkowanie mozna wykonaé takze w innym porzadku, wtedy jednak
zmieais sig¢ granice calkowania, jak to zaraz zobaczymy. Niechaj obszar D
ma te wlasnosé, ze kazda prosta réwnolegla do osi Y przecina jego brzeg
najwyzej w dwéch punktach. W calce, wystgpujacej po prawej stronie
wzoru (b), mozna zmienié porzadek calkowania, jest to bowiem calka po
prostokacie. Otrzymamy w ten sposéb zamiast wzoru (b} nastepujacy wzér:

fff(w,y)dwdy=f!/i(w,y)dy=dw

(D)
Celem obliczenia wewnetrznej catki:
oy
hiz) = j hi(@,y) dy

N

obierzmy dowolne & z przedzialu <lay, 0,>> i wykreslmy przez odpo-
wiedni punkt osi X prosts réwnolegla do osi Y. Przetnie ona brzeg
obszaru w dwéch punktach o rzednych y, (@) i y,3(@). Rozumujse tak, jak
w poprzednim przypadku, otrzymamy:

(%)
hig) = f F(@, ) dy
nix)

(160) f/f(w,y)dwdy =f{j.;(w, Y) dy:da:
a1 y(x)

D)

Zatem:

przyczem y = y,(®) i y = y3(@) s3 réwnaniami lukdéw, tworzgcych brzeg
obszaru- D, a @, i a, wartofciami najmniejszej i najwiekszej odcigtej
punktdw brzegu. Ten drugi sposéb obliczania calki po obszarze D mo-
temy uwidooznié juz w jej symbolu, piszac dy dw zamiast dx dy.

Klamry opuszeza sig zwykle, podobnie jak we wzorze (159a),

Najprostszem zastosowaniem calki podwéjnej po dowolnym obszarze
Jest obliczenie pola tego obszaru. Wystarczy w tym celu obrad f(w,y) =1
dla wszystkich punktéw obszaru.

Twierdzimy, ze:

(161) /fdw dy=2D

)

Dowdd. Jezeli kazda prosta réwnolegla do osi ¥ przecina jego brzeg
vajwyzej w dwdch punktach, to stosujac wzér (160), otrzymujemy:

f dw dy =f/dy d _.—_j'{ﬁy;dw:j'(ym) — (@) do
D) ay  y(x) ayp

D)
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Czyli:

ffdwdy-—fy,(w)dm— y,w)aa:-—-‘

(0
(por. str. 191). Jezeli proste réwnolegle do osi spdlrzednych przecinajg
brzeg obszaru w wigcej anizeli dwéch punktach, to rozkladajac obszar
na takie obszary, ktére proste réwnolegle do osi przecinaja najwyiej
w dwoéch punktach, stosujemy do kazdego skladowego obszaru poprzednig
metodg i otrzymujemy takie w tym przypadku wzér (161).
Do calek po dowolnym obszarze odnosi si¢ twierdzenie o wartosdci
gredniej, podobne jak dla calek po prostokscie, a mianowicie:

(162) m- D<fff(a: ydedy< M-D| |

(D)

Dowdd. Poniewaz m oznacza kres dolny wartosci funkeji f(z,y)
w calym obszarze, zatem: - .

m= f(®.y)
Stgd wynika, e takze:

ffmdwdysfff(zy)dmdy

. (1) ()
czyli:
mffdmdysfff(w,y)dmdy
) (D)

Stad otrzymujemy na podstawie wzoru (161):

m - D éfff(w.y)dwdy
D

W podobiy sposéb stwierdzamy drugs nieréwnosé, zawarts we wzorze (162),
Stad otrzymuje si¢ na $rednig wartodé funkcji w obszarze D — podobme
jak w § 250 — wzér:

1
(163) w=3 [ [1@ydody

(D)

Jezeli f(x,y) jest cisgla w obszarze D, to istnieje taki punkt o spélrzed-
nych # = §, y =1, w ktérym funkeja przyjmuje t¢ wartosé srednis p
i wtedy zachodzi wzor:

(163a) f @ y)dedy = f(§n) D

(D)
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Opierajge sig na twierdzeniu o wartodci éredniej, wyrazonem wzorem (162),
mozna okazaé, ze calka po dowoluym obszarze jest granica ciggu sum
dolnych (lub gérnych), otrzymanyeh przy pomocy podzialu obszaru na
drobniejsze elementy zapomocs dwdth systeméw
1 dowolnych linij, prostych lub krzywych (a2 wige
: niekoniecznie prostych réwnoleglych do osi spél-
rz¢gdnych). Trzeba przytem obraé taki ciag sum,
aby érednica najwigkszego elementu skladowego
przy tym ciggu podzialéw dazyla do zera. (Sred-
nicg takiego elementu powierzchni nazywamy
kres gérny odleglosci dwéeh dowolnych jego
punktéw od siebie).
Fig. 79. Tak op. przy uzyciu spélrzednych bieguno-
wych 7, @ dzielimy obszar D zapomocs pegku
prostych, okreslonych warunkiem ¢ = ¢ i gromady kol spélérodkowych,
odpowiadajacych warunkowi r = ¢;, na elementy nieprostokatne o, jak
to uwidoczniono na fig. 79. Catke podwdéjng po obszarze D mozna wtedy
uwazaé za granicg ciagu sum postaci:

2} 2; My O

(D)

Okresliliémy (w § 252) objetos¢, wznoszacs sig nad prostokgtem. Obecnie
mozemy uogdlni¢ t¢ definicje na objetosci, wznoszgce sig nad dowolnemi
obszarami.- Definicja calki po dowolnym obszarze zapomocs sum dolnych
(lub gérnych) naprowadza nas na przyjecie nastgpujgcej definicji obje-
todei, wznoszacej si¢ nad dowolnym obszarem (jak na fig. 77 lub 18),
Objetosciq V bryly, zamknigtej obszarem D, lezacym na plaszczysnie (XY),
powierzchniq o réwnaniu z = f(®, y), wenoszqca si¢ nad tym obszarem i po-
wierzchniq walcowq, rzucajaca ten plat powierzchni na plaszczyene (XY),
nazywamy catke podwdjng z funkeji f(x, y) nad tym obszarem, a mianowicie:

(164) V= fz dz dy — f f (@, y) do dy—‘

(D) D)

Dla powierzchni, leigcej pod obszarem D, t. j. dla ujemnyeh 2, calka ta
‘ma wartos¢ ujemng i podaje wartos¢ — V. Ogoélnie calka podwdjna
z funkeji, przybierajacej dodatnie i ujemne wartosci w obszarze D, jest
réwna algebraicznej sumie objetosei nad plaszezyzng (XY) i pod nig
(przyczem pierwsze s3 dodatnie a drugie ujemne).
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§ 254. Przyklady calek podwéjnych po dowolnych obszarach.

N
1) Wyznaczyé granice calkowania dwéch calek pojedynczych, do
ktérych si¢ sprowadza obliczanie calki:

1= [fe.ydzdy
)

jeteli obszar calkowania jest ograniczony parabola o réwnaniu y=—a?,
prosty y=2 —x i osig ¥ (fig. 80). Punkt A4 ma spdirzedne (0, 2)
a punkt B spélrzedne (1, 1), jak to wynika z rozwigzania ukladu réw-
nah y =2 i y =2 — . Wykonujae najpierw calkowanie wedlug y,
trzeba ustalié z. Stalemu =z odpowiada prosta réwnolegla do os1 Y.
Przecina ona obszar calkowania w dwdéch
punktach o rzednych y, 1 g, przyczem y,
nalezy do luka paraboli, a wigc gy, = 2*
a y,=2—ux, jako rzedna prostej AB. Gra-
nice zaé dla zmiennej = sy stale, a miano-
wicie calkujemy od najmniejszego z, t. ). od
x, = 0, do pajwigkszego: x, = 1.

A wige: )
1 3—2x X
I=[ff(w,y)dydw >
0 =
Jezeli checemy zmienié porzadek calkowania, Fig. 80.

to naledy rozloiyé¢ dany obszar na dwie czesei:

"OBC i ABC, albowiem w katdym z tych obszaréw beds inne granice
(zmienne) dla 2. Wobec tego nalezy takie calke I rozloiyé na dwa do-
dajoiki, w myél uwagi 3 na str. 226. 1 tak w obszarze OBC, przy sta-
fem y, zmienia sig # od odcigtej osi Y do odecigtej paraboli, t. j. od z, =0
do #, =} y. Dla zmiennej y granice calkowania sa stale: od y, — 0
do y, = 1. W obszarze za§ ABC zmienia si¢ £ od x, = 0 do odcigtej
proste] AB, t. j. do x, =2 —y, a granice dla y s3 stale, a mianowicie
=1, y; = 2. Zatem przy tym porzagdku calkowania jest:

1 V’— 2 2y

I=/[Q[f(m,y)da:dy—[—fff(a:,y)da:dy

2) Zbadaé, jaka postaé ma obszar calkowania w calce:
e x+4la

.1=/‘ff(m,y)dydm
¥y

Jak sig zmieni sposéb obliczania tej calki, gdy zmienimy porzadek cal-
kowania?
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Rzgdna zmienia si¢ od y = Va3 — 2% do y=x+ 2a, t. j. od luku
polkela o promienin a, o $rodku w poczatkn ukladu, do linji prostej,
przedstawionej na fig. 81. Odcigta zmienia sig od =0 do & =a,
t. . od osi rzednych do prostej rownoleglej do tej osi w odstgpie a.
QObszar catkowania ma zatem posta¢ eczworokata krzywolinjowego ABEF.
Gdybysmy zmienili porzadek calkowania, to
trzebaby rozlozyé catke va 3 dodajniki, odpo-
wiadajace obszarom ABC, ACDF i\ DEF.

Otrzymamy w ten sposéb:

=fjf(a;,y)da;dy +jafaf(w,y)dwdy+
. Vi -

at—y2

3a a

+f f fla,y) d dy

22 y—2a

Fig. 81.

‘ 3) Wyznaczy¢ granice catkewania, jezeli obszar calkowania jest
trojkatem o wierzchotkach 4(— 1, 0), B(l, 2), C(4, — 1) (fig. 82). Przy
pomocy znanego z geometrji analitycznej
WZOru:
Y% _T—&
N T D
otrzymujemy réwuoania bokéw tego tréjkata:
AB...y =z + 1
BC...y=—243
AC. . by 42 +1=0

Jezeli calkujemy najpierw wedlug #, to trzeba ustalié y. Widzimy, ze
wtedy otrzyma sig inne granice (zmienne) dla z w czgdel AEB, a inne
w czesei AEC. Wobec tego trzeba rozlozyé calke po calym tréjkacie ABC
na dwa dodajniki w nastgpujaey sposéb:

3—p

1=fff(w.y)dwdy =Jf;(w y)dz dy +fj.f(w,vy) dz dy
y—1

) =1 —by—1

Przy zmienionym porzagdku catkowania trzeba inaczej rozlozyé obszar,
a mianowicie zapomocs prostej BF Wiedy:

+1 x1 4 —x+3

.”l=fff(a2,y)dydw-i-fff(w,y)dydff‘

1~ jetn) 1 iy
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4) Obliczyé pole obszaru, zawartego migdzy parabols o réwnaniu y=a?
a elipsg o rownanin bigt - atyd = atb? (fig. 83). Wedlug wzoru (161)
pole tego obszaru ma wartodé:

D= f f dz dy

)
Gdybyémy calkowali najpierw wedlug x, to trzebaby obliczaé osobno
obszar, lezacy nad cigeiwaq AB a osobno
pod nig. Dogodniej jest jednak catkowac
najpierw wedlug y. Wtedy granice dla y

sg Yy, =T, y, =‘—I;- Va’ — . Najmniejsza

odcigty jest odeigta z = — m punktu 4,

w ktérym parabola przecina elipse a naj-

wigkszg odcigta £ ==m punktu 5. Odcigte

te otrzymuje si¢ przez rozwigzanie ukladu réwnan: paraboli i elipsy.
Zatem: '

@

Fig. 83.

+m : Va’—x’

__ffdyd:v——f a’—m’—-—m)d:v

Uzywajac dla pierwszej czesci tej calki wzoru (2ba) na str 26, otrzy-
mujemy:

D= (ml/a.g m’—{—a“’arcsxn~—)—§m2

6) Nad éwiartkg D kola o réwnaniu &2 4 y?= »? wznosi si¢ po-
wierschnia krzywa, okreélona réwnaniem: '
z=pxy
(jest to paraboloida hiperboliczna; por. przyklad 1 na str. 223). Obliczyé

§rednie wzniesienie z tej powierzchni nad poziom (XY). Chodzi tu o obli-
czenie Sredniej wartosci u funkeji paxy nad obszarem D. Z wzoru (163)

otrzymujemy:
#=5ffpwydmdy

o)
Pole obszaru jest D= }r2n. Jezeli calkujemy najpierw wedlug =z, to

granicami calkowania dla g s3: ¢, =0, 2, = }/r’ = y? adla y od y,=0 do
Y, = r. Zatem:

=g f poy da dy
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Stad: _
» m r 7 2 r
2p __2p _ — P res 10| =
p=_ W’!II“!/—r—,,;tf(f2 y)ydy= 5 -(ir'y *!/)o
0 o
2p _pr.
=Fﬁ(,}rr‘——*r‘)—-——2—n

6) Obliczyé objetosé czgsci walca kolowego o promieniu a na fig. 84,
wznoszacs sig nad tréjkatem OAB, ktéry jest poléwka kwadratu OCAB
: o beku a. Réwnanie walca kolowego tak po-

lozonego, jak pa fig. 84, ma postaé:

wi + 28 =—qa?
Obszarem calkowania jest tr6jkat OAB, ktérego

bok 04 ma w ukladzie X, Y réwnanie y = 2.
Fuokeja, ktérag mamy eatkowaé, jest z=

= Ja? — &% Uiyjmy wzoru (164),"a wige:

V=ffya’——— z*dzdy
)

- Wygodniej bedzie calkowaé najpierw wedlug y, a wigc do obliczenia
tej catki uzyjemy wzoru (160). Przetniymy obszar calkowania dowolng
prosta réwnolegly do osi Y, to y jest stale réwne 0, a y, = o, jako
rzedna punktu, lezacego na prostej O4. Granicami calkowama wedlug y
sg wige y, =0 i y,—o. Najmniejszy odecigty dla tego obszaru jest =0,
a najwigkszg r —a, a wige granicami calkowania dla @ 83 a, =0, a3 =a.
Wobec tego: -

V=ffVa’—5*dydm=/Va’——a_:§y
o 0 0

L3
Ostatnia calkq obliczymy najlatwiej, uzywajae podstawienia: a? — g¥ =1
a stad — 2ade =dt, czyli zde = — Ldt. Dla g =0 jest t =a?, a dla
Zz=a jest t =0. A wige:

a 0 0
- 8y
2

0 a? at

do =mea’ — pide

[ 0

(Niechaj czytelnik okaze, ze przy zmianie porzadku calkowania naleiy
obraé¢ dla z granice z, =y, x,=a, a dla y granice y, =0, y, =a).

Interesujgcem jest, ze wzér na objetos¢ tej czgsci walea.nie zawiera
liczby 7. Objgto$¢ czesei tego walca, wznoszacej sig nad calym kwadra-
tem OCA B, nie jest bynajmniej réwna podwdjuej oqutoébi czgscl, wznoszgceej




235

si¢ nad poléwkq OAB tego kwadratu. Objetos¢ ta bowiem ma wartosc.
} a*n, jako éwiartka walea réwnobocznego o promieniu g, a to jest rézne
od 2V =ga®. A wige przez poprowadzenie przekroju OAF rozpada sie
dwiartka walea na dwie nieréwne czedei:

V=14}at i }a’n ——-&a’——a’ — 3

B Uwaga. Takie bryly spotykamy w architekturze, a mianowicie t.zw. sklepienie
klasztorns pklada si¢ z 8 powierzchni postaci FAB,
zestawionych tak, jak to uwidoczniono na fig. 8ba
w rzucie na plaszczyzng poziomsg (kreski na ry-
sunku biegny wzdiuz tworzgcych waleow). Nato-
* miast sklepienie krzyiowe sgklada si¢ z 8 czedci
powierzchni walcowej, majscych postaé EAF na 11l
fig. 84, zestawionych obok sieble tak, jak. wska- Fig- 85a. Fig. 86b.
zuje fig. 86b.

7) Przy pomocy calki podwé_]neJ mozemy obhczyé objetosé elipsoidy
tréjosiowej o réwnaniu:

AR A

(Obliczaliémy jg juz w inny sposéb w § 231, przyklad 2). Weimy pod
uwage 6semke tej elipsoidy (por. fig. 76, str. 225). Obszarem calkowa-
~ nia jest ¢wiartka elipsy OAB o réwnaniu:

o 2 . a e
5.‘_%—1 czyh =3Vb’._.y’
Fuﬁkcjg podcalkow# ma postaé:

2 ¥
= 1—— —
g=c at bt

Calkujge najpierw wedlug @, mamy bastgpujace granice calkowania;

5 =0, a=3Vr—y
adlay:

=0, yy=25>
Zatem3 -

b ayb'—l‘

|V~//l/l——’——b;dxdy

Po wykonaniu rachunkéw otrzyma sie:

V=§abcu.
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8) Obliczyé objgtosé, zawarts migdzy powierzchnig elipsy 6 réwnauiu:

Fiid yz
at=1
powierzchnig o réwnaniu:
2= Aa*+} By®

gdzie 4 i B sy liczbami dodatniemi (jest to paraboloida eliptyczna, por.
tom I, str. 43) i pomiedzy powierzchnig walea eliptycznego o tworzacych
prostopadlych do plaszezyzny (XY), majacego te elipse za kierownice.

Obliczmy déwiartke tej objetosei, a mianowicie objetosé nad éwiartks
elipsy. Jezeli calkujemy najpierw wedlug @, to granice calkowania sg
takie same, jak w poprzednim przykladzie; jezeli za$ calkujemy najpierw
wedlug y, to granicami calkowania dla y sg:

b
% _—_'—Oa .'/z=~; Vaa__mz

granicami za$ dla @ s3 @, =0. @, =a. Rozdzielmy odrazu calke z funkeji 2
na sumg dwoch calek i wykonajmy w piérwszej z nich najpierw calko-
wanie wedlug y, a w drugiej najpierw wedlug 2. A wige:

-

e R
2yf_ffwwyalw-|-ff133,:ulwalg,_I +1

Otéz pierwszg calke obliczamy w nastgpujgey sposéb:

_val—#
an:’ —fa:’l’a*—w'da:
Uzywajac podstawienia @ = a sin ¢, otrzymujemy:

T n

"Abatn

I, =}Aba® | (sin 2¢)2dt = } Aba® [ (1 —'cosdit)dt = 16

0

Drugiej calki nie trzeba nawet oblicza¢, albowiem rosni si¢ ona od pierw-
8zej tylko tem, Ze zamiast A4 WthQpllJe B aaib nalezy pomlemac ze
8sobg. Wobec tego: ‘
Babn
L= 16
& wige: ‘
V= }nab(da® 4 Bb3)
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§ 2556. Pole powierzchni (Komplanacja powierzchni),

Obliczaliémy dotad tylko pola powierachni obrotowych, a wiywalismy
do tego celu calki pojedynczej (por. § 232). Do definicji i obliczania
pél dowolnych powierzchni, a wige takze nieobrotowych, uiyjemy calki
podwdjnej.

Weimy pod uwage czgéé powierzehni o réwnaniu 2= f(®,y), wycieta
przez walec, ktérego podstawa jest dowolny obszar regularny D, a two-
rzgce sg prostopadle do plasz- Z|
czyzny (XY) (fig. 86). Zaléimy, ' BN
ze badana powierzchnia posiada 2 7
plaszczyzng styczng, nie pro-
stopadly do (XY), w kazdym 1
punkcie nad obszarem D. Za- .
pomocg dwéch systeméw pro-
stych réwnoleglych do 0si X i ¥
- rozkladamy obszar D na ele-
wenty py, pg--.py. Nad kazdym 7) >
z nich budujemy stup prosty, //7 D — X
ograniczony 2z jednej stron 2
elementem danej powierzchng’, Y (L =~
w ogélnodei krzywym. Kazdy
taki element p; powierzchni za-
stepujemy &cianks plasky s,, styc’nq do piego w jakimkolwiek jego
punkcie 4, o spélrzednych £,, 4,, a ograniczong pobocznics odpowiedniego
‘slupa o podstawie p,. Utwérzmy sumg tych scianek stycznych:

N
S,= 35,

-]

oD

Fig. 86.

Tworzac dalsze, coraz drobniejsze podzialy obszaru D: otrzymamy w ten
~ sposéb cigg Sy, S,...S,... takich sum.

Definicja. Polem P badanej cagéci powierzchni nazywamy granice
ciagu sum S, dcianek stycznych, otrzymanych przez ciag kolejnych po-
dzialéw obszaru D (i danej powierzchni) na elementy, ktérych érednice
da2a do zera (t. j. przez ciag tych podzialéw, pray ktéryeh najwigksze
érednice dgzg do zera).

Okazemy, Ze ta granica istnieje, gdy funkeja f(w,y) jest ciagla
q='§§= (@, y), ciagle
w obszarze D. I tak p, jest rzutem plaskiej écianki stycznej s, na plasz-
czyzng (XY), zatem:

i posiada czastkowe pochodne: p = 9—3 =f@y)i

. p,
= 8, CO8 czyli g — {2
P’ r Yr y » cos y"
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gdzie y, oznacza kat ostry, zawarty migdzy plaszezyzng styczog w punkeie
A,(¢,,m,) a plaszezyzng (XY). Cosinus tego kata wyrazamy wzorem (por.
tom I, str. 339):

1

A TS
czyli:

|
8y =
Vi + i@, y) 4 Fa.y)
W cosy, nalezy braé na (z,y) spéirzedne dowolnego punktu prosto-

kata p,, op. (&, 7).
Mianownik jest funkejg emiennych @, y; nazwijmy go krétko ¢ (=, y).

A wige:

Co

s =p,- |1 + i)+ 3. n)=9E.n) p

8= Yo 1) p

ral
Funkeja (=, y) jest ciagla w obszarze D, a wige granica ciggu takich
sum, gdy frednice elementéw p, daza do zera, istnieje i w mysl uwagi 2
na str. 226, jest réwna calce:

. ffq)(w. y)dedy czyli ffl/l + F2(@,y) + i@, y) dz dy

D) D)

Zatem pole. P badanej czesci powierzchni jest réwne tej calce. Uzywajge
skréceh p,q na czastkowe pochodne, otrzymujemy ostatecznie nastepu-
jacy wzdr na pole powierzchni o réwnaniu z = f(2,y) nad obszarem D:

(165) | ||P=ffl’1‘+p—2+?'dwdy

(D)

Obliczanie pola powierzchni krzywej nazywamy komplanacja tej po-
wierzchni; znajae bowiem liczbe P, mozemy z latwoscia znaleid plaskg
powierzchni¢ (np. prostokat lub kolo), majaca pole réwne polu te) po-
wierzchni krzywe).

Wzér (16D) mozemy takze pisaé w postaci:

dwdy
cos y

przyczem y jest katem, zawartym migdzy normalng do badanej powierzchni
a osig Z. Wyrazenie, znajdujace si¢ pod catka, nazywamy elementem po-
wierzchni i oznaczamy je krétko symbolem do.
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A wiee:

(165b) a_“@_V+. )a@

cos y

Uwaga. Celem lstwiejszego zapamigtania tego wzoru zwréémy uwage na to, Ze
jest on analogiczny do wzoru na dlugosé luku:

b
a—.—fl’f—l—f’(a:)'dm

Przyklady.
1) Jak wielks powierzcbnig wycina prostopadiosdcian, ktérego wierz-
cholki podstawy majs spélrzedne 4 (0, 0), B(3,0), 0(0 6), D(3,6) z po-

wierzehpi o réwnaniu:
= P? Yy

(Jest to stozek eliptyczny, ktérego wierzcholek lezy w poczgtku ukladu
a osie X i ¥ 83 tworzgcemi; o jego jest symetralng kata X XOY).
Obszarem calkowania jest prostokgt ABCD. Zatem:

P=ffl’l+—p’+_q’dwdy

Ale:
S LT LN LT
| =2y {2 Ve sl
a wieo:
2oy yr 427
e -
__//Vigdwdy
Stad:

P=jra/(mt+ym"*)dwdy—/y_.( 3 +2ya:*) .dy—

= G'f(y—* 4 y'}) dy = 36
1]

2) Obliczy¢ pole powierzchni, wycigtej z kuli o réwnaniu:
M - a4y —ar=0
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przez dwa walee o réwnaniach:

an 2’4y —aw=0, (I11) 2t yttap=0

Na fig. 87 przedstawiono ésemke kuli.
Kierownica pierwszego walea jest kolo o réwnaniu (IT) a tworzace
sa réwnolegle do osi Z.
Pochodne czgstkowe p i g obli
czamy z uwiklanej formy (I):

Jeteli calkujemy najpierw wedlug o,
to zmienne granice dla y 83 y; =0,
¥y = aw — @, a @ zmienia sig od
#, =0 do &, =a. Calkowita po-
wierzchnia, wycigta z kuli przez
ten walec, sklada sig z 4 takich
Y Fig. 87 czgdci: dwie lezg na gornej pdl-

: kuli, dwie zas na dolnej. Widocz-

nem jest, ze drugi walec wycina dwa okna o réwnej powierzchni. Zatem:

ax—

“yax—-xl a' V“‘ ' .
at y' _ m’_l_!/l_l_z!
P=8//l/l+?,+;5dydw-— //———;-——— dy dw
e 0

czyli:
, Vs

P=8a %
Var — o3 — 42
4]

Obliczenie tej calki jest dos¢ mozolne. Najpierw sprowadza sie wew-

netrzng calke zapomocy podstawienia ¢ = S do funkeji arcus sinus

Va’ — z?
a nastgpnie przy calkowaniv wedlug & uzywa sie¢ calkowania ,per par-
tes* Dochodzi si¢ ostatecznie do wyniku:

P=8a%(3 — 1)

Wynik ten uzyskamy w jednym z nastgpnych paragraféw (§ 258)
zoacznie szybeie), wprowadzajge za @ i y nowe zmienne w catke podwéjng.

Powierzchnie, wycigte 2 kuli przez takie dwa walce, stykajace sig
z soba wzdlui osi Z, nazywamy oknami Viviani'ego.
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l_r.

256 Zwiazek calki podwéjnej z calky krzywolinjowa. Twier-
dzenie Greena-Riemauna. ‘

Calka podwéjua po obszarze ma bardzo bliski zwigzek z catks kray-
wolinjows, brang po brzegu tego obszaru.

Wezmy pod uwage calke krzywolinjows po linji zamknigtej L z do-
woluej funkeji P(z, y), ciaglej w obszarze

domknigtym regularnym, zamknigtym ta linjs: Y PL
c
I=| P d
) (@, y) dw A
Zalézmy o linji L, e kazda prosta réwno- 0 >X
legla do osi' Y przecina ja najwyiej w dwéch ¢ Fig. 88,

puvktach (jak na fig. 88) i ze w réwnaniach

¥y =19 (@), ¥y = yy(x) tukéw ABC i AEC tworzacych te linje zamkmigta,
¥,(@) i y,(@) sa funkejami ciaglemi. Okazemy, Ze ta calka krzywolinjowa
jest réwna ujemnej wartodci calki podwdjnej po obszarze D, zamknigtym
dP(x,y)
B

ty linjg, z funkeji . Zakladamy przytem, ze ta czastkowa pochodna

jest ciggla w calym danym obszarze domknigtym D. Twierdzimy wige, ze:

(166) fP(w, y)dw=—ffa—’%‘;41) dx dy

() (D)

Dowdd. Wykonajmy w tej calce podwdjnej najpierw calkowanie
wedlug y. Granicami calkowania dla y sg y,(®) i y,(®). Granicami za
calkowania dla @ s3 skrajne odei¢te z, = a, @, = b. Zatem:

[ [ [

a pix)

Calks = % wedlug y jest oczywidcie P(z,y), a zatem:

'f/a

(D)

_f<p (@ 95(@) — P(®,y,(@)) do =~

= / P(x,y,(@)) do -+ / jP (2,9, (@) de

Pierwsza z calek prawej strony jest calks kraywolinjows z funkeji Pz )
po luku CB4, druga zag§ po luku AEC.

Rachunek rézniczkowy i calkowy, T. 2. : 16
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A wieo;
oP
.,ff—agdmd?/ mfP(m, y) do +fP(w,y)dw=
‘®° caa AEC
= f P(a, y) do = z[ P(o,y)do
EBAER !

Kierunek obiegu linji L, zaznaczony porzgdkiem liter CBAEC, jest do-
datni, albowiem przy takim obiegn mamy powieszahnig D po lewej rges.
A wige calka podwojna po jakimé obszarze da sig wyraszié zapomocs
catki, branej tylko po brzegu tego obszaru. Zdawadby sig moglo, ze majge
- wykonaé calkowanie po obsgarze, trzeba znad wartoss funkeji dla wezyet-
kich punktw tego obszaru; tymezasem okazalo sie, e wystarezy znad
wartosci tyllko na brzegu obszaru, ale wartosei innej funkeji, & miano-

wicie nie funkeji podcalkowe;j %), lecz funkeji pierwotnej (wzgledem y) P.

Z czem$ podobnem spotkaliémy sig juz w calkach pojedyiczyeh,
I tak:

f F'(@) do = F(b) — F(a)

Przy tem calkowaniu w przedziale od @ do b mogloby sig zdawaé, zo
trzeba znaé wartodci rz¢dnych dla kazdego puuktu tego przedzialu; tym-
czasem wystarczy znajomosé rzgdnych dla koficow przedzialy, ale nie dla
funkeji #"(x), tylko dla funkeji pierwotnej F(m).

Twierdzenie analogiczoe do twierdzenia, wyrazonego wzorem (166),
otrzymujemy, wykonujac najpierw calkowanie wedlug zmiennsj @. Otrzy-
mujemy mianowicio pomigdzy calkg krzywolinjows po linji zamknigtej L

z funkeji Q(a,y) wedlug g, a calkg podwdjug =z funkeji %—5 po obszarze,

zamknigtym ta linjs L, nastgpujacy zwigzek:

2¢
(167) , ff%dmdy = | Q@ y)dy
) aw f

)

Zskladamy przytem, ze Q(a,y) i gg sy ciagle w obszarze D, a linja I

ma z kajdg prostg réwnolegly do osi X najwyzej dwa punkty wspélne.
Pozostawiamy czytelnikowi szezeglowe praeprowadzenie dowodu.
Utyvorzywszy sumy calek po obu stronach wzoréw (166) i (167),
ofrzymujemy nastgpujgey wzér ogdlny:
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(168i ff(g—g—%’ d dy——dew—l-Qdy)
(D)

‘Wzér ten zawiera w sobie wzory (166) i (167) jako specjalne przypadki
(dla Q =0 lub P=0). Twierdzenie, wyrazone tym wzorem, nazywamy
twierdzeniem Greena-Riemanna. DowiedliSmy prawdziwosei jego dla
obszaréw D, zamknigtych takiemi linjami L, .
ktére kazda prosta réwnolegla do osi spél- Y
rzgdnych przecina najwyzej w dwéeh punk-

tach. Twierdzenie to jest jednak prawdziwe

4

takze dla ogdlniejszych obszaréw, a miano- | X
wicie dla takich, ktére mozina rozloiyé na ol >
skoniczong liczbg obszaréw powyiszego typu Fig. 89.

(jak np. na fig. 89). Aby to okazaé, wypisu-
jemy dla kazdego czeéciowego obszaru wzér Greena-Riemanna i twe-
rzymy sumy prawych i lewych stron tych wzorow. W ten sposéb otrzy-
mamy po lewej stronie jedng calke podwdjng, brang po calym danym
obszarze, a po prawej, sume calek krzywolinjowych. Otdz te czedci calek
krzywolinjowyeh, ktére s3 brane po linjach, rozcinajgeych dany obszar
(jak np. po linji 4B na fig. 89), odpadng w sumie, poniewaz przebiegamy
te linje dwukrotiie, raz w jednym kierunku, a drugi raz w przeciwnym.
Wskutek tego otrzymamy ostatecznie po prawej stronie jedna calke krzy-
wolinjows, brana po linji L, zamykajgcej caly dany obszar.

O funkejach P(z,y), @@, vy), 3—5, ‘g
w danym obszarze; z‘aloienia te sg istotne.

zakladalismy, ze sy ciagle

§ 267. Zastosowanie twierdzenia Greena-Riemanna do badania
g catek krzywolinjowych i rézniczek zupelnych.

Wlemy, e wartodé calkl krzywolanoweJ/(P(m y)dz -+ Q(z,y)dy),

branej pomigdzy dwoma punktami A4, B, zalezy w ogéblnosei nietylko od
- 8p6lragdnych. tych punktéw, lecz takze od drogi, laczacej te punkty, po
ktérej calkujemy. Nadawyczaj waine sg w zastosowaniach te przypadki,
w ktérych wartosé tej calki krzywolinjowej nie zalezy od drogi (a zalezy
tylko od punktéw koncowych). Przy pomocy twierdzenia Greena-Rie-
manna znajdziemy warunek konieczny i dostateczny na to, aby wartosé
- ealki krzywolinjowej miedzy stalemi punktami byla niezaleina od drogi.

Niechaj funkeje P(z, y), @, y) oF ‘?—‘) beda ciggle w jakims obszarze TV
(fig. 90). @
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Wetmy pod uwage dowolue dwa punkty A, B z tego obszaru i dwie
drogi ACB, AEB, laczace te punkty, a nie majgce pozatem sadnych
punktéw wspélnyeh i lezgce catkowicie w obsza-
rze W. Zadamy, aby calki krzywolinjowe po
tych drogach byly sobie réwne, t j. aby sig
spelniala rownoéé:

f(m + Qdy) =f(Pdm + Q dy)
Fig. 90. iEB AcE

0

Przenosimy drugs calke na lews strone i otrzymujemy:

1 Araca
Nazwijmy liters L linjo zamknigts 4EBCA, ograniczajaca jakis obszar D,
to calka po tej linji ma postaé:

(Pde - Qdy)==0
(L)

Na podstawie twierdzenia Greena-Riemanna jest takze:

ff dwdy__o

©)
Koniecznym i dostatecznym warunkiem na to, aby ta calka miala war-
toé¢ 0 dla kaidego obszaru D, zawartego w W, jest, aby zacbodzila
réwnosé:

9Q P
(169) % =y

dla wszystkich punktéw obszaru W. 4

(stotnie, warunek ten jest dostateceny. Wtedy bowiem funkcja pod-
calkowa jest stale zerem, a stad wynika va podstawie twierdzenia o war-
tosci- éredniej, ze i calka po kazdym obszarze D, zawartym w W, jest
zerem. '

Warunek ten jest takie konieceny. Gdybysmy bowiem mel w ja-
kuns punkcie obszaru W:

Fa,y )_élQ gf——a:{:O np a>0

to wskutek cigglodci tej funkeji musialby istnie¢ jakis (niewielki cho-
ciazby) obszar D,, otaczajacy ten punkt, w ktérym ta funkcja bylaby stale
dodatnia. Wtedy zas i calka po tym obszarze D, bylaby réina od zera
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I. Warunek (169) jest wiec warunkiem koniecznym i dostatecznym na
to, aby catka krzywolinjowa miedzy dwomia dowolnemi punktami obszaru W
byta niczaleina od drogi. .

Czyniliémy zalozenie, ze drogi ALB i ACB nie majg zadnych
punktéw wspélnych préez koneéw A4, B. Zalozenie to jest nieistotne. Gdyby
bowiem te drogi mialy jakies punkty, a nawet jakies luki wspdlne, to
obierajac trzecig droge AFB, nie majacg z niemi zadnych punktéw wsp6l-
nych préez koueéw, mielibysmy:

[Pdo+dy)= [(Pao+edy) i [(Pda+tody= [ (Pdo+Qay

AEB aFB 4CcF
a stgd wynika réwnoéé (R).

Uwaga. Twierdzenie to jest prawdziwe nawet wtedy, gdy sie nie uda znaletd
takiej drogi AFB.

Z warunkiem (169) spotkaliémy si¢ juz w rachunku réiniczkowym
(por. tom I, str. 347), a mianowicie okazano tam, ze jest to warunek
konieczny na to, aby wyrazenie:

P, y)do -+ @2, y) dy

bylo rézniczky zupelns. Obecnie mozemy okazaé, ze jest to takie waru-
nek dostateczny, to znaczy, ze jeieli ten warunek jest spelniony, to istnieje

taka funkeja u(w, ), dla ktérej P jest czastkows pochodna, 3“ a @ cza,s%—

du
kows pochodng —.
gp &ay

Otéz z réwnosel:
Ju
o P@y)

otrzymujemy:

u(, y) = f P(a,y) dz -+ ¢(y)

gdzie a jest dowolng stals. Rézniczkujemy obie strony wedlug y (stosu-
jac do pierwszej calki regule Leibniza, por. str. 203, wzér (150))
i otrzymujemy:

du E)P
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a to ma byé réwne Q(@,¥). Uwzgledniajae warunek (169), otrzymujemy
zatom: .

" 3¢ , ,
Q@ y) = | 5 do+¢'y) =0Q@y)— Qay) + o)
a wige: ‘

?'(y) =Q(a.9)
cayli:

, w(y>=fQ(a, ydy+0C

gdzie b jest dowoldg stals.
A wige:

(170)

w9 = | P2, y) dw + / Q@ 9)dy + C

Otrzymaliémy wige calg gromadg funkeyj (rézoigeych sig od siebie tylko
o dowolng staly liczbe), dla ktérych Pdo + Qdy = du jest rdétmiczks
zupelng A
II. A wige warunck (169) jest konieceny i dostateczny ne to, aby
wyrazenie:

Pdo + Qdy
bylo rigniczkyq 2upelng.

Wzér (170) pozwala odraza scalkowaé kaids rdiniczke zupelns, t. j.
znalefé funkeje, jeseli podava jest jej réiniczka zupelna. Przyklady eal-
kowaunia rézniczek zupelnych bez uizycia tego wzoru ogélnego podano
juz w tomie I (str. 347—349, przykiady 21 3). Zastosujmy ogélny wzér
do przerobionego tam przykladu:

(4y® — 2)dz - (12@y* — 6y) dy
Funkeja 2(@,y), ktsrej rézniezky zupelng jest to wyrazenie, ma wedlug
wzoru (170) postaé:

z(®,y) =ﬁ4y3— 2) do +ﬁl2ay’— 6y) dy + C,

=(4y’w-2w)|:+ (4ay“-3y’)|:+ C=
=4y’0 — 20— 3y + 2a¢ — 4ab* 4 303 4 C,
Oznaczajae wyrazenie 2a—4ab~ 363+ C, jedns liters C, otrzymujemy:
e=4yx — 20— 3y C

zgodnis 2z wynikiem, otrzymanym w tomie [.
Z togo twierdzenia II i z [ (o niezaleznodei calki od drogi) wynika
nastgpujace twierdzenie.
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111, Warunkiem koniecanym i dostatecznym na to, aby calka krzywo-
linjowa:
[ (pda+ gay)
TB .
byla niezalezna od drogi calkowania, jest, aby wyrazenie pod calkq bylo
rédnicekg 2upetnq,.

Przyklady, oméwione w § 242 oa str. 189—190, potwierdzaja ten
wynik.

Tak pp. wartosé catki krzywolinjowej:

f(3yda;—|—- 2 dy)

zalezy od drogi, poniewaz wyrazenie, stojgce pod znakiem calki, nie jest
rézniczkg zupelng. Istotnie:

By _ 2w _
3y =3 a P =2,

to zad znacay, e nie spelnia sig warunek (169). Natomiast w calee:

9(3y)=|=9(2w)

a wige

f(2wydw+ o dy)
jest: .
02ay) _9p i 2 _g,
dy )

- & zatem wartoéé tej calki nie zalezy od drogi.

Czyuiliémy zalozenie, 2e funkecje P(®,y), U@, y) i ich czastkowe
pochodne 23 ciggle w badunym obszarze. Jezeli te funkcje sy nieciggle
chociazby w jednym punkecie, lezgcym migdzy drogami calkowania, to
oalki krzywolinjowe po tyeb drogach mogs mied rdéne wartosei, chociaz
funkeja podealkowa jest rézniczkg zupeloa. Tak np. obliczamy calke krazy-

wolinjowy:
7 _fa) dy — ydo
o+ y

po kole o réwnaniu ®®4- y®=1. Latwo zbadaé, ze wyrazenie, znajdu~
Jace sig pod calks, jest dla (@,y)(0,0) rézniczka zupelog funkeji

arctgy— Wartosé tej calki otraymamy, uzywajage dla kola przedstawienia

parametrowego: @ = cosf, y = sinf. Wtedy:

en
_fcos?t-l—sm_dt _fdt=2n
[}
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Ta calka po linji zamknigtej ma wartodé rédna od zera. Obliczajae jq,‘
po drodze ADC (fig. 91), t. j. po gérnem péikolu, otrzymujemy:

Y st |

== = — 7T

TN Jomti==r
+—L é Po dolnem za§ pdlkolu ma ta calka wartosé:

A 0 4
\’// 7 2n
. fdt=t|=+n

8
Fig. 91.

a zatem otrzymujemy réine wartoéei po tyeh
dwéch drogach. Pochodzi to stad, ze funkecje:

sg nieciagle w punkecie 0(0, 0), zawartym mig¢dzy temi drogami calkowania.

Twierdzenia I—III majs szczegélnie wielkie znaczenie w fizyce
matematycznej. I tak widzielismy (w § 244), 2e praca, wykonana po do-
wolnej drodze przez dowolng sile, wyraza sig calks kraywolinjows. Ogra-
niczajge si@ narazie do jednej plaszezyzny, otrzymujemy na prace wzor:

Li[wmw@+0mw@)

AB

gdzie P, Q sy skladowemi sily w kierunkach osi spélrzgdnych. Otéz war-
toéé tej pracy nie zalezy od drogi wtedy 1 tylko wtedy, gdy wyrazenie
pod calkg jest rézniczkg zupelng jakiejsé funkeji u(w, y). Te funkejg na-
zywamy potencjatem. Teorja potencjalu jest bardzo waznym dzialem fizyki.

Podobnie w termodynamice przyrost energji i entropja(por.str.196 — 197)
wyrazaja sig zapomocs calek kraywolinjowych z réiniczek zupelnych;
zatem zmiana energji i entropji nie zaleig od drogi, po jakiej sig odbywa
proces termodynamiczny (,drogg“ nazywamy tu wykres, podajgcy zwig-
zek cidnienia z objetoscig lub z temperaturs).

Podobne pojecia stosuje sig w hydrodynamice, aerodynamice i w nauce
o elektrycznodei.

Oméwimy tu jeszcze w krotkosci zastosowanie twierdzenia Greena-
Riemanna w teorji funkeyj zmiennej zespolonej. Widzieliémy juz
w § 245, ze catka z funkeji f(2) = P(®,y) +i- Q(2,y) zmiennej zespo-
lonej 2z == @ -- iy skiada sig z dwéch calek krzywolinjowyeh, branych
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po jakiejé linji na plaszczyZnie zmiennej zespolonej, a mianowicie (por.
wzor (149) na str. 200):

ZB/
ff(z)dz
Z4

———

ACB

= [(P@n)do— 0@ y)d) +i [ (0@ y) do+ Pary) &)
ics ics

Zalétmy, ze P, Q i ich’ pierwsze czgstkowe pochodne sa funkcjami
cigglemi w jakimé obszarze, zawierajgeym drogi calkowania.

Calka ta nie zalezy od drogi wtedy i tylko wtedy, gdy funkecje
P@,y) i Q(w, y) speluiajg warunki:

9P 3Q
y o
1
(0 2Q_ P
dy ~ o

wtedy bowiem calki po prawej stronie sg niezaleine od drogi, Te dwa
warunki s réwnaniami rézniczkowemi czgstkowemi pierwszego rzedu,
zwanemi réwnaniami Cauchy’ego i Riemanna,

Zalézmy, 2e funkeje P i @Q posiadajs takie drugie czastkowe po-
chodne ciggle. Rézniczkujge pierwsze z réwnah (171) wedlug y, a drugie
wedlug @, otrzymujemy:

o A
3y T ady
QAP
ydw — Jw’
a stad: 2P ip
Tt + W =0
Podobnie rézniczkujae pierwsze réwnanie wedlug @ a drugie wedlug y,
otrzymujemy: :
PO N0 _,
ozt ' Yy

Widzimy wige, ze zaréwno funkeja P(x,y) jak i @@, y), w razie, gdy
catka z f(2) nie zalezy od drogi calkowania, bransj z pewnego obszaru, spel-
uiajg W tym obszarze to samo réwnanie rézniczkowe czgstkowe 2-go rzedu:

w0 _

(172) 5t o =0

zwane réwnaniem [Laplace’a,
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§ 268. Wprowadzenle nowych zmiennych w calke podwéjng,

Widzielismy w §§ 207 i 219, jak waioe uslugi oddaje przy obli-
czaniu calek pojedyhczych calkowanie przez podstawienie, czyli wprowa-
dzenie powej zmiennej ®» = @(f) zupomocy wzoru:

b ty
f f(e)do = / fi@(t)) ¢'(t) dt

Uogélnimy obecnie t¢ metod¢ ne calki podwdjne. Chcemy mianowicie

wprowadzié w calkg:
= [ [ o4 daay
)

nowe zmienne ,v zapomocy zwigzkéw fuokeyjnych:
(a) &= @(u, v, y= ()

Zwigzki takie interpretujemy geometrycznie (por. tom I § 121) jake
odwzorowanie plaszezyzoy (UV) na plaszczyzne (XY) (fig. 92). Bedziemy
brali pod uwage tyiko takie od-

Y
1* " Up wzorowania wzajemnie jedno-
) znaczne, w ktérych obszarowi I
” ~ 0 na plaszezygnie (U V) odpowiada
Y x ~——" y Jako jego obraz réwnigt jakis
o > ;) . > obszar D na plaszczyinie (XY)
~ Fig. 92. i to tak, ze brzegowi L' od-

powiada brzeg L, przebiegany
w tym samym kieruukuw, co L’." Zbadajmy najpierw, na co zmieni sig
prostsza catka, a mianowicie:

(b) D= f de dy

“©
gdy wprowadzimy za @,y nowe zmienne zapomocg wzoréw (a). Calka ta,
ak wiadamo (por. wzér (161) str. 228), przedstawia pole obszaru D. Wynik
uzyskamy najszybeiej, przechodzge przez twierdzenie Greena-Riemanna,
I tak, chego zastosawaé do tej catki podwéjnej to twierdzenie w postaci

wzoru (166), kladziemy P=y, a wich—;—)zl i otrzymujemy :

D=ffl-d{b‘dy=—fydm
D) (743

Wprowadimy nowe zmienne w te calke krzywolinjows, Gdy puoke
o spélrzgdnych (a, y) przebiega na plaszczyznie (X ¥) linjg (L) o réwnaniu



261

f®@,y)=0, to punkt (x,v) przebiega na plaszezyinie (UV) linj.e (L)
o réwnaniu f(P(u, v), Pk, v)) = 0, a wige zmienne u 1v 8 w‘ tej calce
krzywolipjowe] W ten sposéb od siebie zalezne. Otrzymamy wige:

dp g ]
D-""—fyd“’:—;f'l’(uav)d(¢(u,v))=—(fw(u,v)[5a du+ 5 dv

.0 ) "
czyli:

P
p=_5f('pg—z’ du+zp5%dv)

L)

Zastosujmy do tej calki krzywolinjowej znowu twierdzenie Greena-
Riemanna (wzér 168), kladac:

o9 __ o°p _
¢§‘E~P(“,v)y 'pav_"Q(uvv)
- & zatem:
w050 =5 (v50)
D=- (97("’91») a("’a du dv
(D"
Ale:
3 (,00\_dvop ¢
n(”"a“)"'a—u 5o T Y3000
o ( g\ _dpdp , g
?:T;( 5;)*55§a+"’auav
A wige:

— [ [(°® v é?«p?ip)
D"jf(ﬂ?fo_a"vau du do
(124}

Fankcja podealkowa jest tu jakobjanem (por. tom I, str. 362) fnnkeyj
o = p(u, v), y=Y(y,v) woedlug zmiennych u,». Oznaczajac ten jakobjan
krétko aymbolem : :

@, y)
J= -
3w, v)
otrzymujemy : '
- Az, y)
(¢) _ D _ffé)(u, %) du dv
7:0)

Zskladalismy, Ze przy odwzorowaniu brzeg L obszaru D byl obiegany
w tym samym kierunku, ¢o braeg L’ obszaru 2. Gdyby ten obieg byl prze-
oiwny, to catki krzywolinjowe po linji L', wystgpujace w powyszym dowo-
dzie, mialyby zonaki przeciwne tak, Ze ostatecznie otrzymalibydmy wazé--

o, y)
d = — Y
(d) D ff T, v) du dv

(o)
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Jezeli uczynimy obecnie jeszeze dodatkowe zalozenie, ze jakobjan nie-2mie-
nia znaku w obszarze calkowanie, to we wzorze (¢) musi op byé nieujemny
(albowiem wartosé calej calki musi byé dodatpia, poniewaz jest réwna
dodatuiej liczbie D), a we wzorze (d) niedodatni. Wobec tego we wzorze (c)
Az,y) | 9@y) A, y) | Aw,y)
=) d) — 25 =2
S, — |y 2 "2 () = 50 = 5, v)

Otrzymujemy zatem dla obydwu praypadkéw wspélny wazér:

(113) ‘f JEes

Uwaga. Zalozenie, Ze jakobjan nie zmienia znaku w obszarze D', jest w Scislym
zwigzkn z wzajemna jednoznacznodciy odwzorowania. MozZna mianowicie wykazaé, ze
gdy jakobjan zmienia znak, to istnieja takie punkty w obszarze D na plaszezyinie (XY),
ktérym odpowiadajs dwa réZne punkty w obszarze D’. (Dowéd znaleZé mozna w podre-
czniku E. Goursat'a p. t. Cours d’Analyse mathématique, r. 1802, tom I. str. 299).

mozemy polozyé

du dv

OtrzymaliSmy w ten sposéb wzér na pole obszaru D, lezgcego ua
plaszezyéoie (X V), wyrazony zapomoes spéirzednych u, v.
Z wzoréw (b) i (173) wynika wzér:

(1738) ffdmdy_ffl_—_ﬂ

W ten sposéb wprowadza sig nowe zmienne w calke podwdjng z bardzo
prostej funkeji: f(w,y) = 1. Opierajge si¢ na tym wzorze, wyprowadzimy
juz z latwoscig ogdlny wzdér, dla dowolnej funkeji podealkowej f(a,vy).

Przedtem jednak zwrécimy jeszeze uwage na to, jakie znaczenie
ma jakobjan dla odwzorowania, okreslonego réwnaniami:

du dv

. == p(u, v) y=y(u,v)

Zastosujmy do calki, wystepujgce) we wzorze (173), twierdzenie o wartodei
redniej (wzdér 163a na str. 229), to:

a,y) ,
(174) S )
umg
. V:ﬂ
. a stad:
D _Jdzy)
D 3(u, )
vy

Weimy pod uwage jakis staly punkt w=u,, v=1v, obszaru D’
(Gtdy srednica & obszaru D' dazy do zera, to takze $rednica obszaru D
dazy do zera, a granics ilorazu pdl tych obszaréw jest:
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lim 2 —
(175) oo D

u=uq
v=vyp

t. j. bezwzgledna wartodé jakobjanu w punkeie u = u,, v=1, Granice
stosunku obrazu D obszaru D’ do samego obszarn D’ nazywamy stosun.
kiem znicksztaleenia powierzchni przy odwzorowaniu.

Widzimy stad, 2e bezwzgledna wartodé jakobjanu w kazdym ..iccie
Jjest rowna stosunkowi znieksztatcenia powierzchni przy odwzorowaniu. Sto-
sunek ten gra bardzo wazna role w geodezji i w kartografji matematycz-
pej. Odwzorowania, w ktérych jakobjan ma stale wartodé 1, nazywamy
wiernopowierzchniowems.

Takiemi odwzorowapiami wiernopowierzchniowemi sg oczywidcie
obroty i przesunigeia. Tak np. obrét osi spdtrzednych o staly kat o jest
okreglony réwnaniami:

r=ucosa—veina
y=usipa | vcosa

Poniewaz &, =cos ¢, #,= — sin@, y,==sina, y, = cos a, przeto jakobjan .
tego przeksztalcenia ma wartqsé:
) .
at) = cos? @ — (— sintq) =1
I(u, v)
Podobnie dla przesunigcia osi, okreslonego wzoramiz
z=u-t+a
y=v + b
olrzymuje si¢:
‘”;y] —_ ]
Nu, v)

Istnieje jednak takze bardzo wiele mnych odwzorowa wiernopowierz
choiowych, nieraz bardzo skomplikowanej postaci.
Przejdimy do Wprowadzema nowych zmiennych w ogélng calke

podwojna :
f f f(@, y)dx dy

Obszar D' na plaszezyinie (UV) dzielimy na dowolne elementy o,

Niechaj im odpowiadajg w obszarze D na plaszczyznie (XVY) ele-
menty w,. Na podstawie wzoru (174) jest:

Az, y)
E)(u v)

i

"-"l

gdzie 4;,v, oznaczaja spdlrzgdne odpowiednio dobranego punktu z obszaru a;.
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Niechaj f(, y) = f(@(u, ), y(u,v)) = F(u,v). Tworzymy sumy postaci:

. e,
2’(“’1- y)w, =2 F(u,, v) i S‘Q

u, v)
Ciag takich sum, gdy érednice weszystkich elementdw w,, 6. daia do zera,
ma jako gravice odpowiednia calke podwdjng (por. str. 230). Przechodzge
wige do granicy, otrzymujemy:

(176) fff(w,y)da;dy :=fff(w(u,v),y(u,v))
DY)

(D)

g,

a==uy
vy,

Nw,y

Nu

) du dv }
)

. Jest to wzér na wprowadzenie nowych zmiennych w catkg podwéjng:
trzeba wprowadzi¢ te zmienue zapomocy wzoréw &= @(u,), y = W(u,v)
- w funkeje podealkowa, pomnozyé ja przez bezwzgledng wartosé jakobjanu
i zmienié obszar catkowania. Widzimy tu wyrazng analogje z odpowiednim
wzorem dla calek pojedynczych.

Przyicéady. )
1) Obliczy¢ pole wycinka pierseienia kolowego (fig. 93) przy pomocy
catki podwdéjnej.

, ' Uzyeie wzoru:
2 D= f f do dy.

h X byloby tu bardzo niedogodne, poniewas trzebaby
Fig. 93. rozkladaé obszar calkowania na 3 czesei (linjami

kreskowanemi na figurze). Natomiast przy uzyciu
- spélrzednych biegunowych rachunek przedstawi sig bardzo prosto, albo-
wiem obszarem catkowania bedzie na plaszezyznie (R, @) prostokat, okreslon y
nieréwnoéciami :

Sle

n<r<<n, <P
Do uiycia wzoru (178) potrzebny jest jakobjan. Otdéz:
T=rcosp, y=rsingQ
zatem .= Co8 @, y, = sin @, &, == —rsin @, y, == rcos ¢, & Wige:

CO8 @, ~ 7 8iD @

I=|".
sin @, 7rcos¢@

=recos?p | rsinlp =1r

Widzimy wige, ze jakobjan praeksztodcenia spdtrzednych prostokgtnyck na
biegunowe jest réwny promieniowi r.



256b

Wobeo tego wadr (173) przyjmnje postad:

[‘;ﬂd rny Py ry
D= frdrdfp..—.:J' frdrdq)zﬁ rs

Oznaczmy @y — @, == @, szerokosdéd pleréclenm rg — r,=3s, & dlugosdei
lukéw, ograniczajgeych ten pierdcien, §=r,a, § = r,a. Zatem wzir na
pole wyeinka pierizienia kolowego przyjmuje postaé:
D=3}(rs+r)(rp—m)a=}h+4)s
znang 7 matematyki elementarnej.
2) Obliczyé powierzchnig 4 okien Vivianiego (por. str. 240) i obje-

todd, pozostajacg z kuli po wydrgzeniu dwéch waledéw, wycinajacych te
okna (fig. 87 str. 240), Otrzymaliémy przy usyciu spélrzednych prosto-

katnych wzdr:
P 8a f dody
Vet — o — 40
Wprowadzmy spélrzedne bwguu.owe. to 2%+ y?==r3, a za dwdy trzeba wpro-
wadzid rdrde, jak to widzielismy w poprzednim przykladzie. Wobeo tego:
P Baff rdrde
al— ¢
(L)
Jozel ustalimy @, to r zmienia sig od r=0 do 04 (na fig. 87), t.j.

do r==a-008 @. Kat za8 @ zmienia sig w stalych granicach od ¢ =0
do @ ==4. Wobheo tego:

dtp =3 (r5— ) (s — 1)

3
P=Baf(-wsmtp-}—a)tl(p=;8a*(cosq>-+-q)) = — 1)
[ [

Interesujqcem Jest, ze wzér na pole powierzohni, pozostajacej z kuli po
wycigeiu tych 4 okien, nie zawiera liczby n, albowiem :
4a'n1 — P==4a%*n — 4a*n 4 84 = 8a?

Objetodé v dwiartki jednego walea, przedstawionego na fig. 87, oblicza

sig wzorem (164) z § 263 przy uiyciu spélrzgdnych prostokatnych.
W naszym praypadku otrzymujemy :

”=ffya’—sw“—? dy do
D)

poniewai réwnanie géroej pdlkuli ma postad z=:Va’—m'—y’.
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\

Przy uzyciu spélrzednych biegunowych otrzymujemy:
acodp

R 2:‘/: M %
v—ffya’——r’rdrd(p—fa 4 =-—§f(a’Si“’¢P—,a“)d(D
[

Calkg z sin® ¢ obliczamy, jak wiadomo (str. 56), podstawiajagc cos @ =t
i otrzymujemy:

v= —%f'(icos’tp—coﬂp+0’)!’2;'=§(—§+%‘”)

Wobec tego szukana objgtosé¢ ma wartosé:

4o’ 8a 19 g8

3 i_i_?fn)

V=§a3n~8t}=

3) Wyprowadzi¢ wzér na komplanacje powierzchni, majac podane
jej przedstawienie parametrowe (por. tom I, str. 378—380):

= @(u,v), y=v(uv), z=yx(uv)

Gdybyémy wyrazili z dwéch poczatkowych réwpan u i v jako funkeje
zmieonych @ i y i wstawili te wyrazenia w trzecie réwnanie, to otrzy-
malibydmy z wyrazone w zaleznoéei od zmiennych @ i y. Mozemy jednak
bezposrednio przeksztalcié wzér (165) na komplanacje na nowe zmienne
u, v, wprowadzajac za & funkcje @(u,v), a za y funkeje ¥ (n,v).

Pochodne czastkowe p i g, potrzebne do tego wzoru, obliczono jud
w tomie I, na str. 380, a mianowicie:

. i Yy T, Y, &, 2, LY.
p =2, = y : y |‘ q = 2) == : y
2y yv wu yu wl! zv wu y'
Sg to ilorazy jakobjanéw: ' '
J, = @ y) __dw,2) __d=y)

du,v)) T du,v) T I(u,v)

Te pochodne p,g wprowadzamy pod pierwiastek, a ponadto mnozymy
fuokej¢ podcalkows przez jakobjan J. Otrzymujemy zatem: -

e[ SV i+ + (G e

(przy zalozeniu, ze jakobjan J nie zmienia znaku w obszarze calkowa-
nia). Stad wynika:

fVJ’-{—J?—{-J% du dv

()
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czyli:

o [l JVE

(D)

@, 2
D, 2

&, y,.
@&, y,

du dv

z.,y,.”
z!yv|+

Wprowadimy nastgpujgce skrécone oznaczenia, uzywane czgsto W teorji
powierzehoi;

E=x+v+z

F= 2,0, 4 4.9, 1 2.2

G=a,+y.+ 2.

Po zastosowaniu do sumy kwadratéw, znajdujgcyeh si¢ pod pierwiastkiem
we wzorze (177), identycznosci Lagrange’a (por. tem I, str. 481), otrzy-
mamy nastepujgcg skrécong forme wzoru (177):

(118)

(179) P= f f VEG —F du do

(D)

Tak np. majse podane réwnanie powierzchni w postaci:
2= F(r,¢)

gdzie 7, @ 83 spélrzgdnemi biegunowemi na plaszezyZnie (XY), zwigzanemi
z @,y zapomocy vzOordw @ = r CO8 @, ¥ = r8in @, moZemy otrzymaé
z wzoru (177) wzér, wynikajgey z niego przez wprowadzenie spélrzednych
biegunowych. I tak wiemy juz, ze jakobjan:

@,
J ot y =19
%y Yo
Jakobjany J, i J, maja postaé:
2, 9, 2, Ssin .
J1= y = ¢ =rcosq;z,—smq)z,,
20Yp 2,7 CO8Q
z, 2, cos 2, .
Jy= = .(p == CO8 P 2,--rsingz,
2y 2, — rsing 2,

Stad:
Ji4Ji=rtal 42

a zatem wzor na komplanacje przyjmuje postaé:

e[ [

D)

Rachanek réiniczkowy i calkowy. T. 2. Y]
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4) Dana jesi powierzchunia srubowa o réwnania:

LI

k &

(por. tom I, str. 64). Obliczyé pole tej czqécl powierzchni érubowej, ktérg
wycina z niej walec o réwnaniu:

+ yﬂ — a’
a ktérg zakredla prosta (o8 @-6w) przez obrét o kat @ od polozenia po-

czgtkowego.
Uzywajae spélrzednych biegunowych, otrzymujemy.:

2nz2 r sin @

B = rcostp=tg¢
a stad:
2n
S =otun
czyli:
_ +
Z—%w ¢

Uzywajac wzoru (180), otrzymujemy:

= | J Vol

Obszar calkowania wyznaczamy z nastgpujageych warunkéw: ¢ zmienia
sig od 0do @ a 7 zmienia gig od 0 do a, a wige granice calkowania sg
stale, Zatem:

P—//Vrd¢dr—a/Vr’+( dr

Stosujac do tej calki wzér (30) ze str. 48, otrzymujemy ostatecznie:

=g G (s e e ()]

) Obliczyé pole powierzchni, wycigtej przez walec o réwoaniu
#? |- y* = a’ z paraboloidy hiperbolicznej o réwnaniu:

22—y =2 mz
(por. tom 1, str. 44—45).
Wprowadzamy spélrz¢dne biegunowe w réwnanie powierzchni i otrzy-
mujemy:
r®cosf @ — risin?p  rPcos2¢

—
= —

2m 2m
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Stad: 7
dz __rcos2p ?z__r'sm‘ztp
™ o9 m
Wedlug ‘wzoru (180) jest:

r3 cos? 2 résin? 2
P=//Vr'+r’ cm'__?+ ey q)d,rd,(p=
)
__//l/r'+—drdq)

P=//‘/l+-rdrd<p-j/-vmdrd¢

(D)

wigc:

Podstawiajgc % = ¢, otrzymujemy z latwosciy:

°_ (m? 4 a*f — m®
3m -

Im

Wobec tego: "
P f(ml+a:'1._ms =2—n[(m’+a”"—m’]

6) Obliczyé pole tréjkata sferycznego prostokatnego, znajgc jego
boki i katy, np. pole tréjkats
ABC ua fig. 94. Réwoanie kuli
o promieniu £ ma postaé:

o8+ y' + ot = R?

Po wprowadzeniu spélrzednych
biegunowych pa plaszczyzoie
(XY), otrzymamy dla gornej
pétkuli:

z2=)RV—
a stad:
de 0 9_2__. —r
dp 0 Ir” YR __ e
A wige:

Obszarem calkowama jest krzywolinjowy tréjkqt BCC na plaszezyinie (X Y)
(6g. 94 1 95), przyczem BC jest lukiem kola, a BC’ lukiom elipsy, powsta-

7
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jécej przez rzut kola wielkiego BE na plaszezyzng (XY) Poléwkami osi
tej elipsy s OB==R i OF = R cos §, albowiem § jest katem nachylenia

LY plaszezyzny BEO do plaszezyzny (XY)
4 Réwnanie tej elipsy ma postaé:
a” y’ _
c B Bicosip =
I
Fs’"““-;\ (o) Wprowadzajgc tu &= rcos@, y =rsing,
2 otrzymamy:
Rco
M r=p——l__— )
r V1 —sin? g cost p
0| “a\ e X
| R B Wedlug zmiennej r trzeba calkowaé od
Fig. 95. tuku elipsy do luku kols, zatem od r po-

danego wzorem (I) do r=R, a dla ¢
granice sg stale, od ¢ =0 do ¢ =a. A wige:

R
Br
()

Calkowanie wedlug » (przy uzyeiu podstawienia r3=t) daje — RJ/R*— 13
a po podstawieniu granic otrzymamy:
g sin 8 sin @

V1 — sin® g cost @

Uzywajac tu podstawienia sin § cos ¢ = 2, otrzymamy:

P= [ R?

do

P=— Rtarcsinz |"= — RYaresin(sin fcos (p){a= R 3—arcsin (éin Bcosa))

o
Bardzo prosto wyraza sig ten wzér przy pomocy kata a. I tak z wzoru:
cos @ = din § cos a
znanego z rozwigzania trdjkata sferycznego prostokstnego, otrzymujemy:

gin (4 = — a) = sin # cos a
a wige:
arcsin(sin § cosa) =arcsin(sin({ 7 — @) =in —~ «a
Wobec tego:
P=R@B—irnte)=R@t+f+in—mn
Wyrazenie, zawarte w nawiasie, jest nadwyzks sumy kgtéw tréjkata sfe-
rycznego nad kat polpelny i nazywa sig ekscesem: sferyczmym e A wige:
P=R%¢
Doszlidmy w ten sposéb do wzoru, ktory sig wyprowadza w trygonometrji
sferycanej wprost z rozwazan geometrycznych i trygonometrycznych.
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§ 2569. Calki podwéjne niewladciwe.

Dotychezas zajmowaliémy si¢ tylko takiemi calkami podwéjnemi,
w ktérych funkeja podealkowa byla ograniczona, a obszar calkowania
skoficzony. Rozszerzymy pojecie calki takze na przvpadkj w ktérych
funkeja podcalkowa jest nieograniczona w otoczeniu pewnego punktu lub
w otoczeniu pewne_] linji i na takie przypadki, w ktérych obszar calko-
wania rozciaga si¢ do nieskoficzonosei.

Oméwmy najpierw pierwszy przypadek. Wezmy pod uwage np. calke:

=

(o
po kole, okreélonem nieréwnoscia @® 4 y® < 1. Funkcja podealkowa jes
ciagla w calym obszarze calkowania z wythkiem punktu 0(0,0). Gdy

Vw'

ffdwdy
22—y

(D}

si¢ zblizamy do tego punktu, funkeja — wzrasta pieograniczenie.

W calce:

branej po tem samem kole, wystgpuje w funkecji podcatkowej linja nie-
ciggloéei, & mianowicie prosta y = .

Chege okreélié calke podwéjng w takich przypadkach, zamykamy
te punkty i linje, w ktérych wystepuje niecigglodd, w niewielkie obszary,
lezgce calkowicie w obszarze calkowania. Tworzymy dowolny cigg D,
takich wylgezonych obszaréw, ktérych pola zdgzajg do zera. Catka pod-
woéjna istnieje dla kazdego obszaru, otrzymanego z D przez wylgezenie D,;
oznaczmy taki pozostaly obszar symbolem D — D,. Jezsli istnieje granica:

lim f (=, yi do dy
n—’oo( 4 .

wspblna dla dowolnego ciggu obszaréw wylgezonych o polach, dgzgcych
do zera, to te granice nazywamy nlewlasciwa catka podwéjng z funkeji
nieograniczone) f(®,y) po obszarze D i oznaczamy jg tym samym sym-
bolem, co calkg wladciwg, a mianowicie:

f fl@, y)dz dy

(D)

Przyklad. Obliczyé calke niewladciws:

—/ / Vaiw—iyy
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po kole @® - y* < 1. Wylgczamy z tego kola kélko spélirodkowe o pro-.
- mieniu 6 < 1. Obliczamy calke wladciwg po pozostalym pierscieniu kolo-
wym, a nastgpoie -obliczamy jej granice, gdy & dazy do zera. Najdoegod-
niej jest w tym celu wprowadzié spélrzgdne biegunowe. Otrzymamy:

=lim/\/rdrd2_lmj‘£l—6)d4p=:}im2n(l—d)..—=2n
J—+0 -0

Uwaga. Mozna tez bylo obra¢ cisg D, kél o promieniach, dazgcych

do zera, up. réwnych% i badaé granicg calek po obszarach D — D,,

gdy n— oo,

Przejdémy do drugiege przypadku, a mianowicie do catek podwdj-
nych po nieskoficzonych obszarach. Przykladami takich nieskonczonych
obszaréw sy: cala plaszezyzna, éwiartka plaszozyzny, czgéé plaszezyzay,
zawarta migdzy dodatniemi czeéciami osi spdlrzednych a dodatnig galezig
hiperboli réwnobocznej o réwnaniu @y = a®, czgéé plaszozyzny, ograni-
czona z jedoej strony parabolg i t. p. Chege okreslié calkge podwéjng po
takim nieskoficzonym obszarze D, tworzymy cigg D, skoficzonych obsza-
réw, zawartych w D i dgégeych do D (mamy przez to na mysli, Ze biorge
dowolnie wielki staly obszar R, mozemy dobra¢ tak ' wielkie n, e te
czgdci obszaréw D i D,, ktére lezg w R, beds sie ré2nié od siebie do.
wolnie- malo).

Dla kazdego skoficzonego obszaru D, istnieje calka wladciwa:

f f f(@,y) dedy
0, :

lim f f(@, ) do dy
2 =00 (Du

niezalezna od tego, jaki ciag obszaréw D,, daiseych do D, obierzemy,
to tg granicg nazywamy nlewla$ciwa calka podwéjna po nieskonczo-
nym obszarze D i oznaczamy jg tym samym symbolem, co catkg wlaéciws,
a mianowicie:

Jozeli istnieje granica:

[ [ ray dway

()

Dowodzi sig, 2e do calek podwdjnych niewlasciwych mozna stosowaé
szereg twierdzed, ktéresmy poznali przy badaniu calek wlasciwych (op
twierdzenie o ‘wprowadzenin nowych zmiennych).
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Przyklady.
1) Obliczyé calke

’ifaufl—md“’y

po nieskoficzonym obszarze D, zawartym migdzy dodatnia galgaia hyperboli
rownoboezoej o réwnaniu y = o
_migdzy osis X i prosts =1
(fig. 96). : :
Aproksymujmy obszar D zapo-

mocs ciggns obszaréw D,, ograni-
czonych u dolu pie osig X, lecz

bl

\%

0 " X prostemi réw noleglemi do niej w od-
, 1 :
Fig. 96. stepach :; (o réownaniach y = rl_z)
‘/ 1”’:! 1 ;
y= ¥ ¥
. do dy . ff dody . f 1 |
=1 L= —— =] _——|d
I ,LTO(!‘)fw’(l-l-y’) e J l‘a:”(l+y’) .1.[2.' z(14yY ‘y
- y=._x- H
1

1=3i;gfﬁ(—y+ndy=}ig;l—alog(1+y*)+arctgy]|=

”—>00

I=—}log2+3

= lim [—&log2—|—§log(l+:—’) -+ aretg 1 — arctg :—']

Latwo stwierdzié, ze t¢ samg wartodé otrzymamy, aproksymujge obszar D
zapomocs obszaréw D, ograniczonych hyperbolg, osig X, prosts ¢ =1
i prostemi z=n>>1. Wtedy trzeba najpierw wykonaé calkowanie wedlug y

od y=20 do y=$ a nastgpnie wedlug z od =1 do z=n» Mozna

tez stwierdzié, Ze t¢ samg granicg otrzymamy dla dowolnych ciagéw D,
obszaréw, dazacych do D.
2) Calke pojedynczg niewlasciwg (L.aplace’a):

, J=fe"’"dz

obliczyliémy juz w § 224 (przyklad 9) w dodé skomplikowany sposéb,.

Przy pomocy niewladciwej calki podwdjnej rachunki przedstawiaja sig
nader prosto.
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I tak wezmy pod uwage calke:
A= f f 7 do dy
D)

przyczem obszarem calkowania D niechaj bedzie cala pierweza éwiartka
plaszezyzny. Aproksymujmy obszar D zapomoes éwiartek kol I’ o pro-
mieniach B a o érodkn w poczgtkn ukladu.

y Wprowadzajae spllrzedne biegunowe, otrzy-
mujemy:
0% » R
D’ ff Y dpdy ‘/gfe‘”rdrd¢=
X (o0

R >
Fig. 97. =/—§e"‘ dp= [ (1l —ePdp=F(1—eR) |
(]

Gdy R dazy do oo, to wartosd tej calki wlasciwej dazy do 3.
Zatem calka niewladciwa A wma wartosé:

A =ffe""”dmdy=-§
(DY .
Mosna okazaé, e ta graniczna wartosé nie zalezy od tego, jakiemi obsza-
rami aproksymujemy D. Cheac przejéé od tej calki do calki pojedys-
czej, obliczmy calkg podwéjoa po obszarze D”, ktéry jest kwadratem
o boku R, Otéz:

(‘D/‘")f""”‘dwdy. ff Hdmdy——f( e f""dw)dy
_f "‘”dmf”"dy-— f‘”dw)

Poniewas obszar D’ zawiera si¢ w D”, a D" w D, funkeja zaé podcatkowa

jest dodatnia, przeto:
R

2
Fl—e™ < (fe-“dw) <3
a stgd: ’

rli=e® <fe"d:c<1”/§
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Gdy R dqty do oo, to pierwsze i ostatnie wyrazenie daiq do tej samej
liczby § |n. Zstem i calka, zawarta migdzy niemi, dazy do tej samej

granicy, a to znaczy, ie:
fr’da=§ﬁ

zgodnie z wynikiem, otrzymanym w § 224.
'8y Calkg Eulera drugiego rodzaju nazwalismy (por. § 224, str. 117
funkeje:

Ipy= / 620 |dz2

przyczem p > 0 :
Zapomocg podstawienia 2 = a* przekeztalcamy to calkq DA

o0

I(p)=2 f e g do

Zbadajmy iloczyp dwdéch takich calek, a mianowicie:

(=

I(p)-I(g)=2 f e oot dp - 2 / eyt dy

Hloozyn ten mozna przedstawié w postaci jednej calki podwéjnej niewlasciwej:
I'(p)-P(g)=4 f f ¢~ g1 % dpdy
)
przyczem obszarem calkowania D jest cala pierwsza éwiartka plaszezyzny.
Obszar ten mozemy aproksymowaé — podobnie jak przy badapiu catki
Laplace’a — zapomocs éwiartek kél o érodku w poczatku ukladu
a o promieniach wzrastajacych nieograniczenie,
Wprowadzajge spélragdne biegunowe, otrzymamy zatem:

g o
L(p)-T'(g)=4 f f e P MU 0og?7 g sin® - prdrdg =
o 0 .

o0 g ‘
=2 f PHU e gy 2 f cos’ @ sin¥ pdy

Pierwsza calka jest znowu funkejs I' dla argumentu p - g, drugs zad

nazywamy calksg E ulera pierwszego rodzaju, lub funkcjg B (czyta_] nbetat)
zmlennych pig A wige:

L'(p)- I(g)=D(p+¢) - B(p, q)
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4
Stad wynika, ze calka Eulera pierwszego rodzaju wyrala sig w nastqpujacy
sposbb zapomocy calek drugiego rodzaju:

_I(p) I(g)
asn B(p.q)= Tp+e
przyczem:

§

(182) B(p.q) = 2 | cos’'psin*'pde

0

Uwaga. Przez wprowadzenie nowej zmiennej ¢ zapomocs podstawienia cos'p =/,
moina t¢ catkg pierwszego rodzaju sprowadzié do nastepujgeej postaci:

(182a) B(p, 9) =f¢n—1(1 — ty-1de
[

tj. do calki oznaczonej dwumiennej (por. uwage na str. 46). Calki Eulera znalaaly
liczne zastosowania w rachunkn prawdopodobiefistwa i przy obliczaniu rozmsitych
skomplikowanych calek oznaczonych.

§ 260. Przyblizone metody obliczania calek podwdéjnych.

W praktyce zachodzi nieraz potrzeba obliczania calek podwéjnych
z funkeyj bardzo skomplikowanych (np. przy obliczaniu pojemnoéci okretow;
przy obliczaniu z planu warstwicowego objetodci, wznoszgcej sig nad
jakim$ poziomem). Wystarcza przytem zwykle obliczyé przyblazonq war-
tod¢ calki.

Najprostszg nasuwajacy sig tu mysla jest usycie jako przyblizonych
wartodci calki tych sum, ktérych uzywaliémy przy sumowej definicji
calki podwéjnej. Majac wige obliczyé calke:

I:fff(:c,y)dmdy
®) -
dzielimy obszar calkowania zapomoes prostych réwnoleglych do osi spél-
rzgdnych pa drobniejsze elementy. Pole p, kazdego takiego elementu
moozymy przez wartosé funkeji f(§,,), nalezgesg do dowolnego punktu
tego elementu i tworzymy sumg tych iloczynéw:

(183) - A- - I_=2m‘2n'f(§n s) Par

k=1 (=l

Granica ciggu takich sum, gdy liczba dodajnikéw wazrasta nieograniczenie,
jest écisle rowna calce podwéjnej; biorac zaé jakas jedna sume, zlozons
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z skofiezonej liczby dodajnikéw, otrzymujemy przyblitonq wartodé danej
calki podwéjnej. Jezeli obszar D jest prostokgtem i rozlozymy go na
prostokaty réwoe o bokach ki k, a dla kazdego 2 pich weimiemy war-
toéé funkeji w lewym doloym wierzcholkn, to otrzymamy:

1= Kk(f®, 3,) + F@1 43) + F@ay 93) + F( @0, 93) + -+ F@,90) + - )

Wazér ten, dajacy sume objetosei odpowiednich prostopadlodciandw, wano-
sagoych sig nad obszarem catkowania, jest uogélnieniem poznanej dla
calok pojedyficzych metody prostokatdw (por. § 226 A).

Nie mamy zadnej wakazéwki, dotyczgcej stopnia dokladnodci tego
przyblizenia I. Wskazéwke taks otrzymamy, zamykajae wartosé calki
pomigdzy dwie liczby ograniczajace. Bierzemy w tym celu z siatki pro-
stokatéw, otrzymanych na plaszczyinie (XY), najpierw tylko te, ktére
lezg calkowicie wewnatrz obszaru D i pole kazdego z nich mnozymy przez
najmniejszq wartosé, jaka w nim funkeja przyjmuje. Zalézmy, ze funkcJa
flw,y) jest nieujemna w calym obezarze D.

Otrzymamy w ten sposéb sumg:

(183 4) G=pymy 4+ Pt F P =1

gdzie m,, ozbacza najmpicjszg wartod¢ funkeji w prostokacie p,.
Suma ta przedstawia sumg objgtosci prostopadloscianéw minimalnych.
Za gérne ograniczenie calki I bierzemy sume iloczynéw pél pro-
stokatéw zaréwno wewngtrzaych, jak i tych, ktére zawierajg tylko czesei
obszaru, pomnozonysh przez najwigksze wartodei funkeji w kazdym z tych
prostokgtéw. Otrzymamy w ten sposéb sume:

(183b) Il=ig=puMy +ppMu+. . +pn M

gdzie M,, oznacza najwickeza wartod¢ funkeji f(w.y) w prostokscie p,,.
Suma ta przedstawia sumg objetosci prostopadloscianéw maksymal-

nych. A wige jest:

W= I1<h,

Sréduoia arytmetyczoa: '

(188¢; . ,‘»=i,_42—_i._ .

bedzie wige w ogdlnosci wartodeig bardziej przyblizong, anizeli i, lub i,
Wzory te daja zwykle tylko dodé grube przyblizenie; aby je zaostrzyé,
trzebaby rozklada¢ obszar calkowania na bardzo wiele drobnych elemen-
téw. Lepsze przyblizenie otrzymamy, uogélniajac metode trapezéw. Wezmy
pod uwagg prostokstny obszar calkowania D, okreélony warunkami:
& S0=a, b Sy=0b, i podzielmy go na réwne prostokaty o bokach

a; —a; . by — b . .
h.—.:—"l—”—-—1 i k= Lm—i Zamiast prostopadloécianu, wznoszacego sig
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nad katdym takim skladowym prostokatem, weimy prostopadioician écigty,
ktérego dno gérne (pochyle w ogélnokei) jest stycene do powierzchni
o réwnaniu z = f(x, y) w punkcie, lezacym nad érodkiem dolnego dna
prostokatnego. Jezeli wierzcholki tego prostoksta majg spélrzedne (24, ¥1),
(&1 ¥3), (@a,91) (s,93). to $rodek jego ma spélrzgdne 4(w, +a,), $(¥: 1 ¥2)-
Oznaczmy wartoéé z funkeji f(a:, ¥), nalezacq do tego érodkowego punktu,
znakiem:

| sy = f(ml + % Y+ yz)

Widzieliémy (w § 252 w przykladzie 2), ze objetodé takiego prostopa-
dloécianu seigtego ma wartodé: b« k- 2y,,,. Suma objgtodci takich prosto-
padloscianéw Secigtych:

(184) thZf lwf + “’H-! v+ 3/1+1)

lw] (w=]

lub krétko:
(1848») l, = hkzzz.,&%

jest bardzo dogodng wartoécig przyblizong calki podwéjnej, dokladniejszg
zazwyczaj, anizeli wartodé, otrzymana z wzoréw (183a, b, ¢). Uzycie tego
wzoru mozng uwazaé za uogdblnienie metody trapezéw.

Inny wzér przyblizony otrzymnjemy, biorge w kaidym prostokacie
zamiast wartofci 2,,,,, nalezgcej do érodka prostoksta, érednig arytme-
tyczng czterech wartodei, nalezqcych do czterech wierzcholkéw prosto-
kata, np. w pierwszym prostokgcie wartosé:

(2 + 213 + 2m + 220)
Sumujsc te wyrazenia, otrzymamy nastgpujscy wzér (Bugajewa):
(185) Iy = hkz"z‘*(zu + 2e 20 T+ Ze01)
(=] (=)

Biorgce srednis arytmetyczng czterech wartosci 2, nalezacych do srodkéw
bokéw prostokata, to znaczy np. w pierwszym prostokscie:

(@ + 20 + 20 + 20 =
=*(f(m”y1;_yi)_}_f(a’l‘lz‘“’n;y')_|_ f w”yl—;'yQ)_l_f(ml;‘m!,yz))
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otrzymujemy nastgpujacy wzér przyblizony (Mapsiona):

L=tk Y Sa(r (et ) (e ) 4
(186) l=] {m) ) .
+ f(ml+l!yl—-*;yﬁ) + f(wi+Tml+).y1+1))

Z kombinacji wzoréw (184), (185) i (186) powstaly najwazniejsze 1 oaj-
bardziej rozpowszechnione wzory Wooley’a, a mianowicie:

(187) I,=32L + 1)
(188) L=4@L +1,)

Podstawiajgc w te wzory wartodei z, otrzymamy op. dla pierwszego pro-
stokgta w wyrazemu I;:

(187a) $hk(zy, + 240 + 200+ 20 + 224,0)
a w wyragenin I;:

(1884) o hk(82y,, + 211 + 223 + 201 + 23
Z kombinacji tych wzoréw Wooley’a, biorge:

(189) Iy= *(15 +21,)

otrzymujemy uog6lnienie wzore Simpsona. Dla pierwszego prostoksta
~ otrzymujemy np.:

(189a) Sy bk (21 4 213+ 231 + 20 + 4210, F 2501+ 22, 1 249) + 16 z,,‘;,,)

Moina dowiesé, ze wzér ten jest uogdlnieniem wzoru Simpsona w geo-
metrycznem znaczeniu, polega bowiem na zastgpowaniu écianek danej
powierzchni dciankami, wzigtemi z odpowiedniej paraboloidy eliptycznej
lub hiperbolicznej (o réwnaniu 2= a2® + by?).

Ten uogdluiony wzér Simpsona jest mniej dogodny anizeli wzory
Wooley'a, poniewaz dla kazdego prostokata skladowego trzeba obliczaé
przy uzycin wzoru (189) 9 wartodei funkoji 2= f(®, y), podezas gdy
w kazdym 2z waoréw (187) i (188) potrzeba tylko b wartodei 2 dla kaz-
dego prostokata skladowego.

Wyprowadzono wzory na oszaeowame bledu, ktéry popelniamy, uzywajgc zamiast

prawdziwej wartosci calki [ = J [(x, y) dx dy .wzoru przyblizonego. Tak np. dla

wzoru (184) otrzymano przez rozwmu;cle funkeji f(®,y) na wzér Taylors w oto-

czeniu punktu x—,. y— i przez catkowanie tego wzoru nastepujgce oszacowania
bledn I —1,:

1= L Gy b abs)
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gdzie M, oznacza najmekSzg wartos¢ pochodnej fix 8 M, pocboduej /,» w calym pro-

stokacie, wyznaczonym zapomoc) warunkéw 0 x < a, 0 <y < b, gdy bok o po-

dzielono na m a bok & na » rownych czesei ,
Podobnie dla wzoru (187) Wooley'a otrzymano:

5 s b .
4.0,(Mlma.b+5M’a b +M,ab)‘

H—1l= min? nd

‘ .
przyczem M, oznacza najwigkszs wartosé pochodnej g—:‘,M, pochodune) aj.afy—‘.s M,
[}
pochodnej g—f .
dyt

Dalsze wskazéwki, dotyezace przyblizonych metod 6bliczania calek podwéjnych,
zngjdzie czytelnik w artykule C. Runge’go i F. Willers'a p. L. Numerische und
graphische Quadratur und Integration gewdhnlicher und portieller Dierentialgleschun-
gen (Encyklopddis der mathematischen Wissenschaften, tom I1, 8, str. 135 i vast.).

Ustep IV.
CALKI POTROJNE, WIELOKROTNE 1 POWIERZCHNIOWE,

§ 261. O calkach potréjnyeh | wielokrotnych.

Wezmy pod uwage funkeje u == f(®,y,2) trzech zmieonych, okres-
long w jakimsé obszarze tréjwymiarowym i spelviajacq w nim podobne
warunki ciggloci, jakie zakladaliémy przy badaniu calek podwéjnych
dla fuokeji z = f(®,y) dwéch zmennych.

Niechaj obszarem tym bedzie prostopadloécian P, zlotony z puoktéw
o spdlrzednych =, y, 2, spelniajacych warunki:

\(a) HSTSa, b,SyY=h, S2S g

Wyrazenie, otrzymane przez trzykrotne calkowanie funkeji u= f(a,y, 2)
kolejno wedlug katdej zmiennej (przyczem pozostale zmienne uwaza sig
za parametry), nazywamy catka potréjng z tej funkeji po prostopa-
dloécianie P i oznaczamy j§ symbolem:

(190) 1—_—ffff(z, v, 2) da dy dz =f( f(f/'(m, v, 2) dz)dy)dz
™ o o ar

Calke tg mozna tez pojmowaé jako granicg odpowiednio wybranych cig-
géw sum dolnych, gbrnych lub posrednich:

Zmp,, ZMp,, S‘fg,.n,,g)p,

=l l-l

otrzymanych przez rozkiad prostopadloscianu P na N, prostopadloécia-.
uéw p, zapomocy plaszczyzn réwnoleglych do plaszezyzn spélrzednych.
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Okazuje sig, 26 do. tych calek potréjnych stosuje si¢ twierdzenie
o wartosci Sredniej, wyrajone wzorem:

(191) /j fl®,y,2)dzdydz=p- P
o

gdzie u oznacza odpowiednio dobrang wartosé pomigdzy kresem gérnym
i doloym funkeji f(@, y,2) w calym -prostopadloscianie P.

Aby okredlié calkg potrdjna po dowolnym tréjwymiarowym obsza-
rze V, pestgpujemy podobnie, jak dla calek podwéjnych. Wprowadzamy
mianowicie funkeje pomooniczg f, (2, y, 2), réwns funkeji f(@, y, 2) w obsza-
rze V. a réowng O w pozostalych punktach prostopadiodcianu P, zawie-
rajgcego ealy ten obszar V.

Calkg potréjng z funkeji f(@, y,2) po obszarze V nazywamy calke
potréjng = tej funkeji pomocniezej f; (@, y, 2) po prostopadloécianie P, a wige:

f/ F(@,9,2) do dy da =f/ff,(m.y,z)dw_dydz
) P . ’

Sprowadziliémy w ten sposéb to nowe pojgeie do znanego pojecia. Rozu-
mujge podobnie jak dla calek podwéjnych, branych po dowolnych obsza-
rach D, dochodzimy do wniosku, 2 calke potréjng po dowolnym obszarze V'
mozna obliezyé zapomoca trzech kolej- ﬂ 7

nych calkowas podanej funkeji f(w,y, 2)

(a nie funkeji pomocniczej £, (@, y. 2)),
przyczem granice tych calkowanh nie
beds juz wszystkie liczbami stalemi
(jak w prostopadloéciavie), lecz jedna

para grapic bedzie zawierala dwie a, 5
zmienne, druga jedng a dopiero trze- 7 -
cia para przedstawia liczby stale. Gra. Y 5

nice te wyznacza sig z postaci po- - Cp /g
wierzohoi, ograniczajgcej obszar V, Ly

w oastgpujacy sposdb. Niechaj kazda \ Fig. 98

prosta prostopadia do plaszezyzny(X Y)

przecina powierzchaiq. ograniczajac obszar V, najwyzej w dwéch punk-

tach (fig. 98). Rzutem obszaru tréjwymiarowego V pa plaszezyzng (XY)

jest dwawymiarowy obszar D. Walec, rzucajacy V na plaszezyzng (XY),

dzieli powierzchnig ograniczajacs V na dwie czeéei o réwnaniach:
2=z (my) i z=2z(@y)

Niechaj rzutem obszaru D na oé @-6w bedzie odoinek, ktérego kosee
majs odcigte a; i a,. Punkty 4 i B, naleigce do tych odecigtych, dzlelq,
rzeg obszaru D na dwie czeéci o réwnaniach:

y=5® i yg=y@

2
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Calkujmy f(®, y, 2) najpierw wedlug zmiennej 2. W tym celu trzeba ustalié
wartodci @,y, t. j. obraé jakié staly punkt C(w,y) w obszarze D. Wy-
kredlmy przez ten punkt prostopadls do plaszezyzny (XY); traf ona po-
wierzchni¢ obszara ¥V w dwéch punktach, do ktérych nalezs wartodei 2,
i z;. Calkowanie wedlug 2 nalezy zatem wykonaé w granicach od 2 (@, y)

do 2;(®,y) i otrzymamy: ,
L34

f(@,y, z) dz
(%)

Wartodé tej calki jest jakad funkc]q F(z,y) dwéeb zmiennych (parame-
tréw) @ 1 y.

Teraz trzeba obliczyé calke podwéjnag z tej funkeji po obszarze D,
a mianowicie trzeba ja calkowaé¢ wedlug zmiennej y w granicach od
y=1y (@) do y=y,(@) a otrzymany wynik, ktéry bedzie jnz funkcjs
tylko jednej zmiennej @, nalezy calkowaé w stalych granicach od @ =a,
do ¢ = ay. Otrzymujemy w ten sposéb:

& wx) nlxy)

(192) ffff(m, Y, 2) do dy dz —f f ff (@, ¥, 2) dz)dy)

@ ntx) xlxy)

Podobnie przedstawia sig rachunek przy innych, zmienionych porzadkach
calkowania, tylko trzeba odpo-
wiedpio zmienié granice.

Do wzoru (192) mozna dojséé
takze w iony sposéb, a mia-
nowicie sprowadzajae calkg po-
tr6jng do calki pojadyiniczej
z calki podwéjnej. Obierzmy
w tym celu jakss stals wartodé z;
otrzymamy przekréj D(x) obsza-
ru V plaszczyzng réwaolegly
do plaszczyzny bocznej (Y2Z).
Obliczmy najpierw calke po-
dwdjng z funkeji f(w,y,2) wedlug
2z i y po obszarze D(w). Gra-

Fig. 99. : nice calkowania dla z bedg za-
lezne nietylko od y ale takze
od @, granice zas dla y nie beds stale, lecz zalezne od . A wige:

nix) fxy)

fff(w,y,z)dzdy—f(ff(w,y,z)dz)dy

(%) n(x-y)
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Nastgpnie nalezy zmieniaé @ od g, do a, i wykonaé calkowanie wedlng
zmiennej @ Otrzymamy w ten sposéb znowu wzér (192).

Twierdzeuie o wartodci éredniej stosuje si¢ takze do calek potréj-
nych po dowolnych obszarach i przyjmuje dla nich postaé:

(193) | f‘[ff(@y.z)dwdyldz:y-l’
V)

gdzie ¥ oznacza nie tylko obszar calkowania, lecz zarazem jego objetodé
a p ozoacza odpowiednio dobrang liczb¢ poérednia pomiedzy géroym
. a dolnym kresem wartofci funkeji w obszarze V. Wartodé u, obliczong
% tego wzoru, nazywamy éredniq wartoscig funkcji trzech emiennych f(w, y, 2)
w obszarze V.

Jeteli f(w,y,2) ma stale wartodé 1, to oczywiscie srednia wartosé x
jest takge réwna 1 1 otrzymujemy z wzoru (193) nastgpujacy wzér na

objetosé:
f / dzdyde=V
17)

Twierdzenie o wprowadzeniu nowych zmiennych uogélma si¢g takie na
calki potréjne, a mianowicie calka

f f f(®.y, 2) dz dy dz
12} )

przechodzi po wprowadzeniu aowych zmiennych zapomocs wzoréw:

(194)

2=@uvw), y=9pkvw), z=72xuv w0
oa:

f f f(@(u, v, w), @(u, v, w), x (4, v, w)) - |J]| du dv dw

gdzie J oznacza jakobjan funkeyj @,w,x a V' jest zmlemonym odpo-
wiednio obszarem calkowania. » .
Przyklady.
1) Obliczyé calke:

=fffmyzda:dydz
&

po prostopadlocianié. okreslonym warunkami: a, S0 aq, b, Sy < by

6 zs 6
—f/fwyzdwdydz—fj
—ff (a,—a,)yzdydz_ﬁ(a,—a,)/fyzdydz

e b
Rachunek rézniozkowy i calkowy. T. 8. ) o L 18

yzdydz
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Widocznie wige!

I=}(a3— a})- $(b] — &) - §(c3 — o)
Mozna bylo zatem odrazu przedstawi¢ tg calke I jako ilocsyn trzech
calek. pojedynczych. Ogdlniej:

f ftz) g(y)h(z)dwdydz=f h(z)dz fy(y)drff(w)dw

2) Obliczyé objgtosé ésemki kuli o promienin a pray pomocy calki
potréjoej (fig. 100). Réwnania powierzchni ograniczajgcyeh sa: z, =0
(ptaszezyzna (XY)) 1 2 =}a?* = @¥ —y* (kula). Rau-
tem tej bryly na plaszczyzng (XY) jest éwiartka
kola, zatem y, =0, y, =}a® — @, Odcigta za§
zmienia sig od # =0 do @ = a. Zatem:

w—n o’—#—f

_f‘[fdwdydz=J/ fdwdydz

Calkq t¢ najdogodniej jest obliczyé przy pomoey
spéirzgdnych biegunowych w przestrzeni, t. j. przez wprowadzenie nowych
zmiennych (por. tom I, str. 381):

x=rsinacosf
y=rsinasinf
2=rcosa
Jakobjanem tych funkeyj jest, jak latwo stwierdzié:
J=rtsina

Aby wyczerpaé caly obszar calkowania, trzeba zmieniaé r, ¢, 8 w stalych
granicach, a mianowicie » od 0 do e, ¢ od 0 do § i 8 od 0 do 3.
Wobec tego:

V= f/fr”smadrdadﬁ fdﬂ Jsmada /r’dr

(por. kohcowy wzér w przykladzie 1). Zatem:

b3 a
—_— — al ____ 3.
V=g (—cma) pr|=g-1-§=14%

3) Obliczyé catkg Dirichlet'a:

sz[pr_l Yyl dodydz
(
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’ ] m a
po obszarze, ograniczonym powierzchnig o réwnaniu (%) + (%) + (—j—) =1

(l, m,n sg liczbami dodatniemi) i déwiartkami plaszezyzn spélrzedoych,
zawartemi miedzy dodatniemi czeéciami osi. WprowadZmy nowe zmienne

zapomocy§ wWzoréw:
A VR £ R i)"_
(Z)““’ (b)-”' 5) =

Nietrudno obliczyé, ze jakobjan ma tu wartosé:

1 )
J = abe u7—) v;"—! w;—x

imn
Wobec tego:

1=fff‘““‘)’"(bv"')”‘(cw~)"‘ abe iy i dudodu
2
__apbo ///u‘ pm ~ du dv dw
Imn

Obszarem catkowania F’ jest czworoéclan. ograniczony plaszozyzng:

ut+v4+w—=1

czyli:

1 czedciami plaszezyzn spéirzednych, zawartemi migdzy dodatniemi czesciami
osi (fig. 101). Jezeli calkujemy uajpierw we- :
dlug w, to granicami calkowania ea:

w,=0 i wy=1—u—v

Prgy nastgpuem calkowauniu, wedlug v, nalezy
obraé granice:

0, =0, yy=1—uy

a wreszeie dla u granice s stale: u, =0, v, = 1. A wige:

1—uyl—g—y
a;f:’f f(fu’-‘ ;—'w"'_‘dw) dv) du

Po wykananiu calkowania wedlug w otrzymamy:

a;i: f(f l—u-——v)"dv)d

18*
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Celem obliczenia wewngtrznej calki uzyjmy podstawienia:
v=12 (l—u), a wige dv=(1—u)dt

Granice beds stale: £==0 i ¢ =1, Otrzymamy zatem:

1 . 1
=272 [ui - [ 0 — g7
0 .

Imr

. 0

Wystepujace tu calki s3 calkami Eulera pierwszego rodzaju, czyli
funkcjami B (por. § 259, str. 266, uwaga), a wige:

' a’bic

Imr

I= B(§,%+i+1)- B(3,7+1)

Uzywajac wzoru (181) na str. 266 i wzoru (a) na str. 111, mozemy wyra-
zié prawg strong zapomocs calek Eulera drugiego rodzaju, a mianowicie:

l_a”b"c’ rE)rirz) 1
b DEEeie) e

‘Weszystkie powyisze rozwazanmia rozszerza sig bez trudnosci na calki
poczwérne i wogéle wielokrotne.
Catkeg m-krotng:

ff...ff(a;,,w,...m,,)dw,da;,...dw,.
w

oblicza sig przez n kolejnych calkowad, Obszar calkowania (V) dla n>3
nie da sig juz przedstawié geometrycznie, lecz okresla sig go zapomocy
pewoych warunkéw analityczoych. Pomimoto uzywa sig takie wtedy
terminologji geometrycznej, méwise o utworach przestrzeni wielowymia-
rowej. Tak np. jezeli bierzemy jako obszar calkowania zbiér tych war-
todci @,,,...®,, ktére spelniajg warunek:

o+ ai ...+ o) = R

to nazywamy go nkulg n-wymiarows* Calke n-krotna:

f/ffdw is, .. da,

WV

po tej kuli n-wymiarowej nazywamy jej objetoécis.
Wprowadzajse nowe zmienne (ktére sa uogdlnieniem spéirzedaych
bieguoowych przestrzennych):

&y =1 CO8Qy, By ==rsin@, cosp,, ¥ = rsing, sing, COBQy,... B, , ==
=TSP 80 Q... 8NP, ,CO8P, ,, B,= rsing, sing,...si0Q,,
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mozna okazaé, ze objetosé takiej kuli wyraza si¢ wzorem:

R*
V= n% dla n parzystego
6] porsy
n—1 '
_E.2mi.2 dla n nieparzystego
T 3.5.7...n
Stad np. dla n =2 otrzymamy V,= R’n, t. j. powierzchnig kota; dla
n=23 jest V,=§%7E~L—2-=§~Rsn, t. j. objetodé kuli 3-wymiarowej,

Okazuje sig, ze gdy liczba wymiaréw » wzrasta nieograniczenie, to obje.
toéé kuli n-wymiarowej o promieniu R dazy do zera,

§ 262 Zastosowanie calek podwdéjnyeh i potréjnych do obliczania
mas 1 momentéw.

1. Masa. Jezeli cialo ma w kazdym punkcie taks samsa gestosé o,
to nazywamy je jednorodnem, a mas¢ jego M obliczamy, muooiae te

gestodé przez objetosé:
—efffdmdydz_p v

“Jeseli jednak cialo nie jest jednorodne, to wzér na obliczenie masy nie
jest jui tak prosty. Aby otrzymaé taki wzér, trzeba najpierw podaé defi-
nicje gestodei w kazdym punkeie ciala. Otaczamy punkt A(w,y,2) dowolnym
elementem o objgtodci 4V i tworzymy stosunek masy AM, znajdujgcej sie
w tym elemencie, do jego objgtosci 4¥. Granice tego stosunku:

an
fim G7=@®.3.2)

gdy element objgtosei dazy réwnoczesnie we wszystkich kierunkach do
zera, nazywamy gestoscig ciala w tym punkcie 4. Gestosé ta zalesy od
polozenia punktu 4, jest wige funkcjq trzech zmiennych =, y, 2.
Podzielmy cialo na elementy np. zapomoes plaszezyzn réwnoleglych
do plaszczyzn spélrzednych. . Objetosé 4w, 4y, Az, kazdego takiego elementu
mnozymy przez ggstosé (£, ns, &) w dowolnym jego punkeie i tworzymy

sumg iloczynéw: :
. (&, 1, £1) Aw, By, 42,

Granicg ciagu takich sum, gdy Az, 4y, t Az, dadg do zera, nazyWamy
masj clala. Jest ona zatem réwna calce potrdjnej:

(195) . M=fff—q(a;,y,z)dwldydz
()
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Podobnie dla mas, rozmieszczonych na plaszczyznie w obszarze D, wpro-
wadzamy gestosé powierzchniows: ¢(@,y) a masg obliczamy przy pomocy
calki podwdjnej.

(196) M=ffo(m.y)da:dy
)

Dla mas, rozmieszczonych linjowo, wzdluz odcinka linji prostej, otrzy-
mujemy w podobny sposéb:

(1964) M =fo(w) do

Do obliczenia mas, rozmieszezonych linjowo, wzdluz lukéw dowolnych
linij plaskich lub przestrzennych od punktu 4 do B, uzywa si¢ wzoru:

‘B'
M=fg(s) ds
"‘ .

gdzie ¢(s) oznacza gestodé linjowa jako funkcje dlugosci luku, liczonego
od jakiegos stale obranego punktu na danej linji.

Do obliczenia mas, rozmieszezonych powierzchniowo, po dowolnych
powierzchniach krzywych (jak np. mas elekfrycznych), trzebs uzywaéd
t. zw. calek powierzchniowych, ktére wprowadzimy w nastgpnym paragrafie.

(196b)

N

II. Momenty. W § 233 okreslilidmy momenty statyczne i bezwladnosei
dla systemu punktéw materjalnych. Dla punktu materjalnego A(®, y, 2)
o masie m otrzymujemy w ten sposéb nastgpujace momenty statycene wagledem
plaszezyzny (XY), wzgledem osi X i wzgledem punktu O:
M,y=m-2z
M,=m.r =mlfyi+2*
My=m-R= mV ww-_{—;'
x Momenty bezwladnode: tego punktu wagledem pla-
szezyzay (X Y), osi X i punktu O wyraiamy wzorami:

B,,:: maz? '

Fig. 102. B, = mr* = m{y* 4 2%)

By, = mB¥=m(z* 4 y*+ 2%)
Podobnie tworzy si¢ momenty wyzszych stopm.

Cheae okreslic momenty mas, rozmieszczonych w przestrzeni tréj-
wymiarowe) w sposéb ciagly w jakims obszarze V, rozdzielamy ten obszar
na elementy i moozymy masg kaidego elementu przez odpowiednig odleglosé
lub kwadrat odleglodci. Te elementarne momenty sumujemy, przechodzimy
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do granicy i otrzymujemy w ten sposdb odpowiednie- calki potréjne. -I tak

‘momentem statycznym wzgledem plaszczyzny (XY) masy o gestosel
ol®, y, ), rozmieszezone) w obszarze V, nazywamy calke potrdjna:

(197 - | | Mg=fffe(§,yz)-zdwdydz

(14)

Podobne wzory stosujg si¢ do innych plaszezyzn, trzeba tylko zastapié
odleglo$é z punktu biezacego od plaszezyzny (X Y).odpowiednio inpg
odlegloseis.

Dla masy, rozmieszezonej jednorodnie, jest gestos¢ liczby stala,
mo#na zatem wylaczyé ¢ przed znak calki i otrzymamy: '

Mv=gfffzdmdydz
[12]

Moment statyezny tej samej masy wzgledem osi X okreslamy wZbrem

(198) | M;==fffo-l/y—’-+_—z~’dwdydz‘
: @) ‘

i analogicznie dla inaych osi
Moment zaé statyeany wzglqdem punktu O okre$lamy wzorem:

M.afmffmymdwtiydz

Podobnie momenty bezwladnodoi eial tréjwymiarowych okreslamy wzorami:

(199a) | B.,=fw')ffoz'dwa‘yds
(199b) B, =fffgfy’+e")dwdgdz
(tg]

(199¢) Bo=[ [ few+vrendoiyic

)

Dla mas, rozmieszezonych powierzehniowo na plaszezyinie,” okreslilismy
juz momenty statyezne i bezwladnosei w §§ 284, 238, 230 i w § 244 111
zapomocy calek pojedynezyeh i krzywolinjowych. Wlasciwsgem jednak
narzedziem matematycznem do przedstawienia takich momentéw sg calki
podwéjue. Tak np. moment statyczny wzgledem osi 2-6w masy o gestosel
¢(@. y), rozmieszczone] w obszarze plaskim D, otrzymamy, mMnozac masg
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kasdego elementu Az.dy przez odlegloéé y dowolnego jego punktu od
osi z-dw, sumujac te iloczyny i przechodzgc do
granicy. Za definicje momentu te) masy przyj-
mujemy zatem calke podwdjng:

0 > (200a) M;=ff@(w,y)ydmdy
: Fig. 108. ' )

i analogicznie wzglgdem osi y-6w:

(200b) M, =ffq(a:, y)z dw dy

(D)

Moment statyczny wzgledem punktu O okreslamy wzorem:
(200¢) M, =ff@(w, Vo F yidody
' D)

Podobnie momenty bezwladnosci wzgledem obu osi i wzgledem poczatke
ukladu okreslamy wzorami: ‘

(201 a) B, ==ffg(a:, y)ytdzdy
(D)
(201b) B, =ffg(m,y)m'd:c dy
(D)
(201¢e) B, = f f o0&, y)(x® 4 y*) do dy ' >
. (D) .

Widzimy, 26 te” wzory (200) i (201) sg symetryczne wagledem 2 i y,
a wskatek togo latwiejsze do zapamigtania, anizeli wzory, wyrazajace te
momenty zapomocs calek pojedydczych. ,

1. Srodek cigiko$el. W § 235 okredlilismy srodek ecigzkosci
pola lub luku jako punkt, w ktérym umieszczona calkowita masa ma
taki sam moment statyczny wzgledem kazdej osi jak masa, rozmieszczona
w calem badanem ciele.

Podebnie okreslamy érodek cigzkodei mas, rozmieszczonych w prze-
strzeni tréjwymiarowej: jest to taki punkt, w ktérym skupiona cala masa
tego ciala ma ten sam moment statyczny wzgledem kazdej plaszezyzny,
co calkowite cialo. Ozoaczmy spélrzedne tego punktu S literami &, 7,8,
W wyél definicji muszy sip spelniaé¢ warunki: ‘

Mv=€-M, Muzq-ﬂ[, My‘=§-M
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a wigo:

G(.iy masa jest rozmieszczona jednorodnie, to czynnik @ odpada i pozostaje:

f([fwdwdydz ‘f[fydw'dydz
= v , pe=— 7
- Cz/;[f:dwdydf

Mozna okazad, e ten punkt ma 2sdang wlasnodé nietylko ze wazgledu
na trzy plaszczyzny spdlrzeduych, lecz takte ze wzglqdu na kaids inng
plaszezyzne.

Podobnie mozemy wyrazié¢ spélrzedne érodka ocigzkodei masy, roz-
misszezonej powierzchniowo, w obszarze plaskim D, zapomocy calek pod-
wdjnych, a mianowicie, uzywajac wzoréw (200a,b), otrzymamy dla cial
jednorodnych:

(203) ff"’dwdy ff"’dwdy

w L

(202a)

Zestawiajge wzory (202&) 1 (203) z wzorami, wyrazajgcemi frednig war.
toéé funkeji dwdch lub trzech zmiennyeh, widzimy, ze spdlrzedna £ srodka
cigzkodei bryly jednorodnej jest érednis wartodcig odcigtej @ w obsza- -
rze V; podobme 7 jest éredniy wartodcig rzednej y, a { drednia wartoscia
zmiennej 2.

Przyklady.

1) Obliczyé masg slupa postaci walea prostego o wysokosci w, kté-
rego gestod¢ zmienia sig z wysokodcig 2 wedlug prawa ¢ = f(z). Niechaj D
oznacza obszar, zamknigty kierownica na plaszczyznie (XY).

Otdz:

M=ffff(z)dwdydz=fw(.fff(z)dwdy)dz_=f(f(z)-ffdwdy)dz
’ ) . 0 (D) ., o (D)
=.—)ff( )de - ffdzdy-—ff(z)dz-D

)
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Stosujgc do pozostalej calki twierdzenie o wartoéci sredniej, otrzymujemy:
M=/ -w-D

Masa tego slupa réwna sig zatem masie, rozmieszczonej w sposéb jedno-
rodny, o gestosci stalej, réwnej gestosci w wysokodei sredniej z={¢.

2) Wyznaczyé érodek cigzkosci wycinka kola o promieniu R, o kacie
srodkowym 2y, jezeli gestosé ¢ jest stala. Umiesémy ten wycinek tak,
jak na fig. 104. Widocznem jest, ze Srodek cigz-
kosci lezy na osi 2-6w, a wige 4 =0. Odcigts &
obliczymy z wzoru (203), a mianowicie:

offwdwdy

2

X.

Fig. 104.

Po wprowadzeniu spélrzednych biegunowych na plaszczyime, t.j.x==rcose,
y = rsin @, otrzymujemy: »

R . W ,
f:fri ¢os a dr da’ +
: 1 R oy sin

4 1
: Ry T Ry

3) Wyznaczyé érodek cigzkodei masy, wypelniajacej jednorodnie
pdlkulg o promieniu 1. Przyjmijmy réwpanie kuli w formie:
@' 4yt 2t =1
i wezmny pod uwagg gérna pélkule.

Srodek cigikodei lesy oczywiscie na osi 2, a wige £=0, =0,
a pozostaje do obliczenia {. Z wzoréw (202a) otrzymujemy:

fffzda:dydz

£:-15x

Wprowadziwszy spdlriqdne biegunowe przestrzenne, otrzymujemy:

3 2n a 1 3 \ % 2n
€=' ﬁfff,~cosarﬁsinadrdadﬁ= %fradr-fsinacosada .fdﬂ —
[ [ : ‘ P

0 0
3 ' porf 3 |
coszZ JT
e — o 4. — — - . == e e
=5~ 47 ( 2 ) 2n ion #

[}

4) Obliczyé moment bezwladneéei kuli jednorodnej o promlemu R,
o ggstodei ¢; wzgledem dowolnej 4rednicy.
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Obierzmy §rodek kuli za poczatek ukfadu i obliczamy jej momenty
bezwladnosei wagledem 3 osi spélrzednych. Stosujemy wzér (199b), a wige:

B, = ' 4 %) dody d

B,: of‘[f(y + 2% dodydz

B,=gf(/ (@2 4 2%) dw dy dz
' .

Bi=g¢ J (x* 4+ y*) do dy dz
I

Wskutek symetrji te 3 momenty s3 réwne, mozemy je wigc oznaczyé
ta samg liters B. Suma:

B,+B,+B,=33=gf/'f(2wz+2y2+2zs)dmdgdz
V)

Do obliczenia tej calki dogodnie jest uzyé spélrzgdnych biegunowych
przestrzennych. Wiemy juz, Ze wtedy nalezy element objgtodei dw dy dz
zastapié przez r?sina dr df da. Granice calkowania beda state, wige:

n R 8 (
Bz&(’fff’”-r'sinadrdﬂda=§er‘dr-fdﬂ-fsl‘nada

o

==§o§‘-2n-2=-(5;;R°nq

§ 263. Potencjal.

Weszmy pod uwage dwa punkty materjalne: staly punkt A(a,d,c)
o inasie m’ i punkt bietacy B(w,y,2) o masie m. Takie dwa punkty
przyciagajg si@ o sily:
mm’
f"_._ kT »
gdzie & oznacza staly grawitacyjng, a r odleglosé tych dwu puvktéw od
|

giebie. Biorgo m’' = 5 mamy: o -

m

" @—ar+(y— b (2 —op

L3

f=

Skladowe sily f w kierunku osi spéirzednych majs wartodei:
fr=F[-cosa, f,=f-co8f, [,=/f-cosy

gdzie q, B,y oznaczajg katy, zawarte migdzy Kkierunkiem sily i osiami
spélrzgdnych.
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Wezmy teraz pod vwage zamiast punktu materjalnego B mase
o gestodei @(a, ¥, 2), wypelniajacy jakas czesé przestrzeni V' i zbadajmy,
jakie sily dzialajs na staly punkt A(a, b, ¢), lezacy zewnatrz tego ciala,
w t. zw. polu grawitacyjuem. Rozkladamy w tym celu obszar ¥ na ele-
menty i sumujemy skladowe sil przyciggania, wywieranych przez poszcze-
gélne elementy na punkt A4 w. kierunku osi X, Y,Z Po zsumowaniu
i przejéciu do granicy ofrzymamy na calkowits silg skladowa w kierunku

o8i @-6w wzdr:
fff 0@, v, 2) cos @ do dy dz
= @ —af +(y— 0%+ — o

b analogicznie na skladowe w kierunku innych osi. Poniewas;

w—a y—b z—c
cosf = CO8 Y = —~——
i} e Y ;

cosa ==

przeto

_fffo(w y,z)(a: a)dwdydz F, fffg @, 9, 2)( —b)dmdydz
_fffgm y,z)z—c)dwdydz

Te trzy sily skladowe 83 pochodnems jednej funkeji, a mianowicie funkeji:

(204 u=fffo(w,y,z)dwdydz
) v

Zrégniczkujmy mianowicie t¢ funkeje wedlug parametru a. Podobnie jak
dla calek pojedyhezych, mozna tu wykonaé rézniczkowanie pod zpakiem

ealki otrzymamy
fff@(wy.z)a dmdydz

( )= 1 or
da vi Jq

Poniewaz:
f"-(w —aP (g — b+ (2 = ¢)t
przeto:
2r %a- = — 2(¢ —a)
or P—a
da = o

a zatem: -




Wobec tego pochodna° ,

fffp(wyZ)(w da:dydz*—F,

du Ju -
Te funkeje u(a, b, c), ktérej pochodnemi czqsthowemi sq sktadowe sily przy-
ciggania wzddu osi spo’lrzcdnych nazywamy potencjatem pola grawita-
cyjnego, wywolanym przez dang mase. -
Funkeja ta odgrywa bardzo wazng rolg nietylko. w badaniach pola
grawitacyjnego, lecz takie w badaniach pdl innych sil, dzialajgeych od-
wrotnie proporcjonalnie do kwadratu odlegloéci, np. sil elektrycznych
i magnetycznych.
Utwérzmy drugie pochodne potencjalu ze wzgledu na-a,b¢ Po
wykonaniu rachunkéw otrzymamy:

w=f]) (—;‘—.+‘°’(—””;—“”)odww
W"fff( Ly b)’)(,dmdydz
9_’_u_fff_,_'+ )gdwdydz

Utworzywszy sume tych calek, otrzymujemy:

Podobnie:

u

(205) saitantas =0

Dla kazdego punktu, lezacego zewngtrz mas, potencjal spelnia zatem, przy
dowolnym rozkladzie mas, réwnanie rézniczkowe czgstkowe drugiego
rzgdu (205), zwane réwnaniem Laplace'a.

Jezeli punkt A(a, b, ¢) lezy wewngtrz ciala, to calki, przedstawiajace
potencjal i sily skladowe, sa niewladciwe, albowiem dla takiego punktu
jest w=ga, y=0"b, 2=¢, a wigc »r =0, a to » wystgpuje w mianowniku.
Mozna jednak dowiesé, ze te calki sgq zbiezne. Okazuje sig, ze dla punk-

téw 4, lezagcych wewnatrz ciala, potencjal spelma nastgpujgce réwnanie roz-
niczkowe:

2 Rk
(206) e = —dmelabyo)

zwane réwnaniem Poisson’a
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Teorja potencjalu jest jednym =z najwazniejszych i najszerzej opracowanych
dzialdw analizy wyZszej. Spoéréd licznych podrecznikéw, podwigconych temu przed-
miotowi, wymieniamy tu: A. Wangerin, Théorie des Potentials und der Kugelfunk-
tionem (2 tomy, Sammlung Schubert, 1921-28) i W. Sternberg, Potentialtheorie
(2 tomy, Sammlung G6schen, rok 1926—6),

Przykiad.

Obliczyé potencjal w dowolnym punkecie 4 przestrzeni, jezeli w tej

~ preestraeni znajduje si¢ kula o promieniu e, wypelniona w sposdh jedno-
rodny masg o gestodci @ = 1.

Nazwijmy odleglosé punktu 4 od érodka 0
kuli litera ¢ (fig. 105). Za of Z obierzmy
prosts, lgczges A4 z O, a poczatek ukladu
przyjmijmy w drodku kuli.

Puokt 4 ma wtedy spélrzedne A4(0,0,c)
o dodatoiem ¢. Odleglodé punktu 4 od do-

- wolnego punktu B(w, y, 2), lezqcego wewnatrz
lub na powierzchni kuli, wyrazamy wzorem:

Fig. 106. o F=lo' Fy'+(c — o) |
a wige potencjal ma w punkcie 4 wartodé:

u==/ dwdydz_____/ / do dy da
. -/ 4 (,/A Vo' + 97 +(c — op

Celem obliezenia tej calki wprowadzamy spélrz¢dne biegunowe prze-
stfzenne zapomocs Wzoroéw: ‘

®=rsinacosf, y=rsinasinf, 2= rcosa
Poniewa2 jakobjan tych funkcyj ma wartoé¢ r3sina, przeto:
r=a g=n f=2An

ua-/‘/‘“/‘ r¥sin a df da dr —9 g r¥sina dadr
yr"»sin*‘a-l—(c—rcoeur.)2 Vri ot —2crcosa

r=0 a<o g0

Przy obliczaniu calki wedlug zmiennej a uwazamy r za parametr. Wpro-
wadZmy zamiast @ zmienns 7 zapomocs podstawienia:

FP=r? 4 ¢ — 2crcose

Dla @ =0 jest 72 = (r — ¢)3, a wige #= |r — ¢|, poniewaz # jest zawsze
dodatgie, a dla @ =7 jest 7 = Ir+ej=r-4ec
Poniewaz 27 df = 4 2¢rsin a da, przeto:

“1".

* teinad rdr c
1= r'sina ag cr r r. N P
Vo —2creosa . P f o =gte—r—d)

renci (ra=c)
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Stad otrzymujemy dla ¢> r:
- (r F+ec—c4r)=

adlace<r:
=£(r+c—r+c)=2r

Jezeli punkt A lezy zewnatrz kuli. to jest ¢> a, a zatem smle c>

Wtedy: .
)
u=27z\/‘gi dr = § a_il

0
Potencjal ma zatem w punkcie zewngrznym taks wartodé, jak gdyby
M
cala masa byla skoncentrowana w érodku kuli (M:ga“n -1, P=¢, u= ;).
Jezeli punkt A4 leiy wewngtrz kuli, to trzeba rozdzieli¢ przedzial
calkowania <{0,4> na dwie czeéei, od 0 do ¢ i od ¢ do a.

]
W pierwszym z nich jest ¢ > r. a wige [ = 2—:—, w drugim za$ jest
e<r a wige [ =2r. Otrzymujemy wige w tym przypadku:

. - ct
u=2nf2—r—dr+2n 2rdr=gn +2n(a’— )=2n (a’-—- 3
: °
Takg wartodé ma potencjal w punkoie, le2acym wewnqtrz kali w odle-
glodei ¢ od jej érodka.

Dla punktu, lezacego na pownerzchm kuli, t j. dla c=a, otrzy-
mujemy z obu wzoréw tg sams wartodé §am. :

§ 264. Calki powlerzchniowe.

W fizyce matematycznej zachodzi czesto potrzeba badania mas
(zwlaszcza elektrycznych), rozmieszczonych na powierzchniach krzywych,
momentéw takich mas i ich potencjaléw. Aby stworzy¢ narzgdzie mate-
matyczne, odpowiednie dla tych badan, wprowadzono jeszcze jedno roz-
szerzenie pojecia calki, a mianowicie catki powierzchniowe.
~  Zanim to pojecie wprowadzimy, podamy najpierw pewns modyfi-
kacje pojecia calki podwojnej po obszarze D. Przy definicji tej calki nie
zwracaliémy uwagi na to, w jakim kierunku obiegamy obszar D. Odréz-
nienie tych kierunkéw jest jednak w wieln przypadkach korzystne. Tak
np. przy obieganiu brzegu obszaru D w kierunku dodatnim (przeciwnym
do obrotu wskazéwek zegara) otrzymujemy z wzoru:

=ffmw

(D)
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dodatoig liczbg na pole tego obszaru, przy obieganiu saé ujemuem, liczbg
ujemng. Mozemy zatem wprowadzié oznaczenia:

(o= o
ffdwdy::—ffdmdy

(D)

z ktérych pierwsze oznacza calkg podwéjog o obiegu dodatnim, drug:e
zaé o ujemuym. Podobnie ogélnie kladziemy:

ffftm)dwdy=fff(w,y)dody

(D)

£ff(w,y) dwdy% -—‘(/D"ff(w,y) dody

i nazywamy takie calki podwdjne, z odrétnieniem kierunku obiegu,
calkami zorjentovanems.
Wezimy teraz pod uwagq powierzchaig S o réwnaniu:

Sy ) ‘ z=¢(w,y)

weznoszacq 8ig nad obszarem plaskim D i ustalmy dla niej jakis kieru.
nek obiegania przez obranie kierunku obiegania brzegu. ‘

Ten sam kierunek obiegu trzeba przypisaé rzutowi D tej powierzchai
na plaszezyzoe (XY). Uwazajmy dla kazdej normalnej do powierzchni ten
kierunek 2a dodatni, ktéry wraz z kierunkiem obiogania brzegn po-
wierzchni wyzonacza ruch drubowy prawoskrgtny. Kat tej normalne) z do-
datnim kierunkiem osi Z oznaczmy liters y.

Utwérzmy calke podwdjng zorjentowang g dowolneJ funkeji R(@,y,2)
trzech zmiennych, przyczem te zmienne nie sg od siebie niezaleine, lecz
spelniajg réwnanie powierzchni z == (@, y). Tworzymy wige calke:

ffR(m y,z)dwdy_ffk(w,y, @gy)dwdy lub ffR(w,y,z)dwdy

zorjentowans tak, jak dana powierzchuoia, to znaczy, Ze obieg obszaru D
jest taki, jaki wynika z obiegu brzegu danej powierzchui. Kaids z tych
calek nazywamy catka powierzchniowa z funkeji R(w y,2), brang po
powierzchni § z obranym kierunkiem obiegu i oznaczamy je obydwie
wspélnym symbolem:

ffR(w,y, )dwdy lub ffR(x,y,z)cosyda

) (S)
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przyczem nalezy jeszeze podad, w ktérym kierunkm obiegamy dang po-
wierzchnig, Symbol do nazywamy elementem powierzchni; ma on wartoséd
dzdy:cosy. Zamiast méwié o réznych, kierunkagh obiegani__a powierzchni,
mozemy méwié, ze bierzemy calke powierzchniows po réznych stronach po-
- wierzchni, zaleznie od tego, po ktérej stronie powierzchni lezy dodatni
promieft normalnej; albowiem dodatni kierunex normalnej zostal ustalony
na podstawie kieruoku obiegu. ) :

Widzimy stad, ze calke powierzchniowq, brang po dowolnej powierzchni,
np. krzywej, mozna zawsze przedstawié jako catke podwbdjmp po obszarze
plaskim, o obiegu dodatnim lub ujemnym, zaleinie od tego, po ktérej stromie
-powierzchni bierzemy calkg powierzchniowg.

A wige: o

S f R(@,y,2) dody = f f B(a.y, (@ ) du dy
(8) D+ o

lub: .
[ [rovo@may
D.
czyli;
; ) f f R(z,y, p(@,v)) dz dy, jezeli obieg brzegu
ffR(“’ g2 dody=| @ powierzchni jest dodatni
@ — f f R(a,y, p(@,y)) dwdy, jeteli obieg brzegn
SRR T Dy powierzchni jest ujemny.

Zakladaliémy, e powierzchnia S da sig przedstawié w postaci réwnania
z=@(@,v). Jeeli tak uie jest, lecz gdy powierzchnia da sig rozlozyé na
"czedci, spelniajace ten warunek, to za calke powierzehniows po calej po-
wierzehni uwazamy sumg calek powierzchniowyeh po tych czesciach
skladowych. Jeseli zaé jakad czgdé powierzchni jest prostopadla do plasz--
czyzny (XY) (jest ezeécia powierzchni walcowej), to za calke powierzch-
niowg po tej czesei powierzechni uwazamy zero.

Tak np. calka powierzchniowa po kuli jest sumsg calek powierzch-
piowych po obu pélkulach, na, ktére sig rozpada kula przez poprowa-
dzenie kola. wielkiego, réwnoleglego do plaszezyzny (XY).

Podobpie okreéla sig calki powierzchniowe:

ffP(zv,y\z)dydz i{f@(w,y,z)d&u’dz

)
jetefi réwnanie powierzchni da sig przedstawié w postaci & =Py, 2)
lub y = (@, #) nad obszarami -plaskiemi D’ lub D”. '
Rachunek rétniczkowy i calkowy. T. 2. - ’ 19
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Ogolng calka powierzchniows po powierzchni S jest suma:
[ [eenadyit 0my,dods + By, 2 dody)

®
osyli; ‘ —

' f f (P(@, 9, ) cosa + Q(@, 9, 7) 008 B + R(®,4,2) cos y) do
)

Uwage. Calke powierzchniows f f R(w, y, ®)dedy moina ted okreslid jako
()]

granice ciggu sum, otrzymanych w ten sposdb, fe dzieli sig powierzchnip na elementy
do,, do,,...40, i kaidy v nich mnody si¢ przez wartodé funkeji R(<,y, #) cosy w do~
wolnym punkcie kazdego elementu 8 nastepnie dodaje si¢ te iloczyny. Tworzy si¢
cigg sum postaci: :

2 R(&, 1, L) cos y,40,

=)

gdy érednice elementéw Ao; dais do zera i okasuje sig, Ze ta granica ma wartodd:

[ [r@y.0e.9)dady =(£f3(w, y,2) dw dy =

(]
=:ffR(w, y.2)cosydo

8

§ 265. Zwlgzek calkl powlerzchniowe] z calky krzywolinjows
przestrzenng.

Widzieliémy, #e pomigdzy calka podwéjng a calky krzywolinjows,
plaskg zachodzi bardzo wainy i interesujgcy zwiszek, wyrazony twier-
dzeniem Greena-Riemanna (por. § 256). Okazemy, se podobny zwigzek

zachodzi migdzy calks powierzchniows a calks

z krzywolinjows przestrzenns.

. Wesmy pod uwage powierzehnig S(fig. 106)
] o réwnaniu 2= @(&, y), wznoszacg si¢ nad
obszarem plaskim D. Brzegiem tej powierzchni
! 0 : A Jest linja L a rzutem tej linji na plaszezyzng

P g

(XY) jest brzeg ! obszaru D. Zajmijmy sig
v catkg krzywolinjows:

Fig. 108. szP(w, y,2) dw
©
. brana po brzegu powierzehni, przyczem obiegajmy ten brzeg w takim
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kierunku, aby rzut jego ! byl obiegany w kierunku dodatnim. Poniewas
2 = @(m y), przeto:

l={ Py py)do= f P\ (» y) do
(&) (7]

Zastosujmy do tej calki krzywolinjowej po linji plaskiej twierdzenie
Greena-Riemanna (str. 241, wzér (166)). Otrzymamy:

e f [P

(D)
Ale:
opP, 9P P o2
9 + dz y

l==ff———dmd +ff ‘;fg;dad -
[ G

Tn juk wystgpujg catki powierzchniowe, poniewas 2= p(@,y). Drugq
s tych calek mo#na napisad w postaci:

I = f—— - cos y da

- gdzie y jest kqtem normalnej = osig Z. Wiadomo z géon;etrji( réinics-
kowej (por. tom [, str. 339), te:

& wiga:

S = %y __
R e [

gdzie 3 jest kqtém normalnej z osig Y. Stad wynika, ge:

COB'Yy ==

o2
—@cosy =cos

I,=ff%§cosﬁda=ffgdmdz
($) [£))
Zatem:
1=(Poydo=[ [~ Lizay+ [ [ dwas
y oz
o 6 ®

a8 wigo:

19*
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W podobny sposéb przeksztaleamy calki krzywolinjowe:
Q@,y,2)dy i fR(a), y,2)dz

1) (3]
Dodajemy te trzy calki do siebie i otrzymujemy:

[N+ (- Eos-

- f (Pdw 4 Qdy -+ Rdz)

L)

(207)

N

Jest to wzér Stokes'n, podajacy zwigzek calki krzywolinjowej - prze-
strzennej z ¢alkg powierzchniows. Jest on uogdlnieniem twierdzenia
Greena-Riemanna

Z twierdzenia Greena-Riemanna wysnuliémy wniosek, 2e calka
krzywolinjows po krzywej zamknigtej jest réwna zeru, gdy wyratenie,
gnajdujace sig pod calks, jest rézniczks zupelng jakiej§ funkeji dwéch
zmiennych, a styd wyniklo, 2e calka krzywolinjowa z réiniczki zupelnej
nie zalety od drogi calkowania, Taki sam woiosek wysnuwa sig z twier-
dzenia Stokes'a dla rézniczki zupelnej z funkeji trzech zmiennyck.
A mianowicie, gdy wyraenie:

P(@,y,2)dz + Q(x y,2) dy + R(w, y,2) dz
jest rézniczks zupelns, to:

9Q 9P IR _3Q IP_9R
9y’ dy %’ % oz
a wige lewa strona wzorn Stokes'a jest zerem, a stad wynika, 2e i prawa
Jest zerem. A zatem catka po krzywej zamknigtej 2 réiniceki zupelnej funkeji
traech 2miennych jest cevem, a stqd wynika, ie calka kreywolinjowa z rés-
niceki zupelnej funkeji trzech zmiennych nie zalesy od drogi catkowania.
Twierdzenie Stokes’a ma liczne zastosowania w fizyce. Tak np.
gdy P(@y,2), Q@ y,2), R(@, y,2) s skladowemi sily F w polu sit w kie-

runkach osi spélrzednych, to calka krzywolinjowa / (Pdee 4 Qdy + Rdz)

(
przedstawia prace, wykonang przez te sile wzdluz drogi L. Jeteli wyra-

tonie pod calks jest réiniczka zupelns jakiejé funkeji U(m,y, 2), to praca
nie zalesy od drogi, laczacej dwa dane punkty. Wtedy P, Q,R es po-
chodnemi czastkowemi jednej funkeji U(2,y,2), a mianowicie:

v U o _3U

p=U 5, 30 o 3U
% 93y 32
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Uw,y,2) jest potencjalem tego pola sil. Jeseli wige pole sil posiada po-
tencjal, to praca nie zaleiy od drogi. Wzér Stok es’a znajduje réwniet
‘wazne zastosowanie w hydrodynamice i w elektrodynamice.

Ma on réwniez bardzo interesujgcg-interpretacje w teorji wektoréw.

§ 266. Twierdzenie Gaussa | twlerdzenie Greena dla przestrzeni
trojwymiarowej.

W poprzednim paragrafie poznalismy zwiagzek .calki powierzchnio-
wej z calks krzywolinjows. Istnieje réwniez zwiszek calki powierzehnio-
wej z calkg potrdjna, pozwalajgcy sprowadzi¢ obliczenie calki potrdjnej
do calki powierzchniowej. I tak wykonujge calkowanie wedlug z w calce
potréjnej, dowodzi sig, podobnie Jak przy plaskiem twierdzeniu Greena-

Riemanna, ze z calki fff dz dy dz otrzymamy ffRd:ndy,

gdzie S jest powxerzchmq, ogranlczajacs, obszar tréjwymmrowy V

Podobnie;
o P
ff a—mdmdgdz=f Pdy dz
2] (5]
fff%gdmdydz—.:ff()dmdz
It y © \

Sumajge te trzy réwnania stronami, otrzymujemy wuér:

(208) f f f ( + az)dwdydz= f f (Pdydz+Qdedz+Rdody)
(5) )

Wzér ten, zwany wzorem Gaussa, znajduje liczne zastosowania w fizyce
matematycznej. Posiada on takze prost interprefhcje w analizie wektoralnej.

Z wzoru Gaussa wyprowadza sig twierdzenie Greena dla prze-
strzeni, wyrazajgce si¢ nastgpujacym wzorem:

( v oU
(209) _fJf(UAV—VAU)“dde=£)f(U§;—Vﬁjdo
¢ ( ‘

gdzie Ui V s4 funkcjami trzech zmiennych 2, y, z,AU—

aU
dxt +9y’ + e

d
1 podobnie 4V, a éz oznacza pochodng funkeji ¥V w kxerunku normalne;
i ma wartodé: )
av_av ' . . dU
= o o8 “+§" cos ﬁ+ 9 +cosy i podobnie n

(@, 8,7 sa katami normalnej z osiami spélrzednych).
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Dowéd tego wzoru przeprowadza sig, stosujgc wzér Ganssa
do calki: y

9U9V ouav  aUav
I=/ff8a, 3w+9y 9y+9z 92)dwd de
w

UV _ 2 (, 3V av
% 5 =m" %)~ Uaw

"fff[aw =) a5
+a (v aV)]dwdydz~—ffoAVdadydz

‘Stosujge do pierwszej calki twierdzenie G aussa, otrzymujemy:
[ o= f avdyd +27 dmdz+ 7 dndy —ffoAVdadyd.
17

Ale dy dz==cosads, dodz==-cosfido, dody—=cosydo, a wigc wyra-
denie w nawiasie w pierwszej calce jest pochodng funkeji ¥ w kierunku
normalnej, pomnozong przez do. Zatem:

Iaafo———da ff UAV do dy ds
o

Przeksztalcajgo tg samg calkgq analogicznie przez uiycie wzoru:
auav 2 2U\ 98U
=5 )~

I=ffV§—?do-——f!fVAwadydz

Tworzge réznicg tych dwéech wyrazen na I, otrzymujemy ostatecznie
wzér Greena.

Szezegblows dyskusje twierdzen, podanych w §§ 264—268 i liczne
ich zastosowania zuajdzie czytelnik np. w podreezniku R. Courant'a p.t.
Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung (tom II, str. 269—2817,
Berlin 1929) i w podrgcznikach, poswigconych teorji wektordw; np. w pol-
skim jezyku istnieje z tej dziedziny podrgczoik W. Pogorzelskiego
p. t. Zarys teorji wektoréw (Lwoéw—Warszawa 192D r.).

Poniewas:

- przeto:

otrgymujemy:




‘Nota.

0 liczbach zespolonych.

Zaréwno dla potrzeb matematyki czystej jak i stosowanej okazalo
si¢ bardzo poZyteczne rozszerzenie zakresu liczb przez wprowadzenie
obok liczb rzeczywistych takze liczb zespolonych. Liczbami zespolonemi
nazywamy pary liczb rzeczywistych (a,b), dla ktérych ustalono nastgpu-
- jace cztery zwigzki i reguly dzialah arytmetycznych.

I. Réwnoéé:

(a,b) =(c,d) wtedy i tylko wtedy, gdy a=¢, b=4d
IL Reguia dodawania:

(ab)+(od)=(a4c¢b+d)
IIL Regula mnozenia: -

(a, b)« (¢,d) = (ac — bd, be + ad)

IV. Zwiqzek 3 licabami rzeczywistemi:
) (a’a 0) =a )
Ka2dg taky parg uwazamy za jedng calosé, za jeden element i oznaczamy
ja cz¢sto jedng liters, np. (a,b) ==2. Postgpujemy tu wige podobnie jak
przy ulamkach, ktére sg takie parami, a mianowicie parami liczb calko-

witych, np. §, §, ogdlnie %, a mimoto uwaiamy kaidy ulamek za jedem

element i piszemy np. % = u. ’ o -

Uwaga. Takie ulamki moina wprowadzaé zapomocs lgczenia liczb calkowitych
a,b w pary. batwo stwierdzié, Ze zwigzki I—IV wmajg dia ulamkow postaé:

I'. (a,0) = (¢, d) wtedy i tylko wtedy, gdy o0.d=b.

II’. (a8, b) - (¢, d) = (ad + be, bd).

IV, (a, d) - (¢, d) = (ae, bad).

V. (a,1)=oa.

Z tych czterech zalozen mozna wyprown.dmé wozystkio wlasnoSci ulamkéw
i wezystkie twierdzenia o rachowaniu ulamkami.

Zelozenia I — IV sq tak dobrane, aby motna bylo rachowaé licz-
bami zespolonemi tak, jak dwumisnami a -+ b, ¢+ do, z tom tylko
uzupelmemem te zamiast @' nalezy podstawié — 1.
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Okatemy mianowicie, te katds liczbe zespolong; t. j. .ka_idq, parg
(o, b), czynisca zadosé zalogeniom I—IV, motna przsdstawu.s w postaci
a--b+i gdzie i jest skréconem oznaczeniem pewnsj specjalng} pary,
a misnowicie pary (0, 1), majacej t@ wlasnosé, ze 0,12=—1

I tak kazdg parg (o, b) mozna napisa¢ w postaci:

(a,8)=(@+0, 0+0)
Na podstawie reguly II jest wiee:
(2, 5) = (2, 0) + (0,8)
Stad, na podstawie zwigzku IV, otrzymujemy:
(a,b)=1a+(0,})
Drugi skladnik tej sumy moina napisaé w postaci:
(0,8) = (5,0)+ (0, 1)
albowiem z reguly III wynika, ge:
(8,0)+(0,1) = (6-0 — 0.1, b 1 +0+0)=(0,)

Wobec tego:
(a,0)=a+(5,0)+(0,1).
Stad zaé, na podstawie zwigzku IV, otrzymujemy:
(a,8)=a - b-(0,1)
Kwadrat liczby zespolonej (0,1) ma wartodé — 1; istotnie wedlug re-
guly III jest:
(0,1)7=(0,1)-(0,1) = (6.0 —1+1, 0.1 +41.0)=(— 1,0)

a wige wedlug IV jest:
(0' 1)' =1

Te¢ specjalng parg (0, 1) nazywamy jednostkq urojonq i oznaczamy jg
symbolem i. Zatem:

0, 1) =i
Liczba ¢ ma wige te wlasnodé, Ze:
=1
Usywajge tego sposoim oznaczania, mamy wige:
(@.b)=a-+bei

Dowiedliémy w ten sposéb, Ze kasda liczbg zespolong mosma przedsiawié
w posiaci sumy, Kérej pierwszy skledmik jest liczbq rzecaywisty a drugi
Hocoynem liczby rzecoywistej i jednoctki wrojonsj,
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‘Usywajae tego sposobu przedstawienia liczb zespolonych, piszemy
estory zasadni¢ze prawa I—IV, charakteryzujace te liczby, w nastgpu-
jacej postaci:

1) a 4 bi==¢ -} di wtedy i tylko wtedy, gdy spelniajg si¢ réwno~
czednie dwie réwnodei: a=¢, b =4d;

2) (a -+ bi) + (¢ + diy=(a + ¢) -+ (b + d)3;

8) (a - bi) + (¢ + di) = (ac — bd) -+ (ad -} be)i;

4) a4+ O0i=a.

Z wlasnofei 1) wynika, ¢e kaide réwnanie, zachodzace pomigdzy
liczbami zespolonemi, jest réwnowazne z ukladem dwdch réwnan, zacho-
dzacych pomigdzy odpowiedniemi liczbami rzeczywistemi.

Zwrédmy jeszeze uwage na regule mnozenia liczb zespolonych,
kidra odréinia mnozenie liczb zespolonych a -4 bi od mnozenia dwumia-
néw a 4 b@. 1 tak mnozae przez siebie dwie liczby zespolone tak, jak
zwyczajne dwumiany, otrzymujemy:

(@ + bi)(c + di) = ac + bd i% 4 (ad -+ be)i

Réinica wystgpuje dopiero w tem, Ze za i nalezy podstawié — 1. Uczy-
eiwszy to, olrzymujemy istotnie prawsg strong wzoru 3).

Z tych caterech praw [—IV lub 1)—4) wyprowadza sig jus cals
arytmetykq liczb zespclonych. Okazuje sig przytem, ze wszystkie prawa
eryimetyki liczb rzecsywistych zachowujs swa wainoéd takse w tej szer-
egej klasie liczb (jak np. prawa przemiennodei i lacznoéei w dodawanin
i mnozeniu, prawo rozdzieluodei dodawania i mnozenia), Ponadto przy-
bywajs jednak jeszcze nowe definicje i nowe wyniki.

I tak liczbg zespolona, ktérej czesé rzeczywista jest zerem, nazy-
wamy liezbg urojong lub czysto urojonq. Dwie liczby zespolone:

g=aq -} b, Z=a—bi

majace tg samg czedt rzeczywists, a réznisce sig tylko znakiem spél-
czynnika, stojacego przy jednostce urojonej, nazywamy liczbami £e8po-
lonemi spregéonemi. Zaréwno suma jak i iloezyn dwéeh liezb sprz¢zonych
jest liczbg rzeczywists, a mianowicie:

(@ + bi) 4 (a — bi) =24
(a -+ bi)-(a — bi) = a3 -} b2

Widzimy wige, ze dzialania, wykonywane na liczbach zespolonych, mogs
prowadzié¢ do wynikéw rzeczywistych.

Wyniki dzialah, wykonywanyeh pa liczbach zespolonych, valezy
zawsze sprowadza¢ do postaci # - iy, gdzie 4,y sg liczbami rzeczywi-
stemi. Dla dodawania i mnotenis uzyskuje sig przedstawienie wyniku
w takiej postaci odrazu z wzoréw 2), 3). '
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Przy dzieleniu mofna uzyskaé takie przedstawienie w nastgpujgcy
' ' a4 b

sposdb. Mnozymy licznik i mianownik wyrazenia e di przez licabe

sprzezong z mianownikiem. Otrzymujemy w ten sposéb:
a+bi_ (a4-bi)(c —di)__ac+ bei — adi — bdi®

c+di (c+ di)(c—di) ¢ — (di)?
Zatem:
a+bi_  ac+4bd4(bc —ad)i ac+bd+bc ——-ad‘.
s oFdl =oxa ToFrad
Szukane liczby rzeczywiste @,y maja tu zatem wartodci:
ac -+ bd _bc—ad

=t YT axa

Do tego samego wyniku mozna te dojéé ogélniejszg metods, a miano-
wicie kladge:

afbi ;

P
Btad:

a + bi = (z + yi)(c + di) = e® — dy + (do + ¢y)i
To réwnanie spelnia si¢ (w mysl zasady I) wtedy i tytko wtedy, gdy
spelniajg sig dwa réwnania: _ ‘
cw—dy—=—a

Rozwigzaniem tego ukladu réwoah es, jak latwo sprawdsié, otrzymane
powyzej wartoéci na @ i y.

Przyklad.
43 —6i (43 —6i)(4 —7i) 172 —42 —24i —301¢ __ 130 — 326
4+ 78 T (44+TH@— T8 16 + 49 - 6b
a wige:

(43 —649): (44 7)=2 — bi
Przy potegowaniu liezb zespolonych wystgpuja rozmaite potegi jednostki
urojonej i.” Wezystkie te potggi nalety przedstawié w postaci @ - bi
(przyczem a lub b moze byé zerem). Otés:
=i t=—1, =iz —i #=it.i=1

Wytsze zaé potegi sprowadzajg sig do tych czterech i powtarzajg sig-perjo-
dycznie, albowiem: ~

=it A =

pray calkowitych dodatnich n, k. Wobec tego takze kazds potege (a - bi)"
potrafimy przedstawié w postaei @-iy: trzeba w tym celu podniedd
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ten dwumian do n-tej potggi wedlug wzoru Newtona, a pastgpnie za
wazystkie potegi i podstawié odpowiednio 4, — 1, —i lub 4 1.

Pierwiastkowanie liczb zespolonych wyjaénimy zapomocy przykladu.
Chcemy obliczyé drugi pierwiastek z liczby B—124, to znaczy znaleid
takie dwie liczby rzeczywiste m,y, aby liczba zespolona @ -~ iy spelniala
réwnabnie: :

(@ + ig)t =D — 124
czyli:
o —y4-2oyi=>0— 121

Réwnanie to spelnia sig wtedy i tylko wtedy, gdy liczby rzeczywwte oY
spelniajg nastgpujacy uklad dwéch réwnai:

ot —y'=D5H
20y = — 12

Stad otrzymujemy @ == ——367 a Dastgpnie %6; —yt=D, 88 —yt==bHyt
Stad:

yr=4 albo yr'=-9
Te drugs ewentualnoié¢: y® = — 9 nalety odrzucié, poniewai y ma byéd
liczby rzeczywistg. Wobeo tego y, = - 2, 9, = — 2, a zatem @, == —3,
@y ==+ 8. Otéz drugi pierwiastek z liczby zespolonej 5 — 12¢ ma dwie
pastgpujgee wartodci:

(Vo —12¢), = — 8 + 24, (Va——'ffa.ma—m

Niechaj ezytelnik stwierdzi, se:

V=D =4, §=Dy=—i, ()= ?71“2— (V) = — 17*2—'
Widzimy stad, te w zbiorze liczb zespolonyoh istnieje dragi pierwiastek
s kaidej liozby, podezas gdy w zbiorze liczb rzeczywistych nie istniejg
drugie pierwiastki z liczb ujemnych.

Z tem wigte sig, 6 w szbiorze liczb zespolonych kaide réwnanie
« druyiego stopnia posiada dwa rozwiqrzania, podczas gdy w zhiorze liczb
rzeczywistych réwnania drugiego stopnia o wyrégniku ujemnym nie po-
siadajg rozwigzan,

Przyklud. Réwnanie:

@t —404 13 = 0
posiada rozwigzania:
o, =24+ =9, a=2—)=%
ozyli:
o =24 8i o,=2-—3i

. Natomiast to réwnanie nie posiada rozwigzah rzeczywistych.
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Okazano ogélnie, e kazde rdwnanie algebraiczne n-tego stopnia
posiada n pierwiastkéw, przyczem uiektére, a pawet wszystkie mogs byé
liczbami zespolonemi,

~Jezeli réwoanie algebraiczne o spélezynnikach rzeczywistych po-
siada pierwiastek zespolony @, = p + ¢i, to takie sprzeiona z @, liczba
@, = p — ¢t jest pierwiastkiem tego réwnania. . :
Dowéd. Podstawiwszy w réwnanie algebraiczne:

L Geta @t a0t ... 4 a0"=0 . o
78 & wartodé @, = p + ¢i, wykohujemy zaznaczone dzialania i przedsta-
. wjamy lews strong w postaci 4 - Bi. Jezeli za§ podstawiamy za @ war-
iod¢ mg, sprzeiong z @, to otrzymamy oczywiscie wynik 4 — Bi. Ponie-
twat @, spelnia dane réwnanie, przeto 4 + Bi=0 czyli 44 Bi=0-4-01
a stad wynika, 26 4 ==0 i B=10. Wobéc tego takie 4 — Bi=20, a to
znaczy, #e liczba my=p — ¢t spelnia takie dane réwnanie. c. b. d. o.
Wiadomo, jak wazoe uslugi- oddaje przy liczbach rzeczywistych
ch geometryczne przedstawienie zapomocg punktéw ost liczbowej. Do
, _ . < przedstawienia geometrycz-
\ : nego liczb zespolonych uzy-
Az o wa sig calej plaszezyzny,
zwanej plaszczyzng liczbowq,
wprowadzonej przez Gaussa,
Obrazem geometrycznym licz-
by zespolonej z=a -} iy jest
punkt o spélrzednych a,y.
0 ) Tak np. puokt 4 na fig. 107
T -X przedstawia liczbg 2==2 4 3i.
‘ Obrazami liczb rzeczywistych
Fig. 107. . sa punkty osi @-6w, liczb czy-
» ' sto urojonych puukty osiy-6w.
Obrazem kazdej liczby zespolonej jest zatem jakié punkt plaszezyzny
liezbowej i naodwrét, kazdemu punktowi plaszeayzny lieczbowej odpowiada
jakas liczba zespolona. Istnieje zatem odpowiedniosé doskonala pomiedzy
zhiorem wszystkich liczb zespolonych a azbiorem wszystkich punktéw
obranej plaszezyzny. ' .
Odlegloéé r punktu, przedstawiajacego liczbg zespolong 2z, od po-
ezgtku ukladu spélrzednych nazywamy wartodciq bezwzgledng tej liczby 2
i oznaczamy jg symbolem |z|. Widoczne jest, ze r = V@Tgﬁ, a zatem:

lel=1o+ yil =fa"F g
Tak np. (2 + 3i|=V&+0=|13, |3 +4i|=}9 16 =b. Definicja
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ta pozostaje w zgodzie z definicjs bezwzglednej wartoser liezby rzeczy-
wistej, np. |—4|=}— 4 + 0i| =} F 01 ="

Usywajae odlegloéci r punktu A4 od (poczatku ukladu j kats q,
jaki tworzy promies OA z osia @-6w, mozemy przedstawi¢ kasds liczbe
gespolong zapomocy spdlrzednych biegunowych.

1 tak:

®=rcosaq, y=rsine
a zatem:
2=@ -} yi == r(cos @ -} i'sin &)
czyli: ,
2 = |z|(cos @ + i sin a)

prayczem |z|= Vs =F v e tga =%. Kazdg wige liezbg zespolong mozas

prredstawidé jako iloczyn z jej wartodei bezwzglednej i ' liczby zespo-
lonej cosa |- 4 sin @, ktérej wartodcia bezwzglgdna jest 1. Istotnie:

| cosa -4 isine| = Veost e - sinta =1

Kat a nazywamy argumentem liczby zespolonej.
Poslugujge sig obrazami geometrycznemi liczb zespolonyeh, mozemy
w bardzo prosty sposéb wykonywaé graficznie dzialania arytmetyczne

Y

A 3

~ na tych liczbach. I tak jezeli punkty 4, i 4, (fig. 108) s3 obrazami
geometryeznemi liczb zespolonych:

H=o +yk £y = Dy - Yy
to obrazem geometrycznym ich sumy:

G tzg= (0 +2) + (v, +yy)¢



802

jest punkt B, lezgcy na koficu przekstnej réwnolegloboku, utworronego
z bokéw O4, i OA,. Widzsimy stagd, 2e dodawanie liczb zespolonych
wozna wykonywaé na ich obrazach geometrycanych tak jak dodawanie

wektordw, : .
Aby snalezé sposéh wykonywania mnozenia liczb zespolonych 2, i 2,
na ich: obrazach geometrycznych (fig. 109), dogodnie jest utyé ich przed-
stawienia zapomocy spdlrzednych biegunowych, a mianowicie:

2, == r(co8q, {-t8ine,), 2z, == r,(cO8a, -} isina,)
Wobecs tego:
ez =1y r;(con a, cos a, — 8in @, sin @, - i(sin @, cos @, | sin a, cos a,))
czyli: :
8 -3y ==r, - ry(cos(e, + @y) + i8in (@, +a,))
Widzimy atad, 4e iloczynem dwéch liczb zespolonych jest liczba zespo-
lona, ktérej wartosé beswzglgdna jest iloczynem wartoici bezwaglpdnych

Y
B'zo Zl
"
L) Ay 2,
£z, -
/3 , 4 - X
Fig. 109,

danych liczh, a argument jest sumq argumentéw tyoh liczb. Aby wigo
otrzymaé obraz geometryozny liezby z, -z, nalesy obrdeic promieh OA,,
nalezgey do liczby 4, o kat a,, nalezacy do liczby 2, i powigkszyé ten
obrécony promieh r, tyle razy, ile razy r, jest wigksze od jednostki.
Najlatwiej jest uskutecani¢ tg konstrukejg przy pomooy tréjkatéw podob-
nych: OCA, ~ 0A4,B, przyczem OC = 1.

Nietrudno jest znaleé podobny wazér i podobng konstrukcje na
dziclenie liczb zespolonych.

Z wzoru na 2, -z, wynika bardzo prosty wzér na potegowanie liczby
zespolonej 5. Preedetawmy ja w postaci z = r(cosa 4 isina) i zastosujmy
n-krotnie wzér na 2.z Otrzymamy:

" ==1r"(cosna - isinna) .
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Dla »=1 otrzymujemy stgd nastgpujgey wzér Moivre'a, bardzo wainy
w algebrze i w teorji funkeji zmiennej zespolonej:
(cosa +isina)"=cosna+ isinna

Powréclmy do tego wzoru w tomie III

Z rozwazah tych widzimy, %e liczby zespolone nie sg bynajmniej,
jak dawniej sgdzono, jakiemis mistycznemi ,urojonemi“ fikcjami mate-
matycznemi, lecz sy réwnie realne, jak ulamki lub inne liczby rzeczy-
wiste i posiadajg zupelnie jasng, ,rzeczywista“ interpretacje geometryczng.
Zoajdujs one coraz szersze zastosowanie w technice, w ﬁzyce i w innych
naukach.

Uwaga. Geometryczne dodawanie liczb zespolonych mogloby nasuwaé przy-
puszczenie, ze mamy tu do czynienia z wektorams, dobrze znanemi z rozmaitych
" dzialéw fizyki (np. z mechaniki). Aby usungdé rozmaite, zdarzajgce si¢ nieporozu-
mienia; przedstawimy tu jeszcze pokrétce stosunek teorji liczb zespolonych do teorji
wektorow. Aby ten stosunek jasno wystgpil, zajmiemy si¢ ogdlniejszemi liczbami ,ze-
‘spolonemi®, zloZonemi z czterech czefici, a mianowicie kwaternjonami. Kwaternjony sg
to czwdrks liczb rzeczywistych: (a,, a4, e, a;), ktére moina okreélié zapomocg zwigz-
kéw podobnych do zwiazkéw I—IV, charakteryzujgcych liczby zespolone dwujedno-
stkowe (t. j. zlozone z jednostek rzeczywistych 1 i z jednostek urojonych $). Proécle_]
jest jednak wyjéé odrazu ¢ przedstawienia takiej czwérki @ w postaci:

a=a,-14a,ita,j+ ok

1, %, j, k¥ nazywamy jednostkami kwaternjona. Mnozenie tych jednostek przez siebie
okreSlamy zapomocsg nast¢pujgcych wzordw: -

=1 = k= —j
jE=—k =1 Je=1
ki=j kj= i k= 1

Rezygnujemy tu zatem z prawa przemiennosci w mnozeniue(albowietn np. €3-5%)

Kwaternjon sklads si¢ z czeéci rzeczywistej: ao, zwanej skalarng czecia kwa-
ternjona i z czefci a4 -i-4a, i+ a;-k, zwanej wekiorjalng czefcin kwaterrjons.
Czgéé wektorjalng mozna przedstawié geometrycznie w ukladzie trzech osi spélrzed-
nych prostopadlych, uwazajge punkt 4 o spélrzednych oy, a,, a; za obraz geome-
tryczny tej czefci wektorjalnej; odcinek 04, lgczgey ten punkt ) poczgtkiem uklady,
nazywamy wektorem.

Wykonujge mnozenie wektorjalnych czebei a, 8 dwéch kwaternjonéw wedlug
zwyklych regul mnozenia trojmiandéw i zast¢pujgc nastgpnie iloczyny jednostek innemi
jednostkami, wedlug przyjetych powyzej regul, otrzymujemy:

@ f=— (a, by + 0, by + 05 b)) + (a, b, — ag by) § 4 (ag b, — a6y by) j + (a, b, —a,b)k
Czgéé skalarng tego iloczynu, wzigts ze znakiem przeciwnym, t. j.:
Sia - §)=“1 b+ 6,0, 10,0,
nazywaxhy ilbczynem skalarnym dwéch wektordw, & czgéé wektorjalna, t. j.:
B Va - F) =(a, b; — a, ba)i+(“a b, — a, by)j (8, b, —a, b k
nazywamy wektorjalnym iloczynem dwdéch wektoréw.



304

Wilasciwiej byloby jednak nie odrézniaé dwdeh rodzajéw wmnoZenia wektordw,
tylko mdwié o ez¢dei skalarnej i wektorjalnej jednego iloczynu. i

Okazuje sig, Ze iloczyn wektorjalny przedstawia sip w obrazie geometrycznym
Jako nowy wektor, prostopadly do plaszczyzny dwéch danych wektoréw. Rozwadania
te tworzg arytmetyczng podstawe teorji wektoréw. Nie bedziemy si¢ tutaj zajmowali
tg teorjg, a wskaZemy tylko na zwigzek tych pojeé 2z pojeciem zwyczajnej liczby ge-
gpolonej (dwujednostkowej). Ot6Z specjalnemi przypadkami kwaternjonéw sg:

1° licsba rzeczywista @, jezeli 0, =g, =a,=0; _

2° wektor a,$4 0,5+ b W preestrzeni tréjwymiarowe]j, jedeli ay=10;

8° wektor 6gj-}-a,k na plaszezyZnie, jezeli ¢y=0, a,=0 i podobnie a,s-1a,k,

a st a.4;

4? liczba zespoloua-a, - a,s, jedeli ay = a; =0,

Widzimy stgd, do zupelnie co innego oznacza wektor na plaszezysnie, a co
innego liczba zespolona. Majs one wprawdzie te same prawa dodawania, lecz rdéine
zupelnie prawa mnoZenia. Iloczynem dwéch liczb zespolonych jest liczba, majgea awéj
obraz w tej samej plaszezsyinie, podezas gdy iloczyn dwéch wektoréw, lbigeych na
tej samej plaszezyinie, sklada sl z czeici skalarnej i z czgéci wektorjalnej, ktérs
przedstawia wektor, prosfopadly do danej plaszczyzny.
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