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PRZEDMOWA.,

W przedmowie do swego podrecznika Astronomji Sferycznej,
wydanego w r. 1928, $. p. Prof. Marcin Ernst wyrazil nadzieje,
ze opuszezony ze wizgledéw technicznych w tym kursie rozdzial
o zjawiskach zaémieniowych bedzie wydany péZniej, jako oddzielna
ksigzka. Niestety, nadzieja ta ziscila si¢ dopiero po S$mierci Autora.

Na tres¢ opuszczonego rozdzialu, p.t. ,Teorja zaémien i zjawisk
pokrewnych“, uporzgdkowanego przez p. A. Stachy’ego, sklada sie
caloksztalt teorji za¢mien i zjawisk pokrewnyeh, zachodzgeych w na-
szym ukladzie planetarnym, a wige za¢mien Slonca i Ksiezyca, zakryé
gwiazd przez Ksiezyc i planety, widocznych z Ziemi, oraz zaémien
w ukladach innych planet; wszystko to jest ujete w najbardziej
ogoélnej matematycznej formie.

Wzory ogélne sg nastepnie sprowadzane do postaci, nadajgcej
si¢ do zastosowan praktyicznych, skutkiem czego podrgcznik niniejszy
stanowié moze nietylko bogaty materjal dla studjujgcych oraz cheg-
cych poglebi¢ te dziedzing astronomiji, lecz i do podrgeznego uzytku
astronoméw przy obliczaniu momentéw zaémien oraz przebiegu tych
zjawisk na powierzchni Ziemi,

Kasa im. Mianowskiego, podejmujac wydanie tego podrecznika,
nietylko uczcila pamieé¢ §. p. Prof. Marcina Ernsta, wieloletniego
pedagoga i zasluZonego uczonego, lecz i przyczynila si¢ do wzboga-
cenia polskiej literatury astronomicznej tak cennym nabytkiem jakim
jest ,Teorja zaémien i zjawisk pokrewnych“.

Prof. Michat Kamienski

Dyrektor Obserwatorjum Astronomicznego
Uniwersytetu Jézefa Pilsudskiego
w Warszawie

Warszawa, 19 listopada 1935.



ROZDZIAL 1

KLASYFIKACJA 1 OGOLNA TEORJA ZJAWISK.

1. OkreSlenie najogllniejsze zjawisk zalmieniowych i ich
podziat. Zacmieniami w znaczeniu najogélniejszem nazywaé be-
dziemy wszystkie te zjawiska, gdy jakies cialo niebieskie czesciowo
lub w caloSci na pewien czas pograZza si¢ w cieniu, rzucanym przez
inne jakies cialo niebieskie. Przy zaémieniu zatem wchodzg w ra-
chube zawsze przynajmniej trzy ciala niebieskie, mianowicie: 1. cialo
niebieskie, ktére jest Zrodlem $wiatla, 2. cialo niebieskie, rzucajgce
cien i 3. cialo niebieskie, pograzajace si¢ w cieniu. Oczywiscie précz
tego znaczenie pierwszorzedne ma stanowisko obserwatora, ktéry zja-
wisko za¢mienia oglada. W praktyce zachodzi¢ tu moga trzy rézine
przypadki: 1. obserwator znajduje si¢ na ciele, rzucajacem cien,
2. obserwator znajduje si¢ na ciele, pograzonem w cieniu i 3. obser-
wator nie znajduje si¢ na zadnem z wymienionych cial.

Ograniczamy si¢ do przypadku, gdy stanowiskiem obserwatora
jest Ziemia i bierzemy pod uwage tylko te zjawiska, w kt6érych cia-
lami zasfaniajacemi sg ciala naszego ukladu slonecznego, t. j. pomi-
jamy np. zjawiska, zachodzgce w ukladach gwiazd podwdjnych tego
rodzaju, jak gwiazdy zmienne typu Algola,

Klasyfikacje zjawisk zaémieniowych mozemy oprzeé na roli, ktérg
w zjawisku odgrywa Ziemia.

[. Ziemia jest cialem zastaniajgcem.
1. Zaémienia Ksigzyca.
II. Ziemia jest pograzona w cieniu,
2. Zaémienia Slonca.
3. Przejscia planet dolnych przez tarcze Sloneca.

Teorja za¢mien — 1.
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2 ROZDZIAL 1

4. Pokryeia gwiazd, planet lub ich ksiezycow przez Ksiezye
lub przez planety.
5. Przejscia ksiezycow planet przez tarcze planety.
III. Ziemia znajduje sie nazewnatrz cienia.
6. Zaémienia ksiezycow planet przez ich planety lub tez
przez inne ksigzyce ukiadu.
7. Przejscia cienia ksigzyca przez tarcze planety.

Dokladne zbadanie przebiegu kazdego z tych zjawisk wymaga
dokladnego okreslenia elementéw, od ktérych zjawiska zalezs, oraz
okreslenia sposobu ich zmian. Do podstawowych elementéw nalezg te
wielkoseci, ktore okreslajg ksztalt i rozmiary tej przestrzeni, do ktérej
promienie zZrédia $wiatla nie dochodzg weale albo tez dochodzg tylko
czesciowo wskutek tego, ze na drodze swej natrafiajg na inne cialo.
Przestrzen, do ktdérej promienie zrddla $wiatla wecale nie dochodzg,
nazywaé bedziemy przestrzeniq petnego cienia, przestrzen zas, do kto-
rej promienie $wiatla dochodzg tylko czesciowo, nazywaé bedziemy
przestrzeniq polcienia. Oczywiscie ksztalt tych przestrzeni zalezy ol
ksztaltu zrédla $wiatla oraz ciala zaslaniajgcego. Zajmijmy sie ogélnie
wyznaczeniem ksztaltu powierzchni, ograniczajacych te dwie prze-
strzenie.

2. ROwnanie powierzchni, ograniczajacych przestrzen pet-
nego cienia i potcienia. Niech bedzie (x, y, z) dowolny uklad spél-
rzednych prostokgtnych i dane sg dwa ciala, ograniczone krzywemi

powierzchniami, ktérych réwnania sg
F(x,y,2)=0
F,(x,¥,2)=0.

Przypusémy, zZe jedno z tych cial $wieci, drugie za$ jest ciemne,
1 Ze nalezy znales¢ rownanie powierzchni, ograniczajacych przestrzen
cienia i pélcienia, rzucanego przez cialo ciemne. ZalézZmy, Ze promie-
nie $wiatla nie doznajg zboczenia od linji prostej takze i wtedy, gdy
83 styczne do powierzchni ciala ciemnego; styczne te stanowig gra-
nice poszukiwanych przestrzeni.

Niechaj bedzie P jakim$ punktem tej powierzchui granicznej.
Gdy przez ten punkt poprowadzimy plaszczyzne styczng do powierzch-
ni cienia, to jest ona zarazem styezng do powierzchni F, =01 F,=0.
Niechaj bedg P, i P, odpowiednio punkty stycznosei tej plaszezyzny
z wspomnianemi powierzchniami, to P,, P,, i P lezg na jednej linji
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prostej. Uwagi powyzsze dotyecza tak samo powierzchni pelnego cie-
nia, jak i powierzehni pélcienia z tg réznicg, ze w przypadku pelnego
cienia punkty P, 1 P, lezg po tej samej stronie powierzchni F, =0
i F,=0 (rys. 1), a w przypadku poélcienia po przeciwnej. Gdy wigc

/

/
Rys. 1.

chodzi o wyprowadzenie réwnania powierzehni granicznej, postepo-
wanie w obu wypadkach jest jednakowe i niema potrzeby traktowaé
kazdego z nich oddzielnie.

Niech bedzie ogdlnie

z=m.x+n.y-tFp (€))

réwnanie plaszezyzny, przechodzacej przez dowolny punkt P po
wierzehni cienia, Jezeli plaszezyzna ta jest styczna do powierzehni
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Fi(x,y, 2)=01ido F,(x,y,2) =0 odpowiednio w punktach P, (x,, y,, 2,)
i P, (x5, ¥5,2,), to parametry m, n i p maja w réwnaniu tej plaszezy-
zny styeznej wartosei Scisle okreslone. Réwrnanie plaszezyzny stycznej
do powierzchni F, (x,y,2) =0 w punkecie P, (x,,y,,2,) ma posta¢

0 F,)

1 1

dJd
Bl R .|

{yv __ 1 seia Al
1 xl)'( \ y)x T

albo
0 F) arEy (Qﬁ) ™ (Lﬂ) (() e (a Fl),
"C'(W)I‘Fy'(()y)l%z' az)” 0% + 1 d';/)+”1' dz/,

A /1 \ /1

Jest zatem

0 F .
4ol

&

OF) o (25) 1y 08 s ()
‘U'(dz>l_xl'(dx)1 T Jdy 1+~"(02 o

(3 \

Poniewaz plaszezyzna ta jest zarazem styczna do powierzchni
F, (x,y,2) =0 w punkcie P, (x,, ¥,, 2,), jest wiec takze

(()F") . (0 l;’) =0

J F,)\ Sik i S
ok i -
aFF aF, B (o fi_,)
P (a'z)~ g ("a}))ﬁ)’f ' (a) )T el

Précz tego oczywiscie spelnione sg rownania

Fi(x, ¥1,2)) =0

i ®)
[:'_’ (.sz, Ve Zz) = 0.

Gdy wiec wartosei x, ¥y, 2;,, wyplywajace z rownan (3) podsta-
wimy do pierwszego z réwnan (5), a wartosei x,, y,, 2,, wyplywajgce
z réwnan (4), wprowadzimy do drugiego z réwnan (5), to otrzymamy
dwa réwnania pomiedzy zmiennemi parametrami m, n i p.
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Tak okreslone parametry m, n, p wyznaczajg ogol plaszezyzn,
styeznych roéwnoczesnie do powierzchni F; (x,y,2)=01 F, (x,y, 2)=0.
Z réwnan wyzej otrzymanych mozemy wyrazié dwa z nich jako funk-
cje trzeciego i niechaj bedzie

m= g, (n),
0 =g, (n),
to rownanie
z=g (n).x+n.y+ g (n), (6)

w ktérem n zmienia si¢ w sposéb ciggly w pewnym zakresie, przed-
stawia ogél plaszezyzn styeznych do danych powierzehni jednoczesnie,
Roé6zniczkujae wzgledem n, otrzymujemy takze

0=g,(n).x+y-+g50n). ()

Gdy z réwnan (6) i (7) wyrugujemy 7, to otrzymamy zwigzek
pomiedzy x, y, 2, ktéry jest réwnaniem powierzchni, majgcej te wlas-
nos¢, Ze plaszezyzna styczna w jakimkolwiek jej punkecie jest zarazem
styczng do powierzchni F; (x, y, 2) = 0 i do powierzchni F; (x, y, 2) =0.
Réwnanie to oznaczymy przez

F(x,y,2)=0.

3. Powierzchnia cienia w przypadku, gdy powierzchnie #, =0
i F,—0 sa dowolnemi powierzchniami drugiego rzedu. Najogol-
niejszy przypadek, zachodzacy w teorji zaémien, jest ten, Ze cialo,
bedace Zrodlem $wiatla, oraz cialo, rzucajace cien, sg sferoidami obro-
towemi, ktorych male osie majg w przestrzeni ré6zne kierunki. Jednakze,
stosujac wzory poprzedniego ustepu, mozemy przyja¢ zaloZenie ogol-
niejsze, Ze powierzchnie obu cial, wechodzgeych w rachube, sg dowol-
nemi powierzchniami drugiego rzedu, co zbyt wiele pracy nie przy-
sporzy.

Réwnania tych powierzchni, odniesione do danego ukladu spél-
rzednych (x, y, 2), niechaj bedg:

Fir=ax*4-2bxy+c¢,y?+2d,xz +2e yz
+h2 28 x+2hy+2j,2+ kR =0,

Fy=a,x*42b,xy 4 ¢,y* + 2 dyxz -+ 2e,y2 +
+ 127+ 24X+ 2y + 2j,2+ ky, =0,

(8)
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a réwnanie plaszezyzny stycznej do obu tych powierzchni niech bedzie
z=m.x+n.y-+p. 9)
Jezeli x,, y,, 2, sg spélrzgdnemi punktu, w ktérym plaszezyzna

(9) styka sig z powierzchniag F, =0, to zachodzsa warunki (3). W da-
nym przypadku jest

-

) — 2a,x, 26,9, 4+ 2 22 g,

0
(()f }’)' 20, %, +2¢,y,F2e,2-+2h, (10)
(%1;) =2d,x,+2e,y,+ 212 +2 )
\ 1

a wiec dla wyznaczenia m i n otrzymuje sig wzory

a, x, -+by +d, Z]‘{— g -mdx, ey /2 4/)=0, (1)
byx,+ ey ez -+ n noid x, ey, - fi2, 4 7,) =0. )

Zamiast wzoru na p wedlug (3), znajdujemy p z réwnania (9),
ktore spelnione jest dla x=x,, y=3¥,, 2=z, Mamy zatem oprécz
(11) dwa rownania nastepnjgce:

a x4 2b oy oy 2dx 2+ 28,2 +
+ 12 ’F“lexl 2y + 22+ R =0, (12)

Zy=m.x,+n.y +o

Z véownan (11) i (12) rugujemy x;, v;, ;. W tym celu podsta-
wiamy wartos¢ z, wedlug drugiego z réwnan (12) w trzech pozosta-
tych rownaniach i otrzymujemy z pierwszego z réwnan (12)

Aix2 428 %y, 4+ Cy2+2D, %+ 25y, 4+ F=0, (13)

4 z rownan (11)

Ay xi+ By, 4 Dy =0, /
Byxy+4Cyy, + £, =0. (14)

W rownaniach tych, jak latwo sprawdzié, znaczenie spélezynni-
kow jest nastepujace:
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A=a,-}F2.d,.m+f.m?
Ci=c¢,+2.e,.n}+f . n
Fi=k +2. .0+ P
Bi=b-te . .m-4td .n-}f.m.n (15)
Di=g-Fj.m+4d p+fi.m.p
Ei=k+ji-nte .01 D
Celem wyrugowania x; i y, z réwnan (13) i (14), zastagpimy
réwnanie (13) innem, tej samej postaci co rownania (14). Gdy miano-
wicie pierwsze z réwnan (14) pomnozymy przez x,, drugie za$ przez y,
1 dodamy do siebie, to otrzymamy

A x? 2B %, 9+ Coy® -+ Dy %+ By, =0.

Opuszezajage wige w réwnaniu (13) wyrazy, stejace po lewej stro-
nie réownania, znajdziemy
D\ %, + Ey, + F, =0. (16)
Przez wyrugowanie x, 1 y, z réwnan (14) i (16), znajdujemy
nastepujacy zwigzek miedzy spélczynnikami
(4, C, — By (A F, — D») = (A, £, — B, Dy)?,
“albo po uproszezeniu
A .(CFL—E»=DB.BF—DE)+D,.(C,D — B E). (17)
Podstawiajac tu wartosei spolezynnikéw wedlug wzoréw (15),
znajdujemy poszukiwany zwigzek miedzy parametrami m,n, p, a mia-
nowicie:

M .m—2.(Qun-Q, . pM).m=N/. n+ (18
+2.Q". n.p-+P .pP2P+2.N.n+2.P, . p+R,.

Spélezynniki majg tu wartodei nastepujace:

My = b,.8 —dy.o+ 8.1

Ny =—a,.B+d . b — &5

Py =—a,.q-+b .5 +diory

Q=—d B+A-MN—J1 5

Q"= b= —z v+ 0.0 (19)
Mi=—e .B+fi-a—Jji-1

Ny =—ay,.0,+dy.p,— & .7

rat ¥l c
Pl=—a . .2+b.p+d o

—dy.ntea+fion

Y- e !
l‘l ———~[l’1.f/.1 _Fbl')‘!Tgl,'TI,’
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gdzie oznaczono:

} (20)

Tt 2
5y =4a,.f; —d;
=0 .8—0b. 1

0, =( .dl—bl.el.

W sposéb zupelnie podobny otrzymamy drugi zwigzek pomigdzy
m, n, p z warunku, Ze plaszczyzna (9) jest styczna do powierzchni
F, =0 w punkcie P, (x,,¥,, 2,), mianowicie:

My m?*—2.(Qy.n+ Q). p+ M) . m= N, . n>}

173 ’ b3 [y & < 21
2.Q".n.p+P . p+2.Ny,.n+2.P,. p-+R,. @1)

Wartosé spétezynnikéw wyplywa rowniez ze wzoréw (19) i (20),
gdy zamiast wskaznika 1 uzyjemy wszedzie wskaznika 2.

Z réwnan (18) i (21) mozna wyrazié m 1 n jako funkeje p.
Jednakze posta¢ tych funkeyj w ogélnym przypadku jest bardzo
skomplikowana i réwniez rugowanie p z réownan (6) i (7) jest bardzo
trudne. Porzucimy wiec w tem miejscu zagadnienie ogélne i przej-
dziemy do zagadnien specjalniejszych, z jakiemi w teorji zacémien
istotnie sie spotykamy.

4. Powierzchnie cienia w przypadku, gdy cialo Swiecace
i rzucajace cien sg elipsoidami obrotowemi lub kulami. Niechaj
beda (&), 7, %) 1 (&y, 7, &) dwa prostokatne uklady spélrzednych, kté-
rych poczatki schodzg sig ze srodkiem ciala $wiecgcego i ze $rodkiem
ciala rzucajgcego cien. Niechaj beda dalej a,, b, i a, b, odpowiednio
polowy osi eliptycznych przekrojéw osiowyeh obu cial, splaszezonych
u biegunow. Jezeli osi ¢ schodzg sig z kierunkiem malych osi, a pla-
szezyzny (&7) schodzg sie z plaszezyznami réwnikéw, to réwnania
obu elipsoid sa nastepujgce:
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£.9 1 D £.2
’31,7{" f et
al'z bl‘z
&° + p° e L 1
a,? b,?
albo, gdy potozymy
a B .
i;‘ G )\1 b — i I‘Z ! (22)
b, b,
to réwnania powyzsze otrzymuja postaé
£ 2 3 T g
=1 + it + %} o AT ql (23)
&1 4+ W25 =ak.
; ! R a—b : l
Gdy znane jest splaszezezenie elipsoid ¢ =———, to & =7T_¢"
5 it

Odniesmy teraz r6éwnania obu elipsoid do wspélnego ukladu
spolrzednyeh (x, y, z); niechaj w ukladzie tym spélrzedne poczatku
ukladu (&, 1, {;) maja wartosei p,, q,, 7, a spélrzedne poczgtku uktadu
(&, 1, Go) wartoSci p,, q,, 7,. Rozumiejae jako katy miedzy osiami spol-
rzednych katy, zawarte migdzy dodatniemi kierunkami tych osi, otrzy-

mujemy wzory

przejscia z ukladu (x, y, 2) na uklady (€, 7, &) w postaci

nastepujacej:
=X —py).cos (& x) 4 (¥ —g1) - cos (§y) - (2 — ry). cos (& 2)
W= (X —py).cos (4, %) + (y — ¢,) . cos (1, y) + (2 —1,) . cos (1, 2) (24)
L=x—p)).cosl x)+(y—gq,).cos (& y)+ (2—r;).cos(E 2)
oraz

& = (X —p,). €03 (8 %)+ (y— gy).c08 (&) + (2 — 1) . €08 (&, 2)
Ty = (X — P,) . €08 (1, X) + (¥ — ¢.) . €08 (1, 9) + (2 — 13) . €0s (71, 2) (25)
L=(x—p,)).cos(x)+ (y—q,).co8(y) + (2 —r,) . cos (L, 2).
Obieramy uklad (x,y,2) w ten sposéb, #e poczatek jego znaj-
duje sig w poczatku ukladu (5,7, %), a 0§ z niech przechodzi przez
poczatek ukladu (&, 7, &), Jest wtedy

p=gq =rn=0,

pr=¢q,=0,
=17

(6)

w czem r oznacza w tym wypadku wzajemna odleglosé srodkéw obu
danych elipsoid.
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Oznaczmy dalej
==y ,
(L 2) = i, (37)
i przyjmijmy jeszcze, ze dodatnie kierunki osi {; i {, sa tak okresione,
iz i, -=90° oraz i, <<90°.
Réwnania (23) sa wazne przy dowolnym kierunku osi & i &,
w plaszezyznach, prostopadtych do osi ¢ i {,. Plaszczyzny te oczy-
wiscie tworzg z plaszczyzng (x,y) odpowiednio katy i/, i/, oraz prze-
cinaja sie z nig wedlug pewnych linij prostych. Plaszezyzna (&, v,)
przecina si¢ z plaszezyzng (xy) wedlug prostej, przechodzgcej przez
wspdlny poezgtek ukladéw (& 1, &) 1 (xy 2). Gdy te prostg obierzemy
za oS £ 1 za 08 x, to oczywiscie

(E1%) =0, (,3)=090°, (&, 2) = 90",
(1, %) = 90°, (my ) = iy, (1 2) = 90°— i, (28)
(€ x)=90°% (Z,y) =90+, (C2)=1i.
Podobnie przecina sig wedlug pewnej prostej plaszezyzna (&, 7,)
z plaszezyzng [(x), (y)], réwnolegla do plaszezyzny (xy) i przecho-
dzaca przez poczatek ukladu (§, 7, (,); te prosta obieramy za o$ &,.
Oznaczamy przez ¢ (rys.2) kat, jaki tworzy dodatni kierunek osi &,
z dodatnim kierunkiem osi x, a przez (X), (Y), Z, (&), (4,) i (&) pun-
kty, w ktérych dodatnie kierunki osi ukladéw [(x) (y)z] oraz (&, 1, L.)
trafiajg sklepienie niebieskie. Katy ¢ i i, okreslajg w zupelnosei po-
fozenie uktadu (&, 7, &) wzgledem ukladu {(x) (y) 2], ktory od ukladu
(xy 2) rézni sie tylko poczatkiem, poniewaz o$ &, przypada na pro-
stej, wzdluz ktérej przecinajg sie plaszezyzny [(x) (¥)]1 (&, 7,). Wobee
tego dostawy kierunkowe dziewieciu katow, utworzonych przez dodat-
nie kierunki osi tych ukladéw, mozna wyrazi¢ jako funkeje dwoch
katéw & i i,, kiore z latwoscia wyprowadzimy z rys. 2 w postaci
nastepujgeych réwnan:

¢0s (£,6) = cos ¢, cos(Eay)=—sind,  cos(¢,2) =0,
C0S (M,X) == 5iN{ COs 4y, €05 (1, V) == COS  CO8 iy, €OS (M, 2) ==— sin i,, (29)

cos (£,X) =singsin i,, cos{l,y)=cosysini,, cos(ly2)=2081i,.

Uwzgledniajac wartosel (28) 1 (29) oraz te, Ze poczatki ukiadow
(& M2 8) 1 (xy2) odlegle sa od siebie o 7, otrzymujemy nastepujace
wzory przejscia z ukladu (xyz2) na uklady (&, 7, &) 1 (& 7, Go):
&) =X
hy, ==Y €08 [, + zsin [, (30
Ly=—ysin{, +zcosi,
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oraz
£y =xcos¢ — ysing
1, == X Sin § €0s i, - y €08 § cos i, — (z — r) sin i, (31
1, == xsin dsin i, 4y cos §sin iy, |- (2—r) cos i, .

Z
P
ya z?. !
/ ‘v
S

AN

[,]

Rys. 2.

Podstawiajac te wartoSci w réwnaniach (23), otrzymujemy réw-
nania obu elipsoid, odniesionych do ukladu (xyz). Oznaczmy jeszeze

g
39 1 al —bl I
/\1 — ——__2— P
b, (32)
b4 — 2
hyt — 1 =15,

to po tatwych redukejach znajdujemy:
x24-y2(1 -5, 2sin2i) |- 22 (-2 2cos2i,) —2y2 e, ?sind; cosi; —a,? =0 (33)

oraz
X (1 - e,2 sin? d, sin? §) -+ y2 (1 |- 5,2 sin2 i, cos? ) 4
4 (2 — 2. (1 2,2 eos? 4y) -+ 2 xy 5,2 sin? i, sin § cos )
+ 2 x (2 — ) 5,2 sin Y sin i, cos i, -
=2y (2 — #) 2,2 cos ¥ sin i, cos iy — a,? = 0. (34)



12 ROZDZIAL 1

Gdy rownania powyzsze poréwnamy z rownaniami ogélnemi (8),
to widzimy, ze réwnanie (34) posiada jeszcze postaé najogélniejsza,
ale w rownaniu (33) jest

by=d =g =h=j=0.
Wskutek tego jest tez

®

""1: 1:)\1:lj,1:._"-‘)1 :’Rl == pl:’tlz'_:)l::o
oraz

M] e [)1 T Qx = Q1' T QL” = 0.

Do wyrazenia zatem n i p jako funkcyj m sluzg dwa réwnania
nastepujacej postaci

M/'m? = N/n* -+ P/p* 4+ 2 N,'n + R,
Mym? —2(Qun~+ Qy'p + My)m = Ny'n* +-2 Qy"np
F PP 2 Nyn+2 Py + R,

Réwnania te nie stanowig istotnego uproszezenia w poréwnaniu
z réwnaniami (18) i (21). Gdy wszakze chodzi o zastosowanie ogélnej
teorji do specjalnych okolicznosci, jakie zachodzg istotnie w zagadnie-
niu zaémien, to mozliwe sg dalsze uproszezenia. Mianowicie jedynem
zrédlem $wiatta, ktére braé bedziemy pod uwage, jest Slonce, ktdérego
splaszczenia dotad nie zdolano stwierdzic, ktére zatem mozemy uwa-
za¢ za kulg. Przyjmujae wiec za poczatek uktadn (xyz) srodek ciala
ciemnego, kiadziemy e, =0 i a, = 1.

Pomijajac wiee wskazniki, bierzemy pod uwage nastepujace dwa
rownania wchodzacych w rachube cial niebieskich

x2 4 y2 (1 -22sin? i) 422 (1 4-¢?cos? i) — 2 yz z*sinicos i —a* =0
X4y (z—rP—1=0.

Jest zatem

a,=1,b=0,c,=1-4¢sin?i, d, =0, ¢, = —¢c*sinicos/,
fi=1+4-¢2%cos*i, g, =0, ,=0, j,=0, &, = — a*
a,=1, b,=0,¢,=1,d,=0, ¢,6=0, f,=1, g, =h, =0,
jo = —r, ky=r*—1,
a dalej
9, = —a*(l |- ?sin?i), B, =a?c?sinicosi, ¢; == —a? (1 - s* cos? i),
‘/.1:1 52, 61:1—[—32003”, 71:51-)‘J,:{J‘LZ"L:7'1:('127'1:'.51=O’
dy=1 — 1, fy=—r f=—1, n,=1v,=—r 5,=1,
By=g, =k =y =T, =Ty =y =@, = 0;
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wreszcie ze wzoréw (19) wynika

My =—a* (1 + e2),

N, = —a?¢e’sinicosi,
Ny = a2 (1 +<? cos? i),
P/ = — (1 ¢y,

R, = a? (1l + <2sin?}i),

M =P =Q=0Q ' =0Q" =0
My=—1, Ny=1, Pop=+r, P/=—1, Rgy=—(r*— 1),
M, =Ny = Q, = Q) =Q,"=0.
Wobec tego réwnania (18) i (21) otrzymujg postaé nastepujaes:
—a’(l+eym*=a(1 42 cos?i) n®?~—2a%<*sinicosi.n—
— (1 -} ¢?) p? -} a? (1 | =2 sin2i),
—mr=n—p*4-2rp—rii-1,
a po uporzadkowaniu, gdy jeszecze uwzglednimy, Ze
=2 2 2 ST
s e__)_g2

e feas ==

1 4 &2 a? a?

b

w czem e oznacza mimosréd poludnikowego przekroju elipsoidy
obrotowej,

m?n? 1= (p—rp (35)
a* (m? + n?~+ 1) = a? e* (nsin i - cos i)* 4 p°

Podstawiajgc warto$¢ nawiasu z pierwszego z tych réwnan do
drugiego, znajdujemy

at(p—r)—p*=a?e®(nsini— cosi)?, (86)

a wiee réwnanie, ktére mozemy rozwigzaé ze wzgledu na m lub p.
Oznaczmy dla krétkosel

nsini—cosi=v 37)

to, jak latwo sprawdazie¢, jest

a?

N vryr ™

a*—1 — a2—1

Tu v jest funkejg n, gdy wiee wartosé na p wedlug wzoru (38)
podstawimy w pierwszem z réwnan (35), to otrzymamy z niego tez m
jako funkeje n. Wartosei tych funkeyj mozemy podstawié w réwna-
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niach (6) i (7), z ktérych przez wyrugowanie zmiennej n wynika
rownanie powierzchni cienia.
Jednakze i w tym przypadku réwnania te sg tak skomplikowane,
%e rugowanie praktycznie nie da si¢ wykonaé. Tylko wtedy rugowanie
jest wykonalne, gdy v ma wartos¢ stala, co zachodzi wtedy, gdy =0,
a wige v=1. W tym specjalnym wypadku p takie ma wartos¢ stalg.
Oznaczamy
(p—1*—1=~, (39)

to jest z pierwszego rownania (35)

m?= g, (n)=k*—n?
Oraz

gl m)=— e,

Vi — n?

wtedy réwnania (6) i (7) przyjmuja postaé

z::l/k2~rz*’:.x+;z.y»{—p (40)
Fl

0 e ——————————
Vi — 2

XY (41)

Wyrugowanie 7 z tych réwnan nie przedstawia trudnodei. 7% row-
nania (41) otrzymujemy
ky
H o= -

Varfyr

kx
l/,kz‘"' n? = ?[—9“ y
Vo y?

(42)

a po podstawieniu tych wartoSei w rownaniu (40) 1 latwych upro-
szezeniach

B (- 57) = (2 — pY. (43)

Rownanie (43) jest rownaniem stozka kolowego, ktorego osig jest
08 z, a p oznacza odleglos¢ wierzehotka stozka od poczgtku uktadu.
7 réwnania (38) otrzymuje sig na p dwie wartoéei. Warunkom zadaiwna
odpowiadajg wiec dwa stozki kolowe, ktore w tym wypadku sg po-
wierzchniami ograniczajacemi przestrzen pelnego eienia i polcienia.
Przestrzenie te wige mozemy nazywaé wprost odpowiednio stozkiem
pelnego cienia i stozkiemn pdéleienia.
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Warto$é na p znacznie sig upraszeza, gdy cialo rzucajace cien,
jest kulg. Wtedy jest e==0, a wiec

a.r
) m=— : 44
)2 ey (44)
Oznaczamy —
p=—-,
R (45)
PR
2 |

to widzimy, zZe gdy a > [, to obie wartosci p sg dodatnie, 1 p, <<vr,
p,>>r; gdy zas a<<1, to py, >0, a p,<<0. W obu wiee wypadkach
znak gérny w mianowniku odnosi si¢ do stozka polcienia, a znak dolny
do stozka pelnego cienia. Wobec tego, ze za jeduostke przyjeliSmy pro-
mien ciala §wiecgeego, a tem w naszym ukladzic jest Slonce, ktérego
rozmiary sg najwigksze, wiec w praktyce zachodzi¢ moze tylko przy-
padek drugi, mianowicie a < 1.

5. O§ cienia. Wyznaczenie Kierunku osi cienia. SpoOirzedne
cieniowe. Osia cienia nazywac¢ bedziemy prosts, okreslong przez sro-
dek ciala niebieskiego, ktére jest zr6dlem $wiatla, i przez Srodek ciala,
rzucajgcego cien, Oczywiscie mowige o Srodkach, zakladamy okres-
lony ksztalt geometryczny obu tych cial niebieskich.

Polozenie osi cienia, z ktérym $eciSle zwigzane jest polozenie
calej przestrzeni cienia, ma w teorji zaémien znaeczenie podstawowe,
Zajmijmy sieg wyznaczeniem polozenia osi cienia. Oznaczaé¢ hedziemy
stale przez A Srodek ciala, ktére jest zrédlem Swiatla, przez B Srodek
ciala, rzucajgcego cien, a przez C $rodek ciala, na ktére pada cien,
powodujge przez to zjawisko zaémienia.

Obierzmy punkt C za poczatek ukladu prostokatnego, ktérego
osig 2 niech bedzie prosta, réwnolegia do osi ziemskiej, na ktérej za
kierunek dodatni przyjmujemy kierunek ku biegunowi péinocnemu.
Plaszezyzna (xy) jest wige plaszeczyzng réwnika ziemskiego; osig x
niech bedzie prosta, réwnolegla do linji réwnonocy, ktérej dodatni
kierunek okreslony jest przez punkt wiosenny; wreszcie dodatni kie-
runek osi y niech bedzie okreslony przez punkt nieba, ktérego spol-
rzedne réwnikowe sg a = - 90°, & = 0°.

W tym ukladzie niechaj x,, y,, 2, bedy spélrzednemi punktu A,
a Xy, Vo, 2, SpOirzednemi punktu B. Niechaj dalej beda odpowiednio
oy, 0y 1 0y, 8, spolrzedne réwnikowe punktéw A i B dla obserwatora,
znajdujacego sie w poczatku ukladu C, ap, 1p, odleglodei tych punk-
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téow od poczatku ukladu, to wartosci spélrzednych prostokatnyeh sg
— jak wynika z rys. 3 — nastepujgce

Xy == 0y 008 &, . 008 &,

¥y = py.C08 3;.sin o, (46)
2, = p,.sin 3,

oraz .
Xy = Py . COS O, . COS &y,
Yy = ps.COS B, .8in a, (47)
2y = 0,.sin 3,

)

Rys. 5.

Oznaczmy jeszeze przez A odleglos¢ wzajemnag punktow A i B,
to jest ; ) )
! AT = (x, — X)) (3 — V) (2y — 250 (48)

Celem wyznaczenia kierunku osi cienia AB, wezmy pod uwage
rys. 3, na ktorym wyobrazony jest, przyjety przez nas, uklad spot-
rz¢dnych. Prowadzac z punktéw A i B proste réwnolegle do osi z,
okreslamy punkty przecigeia sig tyeh prostyeh z plaszezyzng (xy)
A’ 1 B'. Do prostej A'B’ prowadzimy z puunktu I3 réwnolegla, ktora
z prosta AA’ przecina sig w punkecie A”. Kierunek AB tworzy z plasz-
czyzng (xy) kat A"BA = d. Gdy jeszcze poprowadzimy prosta
B'(x)]|Cx, to kat (x) B'A’ = a jest katem, ktéry tworzy plaszezyzna
ABB’A’ z osig x. Katy a 1 d s wiec spoélrzednemi rownikowemi
punktu A, widzianego z punktu B. Dalej znajdujemy

AA" = 2, — 2z, = A sin 4,
A'B"= x;— X, = A cos d cos qa,
BB"= y,—y, = A cos d sin gq,
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a uwzgledniajae wzory (46) i (47)

Acosd cosa == g, CO86, COSY%, — p, COS O, COSdy
A cosdsin a = 5, cosé, sin 2, — p, €0sS, sin 2, (49)
Asin d = g, sl 8, — p, SN Gy

Wzory te wyznaeczaja wartosé katow a 1 d, gdy znane sa war-
tosei spétrzednych p;, 2, 9, 1 p,, @, 8,. Przez te katy okreslony jest
tez kierunek osi cienia.

Gdy wezmiemy pod uwage jakis punkt, ktorego polozenie w ukia-
dzie (xy2) okreslone jest w danej chwili przez pewne wartosci spdi-
rzednych, to z powodu ruchu punktu C spélrzedne te w innej chwili
mie¢ bedg inng wartosé. Rowniez z powodu zmiennego polozZenia
punktéw A i B ulegaja zmianie wartosei katéw a 1 d, okreslajace
kierunek osi cienia. Z polozeniem osi cienia zmienia sig tez poloZenie
calej przestrzeni cienia, a dla badania przebiegu zaémienia jest rzeczg
zasadniczg umie¢ podaé spélrzedne ogétu tych punktéw, ktore w da-
nej chwili przypadajg w granicach przestrzeni cieni. Strona matema-
tyezna tego zagadnienia otrzymuje postaé najprostsza, gdy odniesiemy
polezenie punktéw do ukladu spélrzednych, okreslonego przez kieru-
nek osi cienia. Uklad taki poraz pierwszy zastosowal Bessel w swojej
teorji zaémien Sloneca.

z
1
d
ﬁz)\"/
0% g
x

Rys. 4.

Wezmy pod uwage (rys. 4) uklad spélrzednych prostokginych
(7 %), ktorego poczatkiem jest punkt C, a o$ { jest réwnolegla do prostej
AB. O35 ta tworzy z plaszczyzng (xy) kat &, a z osig Cz kat 90°—d.
Plaszezyzna (i7) przecina sig z. plaszezyzng (xy) wedlug prostej G&.
Prosta ta jest oczywiscie prostopadta do plaszezyzny (z2), a wiec
i do prostej (i (L), wedlug ktdrej plaszczyzna ta przecina sie z plasz-

Teorja zaémien — 2.



18 ROZDZIAL 1

czyzng (xy). Prosta G% przyjmujemy za o$ &. Poniewaz kat xCG(() =gq,
wiee 0 & z dodatnim kierunkiem osi x tworzy katy 90°-a i —(90°—a),
zaleznie od tego, ktory kierunek osi & przyjmiemy za dodatni; obiera-
my za dodatni ten kierunek osi & ktéry z dodatnim kierunkiem osix
tworzy kat 90°-l-a. O$5 v jest prostopadla do c¢si £ i lezy w plasz-
czyznie z(; za dodatni jej kierunek przyjmujemy ten, ktory z dodat-
nim kierunkiem osi z tworzy kat d. Oznaczmy przez &, H, Z punkty
nieba, w ktérych dodatnie kierunki nowych osi przecinajg sklepienie
riebieskie, to spéirzedne réwnikowe tych punktéw sg nastepujace

2: o= 90°+a, =0°

H: 0¢=180°4a, ¢ =90°—d,

Z: a=aq , 0=d.

W ten sposéb nowy uklad w stosunku do ukladu (xyz) jest
dokladnie okre$lony i moZna znales¢ spélrzedne danego punktu P
w ukladzie (§v(), gdy znane sg jego spélrzedne w ukladzie (xy2),
lub tez odwrotnie.

Wedlug ogolnych wzoréw przejscia jest

E=xcos (x& Fycos(yi) -+t zcos(z§

=X cos (x71) +y cos (y7) -+ z cos (z7)

C=xcos (x2)+tyeos(yl)-+zcos(zh)
i nalezy w nich podstawi¢ wartosci dostaw kierunkowych, wazne dla
rozwazanych ukladéow (xyz) i (Ent). W tym celu zakreslmy dokola

\
/ rL«

=

punktu C dowolnym promieniem kule i niech bedg X,Y,Z i 2,H,Z
punkty przecigcia sig osi obu ukladéw z powierzchnig kuli. Otrzymu-
jemy wprost (rys. 5)
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(x 8 =XE=90"+}a, cos(xi)=—sina,
YO =YE = , €08 (y ) =cos q,
(z &)= 7ZE =90° , eos(z2¢) =0,
(z)=7ZH =d , €os(zm) =cos d
(20) =772 =90"—d, cos(z{)=sind
1 dalej

z trojkata XZH: cos XIH = cos (x ) = —sin d. cos a
" YZH: cos YH = cos (y7) =—sin d. sina
> XZZ: cos XZ —cos(xl)= cosd.cosa
" YZZ: cos YZ = cos(y{)=  cos d.sina.

Podstawiajac te wartoSei we wzorach ogolnych, znajdujemy

i=—xsina-t+ycosa
= —xsindcosa—ysindsina-2zcosd (50)
= xcosdcosa-tycosdsinag-}zsind,

a gdy tu podstawimy
X==1p c0S 6 COS &,
y=npcosdsinag,
z =psina,
to otrzymamy
& =p.cosdsin (o —a)
11=="p.[sin & cos d — cos d sin d cos (2 — a)] 62}
{=p.[sin @ sin d -}~ cos & cos d cos (@ — a)|.

Gdy wiee katy a i d wyznaczone zostaly zapomoca wzoréw (49),
to spélrzedne &, 7, &, punktu, ktérego spélrzedne réwnikowe sg zna-
ne, wyznaczajg si¢ zapomocg wzoréw (b1). Uklad (&, 7, %), ktérego o
jest rownolegla do osi cienia, nazywaé¢ bedziemy uklfadem cieniowym
1 podobnie spoirzedne punktu w tym ukladzie nazywaé bedziemy spot-
rzednemi cieniowemi.

6. Rownanie przekroju przestrzeni cienia ptaszczyzna, pro-
stopadta do osi cienia, w przypadku, gdy przestrzefi cienia jest
stozkiem kotowym. Gdy zrédlo Swiatla i cialo, rzueajgce cien, sg
kulami, to przestrzen cienia ma ksztalt stozka kolowego, okreslonego
rownaniem (43). Dla danego z réwnanie to oznacza kolo o promieniu

=
[l

, ktore jest przekrojem stozka w odleglosci z od plaszezyzny (xy).

I
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Rownanie (43) odnosi sig do ukladu spétrzednych, ktérego po-
czatkiem jest punkt B. Spélrzedne tego punktu w ukladzie cieniowym
sq &, 7 G,. Jest zatem

E=4+x =10ty =4L+=2

i gdy, wyplywajgce stad wartosei x, y, 2z, podstawimy w réwnaniu (43)
otrzymamy réwnanie stozka cienia w ukladzie cieniowym, mianowicie

R(E—5&)*+ (—m)?*=( — & —p) (92)
Oznaczmy
bt &
to jest
(=8 + ( — 1) = w2 64

i widzimy, ze u jest promieniem kola, wedlug ktoérego stozek cienia
przecina plaszezyzna réwnolegla do plaszezyzny (5+) w odleglosei &
od poczatku ukladu.

Niech bedzie

to stgd wynika

i widzimy, ze p jest to odleglos¢ wierzcholka stozka od punktu B.
Oznaczmy ogélnie

sin f = ii;wl. : (55)
to wedlug wzoru (44) mamy
a =
Ze wzoru (55) wynika
a+ 1 "
“sin £ (57}

Podstawiajge wartosei p i r wedlug wzorow (56) i (57) we wzo-
rze (39), znajdujemy

1 3
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Wzor (53) po podstawieniu wartosci p 1 £ wedlug (56) 1 (58)
otrzymuje posta¢ nastepujacy

p=+r—5——-2).tgf. (59)

Geometryczne znaczenie kata f wyjasnia rys. 6. Kola, ktorych
srodkami sg punkty A i B, sg to przekroje kuli $wiecgcej i rzucajacej
cien plaszezyzng rysunku. Wspdlne styezne do tych kot okreslaja prze-
kroje stozkow polteienia 1 pelnego cienia, ktérych wierzchotkami sa
odpowiednio punkty W, i W,, i niech bedzie

_BVVl = Py, B\Vz = — Pa.

Przyjmujae za jednostke promien kuli $wiecqee] 1 odznaczajge
promien kuli rzucajacej cien przez a, a odleglos¢ AB przez r, znajdu-
jemy z rys. 6:

AN = AB.sin ABN
AM = AB .sin ABM,
skad
. ;. AN a1l
sin ABN = AR ;
' . AN a—1
sin ABI\J — ﬁ _ ’ .

Katy ABM i ABN majg wige bezwzgledne wartosci, okreslone
wzorem (H5), a précz tego jest

ABN = BW,b,
ABM = BW,b,.

Katy po prawej stronie sg to odpowiednio katy tworzgee stozkow
polcienia i pelnego cienia, takie wiec jest tez znaczenie geometryczne
kata f z tg uwaga, ze znak gérny we wzorze (55) odnosi sig do stoz-
ka pélcienia, dolny za$ do stozka pelnego cienia, wiec kat ten dla
tego ostatniego stozka przyjmuje sig za ujemny.
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Co do znaku przy «, to podstawiajac we wzorze (59)

. " a .
C-() == ke "TL *Svl.n?f ’ ((’)0)

o= (g — Q) .tgf. (61)
W ten sposob u# ma wartosé dodatnig, gdy f 1 {, — < majg zna-
ki jednakowe, a warto$¢ ujemng, gdy znaki te sa przeciwne.

Dila { =0 otrzymujemy promien przekroju siozka plaszczyzna
(1), ktory oznaczamy przez #’; mianowicie jest

przyjmujemy

. . a
u’:ﬂ()'tgf:(”#_‘sin )'tgf’ (62)
i mozemy takze pisac
t=u —Z.igf. (63)

Oczywiscie #' ma wartos¢ dodatnia lub ujemna zaleznie od tego
czy [ i £, maja znak jednakowy, czy tez przeciwny.



ROZDZIAYL IL

ZACMIENIA SLONCA.

7. Rodzaje za¢mien Stofica. Stozek poicienia 1 peinego cie-
nia Ksiezyca. Kierunek osi cienia. Przy za¢mieniach Slonca zrédtem
$wiatla jest Sltonce, a wige punkt A oznacza $rodek Slonca; cialem,
rzucajacem cien, jest Ksiezye, a wige punkt B jest Srodkiem Ksiezyca.
Zacmieniu ulega kazdy punki, znajdujgcy sie od Ksiezyca po stronie
przeciwnej, niz Stonce, gdy znajdzie sie w granicach jednego ze stoz-
kéw cienia Ksigzyca.

Do stozka poicienia dostajg sie tylko promienie, wysylane przez
pewng czesc tarczy Slonca, to tez obserwator, znajdujacy sie w pew-
nym punkcie stozka pdleienia, widzi tylko te czesé tarezy, od ktirej
do tego punktu dochodza promienie §wiatla, podezas gdy czesS¢ pozo-
stala tarczy Slonca zakryta jest tarczg Ksigzyca. Zaémienie, ktéve
spostrzega obserwator, znajdujgey sie wewnatrz stozka polcienia, na-
zZywa si¢ zacmieniem czeSciowem.

Stozek pelnego cienia dzieli sig na dwie czesci. Do tej czeSel,
ktéra znajduje sie migdzy Ksiezycem a wierzcholkiem stozka, promie-
nie Slofica weale nie przenikaja. Obserwator, znajdujacy sie w tej
czesei stozka, nie widzi zupelnie tarezy Slonea, gdyz zastonieta ona
jest przez Ksigzye, ktorego wielkosé kgtowa jest w tym przypadku
wigksza, niz wielkos¢ kgtowa Slorica: zaémienie jest wtedy cafkowite.

Wielkosci katowe tarcz Slonca i KsigZzyca sg réwne sobie dla
obserwatora, znajdujgcego sig w wierzeholku stozka pelnego cienia,
a wiec tarcza Ksigzyca Scisle pokrywa tarcze Slonca. Poza wierzchot-
kiem stozka pelnego cienia przypada druga jego cze$é, stanowigca
przedluzenie czesci pierwszej, do ktorej promienie Slonca czesciowo
przenikaja, poniewaz z punktéw tego przedluzonego stozka tarcza
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Ksigzyca widzialna jest pod katem mniejszym, anizeli tarcza Slonca.
Obserwator widzi w tym wypadku tarcze Ksigzyeca, jako rzut na tar-
czg Slonca, dokola ktérego widzialne sg niezakryte czesei tarczy Slonca:
zaémienie tego rodzaju nazywa sie pierscieniowem.

Azeby na Ziemi widzialne bylo zaémienie Slonca czesciowe, cal-
kowite lub pierscieniowe, Ziemia przynajmniej czesciowo pograzyé sie
musi odpowiednio w stozku poélcienia, w stozku pelnego cienia lub
w stozku, stanowigeym jego przediuzenie.

Niechaj srodek Ziemi bedzie poezgtkiem ukladu cieniowego, w kto-
rym spélrzedne prostokgtne srodka Stoneca sg &, 7y, (;, a spéirzedne
srodka Ksigzyca &, 7,, 4, 1 niech bedzie A odleglos¢ Ksigzyca od
Slonica, to jest

&y =1, L=05-+3

1 ré6wnanie stozka cienia ma postaé

R Sh e AR
E—=8) - (—m)= (}- A giif) g2 f. (64)

Gdy przez f, oznaczymy kat tworzgcy stozka poélcienia, przez
7, kat tworzacy stozka pelnego cienia, a przez r, i , odpowiednio
promienie Stonca i Ksiezyca, to wedlug wzoru (55) jest

ry—n
A

sin f, = ' sin fo =

ry 4 r
— . (65)

Réwnanie (64) jest rownaniem stozka podlcienia, czy tez stozka
peinego cienia, zaleznie od tego, czy na miejsce f podstawimy w niem
1, cuy f.

Niechaj beda x, y, z spélrzedne jakiego$ punktu na powierzchni
Ziemi w ukladzie cieniowym, to

(6 — &)+ (y —m)* = a2 &8)

wyraza kwadrat odleglosci tego punktu od osi cienia, a réwnanie

b g [ . r : 9
(= == (e — 5 — ) s

sin

jest rownaniem kola, wedlug ktérego plaszczyzna =z, t. j. pla-
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szezyzna rownolegla do plaszezyzny & v i przechodzaca przez punkt
(x, y, 2) przecina stozek cienia, Promien tego kola ma wartosé

u:(';l,—z).tg_f::(:cg—zri,—»‘;-).tg.f. (67)

Oczywiscie warunkiem, azeby w punkecie (x, y, 2) zaszlo za-
¢mienie, jest
d<|ml.

Azeby mdc stwierdzié¢, czy warunek ten zachodzi w istocie, trzeba
zna¢ wartosel u i d. W tym celu nalezy wyznaczy¢ spdlrzedne cie-
niowe Ksiezyca i punktu na powierzchni Ziemi oraz znale$§¢ wartosé
kata f. Do wyznaczenia spélrzednych cieniowych i odleglosei A sluzg
wzory (49) i (51). Gdy znane jest 4, to moZemy przy pomocy wzo-
row (65) wyznaczy¢ f, przy pomoecy zas wzorow (62) i (63) wartosc «.

Teraz oznaczaé bedg p,, 2, ¢, geocentryczne spolrzedne réwni-
kowe S$rodka Stonca, a g,, «,, ¢, takiez spolrzedne srodka Ksiezyea.
Poniewaz w czasie za¢mienia spolrzedne geocentiyezne Slonca i Ksig-
zyca malo sie od siebie roznia, wige réwniez malo réznig si¢ od nich
katy @ i d, okreslajgce kierunek osi cienia. Skutkiem tego do ich
wyznaczenia zamiast wzoréw S$cistych (49) uzy¢ moina wzoréw przy-
blizonych, predzej prowadzacych do celu.

Gdy pierwsze z réwnan (49) pomnozymy przez cosa,, a dr.gie
przez sine,, i dodamy, a nastepnie pierwsze z tych réwnan pommuo-
zymy przez —sina, drugie za$ przez coso; 1 dodamy, to otrzymamy
dwa réwnania nastgpujace :

A cos d cos (@ — 2,) = p, ¢0s 0; — py COS D, €OS (05 — o),  (68)

A cos d sin (@ — ) = — 0, €OS By SN (o, — ;). (69)
Dazielae drugie z tych réownan przez pierwsze, znajdnjemy

— n, €08 G, SiD (@, — o)
Py €OS O; — Dy €OS 0y COS (2 — )

(70)

tg (@ — o) =

Gdy dalej plerwsze z réwnan (49) pomnozymy przez cosa, a dru-
gie przez sina, 1 dodamy, to jest

A cosd =p, cos 9, cos (%, — @) — p, COs G, cos (oay — a), (71
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a gdy wobec malej wartosci réznic (x;, —a) i (2, — @) przyjmiemy,
ze dostawy ich réwnajg sie jednosci, mozna tez napisaé z dostatecz-
nem przyblizeniem

A cos d=yp, cos b, — p, cOS . (72)

Procz tego trzecie z réownan (49) jest
A sin d =1p, sin 3, — p, sin 3, . (73)

Z rownan (72) i (73) wyplywaja w sposéb prosty dwa nastepu-
jace réwnania
A sin (d — 8,) = — p, sin (8, — 4,), (74)

A cos (d— &) ==p, —p, cos (5, — &), (75)

z ktérych otrzymujemy

— p, sin (8, — 0
Pr— P2 (9, —9y)

(76)

Niechaj beda =, i =, paralaksy, odpowiadajgce odleglosciom p,
i p,, to jest

p, = cosec T, Dy == COSEC T,,
i oznaczmy
0, sin =
o= =y, (77)
D sin T,

Poniewas jest == 8", 80, ) = 57'2". 70, wige srednio p= i
i wogole ». ma warto$é do tego ulamka zbliZong. Wobec tego mozna

tez przyja¢ z dostateczng dokladnoscis :

cos ¢, . cos ¢
to (@ —u,) = —n. . 2osin (2 —a,) - | 140 —2 . cos (#,—2,) | =
g (@) = — - ki (o )| T o c0s (s — 5.
™ 2
cos d, . 1, [cos &, -
= — 1, —— 78I (g — %,) — .2 =] sin 2 (a,— « 78
“eos 2, (25 ) 9 (cos 8, (a—%)  (78)

oraz podohnie

tg (d—2¢)= - wsin (6, — 3, — 1) n? st 2 (6, — 4;). (79)
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Przyjmujac jeszcze

sin 2 (o, — ) =2 sin (o, —2,),
sin 2 (9, -- 8;) =2 sin (5, — &,),

¥

~ \2
(cos oz) cos 8,

; cos 3,/ cos 3,
otrzymujemy
cos G, .
tg (@ —a)=—p (14p) 2 sin (o — o) =
. COS 0, . :
e = sin (o, — o

1 —up cos g, K s

tg (d—8)=—yp (1 +p)sin (3, —3)=

G S L
Ssranhy sin (6,—3,)

i wreszcie dostatecznie dokladne wzory przyblizone

R s, ) 0
!L

? g H

1 _P"(OQ-——ai)'
Précz tego, gdy podniesiemy do kwadratu rownania (49) i do-
damy, to, przyjmujac znowu cos (2, — o,)=cos (3, —&,)="1, znaj-
dziemy wprost 3
A=p —p=p; (1 —1). (81)
Podstawiajgc te wartos¢ we wzorach (65), otrzymujemy ogélnie

z dostateezng dokladnoscig

tiicp el da T Iy 9
oy pr.(l—p)’ e
a wyrazajac r, 1 r, w jednostkach planetarnych i wprowadzajagc war-
tosei liczbowe, mamy

(7 - 6687623)

sin f;, = e

(82)
(7 - 6665918 )

i Lt pa

gdzie liczby, ujete w nawiasy, oznaczajg logarytmy wielkosci (r,-ry)
wzgl. (r,— r;); wartosci p, nalezy stosowaé¢ wedlug efemeryd.
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Poniewaz f s3 malemi katami, mozZna tez przyja¢ sin f=
=)".sin 17, a wtedy jest z dostatecznem zazwyczaj przyblizeniem

f=(rytr). (14p).p sinl"=(r,tr). (I +p).5,  (83)
a po wprowadzeniu wartosci liczbowych

fi=1(2-0387048) - (1 + p). =y, (83
fo=1(2-0365343n).(1 +p). 7. X

8. Spoirzedne cieniowe Storica, Ksiezyca i punktu na po-

wierzchni Ziemi. Dostatecznie dokladne spélrzedne cieniowe Slonca

otrzymamy, podstawiajagc we wzorach (51) p,, @,, 3, na miejsce

p, %, ¢ oraz wartosei @ i d wedlug wzoréw (80). Mozemy tu przyjaé:

B COS G

sin (a4, — a) = (1, —a) sin 1’ = i .—!L‘60T5 (0 — o1y) . 8in 17
v =t |

B ey oA — )2
cos (@, —a)=1—2sin? 2 %=1 __ (e =
2 2
o G )
(1—p)? cosd; 2 s Iy
sin (3, — d) = (3, — d) . sin 1" = 1LU (8, —8,) sin 17,
B Al 2 Dice— AaD

cos (0, —d) =1 — o \)W{i)’ o E’: Yh (@ 5 %) sin? 1",

wige po podstawieniu jest:

. 0,4, N :
Si= ‘)_1_‘—’; €os 0, (%g — o) sin 1”
1 o ; n2 : i T
=017 o (6, —a,) sin 1"— 9 (1 ——,sind cosé, (a,— %,)” sin? 1"] (84)
<\ __ui~
- f p \ T 2 sl
G=p1} 1 — S — ) [cos d cos 8 (og — )2 -+ (8, — 8,)%].sin? 1 K
0.

przyczem najezesciej wyrazy, zawierajace 1.4, mozna opuscié,



30 ROZDZIAL 11

Spolrzedne cieniowe srodka Ksigzyca otrzymamy, gdy we wzo-
rach (84) na miejsce wskaznika 1 napiszemy 2, a na miejsce wskai-
nika 2 napiszemy 1.

Réwniez ze wzorow (b1) wyplywaja spoirzedne cieniowe punktu
na powierzni Ziemi, gdy w nich na miejsce p, « i ¢ wprowadzimy geo-
centryczne spolrzedne rownikowe tego punktu.

Niech bedzie ¢ szerokoéé geoceniryczna danego punktu, X jego
dlugosé geograficzna, liczona od Greenwich na zachéd dodatnio, a p
jego odleglosé od poczatku ukladu t.j. od srodka Ziemi; dalej niech
® oznacza czas gwiazdowy w tym punkecie, a 0, czas gwiazdowy
w Greenwich w tej samej chwili, tc spéirzedne rownikowe geocentrycz-
ne branego pod uwage punktu sg

’

n, rj,:(;')__@ng— )\, ’3:"3 .

Podstawiajgc te wartosci spoirzednych w rownaniach (51), otrzy-
mujemy nastgpujgce wartosei spotrzednych cieniowyeh punktu:

x=0 cosg sin(0 —a),
y=p[sin¢’ cosd — cos ¢’ sin d cos (O —a)], (89)

z=yp[sin¢ sind -4 cose’ cosd cos(9—a)].

Wprowadzajae wartosei x, y 1 &, v, (lub rowne im wartosei &,, 7,)
do wzoru (66), znajdujemy odleglosé danego punktu od osi cienia.
We wzorach (84) za jednostke dlugosci sluzy jednostka planetarna,
we wzorach zas (85) promien réwnika ziemskiego. Azeby spotrzedne
& Ty, G, Wyrazi¢ réwniez w promieniach réwnika Ziemi, nalezy prawe
strony wzoréw (84) pomnozyé przez cosee 8. 80.

W niektérych zagadnieniach teorji za¢mien spoélrzedne x, y i z
sg niewiadomemi, albo te niewiadomemi sg nalezgce do nich spéltrzed-
ne rownikowe p, o', 8. Jednakze wielkosci te nie sg wszystkie od siebie
niezalezne, poniewaz p mozna wyrazi¢ jako funkeje ¢'. PowyZsze trzy
niewiadome redukujg si¢ wiee do dwdéch. Mozna mianowicie p 1 ¢’ za-
stapi¢ przez t.zw. szerokos¢ zredukowang. Oznaczamy jg przez ¢,
1 okreslamy w sposob nastepujgcy:

€0S 9, ==, COS V', (86)
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Znaczenie geometryczne kata ¢, wyjasnia rys. 7. Przedstawia on
przekréj sferoidalnej Ziemi plaszezyzna poludnika punktu O i jest
CO=yp, 4« rCO=¢'. Prowadzac z punktu O prostopadla do Or,
widzimy, Ze

CO =p.cosz".

Gdy zakveslimy dokofa C kolo promieniem Cr=1, to przecina ono
prostopadla OO, w punkcie O, i widzimy, Ze

CO, =p.cos¢’ =cos 4 rCO".

Poréwnanie tego wyniku ze wzorem (86) wyjasnia, ze kat r CO’ jest
szerokoscia zredukowang o,. Wobec tego jest

, .
0, 0 =sing,.

Rys. 7.

Gdy wige przez b oznaczymy polowe malej osi przekroju eli-
ptycznego (ktérego polowe wielkiej osi przyjeliSmy za jednostke), to
mamy

psing’ = b sin ¢, = (1 — «) sin ¢, (87)

gdzie « jest splaszezeniem Ziemi.

Zamiast p.sing' 1 p.cos¢’ wprowadzamy we wzorach (85) ich
wartosei wedlug wzorow (86) i (87). Procz tego we wzorach tych za-
miast czasu gwiazdowego wprowadzamy czas sioneczny prawdziwy 9.
Poniewaz wogéle jest t =0 —a, wige w danym przypadku jest

b=0—o,=0—a— (o, —a)
oraz
O—a=%+4(2,—a)=3y-+Aaq,
gdzie zatem jest
0. cos d
RSB el (88)

Adag=- =
1—p cos g,
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Wzory (85) otrzymujg wiec posta¢ nastepujgeg:

X = cos @, sin () 4+ A a),
y =(1-—a)sing, cosd — cosy, sind cos (¥ - Aa), (89)
2 ={(1-2)sing, sind -} cos o, cosdcos (V4 A aqa).

Gdy wszystkie wartosci, stojace po prawej stronie powyzszych
wzoréw sg znane, to nadaje sie tym wzorom postaé dogodniejszg do
rachunku przez wprowadzenie katéw pomocniczych. Oznaczmy

(1 —a).sinw, =c.cosC,

cos ;. cos (B4 Aa)=rc.sinC, (90)

to wzory (89) otrzymujg postac

X =cos v, sin (§-+4Aa),
y=c.cos (C+da), (89")
z = c.sin (C-+d).

9. Wplyw wzniesienia nad poziom morza oraz refrakcji na
warto$ci spotrzednych punktu obserwacji. Przez p we wzorach (85),
(86) i (87) rozumielismy odlegiosé od $rodka Ziemi punktu poziomu
morza w szerokosei geocentrycznej «’. W ogélnosci jednakze w prak-
tyce chodzi o punkty wzniesione nad poziom morza na pewng wyso-
kosé, ktérg oznaczamy przez 2. W tym wypadku wartosei spélrzed-
nych otrzymamy, gdy we wzorach (85) zamiast p pisa¢ bedziemy
pt+h=np. 1+%) Wskutek tego logarytmy spoélrzednych x, y, 2

; AL : vl : D L
powiekszg sie o log (1—{~ O). Poniewaz = jest zawsze malym ulam-

kiem, wiec wedlug znanego rozwiniecia jest

h h 1(/1\2
lgn(lA}— p)—_p— 9 \(:) S s
a wiec
e e
log\l—g— ,))-—-—A/I. ;’—g T) T eawa |y

gdzie M jest modulem logarytméw zwyezajnych,
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Przyjmujae na p Srednig warto$¢ dla ¢’= - 45° 1. ). log p=9-9992748,
oraz wyrazajage 2 i p w metrach, znajdujemy

log (1 + fi) — 0-0000000682 . . ©1)
p

Wzor ten wskazuje, ze poprawka logarytmow spolrzednyceh x,y, 2
z powodu wzniesienia o # metréw nad poziom morza wynosi 0'682. /
jednostek 7-ego miejsea.

Na przebieg zjawiska za¢mienia ma tez pewien wplyw refrakeja
astronomiczna, ktéra tez da sie uwzgledni¢ przez stosowng poprawke
spolrzednych x, y, z. Dotyezy to mianowicie wartosci tych spélrzed-
nych w chwili poczatku i konca zaémienia, gdy obsewator znajduje
sie na tworzace] jednego ze stozkdw cienia.

Rys. 8.

Niechaj hedzie (rys. 8) prosta KS wspélna styczng Slotica 1 Ksie-
zyca, ktora spotyka powierzehnig Ziemi w punkeie A, a (%, niech
wskazuje kierunek pionu w punkeie A, Kolo, przechodzace przez A,
oznacza przekrdl pionowy Ziemi plaszezyzng Z A, S, a spélsrodkowe
wigksze kolo granice atmosfery ziemskiej.

Gdyby nie bylo atmosfery, kazdy obserwator, znajdujacy sie na
prostej SK po przeciwnej stronie od K, niz Slonce, widzialby zetknie-
cie sig brzegéw Ksiezyca 1 Slonca, a wige takie obserwator w A,.
7 powodu refrakeji jednakze promien Slofica SK, ktéry w punkecie B
spotyka atmosfere, zakrzywia si¢ i spotyka Ziemig w punkeie A. A wiec

Teorja za¢mien. — 3.



34 ROZDZIAL II

zamiast obserwatora w A, zetkniecie sig brzegéw dostrzega obserwa-
tor w A. Promien SK przecina w punkecie A’ pion AZ punktu A i oczy-
wiscie w tym punkecie réwniez widzianoby zetknigcie, gdyby nie bylo
refrakeji.

7 rozwazania tego wynika, Ze obserwator, znajdujagcy si¢ na po-
wierzehni Ziemi w A, widzi zetkniecie si¢ w tej samej chwili, w ktérejby
je widzial, znajdujac si¢ w punkcie A’, gdyby nie bylo refrakeii.
Wplyw refrakeji zatem uwzglednimy, gdy za spéirzedne punktu obser-
wacji przyjmiemy nie spélrzedne punktu A, lecz spélrzedne punktu A’,
Jezeli wiec jest AA'—g, to nalezy spélrzedne miejsca obserwacji A
pomnozy¢ przez 1—}—% . W tym celu trzeba wyznaczy¢ wartosé g,
ktéra wyplywa z teorji lrefrakcji.

Oznaczmy przez A odleglosé dowolnego punktu atmosfery od
$rodka Ziemi, przez p spéleczynnik zalamania powietrza w tym punk-
cie, a przez i kat padania $wiatla, to — jak wiadomo z teorji refrakeji
astronomicznej — zachodzi zwigzek

A.p.sin{ = const.

Oznaczmy jeszcze przez r, odleglo$é punktu obserwacji A od
Srodka Ziemi, przez p, spotezynnik zalamania $wiatla w tym punkeie,
przez (' odleglosé zenitalng, w ktorej obserwator widzi punkt swiecgey;
jezeli ponadto BZp jest pionem punktu B, w ktérym promien SK spo-
tyka atmosfere ziemsks, i jezeli zwazymy, Zze w tymze punkecie spdt-
czynnik zatamania Swiatla, pg =1, to, stosujgc powyzsze rownanie do
punktéw A i B, mamy

BC . sin Zg BS = ry ., sin &', (92)
Z tréjkata A’'CB wyplywa
A’C:BC == sin ZgB S :sin ZA’S. (93)

Kladge A'C = r, -+ g i uwzgledniajae, ze kat ZA'S = jest praw-
dziwg odlegloscig zenitalng punktu S, widzianego z punktow A’ i A,
otrzymujemy z proporeji (93) i wzoru (92)

(ro+ &) sin L =r, pysin '
lub

( 1 - ,’% ) sin § == p,. sin {, 99
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i z dostateczna dokladnoscig, poniewaz 7, = p -+ £ malo sie rézni od p,

sin &

g
_1 + 7 Ment 5)
lub tez z wystarczajacy dokladnoscig
g g sin &’ ,
log (l—}— p)—M-?:M-(p,o sinC_I)' (95)

Prosta SK ¢o do kierunku bardzo nieznacznie rézni sie od osi
cienia, gdy wigc rownolegly do niej, przechodzgcsg przez $rodek Ziemi
C, zidentyfikujemy z osia { ukladu cieniowego, to jest z dostateczng
dokladroscig wartose spotrzgdnej cieniowej punktu A, réwnoleglej do osi,

z = Ca = cos a GA = cos SA’Z = cos { (96)
albo .
log 2 = log cos L.

Podstawiajge we wzorze (95') J'= 7 — R, gdzie R oznacza war-

vt

tosé refrakeji przy pozornej odleglosei renitalnej I, znajdujemy

) g\ SEQC-R) '
log (1 +77)_/v1(p0—siﬁ—— 1) (97)

i z wystarczajgea dokiadnodeig mozemy tu przyjaé

sin ((—R L. . o e e
);n’—‘,)zcosR—cthst:I—R”ctgésm 1" — 4 R'?sin? 17,
-

wskutek czego wzoér (97) otrzymuje postaé
g ) 2 x ’ ) > L 7 1
log 1+—pf):/w [bo (I—Retgtsin 1"— 4 R?sin21”) —1]  (98)
lub wprowadzajac p, = 10002922 oraz wartos¢ liczbowg na sin 1”
o .
log (1 -+ —Op—) == 00001269 — (6 3235) f2-ctgl— (12-7080)-R2. (98')
Liczby zawarte w nawiasach oznaczajg tu logarytmy, a wartoéé re-
frakeji wyrazona jest w sekundach tukowych.
Poniewaz, jak widzieliSmy, z = cos {, wigc poprawke na refrakeje

oblicza si¢ w ten sposéb, ze dla danego log z=log cos L bierze sie
z tablic logarytméw ctg(, a z tablic refrakeji log R i zapomocg wzo-
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ru (98’) oblicza si¢ poprawke, o kiéra nalezy powigkszy¢ logarytmy
spolrzednych x, y,z. Dopiero dla logz=9-97 wynosi ta poprawka
jednostke 7-ego miejsca i osiaga wartos¢ 1023 takich jednostek, gdy
w chwili zacmienia Slonce znajduje sie¢ na horyzoncie.

10. Wyznaczenie punktow powierzchni Ziemi, w ktorych
w danej chwili zachodzi poczatek iub koniec za¢mienia. Réwnanie

E—E) O — )=, (99)

w ktérem &, v, oznaczajg spolrzedne cieniowe Slonca, przedstawia
kolo o promieniu # w plaszezyinie, prostopadlej do osi cienia. Jezeli jest

u=n"—10-tgf, (100)

to u jest promieniem kota, wedlug ktorego powierzchnia stozka cienia
przecina si¢ z plaszczyzng, odlegla od plaszczyzny (5, 1) o ¢ i do niej
réwnolegla, a réwnanie (99) przedstawia samo to kolo,

Obserwator znajdujacy sie w ktérymkolwiek z punktéow tego
kola, widzi zetknigcie sie brzegéw tarczy Ksiezyca i Stonca, czyli
kontakt. Jezeli ' i f odnoszg sie do stozka polcienia, to zachodzi
kontakt brzegéw zewnetrzny, gdy za$ odnoszg sie do stozka pelnego
cienia, to kontakt jest wewnetrzny. Wobec tego, Ze 0§ cienia, a wigc
i stozki cienia, zmieniaja swe poloZenie, chwila kontaktu jest chwilg,
w ktoérej punkt, znajdujgcy sie przedtem nazewnatrz stozka, przecho-
dzi do stozka, lub tez chwilg, ktorej punkt, znajdujgcy sie przedtem
wewngtrz stozka cienia, wychodzi z niego. Dla punktu, ktéry wcho-
dzi do stozka cienia, w chwili kontaktu zaémienie si¢ zaczyna, dla
punktu, ktéry wychodzi ze stozka cienia, za¢mienie si¢ konezy. Po-
niewaZ stozek pelnego cienia znajduje sig wewnatrz stozka pélcienia, wige
w punkeie, ktéry przechodzi przez stozek pelnego cienia, obserwuje
sig cztery kontakty: pierwszy kontakt, gdy zaczyna si¢ zaémienie
czesciowe, drugi kontakt, gdy zaczyna sie zaémienie calkowite lub
piercieniowe, trzeci kontakt, gdy konezy sie zaémienie calkowite lub
pier§cieniowe 1 czwarty kontakf, gdy kofczy sig zaémienie czeSciowe.
Jezeli punkt przechodzi tylko przez stozek pdlcienia w przestrzeni
nazewngtirz stozka pelnego cienia, to oczywiscie obserwowane mogsg
byé¢ tylko dwa kontakty.

Jezeli punkt & 7, £ ma byé punktem powierzehni Ziemi, to mu-
szg dla niego byé spelnione warunki, okreslone przez wzory (89).
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Gdy wiee w réwnaniu (99) 1 we wzorze (100) wprowadzimy na miej-
sce &, 7, { wartosel, stojace po prawej stronie wzoréw (89), to otrzymamy
réwnanie pomiedzy dwiema zmiennemi o, 1 (¥ -+ Aa), z ktérego mozna
wyznaczyé (9 + Aa) dla kazdej, dowolnie przyjetej, wartosei ¢,.

Przypusémy, ze dla danej wartosei p, otrzymujemy z tego réow-
nania warto$é¢ rzeczywista (- Aaq). Poniewaz &, v, #', f we wzorach
(99) 1 (100) sg obliczone dla danej wartosci 9., jak réwniez Aa we-
dlug wzoru (88), wiec znajgc ¥ -+ A a, znajdujemy tez & oraz A =9, — .

Gdy jednakze dla danej wartoSci ¢, otrzymuje si¢ urojona war-
tos¢ na (v +Aa), to znaczy, ze w szerokoSci zredukowanej ¢, niema
na powierzehni Ziemi punktu, lezZacego na powierzchni stozka cienia.
Gdy dla wszystkich wartosci ¢, od —90° do -+ 90° otrzymuje si¢ same
urojone warto$ei na ¥ -+ Aga, to znaczy, ze cala Ziemia znajduje sie
nazewngtrz stozka cienia, ze wige nigdzie na Ziemi za¢mienie nie za-
chodzi.

Jest naturalnie rzeczg wazng zgéry okreslic warunki, ktére mu-
szg by¢ spelvione, jezeli zaémienie w granicach kuli ziemskiej ma za-
chodzi¢, a gdy warunki te sg spelnione, znale$¢ sposob jak najprostszy
wyznaczenia tych punktéw, ktére w danej chwili majg poczgtek lub
koniec zaémienia.

11’ :("’l’)
0
P
ji}'——(‘c.')
A 3
(€ ¢
Rys. 9

Poprowadzmy w tym celu przez dowolny punkt, ktérego odleg-
lo$¢ od plaszezyzny (&, 1) niech bedzie ¢, plaszezyzne prostopadls do
osi cienia 1 niech bedzie (C) punktem przecigeia sig tej plaszezyzny
z osig ¢ (rys. 9), a (O)& i (C)7 proste, wedlug ktérych plaszezyzna
ta przecina si¢ z plaszezyznami (¢ ) i (7{), a wiee réwnolegle do osi
¢ i 7. Punkt przecigcia sig osi cienia z plaszezyzng (£'7') oznaczmy
przez O; punkt ten oczywiScie jest srodkiem kola, wedlug ktérego
stozek cienia przecina si¢ z plaszezyzng (§'v).
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Gdy spolrzedne punktu O w ukladzie (&'7') oznaczymy przez &,
i 7', to jest oczywiscie &, =%/, 1, =m,". Oznaczmy jeszcze przez &',r'
spotrzedne dowolnego punktu A w plaszezyznie (§'7'), ktérego spol-
rzedne w ukladzie (57() sg & i 7, to jest takie &'=¢, =nm,.
Poprowadzmy przez punkt A proste A (§) i A (v), rownolegle
do osi & i 7, i niech bedzie AO=p i < (1) AO = P, to z rysunku 9
widzimy, ze
Aa =§/' — 8 =¢§ —E=p.sin P,
a0 =" —4'=n —n=p.cos P.

Zakladajae, Zze punkt A lezy na kole cienia, przyjmujemy p=u,
P=P,, a wiec
& —&=u. sin P,
N — 1= . cos P,. (101)
Wzory (101) sg réwnoznaczne z rownaniem (99), w ktére prze-
chodzg, gdy je podniesiemy do kwadratu i dodamy. Oczywiscie kaz-
dej danej wartosci kata P, odpowiada okreslony punkt na kole cienia,
ktérego spélrzedne wyplywaja ze wzoréw (101) mianowicie

e

=§ —usin P, 1o
v, — i cos P, (302)

I

M

Jezeli A jest punktem powierzehni Ziemi, to oznaczajgc jego
spolrzedne w tym wypadku przez x, y, z i podstawiajac na miejsce
1 wartos¢ wediug wzoru (100), mamy

E.l———x:(u"—ztgf).sin Py, (108
n—y= W —ztgf).cosP,.

Podstawiajgc tu na miejsce x, y, z wartosci wedlug wzoréw (89),
otrzymamy dwa réwnania, okreslajace dwie niewiadome ¢, i (V-4 a).
Zamiast tego jednakze latwiej dochodzi sie do celu, gdy okreslimy
wartosci trzech niewiadomych x, y, z z dwoéch réwnan (103) 1 z trze-
ciego, ktére otrzymamy, podnoszge do kwadratu wzory (89) i dodajge
je do siebie. Jest ono nastepujgce

X2yt 422 =(1 —ea)?sin? o, }cos? 9 =1— (22 —a?)sin?g,. (104)

Gdy x,y, z wyznaczymy z réwnan (103) i (104), to ¢, i (V-1 a)
za pomocs wzoréw (89) mozna obliczy¢ bez trudnosei.
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Celem rozwigzania réwnan (103) i (104), wprowadzamy zamiast
z nowg niewiadomsg, okreslong w sposéb nastepujacy. Utworzmy
veosd 1 zsind, to z drugiego i trzeciego z wzoréw (89) wynika

ycos d -+ zsin d=(1 —a)sin g,. (105)
Gdy wyplywajacg stad wartosé sin ¢, podstawimy w réwnaniu
(104), to wynika z dostatecznem przyblizeniem, po opuszczeniu wy-

razu, zawierajgcego «?

Xyt 22 4-20(ycosd -+ zsind? =1, (106)

ktére piszemy w postaci

x4 22=1,

2 =2z} 20 (ycosd-}zsind). (107}

gdzie oznaczono

Poniewaz z wystepuje w rownaniach (103) tylko w iloezynach,
ktorych jednym ezynnikiem jest tg f, majacy bardzo malg wartose,
wiec hez wplywu na dokladno$é mozemy w tych réwnaniach pisaé 2
zamiast z; w ten sposéb zastgpujemy niewiadoms 2 przez 2 1 do
wyznaczenia niewiadomych x, y, 2 stuza trzy réwnania nastepujgce:

G —x= (' —ztgf)sin P,,
yw—y= (W —2tgf) cos P,, (108)
xi4-y? 221,

Gdy z tych réwnan niewiadome zostang wyznaczone, ze Wzoru
(107) wyplywa tez wartosé spélrzednej z.
Zajmijmy si¢ rozwigzaniem réwnan (108). Oznaczmy w tym celu

& — ' sin P, =sinesiny,

(109)

1 — #' cos P, = sin s cos 7.
Jest zatem
X = sin ¢ sin ¥ -} 2 tg f sin P,, y
y=sinecosy+z2tgfcoshP,, (110)

a gdy réwnania te podniesiemy do kwadratu i dodamy

X' y?=sin?c 4+ 2sine.tg f.2.cos (P, — )+ 22 tg2 f. (111)
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Ostatni wyraz jest tak maly, ze zawsze mozna go opuscié. Pod-
stawiajgc wiee wartos¢ na x? 4 y? z réwnan (111) w trzeciem z row-
nan (108), otrzymamy

22 =cos? e — 22 sine tg [ cos (P, — 7). (112)

Poniewaz drugi wyraz z powodu czynnika tg f jest bardzo maly,
wiec cos s mozna uwazaé za przyblizong wartosé 2 i te wartosé przy-
blizong podstawié¢ zamiast 2 w drugim wyrazie wzoru (112). Wtedy jest

2?2 =cos? e —sin 2eccos (P, — 1) tg f
oraz z dokladnoscig do pierwszej potegi tg f
2=+ [cos e —sin e cos (P, — 7) tg f]. (113)

Z dwdéch wartosei 2, wyplywajgeyeh z powyzszego wzoru, tylko
dodatnia czyni zado§é warunkom zadania, gdyz potkula, na ktérej jest
widzialne zaémienie, jest zwrécona ku Slonecu.

Gdy 2 zostalo obliczone, wzory (110) stuzg do obliczenia spot-
vzednyeh x 1y, a z oblicza sie¢ zapomocg wzoru (107), kladge w wy-
razie pomnozonym przez o, £ zamiast z, mianowicie

22 =2 — 2a (y cos d -+ 2 sin d)?. (1079
Spolrzedne geograficzne okreslamy nastgpnie zapomoeca wzordw
(90) 1 (89'). Ze wzoréw
c.cos (CH+d)=y
c.sin (CH+d)==z
c.cosC
1 —
€os @, .sin (- Aa)=x

znajdujemy ¢ i C, poczem jest sin ¢ = ; dalej zas ze wzordw

cos @, .cos (V- Aa)y=rc.sin C

wyplywa (%4 1a), a wige i & wobec tego, ze Aa jest znane. Wresz-
cie jest 2 =0, — ¥ i tg o' = (1 —0a).tg 9,.

11. Kilka innych postaci rOwnan kota cienia. Roéwnania (101)
w polgezeniu ze wzorem (100), jak widzieliSmy, prowadza do wzo-
réow, ktére w do$é prosty sposéb pozwalaja obliczyé spoirzedne geo-
graficzne tych punktéw, ktore w danej chwili majg poczatek lub ko-
niec za¢mienia. Jednakze zadanie takie w praktyce rzadko zachodzi,
gdyz nie przedstawia ono wiekszego interesu. Wobec zmiennocsei
wielkosel ¢, 7y, &' 1 f oraz przedewszystkiem i, wartosei spotrzednych
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dla danego P, ulegaja szybkie] zmianie i jest rzeczg istotniejszg zba-
da¢ przebieg zjawiska zaémienia z jednej strony dla danego punktu
powierzehni Ziemi, w ktérym zaémienie w istocie zachodzi, z drugiej
za$ strony przebieg zaémienia dla calej Ziemi. Do celéw powyzszych
rownania (101) nie sg dogodne, gdyz elementy, od ktéryech przebieg
zaémienia najbardziej zalezy, nie wystepujg w nich w postaci wyraz-
nej i mozliwie jak najprostszej.

Jest mianowicie rzecza celowg przejs¢ z ukladu (£ %) na inny
(&” "), ktorego osie majg kierunek, okreslony przez ruch osi stozka

&

cienia. Oznaczmy og6lnie przez (90° — N) kat, jaki nowe osie & i7"
tworza z osiami & i 7, to, gdy poczatek nowego ukladu pozostaje
niezmieniony, i zwazywszy, ze & =& 11" =, wzory przej$cia z ukladu

(&) na (£” %") sa nastepujace:
= &sin Ntrncos N

apie Sk & e e
' ==-—§& cos N sin V.

(114)

Réwnania (101) zachowujg swg posta¢ takze dla tego nowego
ukladu z ta réznics, ze kat P, nalezy zastapié przez P, ktéry kie-
runek AO tworzy z kierunkiem osi ”. Jak widzimy z rysunku 10,

£

Rys. 10.
jest P =(1") AO ==90°4 P, — N. Gdy wiec polozymy
Py, — N =1 (115)

oraz przez ¢, i 7| oznaczymy spolrzedne Srodka cienia w ukladzie
&2

{&” "), to réwnania kola cienia majg posta¢ nastepujgca:

§ —& = u.cosy (116)
o ey L

Ny — 71 = —u.sin ¢,

a0

gdzie oczywiscie wartosei &) i v, wyplywajg ze wzoréw (114) po pod-
stawieniu w nich § i v; zamiast & i 7.
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Katem N mozemy rozporzadzi¢c dowolnie, a wiec tez w ten spo-
s6b, azeby przez odpowiedni wybor jego wartosci uzyskaé jak naj-
prostszg postaé spolrzednych srodka cienia £, v jako funkeyj czasu.

Niech bedsg ﬂg) 1 -\‘)-g) prawdziwe czasy sloneezne poludnika
greenwichskiego w dwéch momentach przebiegu zaémienia na Ziemi
1 spélrzedne $rodka cienia w tych chwilach w ukladzie (£4) niech bedg
odpowiednio £, 7,0 1 §® 4, Oznaczamy

§® — g0 .
q(z> (}(1) — U

|

’}J(Z) == ’11(1)

‘,(z) r}(l) =d

7

to vy i v, oznaczajg srednie predkosci zmian wartoser spolrzednych
- i o

. L . \ . L.

srodka cienia w czasie 9% — 9 w ukladzie (¢v). Jest zatem

A=t WLy, 3P —0),

@ Q)] (“8)
) e Vi s nn o b i
Podobnie jest tez
s s 5.2 m
§7® =D L. (3 — 857), (118)
1 " < (1
1, @=1 (‘)~[—a in ‘)-g)).

i we wzorach pOW\ zszych vpn 1 Uy oznaczajg $rednie predkosei zmian

spolrzednych &, 1,” w czasie 35— 9. Poniewaz kat N, a wiec te
i kierunek osi &’ i 1, mamy stosownie okreslié, wige okreslamy go, sta-
wiajace Warunek, ze ©,,, = 0. Znaczy to, Ze 0§ £’ obieramy w kierunku
réwnolegtym do kierunku ruchu osi stozka cienia w czasie 45— 9;
a zatem ¢, =~ oznacza $rednig predkosé tego ruchu w czasie &i ) \)(,” :
Poniewaz wzory przejscia (114) odnosza sie tak samo do sklado“)ch
predkosci, jak i do spélrzednych, wiec jest tez

=1 .sin N+v,‘.cosN

OZ—ﬂE.COSN—‘(—vv‘.SinjV (119)

i z tych wzorow kat N z latwoscia si¢ wyznacza. Mnozge pierwsze

z tych réwnan przez sin/N, a drugie przez — cosN, i dodajae,

znajdujemy :
e vy = i1.sin N,

mnozac za$§ pierwsze réwnanie przez cos /N, a drugie przez sin N,

1 dodajge, znajdujemy v, =1.cos V.
i y
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Gdy jeszcze przy obranym kierunku osi £” i 4" n ma mieé zawsze
wartosé dodatnig i zawsze jest wobec kierunku ruchu stozka v >0,
wige wzory

nsin N =1

neos N=wv, e
okreslaja kat N, ktorego wartosé przypada zawsze migdzy 0° a 1809,
oraz predko$é osi cienia 7.

Oznaczamy 1,"®@=7,"0 =7, a odleglos¢ (C)0 srodka cienia od
poczatku uktadu czyli tez odleglosé osi cienia od srodka Ziemi przez I,

to jest oczywiscie
2 —¢"@ ] 42 (121}

i odleglosé ta jest najmniejsza, gdy §&,"® = 0, mianowicie I' =7y.
Niechaj bedzie p. prawdziwy czas greenwichski, w ktérym odleglosé
osi cienia od $rodka Ziemi jest najmniejsza, to jest oczywiscie

£ 4 n . (p—9P) =0, (122)
a ze wedlug wzoréw (114) jest

§"M = §Msin N+ 7,Dcos N

s 0D =_§ D cos N -} 7,V sin N,
wiec Jest tez

1=—§&W cos N4 7,(Vsin N, (123)
a z rownania (122)

Bl P ’1; (6,0 sin N 4 7,0 cos N). (124)

Gdy wige ogdlnie &, 1 v,” sg spélrzednemi srodka cienia w czasie
prawdziwym greenwichskim 3, to

(125)

a spolrzedne miejsca obserwacji sa obecnie zgodne z wzorami (114)

x.sin N-+y.cos N

T ; (126)
yV'=—x.cos N+t y.sin N

i nalezy tu na miejsce x, y podstawi¢ warto$ei wedlug wzoréw (89).
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Whprowadzajge wartosei spélrzednych wedlug (125) i (126) w réw-
naniach (116), nadajemy im postaé nastepujgcs:

neosd=n ¥y —p) — cos g, sin (¥ 4 Aa)sia N —
— [(1 —a) sin ¢, cos d — cos v, sin d cos (¥ + Aa)] cos N,

(127)
usin g = — 1 — cos ¢, sin (¥ -+ Aa) cos N+
—+[(1 — 2) sin ¢, cos @ — cos ¢, sin d cos (¥ -+ Aa)]. sin N,
albo tez
nsin gy = —v - (1 — a)sin p, cos dsin N —
— cos @, [sin (¢ 4 Aaq) cos NV | cos (¥ -+ Aa) sin N sin d,
(128)

1 cos hp=n (Y, — ) — (1 — a)sin g, cos & cos N -
—+ cos @, [—sin (3 Aa) sin N - cos (3 + Aa) cos N sin ).

Piszemy tu jeszeze v =19 -L ) i wprowadzamy katy pomocnicze g,
G, ki K, okreSlone przez wzory

cosdsin N=cos g
sin d sin N = sin g sin G (129)
cos IV = sin g cos G
oraz
cosd cos N = cos k
sin N = sin k.sin K (130)
sin d cos N = sin k. cos K.

Katy G i K okreslamy z tych wzoréw, przyjmujac sin g >0 1 sink>0.
Poniewaz précz tego zawsze sin N > 0, wiec takze cos g > 0 oraz
sin K >0, a zatem tez zawsze 0 < g < 90° oraz, poniewaz cos k =0
i cos K=>0, katy K 1 & zawarte sg zawsze migdzy 0° a 180°
Bedziemy w dalszym ciggu uwazali #iza droge osi eienia, zrobiong
w ciggu godziny; poniewaz wige w drugim ze wzoréw (128) ¥, — p.

jest wyrazone w stopniach, wige nalezy jeszcze zastapié n przez —

o]
Wazory (128) przyjmuja wige postaé nastepujaca:

asing = —v -+ (1 —a)sin ¢, cos g — cos g, sin g sin (G4 a),
1 cos :{é(:r+>\mg,)4(L»a.)sin o, €08 k-1-cos o, sin k cos(K—-9--Aa), (131)
o]

#=u —[(1 —2) sin p; sin d -+ cos ¢, cos d cos (W |+ Aa)]. lgf.
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Réwnania (127) oraz réwnania (131), stanowigce ich przeksztal-
cenie, sg, jak to zobaczymy, bardzo uzyteczne przy rozwazaniu wielu
poszezegolnych zagadnien teorji zaémien. Mozna je przeksztalcaé
w rozmaity spos6b, dostosowujae ich postaé¢ do wlasciwo$ci danego
zagadnienia. Na tem miejscu wyprowadzimy jeszeze tylko jedng ich
postaé, majaca bardzo rozlegle zastosowanie.

Napiszmy ; ‘()'“ + ({) o 3’0),

gdzie ¥, oznacza kat godzinny Slonca w jakiej§ dowolnie obranej epoce
poczatkowej, to jest ogolnie

sin (A - 9) = sin [A 4= ¥, & (8 — 8,)] = sin (4 I ) cos (¥ — d,) -
= c0s (A - 3,) sin (3 — &) = sin (A - %) . (1 ~— 2 sin? L_z— s ) o

o R e
—+ 2 cos (A + 9,) sin Y 2{}"—(:0 ——2—i=sm(A—§—\°ro)——

.=y ¥ — 3, g _—9
—2sin T [sm (A 4+ %) sin —— ) COS —2——1] =

_-—_-sin(A+{}O)—}~25inﬂ'—§a—— (A—{—{}-Fn_{) ):
= sin A+1)0)+251n 2 cos (A+ b 0 ) (132)

i podobnie
008 (A + ) = cos (A L 9,) — 2 sin > 3 Yo (A +i}—+7ﬁ°—) . (133)

Dale] mozemy napisaé

L=
15 0
g P8 T2 A3
— & 15
2
1 gdy oznaczymy
L0 —
sin —p—°
E P 134)
ke e e
2

to jest lim » =15, a wzory (132) i (133) otrzymujg nastepujgcg postaé:
99,

sin (A 4 ¥) =sin (4 + 9,) + = cos (A+&+ ) —i—i", (135)

15

cos (A - 4) = cos (A 4 ¥,) — = sin <A -+ i}j; :&") il > (136)

15
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Stosujgec te wzory do sin(G-+ 94 Aa), cos(K--V-|4a)
i cos (@4 Aa) we wzorach (131), znajdujemy:
asing = —+v - (1l — a)sin @ cosg — cos g, singsin (G + ¥, Aa) —

ey e
—/coswls.ngcos(G—{——\ a4 + ) 15{}0’

iecosd= ]’% (o2 —p)— (1 —a)sing cosk |
—+ cos o, sin k cos (K- 3,4 Aa) + (137)

*{—[/z——"/.cos.r]cl Si”kSin(Kﬁ—_\aJi_&ijjﬁ)] “1—5&,

n=u — {(1 — o) sin @, sin d -} cos @, cos d cos (¥, - Aa) —

— % €08 ©, €08 d sin (_\a#—ﬁ —}_l))-i}m‘ ] tgf.
2 15

12. Obliczenie wielko$ci, okreSlajacych droge osi cienia oraz
Srodka cienia w plaszczyznie (§vn). Wedlug wzoréw (117) v 1 v,
s to Srednie wartosei zmian spélrzednych &, i v, w jednostce czasu
w przeciggu czasu ¥ — 3D, Te srednie wartosci okreslajg predkosé
te, ktéra w czasie {}(‘3) ~ 9 zmienia sig tylko w przybliZeniu; dokfad-
ng wartosé perkOSCl vg 1 ro w jakim$ czasie przedstawiajg pochodue
ag, . dn
as ' dy’
Poniewaz pochodne te sg funkejami czasu, wigc zmiennemi sg
tez wielkosei # 1 NV, okreSlone przez wzory (120), oraz wielkosei v 1 p,
wyplywajace ze wzoréw (123) i (124). W réwnaniach zatem (128)
nalezy wszystkie te wielko$ci uwazaé za zmienne i dla danej wartosci
¥, uzytej w nich, obliczone. Te same uwagi dotyczg wielkosci g, G, &
i K, wystepujacych we wzorach (131) i (137). Sg to wprawdzie wszystko
wielkosci powoli zmienne i w niektérych zagadnieniach teorji mozna
uwazaé je nawet za stale w ciggu niewielkich okreséw czasu, w in-
nych jednakze zagadnieniach znajomo$¢ ich wartoscl w kazdej chwili

jest wymagana. Zajmijmy sie sprawg ich obliczenia.
Wzory (84) pozwalajg obliczy¢ wartosci spolrzednych & 1 v, dla

obliczone dla tego czasu.

dg, . dy
dowolnej epoki, natomiast utworzenie pochodnych d?; 1 —‘1 wedlug

tych wzoréw nastreczaloby wielkie trudnosci. Poniewaz JednakZe cho-
dzi tylko o wartosci liczbowe tych pochodnych, wige mozemy zasto-
sowaé rozniczkowanie liczbowe.
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Piszmy ogélnie a zamiast & wzgl 7, i niech bedzie U, czas
prawdziwy greenwichski w chwili bliskiej epoki geocentrycznego pola-
czenia Ksigzyea i Slonca w rektascenzji, np. pelna godzina czasu sfo-
necznego, najblizsza epoki polaczenia; oznaczmy przez t okreslony
staly przeciag czasu, a przez

Can, Ay, Qg g, Oy ..
szereg wartosel funkeji a4 w epokach

iy — 21, 0y — 1, Oy, Yy T B -2,

Do obliczenia tych wartosei korzystamy z danyeh, zawartych
w efemerydach astronomicznych. Wszystkie wielkosci zmienne, wyste-
pujgce we wzorach (84), znajdujemy obliczone w efemerydach dla
kazdego Sredniego poludnia greenwichskiego. Niechaj bedzie

by by by, by by e

szereg epok efemerydy tak obranych, azeby czas prawdziwy ¥, -—2¢
przypadal pomiedzy epokami £_; i £,. Jezeli oznaczymy

({jIO - 2/2) - t—-'l = q,
to jest oczywiscie ogélnie
Y bne=todq-4 (a2 (138)

Gdy wiee, stosnjge dane, zawarte w efemerydach dla epok £ .,
£, by, by by, ..., Obliczymy warto$é spéirzednych &, 4, wedlug wzo-
row (84), ktére oznaczmy ogélnie przez A o, A_y, Ay Ay 4y ..., to
wartosel a_y, a_., a4, 4y, ... mozna obliczy¢ przez interpolacje. Jak
wspomnieliSmy, interwalem efemerydy jest doba srednia, t. j. 24 go-
dziny $rednie, interwal zas pomigdzy epoka £_, a poszezegédlnemi
epokami ¥, - 7t wynosi ogélunie, jak wskazuje wzor (138), g + (n-+2) <.
Gdy ¢ i © wyrazone sg w godzinach $rednich, to interwal ten w do-
bach $rednich wynosi ogélnie

el 1o2) " (139)
24
a gdy jeszcze, jak to zwykle przyjmuje si¢ w praktyce, jest 1= 1%, to
RO o
st (140)
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Tworzac wige tabelkg funkeyj A4 i jej rézmic

A
AA_,
AO -\ZA,,I
A‘40 A3 A4 5y
4, ot T R S (o
3
/—12 1 A2A1 A /10
Ay

i stosujge znany wzér interpolacyjny Newtona, znajdujemy ogodlnie

i’l 1"]7

an:A_.l-Jr(I)AA_1—{—(;)A?A,.I+(3)A3A1-+... (141)

i gdy interwal obliczony jest zapomoca wzoru (140), to wartosci a,
odpowiadajg interwalom godzinnym, liczonym od epoki ¥, czasu praw-
dziwego greenwichskiego. ‘

Oznaczajgc L (d a) T

ad
mozemy dla epoki V¥, zawartej pomiedzy V, a +, ., przyjaé
a=da, ”]L Un (“(}' et n'/l)y

gdzie naturalnie interwal ¥ — ¥, wyrazony byé musi w godzinach
$rednich. Majac wartosci a, , obliczone dla szeregu epok réwnoodleglych,
oraz tworzgc tabelke ich wartodel i réZnie, znajdujemy wartosé v, we-
dlug znanych wzoréw rézniczkowania liczbowego
1
Uy == — (A a, —

T

\

At g May— o Mat ], (149)
3 4

2
w czem t jest interwalem tabelki.

Gdy za$ zostaly obliczone wartosei v, to wartos¢ v, odpowia-
dajgcg dowolnej epoce ¥;, mozna obliczy¢ przez interpolacje.

Celem ulatwienia obliczen szezegélowych, odnoszgeych sie do
danego zaémienia, w rocznikach astronomicznych podawane sg zesta-
wienia wartosei wszystkich wielkosei zmiennych, wystepujgeych we
wzorach teorji zaémien, czyli t. zw. elementdw zacmienia, dla calego
czasu trwania zaémienia w rownych odstgpach czasu. Odstep czasu
zZazwyczaj uzywany wynosi ZLO doby $redniej i w granicach tego in-
terwalu dla kazdej epoki posredniej wartos¢ kazdego elementu obli-
czyG mozna przez interpolacje.
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13. Kryterja, okreSlajace mozliwo$¢ zajScia zaémienia oraz
rodzaj za¢mienia, w przypadkach, gdy za¢mienie zachodzi. Gdy
za jednostkg dlugosei przyjmiemy promien rdéwnika ziemskiego, to
wzor (60) daje

p % ry
=g — Lo

e T

1 J, ogolnie przedstawia odlegios¢ wierzcholka stozka cienia od pla-
szezyzny (&), wyrazong w tych jednostkach. Tylko dla f<<0, t. ].
dla stozka pelnego cienia, I, moze mie¢ wartosé ujemng lub dodatnia.
W pierwszym przypadku niemozliwe jest zacmienie pierScieniowe,
a mozliwe tylko za¢mienie calkowite, w drugim przypadku mozliwe
jest zaémienie calkowite 1 pierscieniowe.

Gdy przez p, oznaczymy promien Ziemi, przypadajgcy w kierun-
ku osi I, to '

wyraza odleglosé wierzchotka stozka pelnego cienia od plaszezyzny
1=y Jezeli jest

0<l<<oee,

to wierzcholek stozka cienia biegnie pomiedzy plaszezyznami (&)
1 Z=p¢ i zatem w tych punktach Ziemi, dla ktérych jest 2>, za-
chodzi zaémienie calkowite, w tych za$, dla ktérych z << {,, zachodzi
zaémienie pierScieniowe.

Gdy wreszcie L

zaémienie calkowite jest niemozliwe, zajs¢ moZe tylko zaémienie pier-
$cieniowe.

Kryterjum, jakim jest mozliwy rodzaj zaémienia, t. j. czy mo-
zliwe jest zaémienie calkowite, czy pierScieniowe, czy mieszane, sta-
nowi warto$¢ promienia-kola pélcienia w plaszczyznie (§v). W obli-
czeniu tych wartoSei krytycznych mozna poprzestaé na rachunku
przyblizonym. Piszge we wzorze (62) r, zamiast ¢ i uwazajgc za je-
dnostke dlugosci promien réwnika ziemskiego, mamy ogdlnie

u’:';z,tgf—}—rg.secf

Teorja zaémied. — 4,

-
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lub ze wzgledu na malg wartosé kgta f z dostatecznem przyblizeniem
wW==2sinf4r,.
Przyjmujae tu wedtug wzoréw (65) i (81)

sin &,

T

I+

\

; 5 r |
sin f= 2= (r, 1)

A

oraz (, = p, = cosec =,, znajdujemy

P
W=r,4(rytr) T::{\J,

a z pominigciem malego wyrazu, zawierajgcego p2, wprost
wW=r,{r,4r).p (143)
Wprowadzajge tu wartosei liczbowe
r, =109 0488, r, = 02725,
znajdujemy dla stozkéw pélcienia i pelnego cienia

w,= 109°3213.p -+ 0"2725 duis

w,=-—108"7763.p. -+ 0-2725. fad

W plaszezyznie I = p, promienr kola pelnego cienia jest wedlug
wzoru (63)

albo, gdy z dostatecznem przyblizeniem polozymy p, = 1, fgf,=sinf,
oraz we wzorze

. vy — I fo—r)sinzw
sin f, = LA.*‘ — {Fy =T B0 &,

I —np
opuscimy maly wyraz, zawierajacy psinm, i zamiast %, przyjmiemy
7,°=8"+80, a wige sin f,=(r, —r,). sin 8" -80 =—0-0045, to
otrzymamy

1, = — 108 - 7763 . -+ 0 * 2770. (145)
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Jak widzimy ze wzordw {144) i (145), wartosei o'y, v, 1 &, zmie-
niajy sie wraz z p. 1 mozemy wyznaczyé te wartosei w, przy ktérych
zachodzi za¢miente calkowite, pierscieniowe lub mieszane, Mianowicie
warunkowi (, << 0 odpowiada warunek #',>0; a wiec z drugiego
wzorn (144) wyplywa

_0-2725
10877763 ¢ ©

.. 0 002505.

1,
\

p < 739881,
(146)

Gdy warunek ten jest spelniony, mozliwe jest tylko zaémienie
catkowite.

Warunkowi I, > p- odpowiada warunek u, <<0, czyli wedlug
wzoru (145)

02770
1087763

w > 0002547,

y log . > 7 - 40595,

0, >
W

(147)

Podstawiajac wyzej otrzymane wartoSci graniczne na p. we wzo-
rze na u,’, znajdujemy

log p. = 7-39881, n, = 05464,
log n. — 7-40595, u," = 05509

i warunki (146) 1 (147) mozemy wyrazi¢ tez w sposéb nastepujacy:

O'd3 u, < 05464, mozliwe jest tylko zaémienie calkowite,
. , < 0.5509, 5 > . > pierscieniowe,
i 0'54()4 < uy < 05509, , = " mieszane.

oniewaz =, zmienia sie w icac 6 Sl Vs
P i a s granicach od 87:65 do 8795, a =,
w granicach od 52'0” do 62'0”, wigc p. zmienia si¢ od

sin 865 4 sin 895
A 22 = 0002325 do —————— = 0 .
SR TR e~ e (pzaes
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Odpowiednio wiee zmiany #,” zawarte s w granicach od 0'5266
do 0°5859. Obszar wartosei u,', przy ktérych zachodzi zaémienie z kaz-
dej z branych pod uwage kategoryj, wynosi odpowiednio

05464 — 05266 — 00198
05859 — 0°5509 = 00350
05509 — 05464 = 0°0045

i w stosunku do tych liczb w przyblizeniu znajduje sig czestosé wy-
stepowania poszezegdlnych kategoryj zaémien. Na 100 zaémien przy-
pada wige Srednio 33 za¢mien catkowitych, 59 pierscieniowyeh, a tylko
8 mieszanych.

Krancowe wartosci promienia przekroju stozka pelnego cienia
plaszezyzng (§v) sg 00197 i— 0°0394.

Wartosé p., albo zwigzana z nig Scisle wartosé u,”, stanowi kry-
terjum konieczne dla danego rodzaju zaémienia, ale samo przez si¢ nie
decyduje, czy za¢mienie w istocie zajdzie. Pod tym wzgledem roz-
strzygajgce znaczenie ma odlegloéé osi cienia od $rodka Ziemi w chwili
jei najwiekszego zblizenia si¢ do $rodka Ziemi.

Zaémienie mozZe zajs¢ tylko wtedy, gdy w czasie najwiekszego
zblizenia sig osi stozka do srodka Ziemi, koto c¢ienia w plaszezyZnie
& 1 kolo, ktore jest przekrojem powierzchni Ziemi tg plaszezyzna, nie
lezg nazewngtrz siebie. Gdy promien kola cienia w chwili najwigksze-
go zblizenia sie osi cienia bez wzgledu na znak oznaczamy przez u’,
a przez < te najmniejszg odleglosé, to, gdy Ziemie uwazamy za kule
o promienin réwnym jednosci, musi byé

<1+ u

jezell ma zajéé zaémienie. Gdy zas$ spelniony jest warunek v << 1, to
0$ stozka cienia przecina powierzchnig Ziemi, a w punktach, gdzie to
zachodzi, érodki Stonca i KsigZyca nakrywajg sie; takie zaémienie na-
zywa sie centralnem.

Gdy wiee v = 1 u,, zaémienie wogdle jest niemczliwe,
gdy 1+ || <v <14 u/, zachodzi tylko zaé¢mienie ezesciowe,

gdy v < 1 -} lu,, zachodzi zaémienie calkowite lub pierscieniowe.

W zwigzku z wyzZe] podanemi wartosciami liczbowemi wyprowa-
dzamy wnioski nastepujace:



ZACMIENJA SLONCA 53

1. gdy v > 1'5839, zaémienie wogéle jest niemozliwe;

2. gdy 15266 <« v < 1'5859, mozliwe jest zaémienie czeSciowe;
3. gdy 7 << 15266, pewne jest przynajmniej za¢mienie czeSciowe;

L

gdy 10394 <y < 1'52066, pewne jest zaémienie czeSciowe; za-
¢mienie calkowite lub pierscieniowe niemozliwe;

()]

gdy 10197 < 1 < 10394, zachodzi zaémienie pierscieniowe,
gdy &' > 05509; w przeciwnym razie tylko cze$ciowe;

6. gdy v < 1'0197, zaémienie jest pierscieniowe, gdy ' >> 05509,
zaémienie jest mieszane, gdy 0°5464 < #’ < 05509,
zatmienie jest calkowite, gdy ' < 0-5464.

7. gdy v <1, to zaémienie pierscieniowe, mieszane lub catkowite
jest centralue; rodzaj zaémienia okresla wartose o',

Do wyznaeczenia ¢ sluzy wzor (123) w polgezeniu z wzorami,
okreslajgcemi spélrzedne osi cienia oraz kat N. JednakZe mozna wy-
razié¢ | jeszeze w inny sposéb, ktoéry pozwoli wyprowadzié jeszcze inne
kryterja, okreslajace mozliwosci rozmaitego rodzaju zaémien,

Gdyby Ksiezye znajdowal sig na ekliptyce, to o$ cienia w czasie po-
faczenia sie¢ Ksigzyca ze Sloncem przechodzilaby przez $rodek Ziemi
i byloby v = 0. Jezeli wige 7 > o, to wynika stad, iz 3,>0° 1w Sci-
stym zwigzku z wartoscig B, znajduje si¢ wartos¢ 1, wobec tego przy-
toczonym poprzednio wartoseiom granicznym 7 odpowiadajg teZ okres-
lone wartosei graniczne B,. Zajmijmy sig wyszukaniem tych wartosei
granicznych szerokosci astronomicznej Ksigzyea.

Wartos¢é 4 oczywiscie nie zalezy od kierunku osi £ i v. Jezeli

wige obierzemy kierunek osi tak, Zeby osia ¢ byla prosta, wedlug kté-
rej plaszezyzna (&,7) przecina si¢ z plaszezyzng ekliptyki, a osig 7
prostopadla do osi &, ktérej dodatni kierunek zwrdcony jest ku péino-
¢y, to wartodci spolrzednych osi cienia &7, w tym ukladzie od war-
tosei &;, 7, tem bedg sie réznily, ze we wzorach (84) nalezy zastapic
o.przez h, ¢ przez B i polozyé¢ B, = 0. Jest zatem, po opuszczeniu wy-
razéw, zawierajgeych p

2 e e > I - ’
& = Wl’{{:‘/n)‘ cos 3, (A, — X)) sin 1",
.
{(148)

. 0O 5 5

{55 3 * ’
N = - B, sin 17

1 —un
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Jezell przyjmiemy, ze epoks, dla ktorej obliczono spolrzedne, jest
chwila geocentrycznego polaczenia Ksiezyca i Slofice, gdy A, = 1,
1 gdy przyjmiemy dla tej chwili p, = p,% w =10 3, = (,° 1o jest

=20
0
: e pl P‘ n o R 1// (149)
it == y__,0 Ve S0
L—{L

Przez zmiane osi nie zmienia sig oczywiscie predkosé 1 kierunek
osi cienia, ale kat, ktéry tworzy ten kierunek z osig v, nie jest juz N
lecz inny, ktéry oznaczamy przez N. Jest zatem wedlug wzoru (123)

1 = *;1 ~0 8,0 sin N sin 17, (150

Co sie tyczy kata N, to zgodnie ze wzorami (120) jest

gdzie przez ')E i v, zostaly oznaczone predkosci zmian spolrzednych
£ i W epoce geocentrycznego polgczenia w dlugosci. Jezeli przez
Ay, AX; 1 AB, oznaczymy zmiany spétrzednych 2, A, i B, na godzine,
to jest wedlug wzoréw (148)

0

p Nl

Dy = ‘Tl._-T(’ cos B,° (AN, — AD,) sin 17,
1}
» n,o ')
. i 1
oy = ]—')6 A8, sin 17,
a wiec
Ax, — A Ak, — AA A, "
tg N = 1 cog B0 =—2__—1. _""2 @oz B0 (151
=] A B, 2 A) A i(j'_' 2 )

1 33 cos B,° wyjasnia rys. 11. Kolo E E ozna-

cza na nim ekliptyke, koto K'K drogg Ksigzyca a §) wezel drogi Ksigzy-
ca, nachylonej do ekliptyki pod katem i. Jezeli P jest biegunem eklip-
tyki, a K, i K, poloZenia Ksigzyca w odstepie godzinnym, to prowa-
dzgc przez K, i K, kola szerokosci, ktére na ekliptyce okreslajg od-

Znaczenie czynnika
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powiednio punkty K, i K,’, znajdujemy X" K,” = A},. Prowadzge za$s
przez K, kolo, rownolegle do ekliptyki, okreslamy na kole szerokosci
punktu K, punkt K,” i luk K,” K, = A8, wyraza zmiane szerokosci
Ksigzyea w ciggu godziny.

rys. 11.

Uwazajac z dostatecznem przyblizeniem trojkat K, K,” K, za

prostolinijny 1 prostokatny przy K,”, znajdujemy
K K,/ =K,)K,.ctg i
Gdy za$ szerokosé Ksiezyca w polozenin K, oznaczymy przez 5,°
to K, K, = AX,.cos 8,% i znajdujemy
A,
AG,

. 0 . ;
cos 3,° = clg i,

wobec czego wzor (151) otrzymuje postac

. Ak, — A . .
te N = 5 .oetgi. (152)
Gdy jeszceze oznaczymy
A, — A , . ;
——;_\W)‘., ! ctg [ = ctg i, (153)

to tg N=ctg i, i N =090"—/; zamiast wzoru (150) otrzymujemy
wiec

—5 B," eosi, sin 17 (154)
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Wreszcie, poniewaz z dostatecznem przyblizeniem jest

0,009 1 1

1 —uf sin ®, — sin &,

(my —=x)sinl” '

wige mozna przyja¢ wprost
| =08 . (195)

Dla kata /, otrzymujemy wartos¢ dostatecznie przyblizong, gdy
go obliczymy, przyjmujac we wzorze (153) Srednie wartosel na Ak,
i Ak, Kladae
3600 360"

A)\]: R '_\)\2: R

w czem R, oznacza rok zwrotnikowy, M, za$ miesiae zwrotnikowy,
znajdujemy

A= Bh, . . Ro—M,

A, >

a d
Przyjmujgec R. = 36524219879 i M, =27'3215810832, znajdu-

R.— M. ;
o = 092520, a wigc

jemy -

ctg i, = 092520 ctg /. (156)

Gdy znana jest wartosé i, a kat i, wyznaczono zapomocg wzoru
(156), to ze wzoru (155) wyplywa

B0 =7.(r, —=,).5€Ci. (157)

Ze wzoru tego wyplywajg graniczne wartosci na {, gdy podsta-
wimy w nim graniczne wartosci odleglosei y oraz katow =, =, i i
Przyjmujge, Ze i zmienia si¢ w granicach od 4°57"4 do 5°20"I,
znajdujemy jako graniczne wartosci kata i, odpowiednio 5921’ i 5°46'.

Poniewaz ogoélnie jest v <14 u’ warunkiem mozliwosci za¢mie-
nia, gdy u’ ogdlnie oznacza promien kola cienia w plaszezyznie (¢, 7)),
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wige podstawiajac tu na miejsce 7 wartosé weding wzorn (153), mamy
wzlr
B <Csec . (my— =) . (1 4 u'), (158)
ktory pozwala okresli¢ wartosei 8,° przy ktorych mozliwe lub nie-
mozliwe jest zaémienie.
Oznaczmy ogoélnie

to jest

B0 < sec i) (=) — =y) (1*1@, %*k:_;l—) (159)

i znak gorny odnosi sie tu do praypadkéw zaémienia czesSciowego lub
catkowitego, dla ktorych uw' > 0, a znak dolny do zaémienia pierscie-
niewego, dla ktorego u’ << 0, ale we wzorze (159) wehodzi w rachube
tylko warto$¢ bezwzgledna promienia przekroju stozka.

Wplyw zmian kata 7, na §,° jest nieznaczny 1 gdy 8° cheemy
obliczy¢ tylko z dokladnoscig do dziesiatych minuty, to moZemy prazy-
ja¢ wartosé $rednig sec /,=1-0040 1 rowniez zamiast =, wartosc
$rednig =," = 0"15. Otrzymujemy

seci, (my—wpl(1+r,+k ;L):sec i [(1 +r)m, — (1--r,1k) nL],
\ & 1
a wiec ostatecznie ogdlny wzor, wazny dla wszystkich rodzajéw za-
émien Slonca
8,0 <L 1004.(1+ry)my — 0 15.(1Fr, k). (160)
Podstawiajgc odpowiednia wartos¢ na % wedlug wzoréw (144)

oraz uwzgledniajac odpowiedni znak, znajdujemy po wykonaniu ra-
chunkéw:

1. za¢mienie czesciowe, k& = 109 3213, znak gérny,
52 0 m, £62':0, B,°<12776.7,-}-15"8;

2. zaémienie calkowite, = — 1087763, znak gérny,
686 <L my62°0, B, 12776 .7, —16'"2;

3. zaémienie piervicieniowe, k= — 108:7763, znak dolny,
520 < m BT 6, B,°<07304.%,+ 15 8.
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Podstawiajage tu wartosei graniczne na =, znajdujemy wyniki
nastepujace:

1. 8,°>=95"0; zaé¢mienie wogéle niemozliwe.

2. 82'-2 B, < 95+ 0; =zaémienie czeSciowe zajs¢ moze, ale

v =

nie musl.

3. 2B, < 82'+2; zaémienie czeSciowe zachodzi z pew-
4, 7 8,°<063:0; moze zajs¢ zadémienie catkowite.

¥

6. 3= 57'*8; zalmienie pierScieniowe nie jest mozliwe.

7. 53'-8.< @3, < b7 *8; zabmienie pierscieniowe jest mozliwe.

8. 3,°<c 53 *8; zaémienie pierscieniowe zachodzi z pewnoseis,
gdy A~2\07"6.

Dla zaémienia centralnego warunkiem jest 7 <1, a odpowiada
mu wedlug (155) z dostatecznem przyblizeniem warunek {5, <=, Za-
¢mienie centralne jest calkowite, Gdy 7, > 58" 6, pierscieniowe, gdy
7, << 57" ' 6, a mieszane, gdy 57" 6 < w, <58 6.

Zaémienie jest mozliwe tylko wtedy, gdy w czasie polgczenia
ze Sloncem, t.j. w czasie nowin, Ksiezye znajduje sie¢ w poblizu jed-
nego z wezléw swej drogi. Z rys. 11 widzimy, ze gdy §{ K=/
a K ,K=3§, to jest z trojkata K Q K,

¥

. sin 3
sin [ ———-.
sin g
Gdy przyjmiemy 7/=4°57’, t. j. najmniejszg wartos¢ tego kata,
to dla danych wartosci 5 otrzymamy najwicksze wartosei [ Jest
mianowicie:

jezeli #,°=095":0, to /= 1841’ przedstawia najwigkszg odleglosc
Ksiezyca od wezla, przy ktorej wogole moze zajs¢é zaémienie;

]

jezeli 3,°=063"+0, to przy wartosci /=12°17" za¢mienie calko-
wite nie jest mozliwe;

jezeli (3,°=>57""8, to przy wartosci / > 11°14’ za¢mienienie pier-
Scieniowe zachodzié nie moze,
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Widzimy z tych liczb, ze luki, na ktérych zajsé moze zacmienie
Stonca, stanowia 0°21 calego obwodu kola i liczba ta moze byé przy-
blizong miarg prawdopodobienstwa, Ze w czasie nowin zajdzie zaémie-
nie Stonca,

14, Uwagi ogélne, dotyczace przebiegu zaémienia Stofica na
Ziemi., Huch geocentryczny Slonca i Ksigzyca odbywa sig w sensie
prostym, t. j. z zachodu na wschéd, ale ruch Ksigzyca jest szyhszy,
wskutek czego Ksigzye w chwili geocentrycznego polaczenia ze Ston-
cem przechodzi z zachodu na wschdod od Slonca. W zwigzku z tem
prosta, faezgca Srodki tych cial, ktéra jest zarazem osig stozka cienia
Ksiezyca, przebiega przed geocentryeznem polgezeniem Ksiezyea i Sloiica
na zachdd od Ziemi, po polaezeniu zas na wschéd od Ziemi; gdy wige
stozek cienia spotyka Ziemie, obszar cienia na powierzchni Ziemi prze-
suwa sie¢ z zachodu na wschod. W tym samym kierunku poruszajs
sig punkty powierzehni Ziemi z powodu jej obrotu dokola osi, jednakze
ruch stozka jest szybszy, wskutek czego obszar cienia takze w sto-
sunku do punkiéw powierzehni Ziemi przesuwa sig na wschod.

Obszarem ecienia na Ziemi w danej chwili jest ecze$é jej po-
wierzchni, zawarta w stozku cienia. Wskutek ruchu stozka i obrotu
Ziemi obszar cienia przesuwa sie na wschod, okreslajac pas cienia
czyli strefe, wewngtrz ktérej zaémienie zaczyna sie coraz pozniej
w dlugoseiach geograficznych coraz muiejszych.

Punktem Ziemi, w ktorym najwezesniej zachodzi zacmienie, jest
punkt, w ktérym stozek styka sie zewnetrznie z Ziemia. Chwila tego
pierwszego zetkniecia jest poczatkiem zaémienia na Ziemi wogdle.
Poniewaz w punkecie stycznosci ta tworzaca stozka, ktora jest styczna
do powierzehni Ziemi, ma kierunek poziomy, wige na horyzoncie astro-
nomicznym widzialny jest punkt, w ktérym tarcze Slofca i Ksiezyca
stykajg sie zewngtrznie. W punkeie pierwszego zetkniecia obserwator
widzi zatem poczgtek za¢mienia o wschodzie Slonca.

W miarg, jak powierzchnia Ziemi zanurza si¢ w stozku cienia,
wszystkie tworzgce stozka po kolei stykajg si¢ z powierzchnig Ziemi
i w kazdym z punktéow styeznoSci zetkniecie ma miejsce w chwili
wschodu Stonca. Ostatnig tworzgcea, ktora sie styka z powierzchnig
Ziemi, jest ta, na ktérej stozek cienia wewnetrznie styka sig¢ z po-
wierzehnig Ziemi.

Poniewaz wszystkie nastgpne zetknigcia sie tworzaeych z po-
wierzchnig Ziemi zachodza pézniej, niz pierwsze, gdy juz punkt pierw-
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szego kontaktu z powodu obrotu Ziemi przesungl sie nieco na wschad,
wige punkty powierzchni Ziemi, w ktorych te zetknigeia majag miejsce,
polozone s3 na zachéd od punktu pierwszego kontaktu, a najdalej na
zachodzie lezy punkt wewnetrznego kontaktu powierzehni Ziemi ze
stozkiem cienia.

Gdy podzielimy stozek cienia plaszezyzng, przechodzgcg przez
jego o$ i prostopadly do kierunku ruchu stozka, na dwie polowy,
przednig i tylng, to w punktach, w ktorych ta plaszezyzna srodkowa
przecina powierzchnig Ziemi i ktére znajdujy sie wewnatrz stozka,
przypada srodek zaémienia czyli najwieksza faza zacmienia. Po pierw-
szym kontakcie z Ziemig punkty powierzchni Ziemi, przenikajae coraz
glebiej do stozka, dosiggaja tez tej plaszczyzny i wiedy majg naj-
wigkszg faze. A zatem w tych punktach Ziemi, w ktérych tworzgce
przedniej polowy stozka stykajg sie z powierzehnig Ziemi, jest po-
czatek zadémienia o wschodzie Slonca, w punktach zas, w ktérych
z powierzchuig Ziemi stykaja sie tworzgce tylnej polowy, jest koniec
zaémienia o wschodzie Slonca; wreszcie w punktach, ktére kolejno
znajdujg sie na tej plaszezyznie dzielgcej zachodzi najwicksza faza
za¢mienia o wschodzie Slonca.

Punkty Ziemi, w ktérych za¢mienie koniezy sie¢ w chwili wscho-
du Stoneca, stanowig zachodniq granice strefy zacmienia.

Analogiczne stosunki zachodza, gdy stozek cienia wychodzi z gra-
nic Ziemi. Ostatnim punktem Ziemi, ktéry widzi za¢mienie, jest ten,
w ktérym stozek cienia styka si¢ zewnetrznie z powierzchnig Ziemi,
wychodzge z niej; jest to punkt, w kiérym najpézniej na Ziemi zac-
mienie konezy si¢ w chwili zachodu Sloneca. Ale punkt ten nie jest
najbardziej wschodnim punktem strefy zaémienia. Ten punkt, w kté-
rym stozek cienia przed wyjsciem z granic Ziemi z powierzehnia jej
styka sig wewnetrznie, ma poczgtek zaémienia w chwili zachodu Ston-
ca; wszystkie inne zetknigcia sig z Ziemig tworzgcych stozka cienia
zachodzg péZniej, niZz pierwsze, i pdiniej tez stykajg sie¢ z Ziemig
tworzace tylnej polowy stozka, niz tworzgce przedniej polowy. Gdy
wige zaémienie majg te punkly, w kitérych zaémienie konczy sie
w chwili zachodu Slonca, te punkty, w kiérych zaémienie zaczyna sie
w chwili zachodu Slonea, sa juz wskutek obrotu Ziemi przesunigte na
wschod. Widzimy wige, Ze zachodniq granice strefy zacmienia two-
rzg punkty, w ktérych zaémienie zaczyna si¢ w chwili zachodu Slonica,
a najbardziej wschodnim jej punktem jest punkt drugiego wewnetrzne-
go zetkniecia sig stozka z powierzchnia Ziemi.
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Obok tej wschodniej granicy na uwage zastuguje linja, utworzo-
na z punktow, w ktérych zaémienie konezy sie w chwili zachodu
Slonea, oraz linja, na ktoérej w chwilli zachodu jest najwieksza faza.

Granice polnocng 1 potudniowq strefy zacmienia okveslaja te
punkty, ktére w tej strefie przypadaja najbardziej na potudnie i naj-
bardziej na poéinoc,

W rozwazaniach powyZszych mowilismy zawsze tylko o jednym
stozku, ale oczywiscie wnioski dotyczaq w réwnej mierze stozka pol-
cienia jak i stozka pelnego cienia. Ze wzgledu na wchodzgce w ra-
chubg dwa stozki, nalezy odrozni¢é strefe zaémienia wogéle 1 strefe
catlkowitego lub pierscieniowego zaémienia. I ta strefa, przebiegajgca
posrodku strefy zaémienia cze$ciowego, ma granicg zachodnig i wschod-
nig oraz péinoeng i poludniows, gdy ogdlng definicje granic zastosu-
jemy do stozka pelnego cienia. Tak samo okreslenie poczatku i kofea
za¢mienia wogoéle, w przypadku stozka pelnego cienia oznacza pocza-
tek i koniec calkowito$ci lub zaémienia pierscieniowego dla calej Ziemi.

Punkty, w ktérych o$ stozka cienia przecina sig z powierzchnig
Ziemi, okreslajg krzywq zacmienia centralnego. Poczatkiem i koncem
tej krzywej sa punkty, w kiérych o§ stozka cienia styka sie z po-
wierzchnig Ziemi po pierwszem zetknigeiu sig Ziemi z powierzchnig
stozka 1 przed ostatniem zetknigciem.

15. Pdoinocna i potudniowa granica zaémienia Stofica. Krzy-
we jednakowej najwiekszej fazy. Zaémienie trwa w danym punkeie
strefy zaémienia tem dluzej, im diuzsza droge przebywa punkt obser-
wacji wewngtrz stozka cienia. Granice tej strefy stanowig te punkty,
w ktorych pomiedzy pierwszym a drugim kontaktem uplywa czas
zero, 1. j. zachodzi tylko jeden kontakt. Ten warunek w polgczeniu
z warunkiem, ze punkty te w chwili kontaktu znajdujg sie na obwo-
dzie kola cienia, a wiec spelniajag rownanie kola cienia, pozwala wy-
znaczy¢ granicg poludniowsg i pélnoeng strefy zaémienia.

Nadajmy pierwszemu ze wspomnianych warunkéw postaé mate-
matyezng. Wezmy w tym celu pod uwage réwnania kola cienia w po-
stact (137) 1 oznaczmy

— (1 — &) sin ¢, cos g -} cos o, sin g sin (G+ ¥, -+ A a)=m-sin M,

161
1, (1] +A—p)—(1—a)sin g, cosk+coso, sinkcos(K-J,Aa)=m.cosM )
oraz J 3 ;
e €0s @, sin g €os (G+.\ %—»J’—_'—r—):m’-sm M,
(162)

e = 8§, - 9 : :
n— % cos 1, sin & sin (K—]—Acz +—°l—2*“~) = m'-cos M,
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to réwnania (137) przyjmuja postaé

» — 9,
2l

i —

neosd= mecos M -+ m' cos M- =
5

3

using=—msin M4 m' sin M-
(163)

Z réwnan tych w sposob, nie wymagajacy blizszego wyjasnienia,
znajdujemy
u sin (M'— &) = m sin (M - M)

1 605 (M’ — §) = m 008 (M- M) 4 [ (9 —9y) (164)

Gdybysmy z pierwszego z tych rownan wyznaczyli kat M —¢,
to otrzymalibysmy dwie wartoSci, a wiec tez dwie wartosci na
eos (M'—d¢) z przeciwnemi znakami. Z drugiego zas rownania wyplywa

b=, —15-

(M — ). (165)

Poniewaz 1 jest czasem kontaktu, a w ogdlnosei sa dwa koutak-
ty, mianowicie w chwili wejécia punktu obserwacji do kofa cienia
i w chwili wyjscia, wige drugi wyraz powyzszego wzoru okresla czas,
ktory uplywa pomiedzy pierwszym a drugim kontaktem.

Gdy wiec w punktach granicy poinoenej i poludniowej za¢mienia
ma miejsce tylko jeden kontakt, wiec spelniony tam musi byé¢ waru-
nek cos (M —¢)=0, lub M'=¢+90°% Podstawiajac te wartos¢ we
wrzorach (162), znajdujemy

. . U
n—7% ¢oS T, sin & sin ( K-+Aa + )

—ctgM =tg$ =

(166)

% €Os ©p, Sin g cos (G—JI—.\(I—{ “_{_ﬂ )

Réwnanie powyzsze w polgezeniu z réwnaniami (131) okreslajg
warunki, zZe jaki$ punkt w czasie miejscowym 9 znajduje si¢ na pol-
nocnej lub potudniowej granicy zaémienia. Warunki te okreslone sg
dla danego ¥ przez 4 réwnania z czterema niewiadomemi u, ¢, o, i},
z ktoryeh wszystkie niewiadome, a wige tez spolrzedne geograficzne
punktu krzywej granicznej, o ktére wlasnie chodzi, moga by¢ wyzna-
czone. Wartosei tych spofrzednych, obliczone dla szeregu wartosci ¥,
okreslaja dowolng ilos¢ punktéw tej krzywej.
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Zadanie wyszukania tyeh punktéw w praktyce upraszeza sie
znacznie przez to, ze spolrzedne o,k wystarcza obliczyé z dokladnos-
cig do 1'. Skutkiem tego w réwnaniach (131) i (166) mozna opuseic
maly kat Aa, przyja¢ d=20, oraz uwaza¢ w tych wzorach wszystkie
wielkosei powoli zmienne za stale, obliczajac ich wartosci dla czasu,
bliskiego $rodka zacémienia, wige np. dla czasu greenwichskiego 1y,
w ktorym zachodzi najmniejsza odleglosé osi cienia od $rodka Ziemi y.

Majac te wartosei, okreslamy wielkosci pomocnicze a, 4, b, B, ri R
z nastepujaeych wzoréw:

asin 4 =sin g sin (G -+ ),

acos A = (1 — 2} cos g,

b sin B = — sin k cos (/- ), (167)
beos B=— (1 — ) cosk,

rsin R = cos ¢, cos ¥ tg/,

reos R=— (1 —a)sing, tgf

oraz obliczamy
Wy =sin ksin (K- ),

] ) (168)
W, =sin g cos (G-,

Podstawiajge te wartosei w rownaniach warunkowyeh (131) i (166)

.. . . ) iy
i piszae w tych ostatnich & zamiast i—g}_—" oraz 7= 15, otrzymujemy
réwnania
using = —- 7 |- asin (o, — 4),
weosd = (9 -1 —p) ==+ bsin (3, — B),
15
. (169)
n=1u"--rsin (9, — R),
n
15— WeC0S Y,
tg g = _
- W COS @y

z ktérych nalezy wyznaczy¢ niewiadome «, ¢, o, i A. Najwygodnie]
rozwigzuje si¢ te rownania przez przyblizenia w sposéb nastepujgey.
Przypusémy, ze dla danego < zostalo obliczone v,, spelniajace réwna-
nia warunkowe, to z czwartego z tych réwnan dla tego o, wyplywa-
ja dwie wartosel ¢, roznigee sig¢ o 180° Przypomnijmy sobie znacze-
nie kata ¢, wyplywajagce ze wzoru (115). Jest to kat, jaki w danej
chwili tworzy w punkeie obserwaeji kierunek ruchu osi cienia z kie-
runkiem promienia kota cienia, przechodzacego przez ten punkt. Wyja-
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snia to rys. 12. Niech bedzie kolo OA4, A, ... kolem cienia w plaszezyz-
nie, rOwnoleglej do plaszezyzny (&, ), 2 przechodzgcej przez punkt
A na powierzchni Ziemi, a ruch stozka niech sig odbywa w kierunkw,
wskazanym przez strzaiki. Wezmy pod uwage dwie cieciwy tego kola
A A, 1 A, A; po dwoch stronach $rodka, réwnolegle do kierunku ru-
chu osi stozka. Wedlug okreslenia kata &, wartosei tego kata w punk-
tach A, 4, 4,14, sg odpowiednio B, 4,0=1,, B,4,0=19,, B, A, O =1,
i B, 4,0 = {;, ktoryeh wielkosé okreslona jest przez luki strzalek. Dla
punktéw A, i 4., lezgeych na srodku cigeiw, katy te majg wartosei
odpowiednio B, 4, O =1, =90° i B, A, O =4, = 270" == — 90°.

Rys. 12.

Z powodu ruchu obrotowego Ziemi i ruchu stozka, ktéry zbacza
od kierunku momentalnego nieznacznie, punkt A, w chwili najwigkszej
fazy nie bedzie znajdowal si¢ w punkcie A,, a w momencie wyjscia
ze stozka w punkecie A4,, tak, ze odpowiednie wartosci kata ¢ réznic
sig bedg w tych chwilach od ¢, 1 ¢,; ta sama uwaga dotyczy tez
punktu A,. Jednakie w chwili najwigkszej fazy kat ¢ nie bedzie sig
bardzo r6znil od + 90° Gdy wiec wezmiemy pod uwage punkty gra-
nicy poéinoenej i poludniowej strefy zaémienia, w ktoérych zachodzi
tylko jeden kontakt, to chwila kontaktu jest zarazem chwilg najwiek-
szej fazy, a wige w chwili kontaktu kat ¢ ma tam wartosé bliskg
+90° Znak plus odnosi sie do granicy pélnocnej, a znak minus do
granicy poludniowej.

Korzystajac z powyzszych uwag, mozemy system réwnan (169)
rozwigzac¢ przez przybliZzenia w sposob nastepujgey. Z pierwszego z tych
réwnan wyplywa

v T+ usind
sin (9, — A :i»—tzr——i :
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7 tego wzoru mozemy wyznaczyé przyblizong wartosé o, przyj-
mujge po prawej stronie przyblizone wartosei na # 1 ¢. Co do ¢, to
mozemy przyja¢ ¢ = +90° u =za$ rézni sie od #' tylko o wyraz
r.sin (g, — R), ktory, jak wskazujg wzory (167), jest tego samego rze-
du, co tg f, a wigc maly; moZemy wiec w pierwszem przyblizeniu przyjaé
nw=u'. Okreslimy wige w pierwszem przybliZzeniu szerokosé «,° ze wzoru

: vl
sin (¢,° — A) =" ==

Kazdemu z dwéch znakow lieznika z prawej strony odpowiadajg
dwie wartosci kata ©,°— A; nalezy z nich obrac¢ tg, z ktorej wyplywa
9,°<90°% Znak gorny odnosi si¢ do granicy poinocnej, a dolny do
potudniowe;.

Majac ©,°, obliczamy przyblizone wartosci #° i 0° ze wzoréw

w=u'-}rsin(p’—R)

{2

15 — @ 08 z,°

tD‘ o 0 ==
o Wy c0s "

1z temi wartosciami znajdujemy drugg przyblizeng wartose ¢, ze wzoru

1.5 usin g

sin (g,(0 — ) = =2

Dalej jest
uMW=y'—+rsi (0,0 — A4),

i
J[gr G — 12 o WIS A
e Wy €os ¢,

W, cos ¢,

1 —f: 1 sin tl.)([)
- 2,

sin (9, — 4) = it d.

Gdy n-ta wartos$é przybliZona ¢,V juz przy nastepnem przybli-

Zeniu nie ulega zmianie, to jest ¢, = o, 4™ =y, ™ =, i z temi
wartoSciami z drugiego ze wzoréw (169) obliczamy

)\:'\L—ﬁ'—f—-% [ eos § — b sin (9, — B)].

Oczywidcie osobno nalezy wykonaé rachunek przyblizen dla punk-
tow granicy pélnocnej i poludniowej.

Teorja zaémien. — 5.
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Gdyby dla jednej z dwoch wartosei ¢ wyplywalo |sin (g, —A)|>1,
znaczyloby to, Ze tej wartosdei ¢ nie odpowiada zaden punkt powierzchni
Ziemi, ze wiec istnieje tylko jedna granica, pdinocna lub poludniowa,
zaleznie od tego, czy (p,— A) ma warto$¢ urojong dla ¢ <0, czy
dla ¢ = 0.

Postgpowanie wyzej wyjasnione jednakze nie dla wszystkich war-
tosci ¥ prowadzi do wynikéw dokladnych, mianowicie wtedy nie mo-
ze by¢ zastosowane, gdy (p, — 4) malo sie rézni od +90° Dla tych
punktow krzywych granicznych nalezy jako zmienng niezaleZna przy-
jaé ©, 1 uwazaé  za niewiadoms. Postepujemy w spos6b nastepujgey:

Dla przyjetej wartosci o, obliczamy przyblizong warto$é z pierw-
szego réwnania (131), w ktérem opuszezamy A a i kltadziemy ¢ = - 90°
i u=u'; jest mianowicie
— il —4) singcanati (170)

cos ¢, sing

sin (G - 99) =

przyeczem znak gérny odnosi sie do granicy poéinocnej, a dolny do
poludniowej. Zazwyczaj zgory nie bedzie wiadomo, na ktérej z tych
dwoéch granie znajduje sie¢ punkt, majgcy szeroko$S¢ o,; rozstrzyga te
sprawe znak przy u', ktéoremu odpowiada rzeczywista warto$é kata
(G+9%. Z dwéch wartosei kata (G- 9°) w przypadku, gdy ma on
wartos¢ rzeczywista, zagadnieniu odpowiada ta wartosé, z ktérej na ¢
wyplywa warto$é, przypadajaca na godziny dzienne,
Z otrzymang wartoscig ¥ obliczamy r, i R° ze wzoréw:

#® sin R® — cos ¢, cos ¥ tg f,
r®cos R = — (1l —aj sin ¢, tg 1,
u* =u" -4 rsin (3, — RY),
wf = sin k sin (K - 99),
) = sin g cos (G + ),
n
15
w? cos o,

0 .
— WY eos ¢,

O
'tg (H —

Poniewaz wiadomo juz, na ktérej granicy lezy brany pod uwage
punkt, wiec co do ruchu kata ¢ niema watpliwosei. Przypusémy, ze
¢ > 0, wige drugg przyblizong warto§¢ na 9°¢ otrzymamy ze wzoru

— v -+ (1 — @) sin ¢, cos g — u° sin ¢°

1 7+ 3y =
HRAE cos ¢, sin g
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Z wartoseig ) obliczamy podobnie jak poprzednio r), RV, M
1 ¢M) a nastepnie 3@ i t. d., az przy n-tem przyblizeniu wartosc
9 nie ulega zmianie. Wtedy jest ¥ =19 i otrzymamy » z dru-
giego ze wzoréw (131), mianowicie

V= p— O - %O- [ cos & 4 (1 —a) sin ¢, cos & — cos g, sin & cos (K - 1)].

Zadanie wyznaczenia granicy péinocnej i poludniowej traktowa-
lismy ogélnie, nie rozrézniajge pomiedzy stozkiem pdlcienia i stozkiem
pelnego cienia. ZaleZnie wigc od tego, czy w réwnaniach warunko-
wych przyjmiemy u=u,, czy u=—u,, i odpowiednie wartosci na f,
okreslimy z nich poélnocng i poludniowg granice zaémienia wogdle,
fub tez pélnocng granice strefy calkowitosei zaémienia, wzglednie za-
¢mienia czegsciowego.

Réwnania warunkowe granicy pétnocnej i potudniowej mozna réw-
niez zastosowaé, gdy ehodzi o wykreslenie na powierzehni Ziemi tych
krzywych, na ktérych najwieksza faza zaémienia ma okre§lona wartosé.

Jezeli przez p oznaczymy ogélnie odleglosé punktu powierzehni
Ziemi od osi cienia, a przez u# promien kola cienia w plaszezyznie
prostopadiej do osi cienia i przechodzacej przez ten punkt, to warun-
kiem, aby zaszio w tym punkcie zaémienie, jest, aby przynajmniej
w czasie najwiekszego zblizenia sie osi cienia do tego punktu bylo
p<Lu. Jezeli jest p<|u,|, to zachodzi zaémienie calkowite lub pier-
cieniowe, jezeli zas jest |uy| < p < u,, to zachodzi zaémienie czgsciowe.

Przypusémy, Ze p.,. jest najmniejszg odlegloscig punktu obser-
wacji od osi cienia, to najwigksza faza zachodzi woéwezas, gdy punkt
obserwacji znajdzie si¢ na obwodzie kola o promieniu p,, spotsrodko-
wego z kotem cienia. Dla tego punktu zatem spelnione byé muszg
dwa rownania tej samej postaci, co (131), z ta réznica, Ze zamiast
u nalezy w nich uzyé p,. Précz tego musi byé spelnione réwnanie
(166), wyrazajace ten fakt, Ze najwigksza faza w danym punkcie zajsc¢
moze tylko raz jeden. Krzywsg, na ktérej w czasie najwigkszej fazy
odleglos¢ punktéw od osi stozka jest p,, wyznaczajg zatem trzy na-
stepujace réwnania:

Pm sin ¢ =—y-}a sin (g, — 4),

Pmcosd =&+ xr—p) 1’—15 + b sin (p; — B)
171)

< Wy COS @
15 el

t

\ =
o
s Y

Wg COS @y
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z ktérych dla danego p, wyznacza sig trzy niewiadome o, o, i A
Rozwigzujac je w sposéb podobny, jak réwnania (169), otrzymujemy
dwie krzywe, mianowicie krzyws pdinceng i potudniows najwickszej
fazy, okreslonej przez odleglos¢ p,,. W jakim zwigzku odleglosé p,,
znajduje sig z wielkogeia fazy, zobaczymy pdzniej.

16. Krzywa zaCmienia centralnego. Gdy w danym punkcie
powierzchni Ziemi zachodzl zacmienie centralne, to znajduje sie on
wtedy na osi stozka cienia. Odleglos¢ jego p od osi stozka cienia
jest wige réwna zeru, a ze pozatem kat ¢ jest nieokreslony, poniewaz
ramig AQ kata BAO (rys. 12) jest punktem, wige réwnania (171) dla
punktéw krzywej zacémienia centralnego redukujg si¢ do nastepujacych
dwdéch réwnan

— ¢+ asin (v, — 4) =0,

172
(V- Ak —n) ?5 -+ b sin (¢, — B)=0. L

Wielkosei a, A4, b, B okreslone sg, jak poprzednio, przez wzory
(167).

Celem znalezienia punktéw krzywej, dla ktérych spelnione sg
ré6wnania (172), nalezy dla szeregu wartodci & obliczy¢ wartosei g, A4,
b1B. Podstawiajac wartosei ai A w plerwszem z rédwnan (172), wy-
Znaczymy o, ze Wzoru

sin (¢, — A) =; ; (173)

Otrzymuje sig¢ z niego w ogdlnosei dwie wartosel (p, — A4), a wige
i na ¢, z ktérych jednakze tylko jedna okresla punkt krzywej cen-
tralnej. Te dwie wartosei ¢, odnosza sie do dwdeh punktéw przecig-
cia si¢ osi cienia z powierzchnig Ziemi. Punktem krzywej centralnej
jest ten z dwéch punktéw przecigeia, w ktérym w czasie ¥ Slonce
znajduje si¢ nad poziomem. Dodatkowy wige warunek, okreslajgcy
ten punkt, jest 2> 0, a wiec wedlug trzeciego ze wzoréw (89)

cos & >—(l—a)tg o, tgd =—1g 0 tg 3, (174)
Poniewaz réwnanie cos &= —tg v tg ¢, okresla kat godzinny

Storica 3 w chwili wschodu wzgl. zachodu, wobec tego nieréwnosé
(174) oznacza, Ze wysokos¢ Slonca jest w szerokosci ¢ dodatnia.
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Gdy ¢, zostalo wyznaczone, to z drugiego z réwnan (172) znaj-
dujemy

\=:p,—-8-——]néb sin (g, — B). (175)

g
]

= zbliza si¢ do jedno$ci, wyzna-

W punktach krzywej, gdzie

czenie kata (p, — .A4), a wige 1 ¢, staje sig niedokladne, i nalezy
w tej czesci krzywej za zmienng niezaleZng obraé o, i dla szeregu
warto$ei ¢, wyznaczy¢ wartosei . W tym celu korzystamy ze wzoru
(170), kladac w nim 2’ =0, ktéry zatem w tym wypadku ma postaé

. — 44+ (1 —a) sin ¢, co
sin (G- 9) == (cos !?1)sin :1 ~£ (176)
O

i z dwoch wartoset ¥, ktdre z tego wzoru wyplywaja, ta nalezy do
punktu krzywej centralnej, dla ktérej spelniony jest dodatkowy wa-
runek (174).

Gdy ¥ zostalo znalezione, oblicza si¢ odpowiednie wielkosci &
i B oraz » wedlug wzoru (175).

Oczywiscie tylko wtedy w czasie ¥ lub w szerokosei ¢, istnieje
punk{ zaémienia centralnego, gdy ze wzoréw (173) i (176) otrzymuje
sig dla katow (o, — A4) i (G -+ 9) wartosci rzeczywiste.

Gdy }1 =1, to ze wzoru (173) wyplywa na (¢, — A4) tylko

[
jedna wartosé, mianowicie + 90° i znak jest plus, gdy 1=4¢, a mi-
nus, gdy Y= —a. Znaczy to, Ze o§ cienia w punkcie, dla ktérego

w czasie ¥ jest a=/|y|, styka si¢ z powierzchnig Ziemi. W punk-
tach, dla ktérych warunek ten jest spelniony, linja zaémienia cen-
tralnego zaczyna sig¢ albo sig konezy. Spélrzedne tyeh punktéw
otrzymaé mozZna w sposéb nastepujacy: dwa pierwsze z réwnan (167)
po podniesieniu do kwadratu i po dodaniu daja, gdy polozymy a=r+,

! 02 (1 — )2 cos>
Gy e S B a77)

Z tego wzoru, jezeli wogéle zachodzi zaémienie centralne, otrzy-
muje si¢ dwie wartosei na sin (G- 9) z przeciwnemi znakami. Po-
niewaz, jak wskazujg wzory (167), zawsze jest cos 40, a sin 4
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ma taki znak, jak sin (G-} V), wige zawsze jest A<C[90°| i przytem
A4 <0, gdy sin (G4 9) < 0. Ze zas ¢, = A+ 90°, i zawsze ©, < ;’90°f
wige gdy 7=0, jest odpowiednio 4 =0, a wige tez sin ( G—}—3) =0.
Uwzgledniajgec powyZsze uwagi, wyznaczamy ¢, kladge we wzorze
na acos 4, A=1v,[90° i a=-+, mianowicie ogélnie

]%7 0S
sin wl__,( 30 g
i

Majac ¢;, okreslamy ¥ ze wzoru (176) i A ze wzoru (175).

Znacznie prostszy sposob wyznaczenia punktéw koncowych krzy-
wej centralnej wyplywa ze wzoréw, sluzgeych do znalezienia punk-
téw granicy wschodniej i zachodniej zaémienia, o ktérych mowa w na-
stepnym rozdziale.

Ze wzoru (177) wnioskujemy, %e warunkiem, azeby kat (G-I 9)
mial wartos¢ rzeczywists, t.j. azeby zetkniecie powierzehni Ziemi
z osig cienia w istocie zajsé moglo, jest

(?— (1 —2)? cos® g sin? g
albo
1?2 < sin? g+ (1 —)? cos? g

Warunek ten dla g = 0° przechodzi w |v| <1 —u, a dla g=90°
jest [v| < 1. To znaczy, ze zaémienie centralne zajs¢ musi, gdy
7] <1—a, zajs¢ moze, gdy | —2<|7|< 1, a niemozliwe jest, gdy
(7] > 1. Warunek ten stanowi dokiadng posta¢ warunku, ktéry w przy-
blizonej formie podaliémy juz na str. 52.

17. Wschodnie i zachodnie granice za¢mienia. Punkty Kkofi-
cowe Kkrzywych granicznych. Granice streiy za¢mienia catkowi-
tego i pierScieniowego. Koficowe punkty krzywej za¢mienia cen-
tralnego. Jak w calej strefie za¢mienia, tak i na jej granicach, kazdy
punkt musi przynajmniej raz znales¢ sig na powierzchni cienia. Wtedy
spolrzedne tego punktn spelniajg rownania kola cienia w plaszezyznie,
przechodzgeej przez ten punkt i prostopadlej do osi cienia, np. w po-
staci rownan (131). Dodatkowym warunkiem, charakteryzujgcym spe-
cjalnie punkty granicy wschodniej i zachodniej, jest ten, Ze w momen-
cie kontaktu tworzgca stozka cienia, przechodzgea przez punkt obser-
wacji, Jest w tym punkeie styczna do powierzchni Ziemi. Tworzgca
ma wige kierunek poziomy; a zatem punkt zetkniecia sie tarcz Slonca
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i Ksiezyca znajduje sig na horyzoncie astronomicznym tego punktu.
Pozornie jednakze z powodu refrakeji atmosferycznej znajduje sig on
juz wtedy nad horyzontem na wysokoSci R, na horyzoncie za$ znaj-
duje sig punkt kontaktu pozornie juz nieco wezesniej w punkeie ob-
serwacjl, gdzie prawdziwa wysokos¢ punktu kontaktu jest 1= —R,
gdzia R oznacza wartos¢ refrakeji na horyzonecie. Gdy wiee o jest
szerokoselg geograficzng tego punktu, ® czasem gwiazdowym chwili,
gdy punkt kontaktu pozornie znajduje sie na horyzoncie, a 2 1 & sg

spélrzednemi rownikowemi tego punktu, wéwezas jak wskazuje rys. 13,
na ktérym Z oznacza zenit, 3 biegun $wiata, a P uwazany punkt, mamy

— sin £ =sin 4 sin ¢ | cos & cos P cos (O — a). (178)
Gdy wzor ten poréwnamy z trzecim ze wzordw (85), mianowicie

z=p [sin ¢’ sin d -} cos

-G

" cos d cos (0 — a)| (179)

to widzimy, Ze prawe strony obu wzoréw réznig sig tylko nieznacz-
nie, a wigc z posiada wartosé malg tego samego rzedu, co —sin R,
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Wobec tego, ze wzgledu na maly czynnik tg f we wzorze (63), jest
z dostatecznem przyblizeniem

n=u 3+sin R.tg f. (180)

Jednakze w praktyce nie zachodzi nigdy potrzeba bardzo do-
kladnego wyznaczenia przebiegu granicy zachodniej i wschodniej, gdyZ
obserwacje kontaktéw na horyzoncie, albo bardzo blisko horyzontu,
sq zawsze bardzo niedokladne, Wobec tego wige, zZe drugi wyraz
wzoru (180) wynosi conajwyzej kilka jednostek pigtego miejsca, mozna
go opusei¢ i przyjaé wprost, jako dodatkowy warunek dla punktéw
zachodniej i wschodniej granicy u=u'. Przy tem zaloZeniu réwnania
warunkowe tych krzywych granicznych sg nastepujgce:

u' sin p=-—9y -4 (1 — o) sin ¢, cos g — cos ¢, sin g sin (G 4-V), (181)
U cosd= i% (% 4+ A —u)— (1 — o) sin o, cos k - cos g, sin k cos (K- ).
Warunek u = o' jest identyczny =z zaloZeniem, ze wysokosé

punktu kontaktu, ktérg identyfikujemy z wysokoscig $rodka Slorica,
jest zerem. Wobec tego moZemy réwnaniom (181) nadaé jeszcze

Rys. 14.

znacznie prostsza postac, Z trdjkata paralaktycznego (rys. 14) wy-
ptywaja wzory nastepujgcee:

cos © sin { == cos & sin v,
cos » cost=sin/ cos -—cosf sind cos 7, (182)
sin ¢ =sin / sin 0 -}~ cos 1 cos a cos v,.
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Kladac tu 6=2¢,, { =10, A==h =0, znajdujemy

cosy sin = sin 7,
cos » cos ¥ = —sin 4, cos 7, (183)
sin = ¢€0s4, cCs .

Wezmy teraz pod uwage réwnania kola cienia w postaci (127).
Gdy w nich przyjmiemy Aa =0, d=3d;, (1 —a) sin ¢, = sin o
1c0s ©,= €08 ¢, to popelniamy przez to bledy tego samego rzgdu wielkosei,
co przymujge £, =0, a wige u=u'. Wobec tego réwnania (127) dla
granic zachodniej 1 wschodniej, gdy uwzglednimy wzory (183), otrzy-
mujg nastepujgeg postaé

u'sin = — 7 —sin 1 cos N-}-cosv sin N=-—y-{sin (N —r1),

n . .
u' cos = = (V4> —n) —siny sin N —

(184)
—cosjcos N= 1’25 (41 —p)—cos (N —17).
Pierwsze z tych réwnan daje
sin (N — ) =v-+u sin4. (185)

Gdy przyblizone wartosci elementow u’, ¥ 1 /V sg znane, to przyj-
mujge dla kata ¢ szereg wartoSci, wyznaczamy wedlug wzoru (185)
odpowiednie wartosci kata N —7, a wige i 7. Warunkiem, azeby
wartosé tego kata byla rzeczywista, a wige aby przy kacie ¢ w isto-
cie zachodzil kontakt, jest

v + o sindg| < 1
albo
: +1—x
i o
sin ¢ o (186)

Gdy warunek ten jest spelniony, otrzymujemy dla kazdego ¢ po
dwie wartoSei na 7, ktére lacza sie w jedng wartos¢ w specjalnym
przypadku, gdy sin (N—)=-+1. Majgc 7, znajdujemy o i ¥ ze

wzoréw (183), a nastepnie ) ze wzoru

h=p—9+ —1’70 [cos (N — =) ' cos §]. (187)
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Posrod punktow w ten sposéb okreélonyeh znajduja sig wszyst-
kie te punkty powierzehni Ziemi, w ktérych punkt zetkniecia sig tarcz
Stonica 1 Ksigzyca widzialny jest na horyzoncie. NaleZzy posréd tych
punktéw odréznié cztery kategorje: 1. punkty, w ktérych zaémienie
zaczyna sie w chwili wschodu Slonca, 2. punkty, w ktérych zaémie-
nie konezy sie w chwili wschodu Stonea, 3. punkty, w ktérych za-
¢miente konezy sie w chwili zachodu Storiea, 4. punkty, w ktorych
zaémienie zaczyna si¢ w chwili zachodu Slonca. Zajmijmy sig znale-
zieniem tych specjalnych warunkow, ktére powinny spelniaé¢ punkty
kazdej z powyZszych kategoryj, aby je mozna bylo odrézni¢ od siebie,

Poniewaz na granicy zachodniej Slonce wschodzi, a na wschod-

b > 0,ana

niei zachodzi w chwili kontaktu, wiec na pierwszej jest 29
9

drugiej % < 0. Z okre$lenia kata v, wynika, ze ma on warto$é ujem-
na na wschodniej stronie nieba, a dodatnig na zachodniej; z posrod
wartosei kata v, wyplywajacych ze wzoru (183), te wige, kiore przy-
padajg w granicach od 0° do — 180° odnosza sie do granic zachod-
nich, te zas, ktére majg warfosei od 0° do + 180°% odnoszg sie do
granic wsechodnich.

Azeby rozstrzyguaé, czy otrzymany kat v odnosi sie do poczgtku
czy do konea zaémienia, nalezy stwierdzi¢, czy odleglos¢ punktu po-
wierzchni Ziemi, do ktérego odnosi sie kat %, do osi stozka sie zbliza,
czy tez oddala sig od niej. WyrazZenia, stojgce po prawej stronie rdwnan
kota cienia, sa to, jak wiemy, spdlrzedne punktu obwodu kota, okreslo-
nego na niem przez kat 4. Gdy po stronie lewej napiszemy zamiast
u ogélnie odleglosé p od osi cienia, to 1 w tym przypadku prawe strony
sq wartosciami spéhrzednych punktu w odleglosei p. Mamy wige dla
punktu, leZgcego w plaszeczyznie kola cienia w odlegiosei p od srodka,

psin $ = — - sin (N — ),
i ;

peosth = = (O~ n — vy —cos (N— 7).
5

Zaleznie od tego, czy punkt zbliza si¢ do osi cienia, ezy tez oddala

si¢ od niej, jest odpowiednio ~3% < 0 lub = 13 > 0. Z réwnan po-

ap

LS

wyzszych mozna wartos¢ pochodnej wyznaczy¢. Wobee tego,
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ze rach punktu wzgledem srodka kola pocigga za sobg tez zmiang
kata 4, wige rézniczkujac powyzsze réwnania, znajdujemy

y (Y -
ar sind --pcosd €Y cos (N—1) L s
awy a d v
dp . dy n . d
L cosh—psindg —F =" —sin (N — 1) ——,
do TP T 1S V="

a gdy pierwsze z tych réwnan pommozymy przez sin ¢, drugie zas
przez cos ¢, i dodamy, to otrzymamy

—drp‘:—’—zrcos G —sin (N — 4 + v'g)—d s
d v 15 a
. , ad N
Z réwnan (182) dla =0 wyplywa - = sin ¢, wobec
[Zam14
czego jest tez
dp n .oa
E =08 % -} sin ¢, sin (N — v -} 4). (188)
av 15
W . \ , dp
podobny sposéb mozna wyznaczyé 25 wychodzac

z rownan (131). Otrzymuje sie wtedy, wprowadzajge wielkosei
w, 1 w, wedlug wzorn (168),

d :
Po—" cos b — cos 9, (W, sin § - Wy cos P). (189)
dy 15 '
ap

Warunkowi T —= 0 odpowiada ze wzoru (188)

" 1 in 3, sin (N— 1)
gyz— 5 - (190

2 & ]
sin 4, cos (N — 7))

a Ze wzoru (189)
" w cos ¢
— — /‘Y ’ 4 1
5

(191)

tg

\*7\

Er

Wy COS @,

Reasumujac wyniki otrzymane, okreslamy krzywe graniczne za-
chodnig i wschodnig w sposéb nastepujgey: Gdy ze wzoru (185) dla
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danego ¢ wyznaczymy dwie wartoéci v, jedna ujemna, drugg dodatnig,
i dla kazdej z nich obliczymy wartosé wyrazenia

1’15 -}-sin ¢, sin (N —1)

(192)

’

sin 6, cos (Nv—— )

fo w punktach Ziemi, dla ktéryech jest

7 <<0, £g ¥ >r, zaémienie konezy si¢ w chwili wschodu Slonea,
<< 0, tg 9 << r, zaémienie zaczyna si¢ w chwili wschodu Slorea,

n>0, {g b >r, zaémienie konczy sie¢ w chwili zachodu Slonca,

W

7, >0, tg b <<r, zaémienie zaezyna sie w chwili zachodu Slonca.

dg)— =0, fo p jest najmniejsze i zachodzi najwicksza faza

Gdy

zaémienia. Warunek ten w polgczeniu z réwnaniami (184) wyznacza
punkty, w ktérych zaémienie w chwili wschodu lub zachodu Slonca
jednoczes$nie zaczyna sig i koficzy. W tych punktach krzywe poczatku
i konca zaémienia w czasie wschodu Sloiica przechodzy jedna w drugg
1 podobnie krzywe poczatku i kofica zaémienia w chwili zachodu Slonica.
W tych punktach najwieksza faza zaémienia redukuje si¢ do zetknig-
cia z powierzchnig stozka cienia i zaémienie trwa tylko jedng chwile.
Sg one koncami krzywych granicznych, zachodniej i wschodniej, gdyz
we wszystkich innych punktach tych krzywych kontakty zachodza przy
mniejszych fazach. Do okreslenia tych punktéw sluzg zatem nastepujace
trzy réwnania

u sin ¢ = —x 4+ sin (N — 1),
u' cos = {% (41 —p)—cos(N—m),
: ; 9
i-}~ sin ¢, sin (N — ) (188)

=

Fotrhiens — T R .
By sin 4, cos (N — 1))

w ktoérych niewiadomemi sg ¢, v, ¥ 1 A. Jednakze ¥ i ) wystepujg tylko
w drugiem z powyzszych réwnan, a w pozostalych dwoch réwnaniach
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tylko dwie niewiadome 7 i ¢, z ktérych te dwie niewiadome mozna wy-
znaczyé; gdy zas v jest znane, to o i % wyplywajg ze wzoréw (183),
a drugie z réwnan (184) sluzy tylko do wyznaczenia niewiadomej A,
jak to juz kilkakrotnie widzielismy.

Niewiadome 7 1 ¢ z réwnan

u'sind=—1 -4 sin (N —1)
n : : i
—— sin ¢, sin (N — 1) (194)
tgp=—-"
sin 9, cos (N — 1)
; gk ; : . dp
wyznaczy¢é moZna zapomoca przyblizen. PoniewaZ warunkowi 75 =0
b

odpowiada tez wedlug wzoru (191) warunek

n
— — W, COS @,
15

="
Wg COS O,

——

ktéry zgodnie ze wzorem (166) i trzeciem z réwnan (169) wyraza,
ze w punktach, dla ktérych on jest spelniony, zachodzi tylko jeden
kontakt w czasie najwigkszej fazy, widzimy wiee, Ze punkty koncowe
granic zachodnich i wschodnich sa zarazem kohncowemi punktami gra-
nicy poludniowej i pdlnocnej. Poniewaz, jak widzielismy w ustepie 15,
dla punktéw tych krzywyeh kat ¢ malo rézni sig od +90°, dotyczy to
wige takze punkiéw, okreslonych przez réwnania (184), i mozemy row-
nania (194) rozwigzaé, przyjmuige w pierwszem przyblizeniu ¢ = 4 90°.

Wtedy jest
sin (N — %) =y + u,
przycezem znak dodatni odnosi sie¢ do granicy pélnoenej, ujemny zas
do pcludniowej. Dla kazdej z dwéch wartosei wyrazenia, stojgcezgo
po prawe] stronie powyzszego wzoru, otrzymujemy po dwie wartosei
kata 7° z ktérych dodatnia odnosi sig do granicy wschodniej, ujemna
zas do zachodniej. W ogélnosci zatem rownania (184) okreslajg
4 punkty, po dwa konce kazdej z krzywych granicznych.
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Z otrzymanemi wartosciami v° obliczamy ¢° wedlug

L
15 b it
sin §, cos (N—7°)

— sin g, sin (N—19)

tgdl=—

poczem znajdujemy drugg przyblizong warto$é na 7 ze wzoru
sin (N — 7)) = v -+ u' sin °.

Postepujemy w sposéb podobny, jak to wyjasniliSmy w ustepie
poprzednim, tak dlugo, az uzyta jako przyblizona wartosé ¢ wypadnie
niezmieniona po podstawieniu we wzorze na /g ¢ ostatniej przybliZonej
wartosei 7,

Wyznaczywszy 7, obliczamy ¥ i ¢ z réwnan (183), a wreszcie X
zgodnie z drugiem réwnaniem (184) ze wzoru

A=p— —l—lr? [u’ cos ¢ - cos (N — 1 } ; (195)

Poniewaz wszystkie wnioski, dotyczace granic wschodnich i za-
chodnich, nie wymagaja specjalnego zaloZenia co do wartosei u’,
odnosza si¢ wiee one do zaémienia czeSciowego, gdy przyjmiemy
przy obliczeniu u' == ’,, a do calkowitego lub pierscieniowego, gdy
uw = |u,/, wreszcie do za¢mienia centralnego, gdy polozymy u' = 0.
W tym ostatnim wypadku granice zachodnie i wschodnie redukujg sie
do dwoch punktow, ktére stanowiag poczgtek i koniec linji za¢mienia
ceutralnego. Do okreslenia tych punktéw stuzy pierwsze réwnanie (184)
w polaczeniu z wzorami (183). Ze wzoru

sin(N—n) =+ (196)

otrzymuje sie¢ dwie wartosci na 7, z ktérych dodatnia odnosi sie do po-
czgtkowego (t. j. najbardziej zachodniego) punktu krzywej centralnej,
a ujemna do koncowego (t. j. najbardziej wschodniego) punktu krzywej.
Ze wzoréw (183) otrzymuje sie¢ dla tych punktéw 9 i o, a z drugiego
rownania (184) wobec &' =0

)\:_—p,——a‘)'—{—-lT? cos (N — ). (197)

Gdy sin (N — ) =+ 1, istnieje tylko jeden punkt krzywej cen-
tralnej, dla ktorego jest 1=NT190° przyczem znak goérny odpowiada
1 = - 1. Warunki, aby zaémienie centralne moglo zajsé, podane s3
dokladniej na koneu ustepu 16.
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18. Krzywe danej fazy za¢mienia w danej chwili. Punkty,
w ktorych najwieksza faza przypada w tym samym miejscowym
czasie stonecznym. Punkty, w ktorych najwieksza faza zachodzi
jednoczes$nie. Krzywe najwiekszej ifazy w chwili wschodu Ilub
zachodu Stofica. Wielko$¢ fazy w danej chwili w punkcie Ziemi,
w ktérym zaémienie juZ sig rozpoczelo, zalezy jedynie od odleglosci
punktu tego od osi stozka cienia. Oznaczmy te odleglosé przez p, to
w danej chwili majg jednakows faze zaémienia wszystkie te punkty,
dla ktoéryeh spelnione sg réwnania
{—x=p.sinP (198)
n—y=p.cos P,

w ktoryeh &,, 7, sg spéirzednemi osi stozka, x i y spoirzednemi punktu
obserwacji, a P oznacza kat, ktéry o$ 7 tworzy z kierunkiem prostej,
Iaczgcej srodek kola cienia w plaszezyznie punktu obserwacji z tym
punktem. Gdy dane jest p, a & i 7, zostaly dla danej chwili 9, obli-
czone, otrzymujemy dla kazdej wartoSei P wartosei spélrzednych

X=¢g —psinpP
y=rm—pcosP

i wedlug wzoru (107")
2?2 =2>— 20 (y cos d -+ 2sin d)?

gdzie 22=1—x?—y% Majac x, vy iz, obliczamy o, i ¥ wedlug wzoréw
(90) i (89') oraz )=+, — .

Azeby wyznaczyé te punkty na powierzchni Ziemi, dla ktérych
w danym czasie prawdziwym 3 zachodzi najwigksza faza, piszemy
we wzorach (169) ogélnie p, zamiast z i opuszezamy réwnanie
trzecie, przyjmujac na p, wartos¢ dowolng. Mamy wiege

Pm S0 = —1+ asin (9, — A4)
: n ;
Pm €08 G == ()L —p) 5 —~+ bsin (p, — B)
9 (199)
n
. — Wy COS Y,
tgd = 5 s
W, COS O,

Obliczajge dla danego & i przyjgtej dowolnie wartosci o, wediug
wzoréw (167) i (168) a, 4, b, B, w, i w;, znajdujemy fg ¢ zapomocs
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trzeciego z wzoréw (199). Uwazajac wiec fg ¢ za wielko$¢ znang,
otrzymujemy z podzielenia pierwszego réwnania przez drugie

— 1 -} asin (o, — A)
O -Fr—p) »1% — bsin (p,— B)

— l‘

ktére rozwigzujemy wzgledem X. Wynika z niego

o e [b sin (w, — B) - "”“S‘“(‘P“@J . (©201)
n

tg b

Podstawiajac po prawej stronie na ¢, szereg wartosei, otrzy-
mujemy z powyzszego wzorn odpowiednie wartosci na . Oczywiscie
nalezy na o, przyjmowaé¢ tylko takie wartosei, ktére mieszcza sie
w granicach strefy zac¢mienia. Wzor

P e ) (202)

sin ¢

okresli wtedy wielko§¢ najwigkszej fazy, jaka ma miejsce w punkecie,
ktérego spolrzedne o, i A zostaly obliczone.

Dla 9 =0 otrzymuje si¢ te punkty, w ktérych najwicksza faza
zaémienia ma miejsce w prawdziwe potudnie.

Celem otrzymania krzywej, w ktorej punktach najwieksza faza
zachodzi w tej samej chwili, mianowicie w danym czasie ¥, glownego
poludnika, postepujemy, jak nastepuje. Obliczamy dla danego ¥ wiel-
kosei a, A, b, B, w, 1 w,, jak w poprzedniem zadaniu, poczem otrzy-
mujemy dwa réwnania

2

’L
2 = — Wy, COS
—v+asin (g — 4) 15— R0

: 0 e g Wy COS o, (203)
(Vg — 1) 05 - bsin (p, — B)

Drugie z tych réwnan, w ktérem niewiadomg jest ¢,, mozna
rozwigza¢ przez przyblizenia. Poniewaz ¢ ma wartos¢ bliskg + 90°
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wige mianownik po lewej stronie mato rézni sig od zera, okreslamy
tedy przyblizong wartoéé o,° przyjmujae

b sin (p,° — B) = 1% (0 — 8o,
a wige sin (¢,° — B) = 1% : —g%&&
n )
b o0 15’ — Wy CCS (‘Fl)
& T cos 9,0
& €05 ¢y

Nastepnie znajdujemy o, z rédwnania

— 1+ asin (0 — A)
g — 1) 1L L b sin (5,0 — B)
14 15 T

=180,

ktére ze wzgledu na o) rozwigzujemy w sposéb nastepujacy.
Polézmy

'(+fl%(0'g~p‘)=1?
R.tgd'=r°
acos A—bcos B.tg ' =¢q°cos Q°
asin A —bsinB.tgy° = ¢°sin Q°,

{o jest
. r°
sin (¢, — Q°) Z?
Z wartoscig o,V obliczamy £g ¢, a nastgpnie ri), g, QO oraz

sin (¢, — QM) :g(%- W ten sposéb po kilku przybliZzeniach otrzy-
mamy dokladng warto$¢ ¢, a z pierwszego réwnania A=9, — .
Wielko$¢ najwiekszej fazy wyplywa z wartosci pn, ktéra dla okreslo-
nych wartosei ¢, A i ¢ wyplywa ze wzoru

— 1+ asin (¢ — A).
sin ¢

Pm=

Aby znales¢ te punkty, w ktorych najwigksza faza zachodzi na
horyzoncie, mozemy te punkty uwaza¢ za koficowe punkty granicy

Teorja za¢miefi, — 6.
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zachodniej 1 wschodniej zaémienia w zalozeniu, ze kolo cienia ma
promien nie #’, leecz p, << u'. Réwnania zatem (184), w ktérych za-
miast &' napiszemy pn, okreslg te punkty, w ktérych w czasie wschodu

lub zachodu Sltonca przypada najwieksza faza, odpowiadajgea odleglosei
P punktu obserwacji od $rodka cienia. Réwnania

Pm st §==-—7-+sin(N—r1)
Pmc0s & = (¥ 1 —p) 1% —cos (N —1)

2 sin 8, sin (N — i)
15 1 S i

1= sin 6, ¢os (N — 1)

rozwigzujemy przez przybliZenia w ten sam sposdéb, jak rdwnamia
(184), przyjmujae dla p, szereg wartosei, zawartych miedzy 0 a u'.
Dla p,=u otrzymamy kohcowe punkty zachodnich i wschodnich
granic zacmienia, a dla p, =0 koncowe punkty krzywej zaémienia
centralnego.

7 dwoéch wartoSci v, ktére z réwnan warunkowych wyplywaja,
wartos¢ ujemna odnosi sig do krzywej zachodniej, wartosé dodatnia
zas do wschodniej. Dodatnie wartosci kata ¢ naleza do punktdw, po-
fozonych na poéinoe od linji zaémienia centralnego, ujemne za§ do
punktéw, polozonych na poludnie od tej linji.

19. Punkty stycznoSci powierzchni Ziemi z powierzchnia
stozka cienia. Czas trwania zalmienia dla calej Ziemi. Gdy z row-
nan (184) wyznaczamy & i  dla szeregu wartosei ¢, to widzimy, Ze
¥+ 2 =49, dla pewnych wartodei ¢ ma warto§¢ najmniejszg lub naj-
wigksza., Pouniewaz réwnania te wyrazaja, ze w punktach Ziemi, okres-
lonych przez nie, tworzgea stozka cienia jest styczna do powierzchni
Ziemi, a zetknigcia nastepujg kolejno po sobie w miare, jak stozek
cienia posuwa sie naprzéd. Gdy wigc stozek cienia, wkracza w obreb
Ziemi, ze wszystkich tworzgeych stozka najwezesniej styka sig z po-
wierzchnig Ziemi ta, na ktérej zachodzi pierwszy zewnetrzny kontakt
z powierzchniag Ziemi, najpdznie] za$ ta, na ktérej zachodzi pierwszy
wewnetrzny kontakt z powierzchnia Ziemi. A wiee dla punktu
pierwszego kontaktu ¥, jest minimum, dla punktu drugiego kontaktu
¥¢ jest maximum. Podobnie, gdy stozek wychodzi z granic Ziemi,
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najwezesnie] styka sig z powierzchnig Ziemi ta tworzgca, na ktdrej
zachodzi trzeei kontakt, t. j. drugie wewngtrzne zetkniecie powierzchni
stozka z powierzchnig Ziemi. Dla punktu Ziemi, w ktérym kontakt
zachodzi, jest wiee ¥, minimum. Wreszeie dla punktu czwartego kon-
taktu czyli drugiego zewnetrznego zetknigeia, jest ¥, maximum.
A+

Gdy wiec do réwnan (184) dodamy jeszcze warunek T:O,

to bedziemy w stanie wyznaczyé spélrzedne ¢, i A punktéw czterech
wspomnianych kontaktéw oraz czas greenwichski, w ktérym zetknie-
cia te zachodzg.

Rézniczkujae réwnania (184) wzgledem ¢, znajdujemy

an
u' cos § = — cos (N — q) <

1 dE+N n

i’ sin ¢ = sin (N — )d a9 "15°

d(® +>\

a stad, gdy wedlug warunku jest =0, po latwych prze-

ksztalceniach
w.sin (N —7n—+4)=0.

Z tego wzoru wyplywajg dwie wartosci kgta ¢, mianowicie

b=—N—1),
4, = 180° — (N — ),

dla ktérych jest odpowiednio

sin b = sin (N — ),
cos ¢ = }- cos (N — 7).

Podstawiajac te wartosci we wzorach (184), znajdujemy
Fu'sin(N—7n)=—+-sin (N—n)

o+
+ ' cos (N — 1) = 75 (& 4 1 — ) — cos (N — 1)
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i z pierwszego z tych réwnan wyplywa

sin (N—) (204)

b
o e
z drugiego za$

34 L=9,=p +%(1 + 1) cos (N=1). (205)

Gdy znamy 7, to ze wzoréw (183) otrzymujemy o, i ¥, a wresz-
cie A=19, — 9.

Z czterech wartosci v dwie ujemne odnoszg sie do poeczgtku
i konca zaémienia o wschodzie Slonca, dwie dodatnie do poczgtku
i konea za¢mienia w chwili zachodu Stonea.

Poniewaz, jak widzieliSmy, w punktach zetknieé¢ jest
sin (N —1n-44)=0, wiec wedtug wzoru (188) jest tam %ét, =—_1% - cos ¢;
gdy wiee cos ¢ =0, albo ¢ = 90°% to znak gérny odnosi sie do pun-
ktéw, w ktérych zaémienie si¢ zaczyna, a znak dolny do punktéw,
w ktérych zaémienie sig konezy. Zaczyna sig¢ zaémienie w punktach
pierwszego i trzeciego kontaktu, konczy si¢ w punktach drugiego
i czwartego kontaktu.

Gdy przez 3,1 i 3, oznaczymy czasy prawdziwe greenwich-
skie pierwszego i ostatniego kontaktu, a przez 7, i 7, odpowia-
dajgce im czasy Srednie, to 7= 7,® — 7, jest czasem trwania za-
¢mienia dla calej Ziemi.

Gdy w powyzszych wzorach jest #'=—u';, to odnoszg si¢ one
do zaémienia czeSciowego, gdy za$ u = («4';), to dotyczg one zacémie-
nia calkowitego lub pierscieniowego.

20. Kat pozycyjny punktow zetkniecia sie tarcz Ksiezyca
i Stofica. Wielko$¢ fazy. Kat BAO =1, albo tez kat BOA = 180°— ¢
(p. rys. 12) okresla na kole cienia punkty, w ktérych znajduje sie
obserwator w chwili poczgtku lub konca zaémienia. W tych momen-
tach, jak wiemy, obserwator widzi zetknigcie sig tarczy Slonca z tarczg
Ksigzyca. Oczywiscie punkty kontaktéw dla rozmaitych obserwatoréw
rozmieszezone sg na calym obwodzie tarezy Slofica, i nalezy ich po-
Yozenie dokladnie okreslié. Okreslamy je przez kat pozycyjny, ma-
jacy wierzcholek w $rodku Slonca, utworzony przez jakis dowolnie
obrany i dajgey si¢ dokladnie wyznaczyé kierunek oraz przez kieru-
nek promienia tarczy Slonca, przechodzgcego przez punkt kontaktu.
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Niechaj na rys. 15 punkt N oznacza pélnoeny biegun S$wiata,
S srodek Slonea, a wige NS kolo godzinne $rodka Slonca. Punkt n,
w ktérem to kolo godzinne przecina brzeg tarczy Slonca, jest punk-
tem péinoecnym tej tarczy. Za kat pozycyjny punktu p na tarczy

A

Stonica mozna przyjaé kat nS p, liczony w kierunku wskazanym przez
strzalke, t. j. dla obserwatora, patrzgcego na Slonce od péinocy przez
wschod na potudnie. Oznaczmy go przez P,

Celem znalezienia tego kata P®, zastanéwmy sie nad znacze-
niem kata P, wprowadzonego w ustepie 10. Z podanego tam okre-
Slenia tego kata wynika, ze jest to kat, ktéry tworzy plaszcezyzna 7€
z plaszezyzng, przechodzacg przez o$ { i punkt obserwacji A. Ponie-
waz 0§ ( jest rownolegla do prostej, przechodzacej przez srodki Ksie-
zyca 1 Slonea, wige plaszczyzna, ktéra przechodzi przez punkt A
i 0§ [, przecina si¢ ze sklepieniem niebieskiem wedlug wielkiego kola,
na ktérem znajdujg sie Srodki Ksiezyca i Slonca.

Rys. 16.

Rys. 16.

Niechaj na rys. 16 punkty K i S oznaczajg Srodki Ksigzyca
i Stonea na niebie, to na wielkiem kole, przechodzgcem przez te dwa
punkty znajduje sig tez punkt, w ktérym o$ { przecina sklepienie nie-
bieskie. Oznaczmy przez I, H i Z punkty przeciecia sig osi &, 7 1 §
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ze sklepieniem niebieskiem, to oczywiscie kat HZS rowna si¢ katowi
pomiedzy plaszezyzng (v () a plaszezyzng przechodzgeg przez os
i punkt obserwacji A. Jest wige < HZS = P.

Z okreslenia uldadu (&, v, {) — p. ust. 5 — wyplywajg spélrzedne
réwnikowe punktéw E, H, Z, podane na str. 18. Mianowicie punkt =
lezy na rowniku, a wige jego kolo gléwne HZ przechodzi przez bie-
gun $wiata, Dalej, poniewaz =zboczenie punktow H i Z jest odpo-
wiednio 90° — d i d, wigc gdy przez N oznaczymy biegun poélnoeny
Swiata, jest NH=—d i NZ==90°—d.

Wobec powyiZszych uwag, kolo NS jest kolem godzinnem srodka
Stonca, a wige kgt NSK wyzej okreslonym katem pozycyjnym Srodka
Ksiezyca, ktory oznaczmy przez P®), Ze zas, pomijajac paraiakse
Slonca, jest NS =90°—¢,, a &, malo rozni sie¢ od d, wige w przybli-
Zeniu jest tez NZ == NS. Z drugiej strony luk ZS réwna sig kgtowi
(©) AS =< ASO (rys. 17) i, jak widzimy, jest tg ASO — %% Jest
to wiee, wobec wielkiej odleglosci Stonca w stosunku do AO, kat bar-
dzo maly. Mozna wigc z dostateczng dokladnoscig przyjac P{%)=P.

5' (%) .S
|
| K
( C)i T “ )
(ss/ % 0
Rys. 17.

Punkt kontaktu lezy zawsze na luku, laczacym Srodki tarcz
Ksiezyca i Stonca, gdy wiec w czasie kontaktu wartosci katow P i P(%)
oznaczymy odpowiednio przez P, i P®, to jest i wtedy P® =72,
i zatem punkt kontaktu lezy na Iuku, majgcym kat pozyeyjny P.
Jednakze nie zawsze przypada on wzgledem S po tej samej stronie,
co K. Zawsze po tej samej stronie, co $rodek Ksiezyca, przypadajg
punkty kontaktéw zewnetrznyeh (rys. 18a) oraz punkty kontaktéow
wewnetrznych wowezas, gdy tarcza Ksiezyca wydaje sie mniejsza od
tarczy Slonca, t.j. w czasie za¢mienia pierscieniowego (rys. 18b). Gdy
za$ w czasie kontaktéw wewnetrznych tarcza ksigzyca wydaje sig
wigksza od tarezy Slonca, t. j. gdy zaczyna sie lub konezy sie za-
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¢émienie calkowite, to srodek Sienca S znajduje si¢ pomigdzy Srodkiem
Ksiezyca K a punktem kontaktu (rys. 18c). Gdy wige ogélnie ozna-
czymy przez Q kat pozyeyjny punktu kontaktu, to jest

Q = P, 4 180° dla wszystkich punktéw kontaktu wewnetrznego
przy zaémieniu catkowitem i

Q = P, we wszystkich innych mozliwych przypadkach.

i q “x
—— \V \‘\E’/

b, <.
Rys. 18.

Wedlug wzoru (115) jest P,= N - ¢, a wartodci ¢ w czasie
kontaktéow wyplywajg naprzykiad ze wzoréow (164). Oznaczamy jeszcze

M ==y, (206)

to jest zatem

Q=N-+M —-180° dla wewnetrznych kontaktow przy za-
émieniu catkowitem,

Q=N+ M — dla wszystkich innych kontaktéw.

Gdy w czasie zaémienia tarcza Ksigzyca czgéciowo pokrywa
tarcze Sionca, to najszersza czes$¢ zakrytego przez Ksiezye odcinka
przypada na luku, laczgeym srodki tarez Ksiezyca i Slonea (rys. 19).

Rys. 19.

Gdy przez pg oznaczymy wielkos¢ promienia tarezy Slonca, a przez
v szeroko$¢ ab czesel zakrytej w kierunku SK, to przez wielkose fazy
¢

rozumiemy stosunek F— 5 .
Po
)

Wielkos¢ fazy stoi w $cislym zwigzku z odlegloscia p miejsca
obserwacji od osi cienia., Poniewaz w chwili kontaktéw zewnegtrznych
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jest p = u,, wigc oczywiscie, aby wogéle miala miejsce jaka$ faza
zaémienia, musi byé¢ p < u,. Najwieksza faza, jaka wogéle moze si¢
zdarzyé w czasie danego zaémienia, jest

/S I

Poniewaz w okresleniu wielkoéci fazy z obserwacji nie mozna
osiggnaé wielkie] dokladnoéci, wiee tez niema potrzeby obliczac jej
bardzo dokladnie. PrzybliZong wartos¢ mozna otrzymaé w sposéb
nastepujacy.

N

M\, B S
/
/
A
of W\ lo

Rys. 20.

Niech na rys. 20 punkty S i K oznaczajg odpowiednio $rodki
Slonca i Ksigzyca, a O $Srodek kola cienia, wewngtrz ktérego w pun-
keie A znajduje sig punkt obserwacji; Om i On niech bedg odpowied-
nio promieniami kél, okreslonych w plaszczyznie punktu A, prosto-
padlej do osi stozka cienia odpowiednio przez stozek pelnego cienia
1 pélcienia, t. j. On=u,, Om=|u,|. Ze wzgledu na male rozmiary
Ksigzyca mozemy przyja¢ bez wielkiego bledu, ze styezne do po-
wierzehni Ksigzyeca, poprowadzone z punktéw m, A i n, przechodzsa
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przez ten sam punkt L tej powierzehni. Styczne mL i nL sg zara-
zem stycznemi do powierzchni Stonica i niech bgdg M i N punktami
stycznoscei z ta powierzchnia; z dostateczng dokladnoScig mozna przy-
jaé, ze sg one koncami tej samej srednicy, réwnolegltej do promienia On,
Styezna AL niechaj przecina te srednice w punkcie B. Do obserwa-
tora w A dochodza tylko promienie od czegs$ci $rednicy MB, podezas
gdy jej czes¢ BN jest zakryta przez Ksigzye; wielkos¢ fazy zatem,
ktérg obserwator w A dostrzega, jest

NB
MN

Ale z podobienstwa trojkgtow MNL i mnl z jednej strony
1 tréjkatéw BNL i AnL z drugiej strony wynika

MN NL NB

i AT A

a wige tez
NB nA
MN = mn

Gdy wige odleglos¢ punktu A od osi cienia oznaczymy przez
p, to widzimy, ze jest

n0O—AO u —p
B —_ (207)

nO —mO  — |,

Poniewaz # rézni sig od #' tylko o maly wyraz ztg f, ktory
przy tej dokladnosei, z jakg okresla sig faze, mozna pomingé, wiee
mozna tez przyjaé

1o ol 207’
T —uy| (=07

albo tez nawet, opuszezajace ju,’|,

P e 207"
F=1 e (2077)

21. Przebieg za¢mienia Stofica w danym punkcie obszaru
widziaino§ci. Momenty Kkontaktow i katy pozycyjne punktow
zetkniecia. Czas i wielko§¢ najwiekszej iazy. Gdy dane sg spol-
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rzedne geograficzne p i A punktu powierzchni Ziemi, przypadajgcego
w granicach strefy zaémienia, to przebieg zaémienia w tym punkcie
okreslaja nastepujace szczegdly:

1. miejscowy czas kontaktéw, t. j. poczatku i konca zaémienia
wogdle, a, gdy punkt przypada w granicach strefy zaémienia calko-
witego, takze poczgtku i konca zaémienia catkowitego lub pierscie-
niowego,

2. katy pozycyjne punktéw kontaktu na tarezy Slonca,

3. czas miejscowy danej fazy zaémienia, specjalnie zas wielkosé
i czas najwigkszej fazy.

Obliczamy najpierw ¢, wedlug wzoru

tg g, =82 _ (0-00147). tg ¢/, (208)

l—a

w ktorym liczba w nawiasie jest logarytmem spolezynnika, Gdy za-
¢mienie zaczyna si¢ i konezy, spelnione muszg byé¢ dla punktu chser-
wacji réwnania kola cienia, w ktérych niewiadomemi sa ¢ i ¥ oraz
naturalnie wszystkie wielkosei, ktére ulegaja powolnej zmianie, mia-
nowicie ', u, f, n, 1,1, d, Aa, N, g, G, k i K.

Za podstawe obliczenia najdogodniej przyja¢ réwnania kola cie-
nia w postaci (137) i przy rozwigzywaniu stosowaé¢ metode kolejnych
przyblizen. Réwnania te spelnione sg oczywiscie tylko wtedy, gdy
wszystkie wystepujace w nich wielko$ei zmienne obliczone zostaly dla
miejscowego czasu kontaktéw . Ale wlasnie ten czas  ma by¢ zna-
leziony zapomocg przyblizen. Gdy wiee ¥, ¥,, ¥y i t. d. sg kolejno
otrzymywanemi wartoSciami przyblizoenemi, to dla tych wartosci przy-
blizonyeh nalezy tez za kazdym razem wartosci elementow zaémienia
obliczyé. Stuzg do tego wzory (80), (83%), (144), (63), (89), (142), (120),
(123), (124), (129), (130). Najlepiej obliczy¢ elementy dla szeregu epok
czasu greenwichskiego w rownych odstepach czasu, azeby mozna bylo
znales¢ je przez interpolacje dla kazdej epoki czasu 9, = ;-1
Obliczanie tych elementéw jest zazwyczaj zbyteczne, gdyz w roezni-
kach astronomicznych (p. ust. 12) elementy zaémienia podawane sg
w postaci najdogodniejszej do zuzytkowania ich przy rozwigzywaniu
poszezeg6lnych zadan.

W dalszym ciggu tego wykladu nie bedziemy juz za kazdym
razem wspominali o tem, Ze wystepujgee w réwnaniach kontaktow
elementy zmienne majg zawsze wartosci, otrzymane przez interpolacje
dla wystepujacej w nich jako wielko$é znana, przyblizonej wartosci 9.
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Obierajge za punkt wyjscia dowolng epoke ¥,, o ile moznosci
jak najblizszg epoki i, a gdy o tej ostatniej nic nie wiemy, najlepiej
epoke, bliskg geocentrycznego polgczenia Ksigzyea 1 Slonea, obliczamy
dla niej elementy, nastepnie znajdujemy m, M,, m,’, M, wedlug wzo-

row (161) 1 (162), w ktérych zamiast —2— °+ piszemy wprost ¥, oraz

n wedlug trzeciego wzoru (137), w ktérym réwuniez kladziemy 3 ==,
1 pomijamy Aa. Jest wiee

tty=u'—[(1 — o) sin o, sin d -} cos ¢, cos d cos U] tgf. (209)
Nastepnie wedlug wzoréw (164) okreslamy ¢, i ¥, mianowicie
i, 8in (M'y — &) = m, sin (M, -+ M'y)

: 2
uy cos (Mo — ;) = mgycos (M, 4 M'y) + El%" ¥y — 9 @y
Z pierwszego z tych réwnan znajdujemy dwie wartoei kata ¢,
jedng dla poezatku zaémienia, drugg dla konea; tym dwom wartoSciom
odpowiadajg dwie wartosci cos (M’, — ¢,), réznigee sig tylko znakiem.
Nastepnie wedlug wzoru (165) jest

9= 9, lofﬁ cos (M, +M0)——|—lo~—~003(M —¢y). (211)

Z rownania tego dla dwéeh znakow trzeciego wyrazu otrzymu-
jemy dwie wartosei na 9, z ktérych mniejsza odnosi si¢ do poczgtku
zaémienia, a wigksza do konca zaémienia. Poniewaz mnuiejsza wartesé
na ¥ otrzymuje sig, gdy u,cos (M;—$,) <<0, wiec do poczgtku za-
¢mienia wogéle nalezy ta wartosé ¢y, dla ktérej #, cos (M — ¢) ma
warto$¢ ujemng; druga z otrzymanych wartosei ¥, odnosi sie wiee do
konca zaémienia.

Dalszy rachunek przyblizen musi by¢ wykonany oddzielnie dla
poezgtku zaémienia, dla ktérego mniejsza z wartosci J; stanowi pierwsze
przyblizenie, oraz oddzielnie dla konca za¢mienia, dla ktérego pierwsze
przyblizenie stanowi wieksza z ofrzymanych wartosei ¢,. Poniewaz
postepowanie jest jednakowe, wige przyjmujemy, Ze {; oznacza wprost
muiejszg z dwéch wartosei. Obliczywszy elementy dla czasu green-
wichskiego 9,(0=29, -1, kladziemy

v — (1 — 2)sin 7, cos g -1~ cos @, sin gsin (G -+ & -+ Aa)=m, sin U,
n . .

5 (I +h—p)—(1—a)sinp, cosk—-+cos g, sink cos (K9, +Aa)=m, cos M,
u, —u —[(1 —=)sino sind-+-cos o, cosdcos (¥ -+ a)]. tgf.
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oraz okreslamy ze wzoru

sin (M)’ —¢,) = 'Zl sin (M, -+ M'))
ik
kat ¢, w ten sposdb, azeby bylo cos (M'—¢,) << 0. Z ta wartoscig ¢,
znajdujemy

9y =29,—15 ,”,’}, cos (M, -+ M)+ 15 ll,‘ cos (M'y — &),
m, m, X

W ten sposéb postepujemy tak diugo, az otrzymamy &, =19 ,;.y;
wtedy jest ¥;=49.

Niechaj wartosciom 9, otrzymanym dla poczatku i dla konca
zaémienia, odpowiadajg odpowiednio czasy $rednie 7, 17, to =1, — 1,
oznacza czas trwania zac¢mienia. Oczywiscie, gdy rozwigzemy réwna-
nia kola cienia, stosujge wartos¢ u=u,, otrzymamy wartosci ¥ i ¢,
odnoszgce sig¢ do poczatku i konca zaémienia wogéle, a wigc i T ozna-
cza w tym wypadku czas trwania zaémienia wogoéle. Gdy za$ punkt
(9, ) lezy w strefie zaémienia calkowitego lub pierscieniowego, to
wtedy otrzymuje si¢ tez wartosei rzeczywiste dla ¢ i 9, gdy polozy-
my u=|u,|. Wartosci te odnosza sie wdéweczas do poczatku 1 konca
zaémienia calkowitego lub pierScieniowego, a odpowiadajgca im war-
tos¢ T oznacza czas trwania zaémienia calkowitego lub pierscieniowego.

Oznaczajge M'—¢p ==, obliczamy, jak to zostalo wyjasnione
w ustepie 20, katy pozycyjne kontaktéw zapomocg wzoru

Q=N-+M —vy+180°.; (212)

gdzie [ =1 dla wewnetrznych kontaktéw w przypadku zaémienia cal-
kowitego, a i = 0 dla wszystkich innych przypadkow.
Gdybysmy w réwnaniach (137) zamiast z wprowadzili wartosé
p taks, ze p <Cu, to wyrazalyby one warunek, aby punkt obserwacji
znajdowal si¢ na kole spélsrodkowem z kolem cienia o promieniu p.
W sposéb zupelnie podobny, jak dla kontaktéw, otrzymuje si¢ w tym
przypadku
psin (M —¢) = msin (M + M)
BBy o gl s, TR SRR . g (319)
m m
Jezeli na ¢ z pierwszego z tych réwnan otrzymuje sig wartosé
rzeczywists, to znaczy, Ze w danym punkcie obserwacji zachodzi faza

AR T s i U, — z e
zaémienia wielkosci F:ﬁl—[% (wzér 207). W ogélnosci faza taka
f| 2 |
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[Py

w tym wypadku zachodzi dwa razy w momentach, okreslonych przez
drugie z réwnan (213). Gdy ta faza zachodzi, oblicza sie przez przy-
blizenia tak samo jak dla kontaktéw. Tylko gdy w specjalnym przy-
padku, jak to juz widzielismy w ustepie 15, jest cos (M — ¢) =0,
a wige M' =19+ 90°, faza p zachodzi tylko raz; jest to najwigksza faza.

Gdy 9, jest czasem najwiekszej fazy, a p, odpowiadajaca jej
odlegloseia obserwatora od Srodka kola cienia, 1 gdy dla tej wartosei
zostaly obliczone wartosei m, M, m’ i M', to poniewaz w tym przy-
padku w drugim ze wzordow (164) drugi wyraz po prawej stronie
odpada, a cos (M — ) =0, wiec tez

cos (M -+ M) =0,

Gdy wige w pierwszem z réwnan (164) podstawimy sin (M —d,) =
sin (M4 M) =1, to wynika, jako warunek najwiekszej fazy,

pnz = m. (214)
Celem obliczenia ¢, ¥, 1 p, stosujemy rachunek przyblizen.
Jako przyblizony czas najwiekszej fazy przyjmujemy srednig z czasow

& . . .
kontaktéw ¥, :—”2—”‘ Dla tej wartosci 3, obliczamy elementy oraz

mg, My, m's, M'y. Poniewaz dla najwiekszej fazy cos (M, — ¢dn) = 0,
wiee znajdujemy drugg wartos¢ przyblizong o, ze wzoru

m

¥, =%, —15 -

> cos (M, -} My).
0

7 wartoscig <, znajdujemy m,, M,, m’;, M'| oraz
my
m',

Wy =% — 15 cos (M, - M'y).

W ten sposéb postepujemy tak diugo, az M- M’ ==-+90°,
wtedy jest 4, = M+ 90° p,=m;; b, ma wartos¢ dodatnig lub-
ujemny, zaleznie od tego, czy zakryciu ulega gérna czy dolna czesé
tarczy Stonca. Wynika to z wartosci katéw pozycyjnyeh punktéw kon-
taktéw: ¢,, ma wartosé bliskg $redniej arytmetycznej wartosei ¢ dla
kontaktow. Znajage ¢, znajdujemy dla najwiegkszej fazy kat pozycyjny

Qn =N+ M -+ 90°, (215)
gdzie naturalnie N1 M’ obliczone sy dla czasu .

Wartosé najwiekszej fazy jest

ll —pm 1
Fpy mimebe A 216)
ity — |Uy] (216)
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ZACMIENIA KSIEZYCA.

22. Spoirzedne cieniowe selenocentryczne. Stozek cienia, rzu-
canego przez Ziemie. Koto cienia w plaszczyZnie, przechodzacej
przez dany punkt i prostopadiej do osi stozka. Zaémienie Ksigzyca
zachodzi wiedy, gdy Ksiezyc znajduje sie wewngtrz stozka cienia,
rzucanego przez Ziemig, Nalezy i tu odrézniaé stozek pelnego cienia
1 stozek polcienia; jednakze obserwacja stwierdza, ze gdy Ksigzye
znajduje sie wewnatrz stozka poicienia, nie objawia sig to dostatecz-
nie wyraznie dostrzegalng zmiang w wygladzie tarczy Ksigzyea, a pew-
ne oslabienie jasnosci tarezy Ksiezyca wystepuje dopiero wtedy, gdy
Ksigzye znajduje sie bardzo blisko powierzchni stozka pelnego cienia.
Zazwyczaj wiec tez, gdy badamy warunki za¢mienia Ksiezyca, bie-
rzemy pod uwage tylko stozek pelnego cienia Ziemi.

W my$l umowy, podanej w ustepie 5, punkt C jest obecnie
srodkiem Ksigiyeca, jako tego ciala, na ktore pada cien, a punkt B
jest $rodkiem Ziemi. Gdy wige za poczatek ukladu (x, y, z) obierzemy
srodek Ksigzyca, a osiom spélrzednych nadamy kierunki takie, jak to
zostalo wyjasnione wustepie 5, to wzory (49) oraz przyblizone wzory (80),
(81) 1 (81") takze 1 w tym przypadku okreslajg kierunek osi cienia oraz
odleglos¢ AB = A. Podobnie tez i wzory (51) okreslajg spélrzedne
cieniowe punktu w ukladzie cieniowym, ktérego poczatek znajduje
sie w srodku Ksiezyca, jezeli p oznacza odleglos¢ tego punktu od
srodka Ksigzyca, a o 1 ¢ spélrzedne r6wnikowe tego punktu, widziane
ze srodka Ksiezyca, czyli selenocentryczne. Oczywiscie tez we wzo-
rach okreslajgecych a i d naleZzy rozumie¢ przez o, i ¢ spélrzedne
réwnikowe selenocentryczne $rodka Slonca, przez o, i 9, takiez spol-
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rzedne Srodka Ziemi, przez p, i p, odpowiednio odleglosei Stonca i Zie-

P2

mi od Ksigzyea, a wreszcie przez p. stosunek
1

Mozemy jednakZze wartoSei selenocentryczne w tych wzorach
zastapi¢ przez wartosci geocentryczne. Gdy dla odréZnienia oznaczymy
kreseczkami spélrzedne réwnikowe i odleglosci selenocentryczne, to
dla spohrzednych cieniowyeh otrzymamy wzory

c = ()' ¢0s ¢’ sin (a’ - a)
7 =0 [sin &’ cos d — cos &' sin d cos (o — a)] (217)
=y [sin &' sin d + cos &' cos d cos (¢ — a)|.

Gdy przez o, i d, oznaczymy spolrzedne geocentryczne Slonea,
przes 4, i 9, takiez spoirzedne Ksiszyca, przez p, ip, odleglosei Stonca
i Ksiezyca od Ziemi, to poniewaz geocentryczny kierunek ku Ksigzy-
cowi 1 selenocentryezny kierunek ku Ziemi sg sobie wprost przeciwne,
wiec

Py = 102 '
@, =a, 1 180°,

s b
By = — &,.

7 drugiej strony, katy a 1 d okreslajg kierunek osi cienia Ziemi,
t. j. kierunek ze $rodka Ziemi ku srodkowi Slonhca, ten zas okreslony
jest przez geocentryczne spolrzedne $rodka Slonea. Jest wige
a— %y
d=2d,.
Wobec tégo otrzymujemy nastgpujace wzory, okreslajgce spoi-
rze¢dne prostokatne Srodka Ziemi w ukladzie cieniowym
. == [, COS 0y sin (a, -} 180" — o))
0, [— €03 ¢, sin 6, — sin 7, cos 4, cos (2, + 180° —a)]  (218)
Iy = 0, [ sin 8, sin &, - cos S, cos &, cos (=, -+ 180° — a,)].

Spolrzedne cieniowe srodka Sloneca, ktéry przypada na osi cienia
w odleglosei p, od srodka Ziemi sg oczywiscie

g

1 = &9
Ty =T (219)
21 &+ 0

|
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Zaémienie Ksiezyca zachodzi zawsze w epokach niezbyt odleg-
Iych od geocentrycznej opozyecji Ksiezyca i Slonca, a wiec (=, -+ 180°)

mato rdézni sig od «,, a ¢, od — &,. Kladae wiee

sin (o, -+ 180° — «,) = (2, + 180° — a,) sin 17,

cos (ay - 180° — o) =1,
sin (8, + 0,) = (0, + 0,).sin 17,
¢os (3; + 2,) =1

otrzymujemy nastepujace dostatecznie przyblizone wartosci spélrzed-
nych cieniowych srodka Ziemi i $rodka Slonca:
&, =&, = p, cos 3, (aty + 180° — a,) sin 1”,
o=y = — pa (3, &) sin 17,

o)

(220)

|

Pay

p1 -t -

Zaémieniu podlegajg wszystkie punkty powierzehni Ksigzyca,
znajdujace sie wewnatrz stozka pelnego cienia Ziemi. Punkt tej po-
wierzehni, dla ktérego jest { =2z, podlega zaémieniu, gdy znajduje
sig wewnatrz kola, wedlug kiérego plaszezyzna { = z przecina stozek
cienia. Promien tego kola okreslaja wzory (55), (62) i (63) po pod-
stawieniu w nich odpowiednich wartosci. Mianowicie, gdy w tym przy-
padku oznaczymy przez r, promien Ziemi, to kat f dla stozka pel-
nego cienia znajdujemy ze wzoru

I

-
=1

sinfanla 1 (221)

Py

a promien kola cienia w plaszezyznie (£+) ma wartos¢

R 0l e PP 29
4 = (\o: i Sinf) tgf D Zg Js ("’“2)
w plaszezyznie za$ [ =z wartosé

u=u — ztgf. (223)

Poniewaz Ziemia jest sferoida, wiec promien jej r, zmienia sig
w zaleznosci od szerokosci geograficznej. Jednakze ze wzgledu na
niewielkg dokladnosé, z ktérg chwile poczatkn i konea zaémienia Ksie-
zyca w jakim$ punkcie jego powierzchni moga byé obserwowane,
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mozna nie uwzgledniaé réznic w dlugosci promienia r,.1 przyjaé dla
r, warto$¢ dia ¢ =45 t.j. r,=099837. Kladge dalej r, = 109-0488
~ 0
p, = cosec T; = cosec .

w

oraz przyjmujge =,° = 8”80, znajdujemy
U1

sin f= (766368 1) - .

el
8780 (224)
J=—10805.=%,.
Dalej znajdujemy
s _Ts 7,0 fa | 880
e o 5 o AR
albo po obliczeniu
— [(4-36994) p. — 216+58]. 250 (225)
“’1
a wreszcie
W= tgf=p tg f+rcosf.

(226)
Poniewaz f jest malym katem, wige tez z dostatecznem przybli-
Zeniem

V1
albo w liezbach

w=r,+p, sinf:r.z—{—‘zi(rz-rl):r,—{—u,(r,—rl) (227)
u' = (099837 -} (203362 n) p.= 0'99837 — (7:66368) cosec =,.

Dla punktéw powierzehni Ksigzyca jest co najwyzej z=rg =
=0:27248; gdy wige 0<<0 <1, to w ogdlnosci jest z=027248.0
a wiec

u=u —027248.0tg f=u'— 000126. 0

. (228)
Wartosé tego utamka O dla danego punktu tarezy Ksiezyca zale-

A

b
Kd AN B
Rys. 21.

zy od odleglosci tego punktu od $rodka tarezy, jak to wyjasnia rys. 21

Punkt A powierzehni Ksiezyca widoezny jest z Ziemi w odleglosei
Teorja zaémieft. — 7
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KA'=d od $rodka tarczy Ksigzyca. Dla tego punktu jest z=A4'4 =
=0rg; jest wige
4>+ 02 r2g =rtg

@

=)

albo, gdy oznaczymy & to 0 =
' i = cos, to ® =sin v oraz
re KB K

u=u" — 000126.sin 7. (229)

Warto$¢ # zmienia si¢ dla réznych punktéw powierzchni Ksig-
zyca w zaleznoSci od kata v w granicach od u—=u' do u=u'—
— 000126, a wigc brzeg cienia na tarczy Ksiezyca nie jest kolem,
lecz elipsg, ktorej mala o$ przechodzi przez oS stozka cienia i osro-
dek tarczy ksiezyca.

Uwzglednienie tych réznych wartosei u jest tylko wtedy poza-
dane, gdy chodzi o mozliwie dokladne obliczenie poczgtku i konca
za¢mienia dla poszezegdlnych punktow powierzchni Ksiezyea, n p.
kraterow, szezytéw gorskich i t. p. Jednakze wobee niewielkiej do-
kladnosel, z jakg te momenty obserwowaé¢ mozna z powodu zamaza-
nego wygladu brzegow cienia, zazwyczaj nie uwzglednia sig réZnic war-
todei, przyjmujge wprost # = u’. Punkty stycznoSci stozka cienia
z powierzchnig Ksigzyca lezg oczywiscie w plaszezyznie (§, 7)), a wiec
zarowno dla poezatku jak i dla konea zaémienia, f.j. pierwszego i dru-
giego kontaktu, wehodzi w rachube tylko «'.

Jednakze obserwacje wykazujg, ze ta teoretyczna wartosé u' jest
zamala, gdyZ zadémienie zaczyna sig zawsze troche wezesniej, a kon-
czy nieco pozniej, niz oblicza sig z tej wartoSci teoretycznej. Stoi to
prawdopodobnie w zwigzku z refrekcjg atmosferyczng, ktéra powoduje
pewne odchylenie kierunku promieni od linji prostej, a czesciowo byé
moze jest tez nastepstwem tego, iz pélcien w bliskosei stozka pelnego
cienia jest juz tak gesty, ze powoduje dostrzegalne zmniejszenie jas-
nosei cial, ktére tam sie znajduja. W kazdym razie jest to powodem,
ze brzeg cienia jest tak malo wyrazisty.

Obserwucje pozwalajg okresli¢c empiryczng poprawke promienia
cienia. Wedlug Hartmanna wynosi ona 29 wartosci teoretycznej. Na-
lezy wige jako podstawe dalszych obliczen przyjmowaé

' = 1.01834 — (7-67228) cosec =,

i = u' — 000128 sin =, (230)
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23. Kierunek i predkos¢ ruchu osi stozka cienia ziemskiego.
Najmniejsza odlegto$¢ osi stozka od Srodka Kslezyca i czas tej
najmniejszej odlegtosci. Srodek kola cienia w plaszezyznie (£, 1)
ma te same spélrzedne co Srodek Ziemi Iub Slonca, a wiec réwnanie
tego kota jest

(& — 8 (g — )P = (231)

Poczatek lub koniec zaémienia zachodzi w tych punktach, kto-
rych spolrzedne spelniajg réwnanie tego kola. Gdy w pewnej chwili
srodek kola cienia znajduje si¢ w O (rys. 22), a punkt A ma spol-

()

Rys. 22.

rzgdne (¢, 1), to gdy AO=p, a kat, jaki tworzy kierunek AO z osig
7, jest P, to jest

g —E&=p.sin P,

o —1n=p.co8P.

Gdy punkt A ma przypada¢ na obwodzie kola cienia, to musi
byé p=u'. Oznaczmy w tym przypadku kat P przez P,, to zacho-
dzg réwnania

g ~—¢&=u sin P,
1 — 1 = U cos P, (282)

W praktyce chodzi przedewszystkiem o te punkty tarczy Ksie-
Zyca, w ktoryeh zachodzi zetknigeie powierzehni Ksiezyeca z kotem cie-
nia. Gdy A jest takim punktem, to przypada on na prostej KO. Gdy
wige w tym przypadku oznaczymy <[ v KO =(q) AO =P, to jest,
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zaleZznie od tego czy A i O znajdujg si¢ po tej samej stronie wzglg-
dem K czy po przeciwnej
E=+rg.sinpP,
n="1rg.cospP,
a wiec
¢, = @' +rg)sin P,
g ' (233)
= ('t rg) cosP,.
Oznaczmy ogélnie KO =gq, < v KO=Q, to spélrzedne srodka
kota cienia sg
&1 e q Sin Q!
=g cosQ.

Niechaj jeszcze bedzie punkt O° polozeniem $rodka cienia w ja-
kiejs epoce poczatkowej £,°, wiec gdy polozenie O przypada w epoce
t,, to O°0 jest drogg osi cienia w czasie f, —£,°=1. Jezeli przez
n oznaczymy droge, ktéra o$ cienin przebywa w ciggu gedziny i <
wyrazimy w godzinach, a dalej przez N oznaczymy kat, jaki tworzy
kierunek ruchu O°O z dodatnim kierunkiem osi v, to

vy = nsin N,

Uy == 1 €08 N (234)
sg odpowiednio rzutami drogi # na osi & i .
Gdy &° 1 7,°® sg spolrzednemi punktu O to jest
" .
e @)
albo tez, gdy jest KO’ = ¢,, < 7 KO®= Q,, mozemy pisa¢
g sin Q=gq,sin Q,-+tnsin N 236)

g cos Q =g, cos Q, +1ncos V.

Z tych réwnan mozna dla kazdego £, =1¢,°-} t obliczyt ¢ i Q,
gdy znene sa wartosei g,, Q,, n i N.

Mozna wszakze uwazaé tez ¢ za niewiadomg; w takim razie
réwnania (236) okreslaja takze jedng z niewiadomych ¢ lub Q, gdy
druga z nich jest dana. Pomndézmy w tym celu pierwsze z réwnan
(236) przez cos N, drugie przez — sin N, i dodajmy, to otrzymamy

g sin (@ — N) = g, sin (Q, — N). (237)



ZACMIENIA KSIEZYCA 101
Gdy za$ pierwsze z réwnan (236) pomnozymy przez sin N, dru-

gie przez cos N, 1 dodamy, to otrzymamy
gcos (Q—N)=g¢q, cos (Q,—N)+r.n. {238)

Jezeli ¢ jest niewiadoms, to warto$¢ jej otrzymujemy ze wzoru
(237), mianowicie
sin (O, — V)

=90 | 5n(Q =N) (239)
a po podstawieniu w réwnaniach (238), takie T ze wzoru
o= — Jou SO Qo). (240)

n sm(Q—=N)’

Wzory (239) i (240) wskazuja, e dana wartos¢ Q zachodzi tylko
raz jeden w okreslonym czasie £, —¢,°-}-© 1 w okreslonej odlegosci
KO =g¢.

Jezeli zas niewiadomemi sg Q i rt, a odleglos¢ ¢ jest dang, to
otrzymujemy nastgpujgce dwa wzory, okreslajace Q i t:

sin (Q — N) :%Osin (Qy—N)
(241)
v el A4 cos
L_—ncos(QO N)—I—FCOa(Q—N).

Z pierwszego z tych rownan wyplywaja dia danego ¢ dwie war-
0

tosei na Q, o ile (‘]] -sin (Q,— MN)| < 1. Dana wiec odleglosé zacho-
dzi w ogétnosci dwa razy i dla tych dwéch wartodei Q z drugiego
z rownan (241) wyplywajg dwie wartosci na t, mniejsza dla maleja-
eych wartosel ¢, wigksza dla wzrastajgcych.

Jedynie gdy cos (Q, — /N) =0, otrzymuje si¢ jedng warto$¢ na
Q it. Wtedy jest O — N=+90° a wige Q= N-+90° przyczem znak
zalezy od znaku sin (Q,— ), oraz g=gq, sin (Q,— N). Oznaczmy
w tym przypadku g=rv, to 1 jest oczywiscie najmuiejszg odlegloscia
osi cienia od srodka Ksigzyca; gdy jeszeze warto$é t, odpowiadajges
tej odleglosei, oznaczymy przez t,, to jest

T =4, sin (Qo o N)

= — T 005 (Q,— ). il
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Gdy wiec 1. oznacza czas greenwichski tej najmniejszej odleglosci, to

p=1t,"— 7% cos (Q,— N). (243)

Azeby ze wzoréw (241) i (242) wyznaczy¢ niewiadome, obiera-

my za £,° jaka$ epoke, bliska geocentrycznej opozyeji, 1 dla tej epoki

obliczamy §&,° i 1,° wedlug wzoréw (220), poczem wartosci ¢, i Q,
wyplywaja ze wzordw

§° = gy sin Qy, 044

1,% = g, €08 Q,. 140

Celem otrzymania n i N obliczamy wartosei spolrzednych &, i 7,
dla szeregu epok w odstepach godzinnych, nastepnie zas znajdujemy
Vg 1 vy, stosujge wzor (142); wreszcie obliczamy wedlug wzoru (234)
odpowiednie wartosei 7 1 N.

Poniewaz n i N zmieniajg si¢ bardzo powoli, wiec rdwnania (241)
mozna rozwigza¢ przez przybliZenia, przyjmujac w pierwszem przy-
blizeniu wartosci 7 1 N dla epoki £,°. Otrzymamy w ten sposob przy-
blizone wartosci Q, 1 t;, poczem z tabelki wartosei 71 N znajdujemy
przez intepolacje ich wartosci dla epoki £,(D=¢,{-z,; stosujgc te
wartosei, obliczamy drugie przyblizone wartosei Q, i 1,. Oczywiscie
dla kazdej z dwoch wartosei 1, nalezy wykonaé rachunek drugiego
przyblizenia oddzielnie z odpowiedniemi wartosei 7 1 V.

Réwniez =,, wedlug wzoru (242) oblicza sie najpierw z wartos-
ciami 7z i N, waznemi dla epoki £,° otrzymawszy za§ w pierwszem
przyblizeniu wartosé 1,1, znajdujemy dla tej epoki n i N oraz 1,\%.
Wartosei Qy t, 1 t,® sg zazwyczaj dostatecznie dokladne. We wzorze
na § nalezy oczywiscie uzy¢ wartosel N, odpowiadajgcej epoce .

Nie bytby zreszts dotkliwy bigd, ktérybysmy popelnili, przyj-
mujac, ze n 1 N maja wartos¢ stalg dla calego czasu zacémienia, odpo-
wiadajaca np. $rodkowi zaémienia, t.j. epoce p., ktdérg zatem przede-
wszystkiemn wypadnie okreslié.

24, Kryterja, okre$lajace mozliwo$C zajScia zacmienia Ksie-
zyca oraz rodzaj zaCmienia. Gdy kolo cienia 1 tarcza Ksigiyca
stykajg si¢ zewnetrznie, jest KO=u'+-rg, gdy za$ stykajg sie ze-
wnetrznie, jest KO—= ' —rg. Azeby wige zaémienie Ksigzyca bylo
mozliwe, muszg Srodki tych kot bardziej zblizyé sie do siebie, ani-
zeli w czasie zewnetrznego kontaktu, musi wiee byé v <o’ +rg.
Gdy zaémienie jest calkowite, cala tarcza Ksiezyca znajduje sie we-
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wngtrz kola cienia, poezatkiem wige zaémienia calkowitego jest chwila
kontaktu wewnetrznego. Warunek zatem, aby zaémienie catkowite
bylo mozliwe, jest v < w—rg. Gdy wiec

l. yv<u —rg, zachodzi calkowite za¢mienie KsigZyca,

2. 0 — rg <T<Wrg, to zachodzi tylko czgsciowe zaémie-
nie Ksiezyca.

Gdy 7=0, co zreszty zdarzyé¢ sie moze tylko w przyblizenin,
to zaémienie calkowite jest zaémieniem centralnem, gdyz sSrodki ecienia
i tarezy Ksiezyca nakrywajg sie wzajemnie.

Wartosé u’ jest zmienna gléwnie w zaleznoscei od paralaksy
Ksigzyca, Krancowe wartosei sg dla krancowych wartosei, paralaksy
52" 1 62" odpowiednio 0.7075 i 0.7576. Wartosei &'~} rg zawarte wige
s w granicach od 0:9800 do 1-0301, a wartosei w'—rg W granicach
od 04350 do 0.4851. Nalezy wigc rozrdéznia¢ wypadki nastepujace:

1. %> 1.0301, zaémienie Ksiezyca niemozliwe;

2. 09800 <7< 1'0301, mozliwe czesciowe zaémienie Ksigzyca;

3. 0.4851 < v < 09800, zaémienie czeSciowe zachodzi napewno;

4. 04350 « 7 <« 0'4851, zaémienie calkowite mozliwe, czeSciowe
pewne;

5. 1<0.4350, calkowite za¢mienie Ksigzyca zachodzi z pewnoscia.

Wartos¢ 1 znajduje sie w Scistym zwiagzku z wartoscig geocen-
tryeznych spotrzednych Ksiezyca, ale nie zalezy od kierunku osi &iv.
Obierajac wiec uklad spélrzednych (£, 1) w ten sposob, jak w ustgpie 13
(str. 54), ale selenocentryczny, otrzymamy spélrzedne s$rodka kola
cienia § i 7, kladge we wzorach (220) A zamiast o i B zamiast 2.
W tyceh wzorach wystepuja geocentryczne wartosci spétrzednych sfe-
rycznych, jest zatem B3,=0, 1 wzory otrzymujg posta¢ nastepujgcs:

&, = pa €05 B, (A, - 180° — 1) sin 17,
17 P FS_{ 2 ,1’ 1) (245)
Ty = — Py By 8in 17,

Z pierwszego ze wzoréw (242) w zwigzku z wzorem (239) wy-
plywa, gdy przez N oznaczymy Xkat, ktéry tworzy kierunek ruchu
stozka z kierunkiem osi 7,

£,0 cos N— 7, sin N |- (246)

=
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Obierzmy za epoke £,° chwile geocentrycznej opozycji w diugosei
i niech bedzie wtedy 8, =—8,° oraz p, =p,°, to poniewaz %,° -} 180°=1,°,
wige jest

£°0=0
70 =—p," B, 8in 1"
oraz
7= ] po’ B, sin NV sin 17]. (247)

We wzorze powysszym nalezy jeszcze okreslié kgt N. Jak wie-

my jest tg N=——. Gdy przez A), A}, i AQ, oznaczymy zmiany na

di
godzing spolrzednych X, A, i B, w epoce £,° to z dostateczng do-
kladnoscig jest

Vg — p, c0s 3,° (Ah, — AX) sin 17,

Uy = — p, AB, sin 1 (248)
oraz
7 Al —AX
tp N g

At

Gdy jeszcze napiszemy N=90°—/,, okreslajagc kat i, wedlug
wzoru (153), to znajdujemy wreszcie z dostateczng dokladnoscig

eIy

T =py°B,0 cos i sinl" = % cos iy, (249)

iy

w czem przez =w,° oznaczono wartosé paralaksy Ksiezyca w epoce geo-
centrycznej opozycji.

Wzér (249) bylby co do postaci identyczny ze wzorem (155),
gdyby$Smy w wyrazeniach spélrzednych nie pomineli wyrazéw drugie-
go rzedu. Jednakze mozna w tym przypadku stosowaé ten mniej do-
kiadny wzér, poniewaz takze #' obliczylismy z mniejszg dokladno$eia,

nizeli ta, ktéra jest potrzebna w przypadku zaémien Slonca. Ze wzoru
(249) wyplywa
B =1m,"sech (250)

albo gdy na seciy przyjmiemy Srednig wartosé, jest tez
B,° = 10040 v =,°.

Warunkiem, aby zaémienie Ksiezyca zachodzilo, jest v < u'+rg,
a wiec tez
10040 (&' + 7 ) 7,0 > B,
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Podstawmy wartes¢ u’ wedlug wzoru (230), ktéry mozna tez
napisa¢ w postaci

u'=101834 —

969”.9
0

Ty

jest wiee, gdy wykonamy mnoZenie przez 1.0040,

LD

0.< (1:0224 + 0:2726) x,° — 167 2. (251)

Podstawiajgc krancowe wartosci na =,, znajdujemy, Ze wartosé
prawej strony zmienia si¢ w granicach od 51°.2 do 64'.1, o'dy znak
drugiego wyrazu jest dodatni, a w granicach od 22’.8 do 30'.3, gdy

znak ten jest ujemny. Wyplywajg stad nastepujgce kryterja:

1>>64".1, zaémienie Ksigzyca jest niemozliwe;

517,271 <<64'.1, czesciowe zaémienie Ksiezyca jest mozliwe,

30".3 <<y <51".2, czesciowe zaémienie KsieZyca jest pewne;

22" .8 <<7y<30'.3, mozliwe jest zaémienie calkowite, czescio-
we jest pewne,

s Q0 B0

5. 7<22".8, catkowite zaémienie Ksigzyca jest pewne.

Wreszeie odleglosé [ Ksigzyca od wezla obliczamy ze wzoru
sin/ = sin 8,°. cosec/. Dla najmniejszej wartosei nachylenia {=—=4°57"
otrzymuje si¢ najwieksze wartosei odleglosci /, odpowiadajace danemu
6,° a dla najwiekszej wartosei nachylenia i =>5°’, najmniejsze war-
tosei /. Kryterja, stad wyplywajace, sa nastepujace:

1. B,0>64""1, i=4°57", {>12°28+7, zatmienie niemozliwe
2. B >303, i=4°57, [=>5%51"*8, catkowite zaémienie nie-

mozliwe;
3. B,°2<51":2, i=>57", 1< 9°38 3, zaémienie czeSciowe pewne;
4. B°% <2208, i =57, 1< 4°15"8, calkowite zaémienie pewne.

Najwieksza z wartosci /, przy ktdérej za¢mienie Ksigzyca przestaje
by¢ mozliwe, wskazuje, ze luk czterokrotny, t. j. odpowiadajgey dwom
weziom oraz wartoSciom dodatnim i ujemnym, wynosi okolo 0-14
calego obwodu kola. Gdy te liczbe, podobnie jak w ustgpie 13, uwa-
za¢ bedziemy za miarg prawdopodobiefistwa, Ze w czasie danej peini
zajdzie zaémienie Ksigzyca, to poniewaz wynosi ona £ analogicznej
liczby, otrzymanej dla zaé¢mien Slonca (ust. 13), to wnosimy, ze iloSeci
za¢mien Ksigzyca 1 Slohca majg sig do siebie w przyblizeniu, jak 2:3.
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25. Czas i kat pozycyjny kontaktow. Srodek za¢mienia i naj-
wieksza faza. Gdy w réwnaniach (236) polozymy g—=u'trg, to
wyrazajg one warunek, Ze zachodzi zetkniecie sig tarczy Ksiezyca
z kolem cienia. Kat Q =1 KO, okreslajagcy kierunek prostej KO, na
ktorej znajduje sig punkt zetknigcia, oraz odstep czasu t, uplywajacy
od epoki £,° do momentu kontaktu, wyplywajg ze wzorow (241) po
podstawieniu w nich wy#ej podanej wartosei na ¢. Gdy w tych wzo-
rach podstawimy jeszcze wartodel wedlug wzoraw (242) i (238), to
otrzymuja one posta¢ nastepujaea:

?
-2

sin (Q —IV) — [I,’

I

r,&

i u'i"@ ) _
T=n—1£,"4 —n—‘— cos (Q—N) (252}
i widzimy, zZe tylko wtedy kat Q ma wartos¢ rzeczywista, a wige
kontakt w rzeczywistosci zajs¢ moze, gdy v < #'+rq, zgodnie z uwa-
gami poprzedniego ustepu.

Kazdej z dwoeh wartosei g odpowiadajg w ogdlnosci dwie war-
tosei Q i = Gdy &' —rg <1<’ -}-rg, zachodzy tylko dwa kontakty
zewnetrzne, zaémienie jest zatem czgsciowe; gdy < u' —rg < u' +
~+rg, zachodzg dwa kontakty zewnglizne i dwa wewngtrzne, zac-
mienie zatem jest calkowite. W specjalnym przypadku, gdy u'+rg =7,
zachodzi tylko jeden kontakt zewnetrzny, zaémienie trwa wogdle tylko
jeden moment; gdy za$ u' —rg =+, zachodzg dwa kontakly zewne-
trzne i tylko jeden wewnqtrznyj zatmienie calkowite trwa zatem tylko
jeden moment.

Wobec zmiennogei kata N i predkoscl # nalezaloby wartosel ¢
1 © ze wzoréw (252) wyznaczy¢ przez przyblizenia. Jednakze gdy za
epoke £,° przyjmiemy p, t. j. epoke srodka za¢mienia, i dla tej epoki
obliczymy n i N, to mozemy nie uwzglednia¢ zmian tych wielko$ei
w ciggu trwania zaémienia i przyjgé wprost

~r

. i
sin (Q— N)= ﬂTQ_’

u-rg
T = —;nq— cos (@ — N),

(253)

przyczem nalezy liczyé t od epoki p. Epokom -t odpowiadajg
w punktach ziemi, majgeych dlugesé geograficzng ), czasy miejscowe
l=prt—A
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Czas trwania zaémienia w godzinach jest T=2.|t|. Piszgc
2

znajdujemy

w
r—o¥ e
n

2
mmm—wWZ:ﬂV/W—wi%MM+ﬁi%m(%®

w czem znak gérny odnosi sig¢ do zaé¢mienia wogdle, a dolny do cal-
kowitosei.

Znaczenie kata Q wyplywa z rozwazan, podobnych do tych,
ktore w przypadku za¢mien Slonca podalismy w ustepie 21. Jest to
selenocentrycznie kat, ktory tworzy luk, poprowadzony przez srodek
tarezy Slonea i srodek Ziemi widzianej z KsieZyca jako tarczy, z ko-
fem godzinnem $rodka Stofica. W chwili selenocentrycznego zetknie-
cia sig tych tarcz jest to kat pozyeyjny punktu zetknigeia, liczony od
punktu péinocnego tarczy Stonca z péinocy przez wschéd na poludnie.
Geocentryeznie katowi Q réwna sie kat, jaki tworzy w srodku tarczy
Ksigzyca tuk, przechodzacy przez ten $rodek i srodek kola cienia z ko-
tem godzinnem Srodka Ksiezyea. Jest to wiec kat pozyeyjny srodka
kola cienia w $rodku tarczy Ksigzyca.

Ze wzoréow (203) widzimy, %e dla poezgtku zaémienia musi byé
cos (Q — N) < 0. Ze za$ ze wzoru na sin (Q — N) wyplywaja dwie
wartosct na (Q — N), z ktérych jedna ¢ przypada w pierwszej éwiartce,
druga za$ (180° — ¢) w drugiej; ta druga zatem odnosi si¢ do po-
czatku zaémienia, a pierwsza do konca. Oznaczmy przez Q; i Q, od-
powiednio wartosei Q, odnoszace sie¢ do poczatku i do konca zaémie-
nia, wige jest

Q=N — ¢ - 180°, :
Q=N+ il

Gdy g=7+, jest Q —N=90°% t©=0. Zachodzi wtedy $rodek
zaémienia wogéle, a gdy > u'—rg, zachodzi najwigksza faza za-
¢mienia. Szeroko$é czeSci zaémionej jest ¢ = u' +rg — v, a stosunek
tej czesei do Srednicy jest miarg wielkoSel fazy. Oznaczmy przez F
najwigksza faze, to jest

wArg—r

Poca € F (256)
2?’(\;{
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26. Obszar powierzchni Ziemi, na ktorym widzialne jest za-
¢mienie Ksiezyca. Poniewaz cze$é powierzchni Ksigzyca, zanurzona
w stozku cienia ziemskiego, podlega istotnemu zaémieniu w tem zna-
czeniu, ze promienie Slonca, ktére ja w normalnych warunkach oswie-
tiajg, wtedy do niej nie dochodzg, wigc zjawisko za¢mienia zachodzi
jednoczesnie dia wszystkich obserwatorow, ktorzy je widzieé¢ moga.
Réznig sie tylko czasy miejscowe dwdch obserwatorow, widzgeych
dang faze zaémienia jednoczesnie, o tylez o ile réznig sie dlugosei
geograficzne ich stanowisk. Z tego powodu obserwacje kontaktéw lub
przejsé brzegu cienia przez rézne punkty powierzehni Ksigzyca, np.
przez kratery, mogg byé¢ zuzytkowane do wyznaczenia dlugosci geo-
graficznej. Niestety z powodu niewielkiej doktadnosci, z jaka odpo-
wiednie momenty mogg byé¢ obserwowane, takze i okreslenia dlugosci
z takich obserwacyj sa malo dokladne.

Obszar widzialnosei zaémienia Ksigzyca na powierzchni Ziemi jest
to caly ten obszar, na ktorym Ksiezyc w czasie zaémienia znajduje
si¢ nad horyzontem. Granice tego obszaru latwo wyznaczyc.

Rys. 23.

Oznaczmy przez o'y, o', p,” geocentryczne spélrzedne réwnikowe
i geocentryczng odleglosé srodka Ksiezyca w chwili poezatku zacmie-
nia, a przez o, 3, i p,” spolrzedne i odleglosé Ksigzyca w chwili
kohca za¢mienia. Gdy na rys. 23 punkt C jest $rodkiem Ziemi, ktérg
uwazamy za kule o promieniu R =0-99837 (p. ust. 22), a punkt K
oznacza Srodek Ksiezyea, to stozek ktérego wierzcholkiem jesl punkt
K, styczny do powierzchni Ziemi, okresla na niej kolo stycznosei
Hy HH,, ktorego plaszezyzna jest prostopadla do osi stozka KC. W kaz-
dym punkcie tego kola, np. w H, promien Ziemi CH jest prostopadly
do kierunku HK, w ktérym obserwator widzi $rodek Ksiezyca. Gdyby
nie bylo refrakeji, to kolo HiHH, byloby miejscem wszystkich tych
punktéw na powierzchni Ziemi, w ktérych srodek Ksiezyca K widzialny
jest na horyzoncie, a wigc wschodzi lub zachodzi.



ZACMIENIA KSIEZYCA 10%

Oznaczmy CGK = p, to z trojkata CHK wynika CH =p sin CGKH.
7 drugiej strony, gdy przez = oznaczymy paralaksg rownikows po-
ziomg KsieZyea, to p sinw==1. Jest zatem sin CKH = CH.sin =,
albo tez z dostateczng dokladnoscig

<L CKH=0-99837 . = = =,. (257)

Poniewaz =, tylko o kilka sekund rézni si¢ od =, a niema po-
trzeby okreslaé spolrzednych geograficznych punktéw kota H,HH.
z dokladnoscig wiekszg, jak mna 1°, wige mozna zawsze przyjac
= GKH = =.

Oznaczmy przez A punkt, w ktérym prosta CK przecina po-
wierzchnie Ziemi, to widzimy, Ze jest ¥ HCK = < HCA = 90° — =.

W punkcie A, na ktérego pionie znajduje sie Srodek Ksiezyeca,
jest on widoezny w zenicie; na kole, zakreslonem z punkta A lukiem
AH =90° — =, widoczny jest srodek KsigZyca na horyzoncie, i kolo
to jest zatem granicg obszaru AH,HH,, na kitérym Ksiezyc jest
widoezny nad poziomem.

7 powodu refrakeji jednakze na kole H, HH, Ksigzyc jest juz
wzniesiony nad horyzont na wysokosé R, =36"; pozornie zatem
§rodek Ksiezyca wschodzi 1 zachodzi na kole H'|H'H’,, réwnoleglem
do kola H, HH, i1 odleglem od niego na R,. Luk zatem okreslajgey
obszar widzialnosei $rodka Ksiezyca, jest AH =90°- R, — =.

Gdy chodzi o obraz widzialnoSei zaémienia, to granica tego obszaru
sa punkty, w ktoryeh punkty kontaktu widoezne sg na horyzoncie,

Gdy @, i 8, oznaczaja spolrzedne srodka Ksigzyca (rye. 24),
p@ wielkosé katowa promienia jego tarezy, a 218 spdlrzedne punktu
tarczy, ktorego kat pozyeyjuy, liczony od punktu péinoenego tarczy
przez wschdd na poludunie jest Q, wawezas, jak wyplywa z rys. 24, jest

a stad
o=oay,—pg sin  secd .
0 P@ Q 0y (258)
0 =20, +pg cos 0.
Niechaj bedzie ¢, czas gwiazdowy greenwichski pierwszego kon-
taktu i o/, ¢" spoirzedne réwnikowe punktu pierwszego kontaktu na
tarczy Ksigzyeca. Jezeli przez o' i ) oznaczymy spolrzedne geogra-
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ficzne punktu A, ktory w czasie ©', widzi punkt kontaktu w zenicie,
a przez O lokalny czas gwiazdowy, to jest oczywiscie
o' =28

W= @'y -— (:‘)' et @'y —_— a'.

/|
/

o~

(259)

P

Rys. 24.

Wezmy pod uwage trojkat PAH (rys. 25), w ktérym punkt P jest
pélnoenym biegunem ziemskim, A punktem Ziemi, w ktérym pierwszy

Rys. 25.

kontakt jest widoczny w zenicie, a H jednym z punktéw, w ktérym
kontakt widoczny jest na horyzoncie. Niechaj bedg ¢ i A spéirzedne
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geograficzne tego punktu., Poniewaz PA=90°—¢’, AH=90+}R,—r,
PH=90°—09, <« APH=2X—V, wige znajdujemy

sin (m — R,)) = sin ¢’ sin © - cos ¢’ cos ¢ cos (A — 1), (260)
albo, gdy podstawimy wartosci wedlug wzoréw (258) i (259), takze
sin (= — R,) = sin ¢ sin (&'y + pg cos Q) -

—+-cos g eos (3'y4-pg cos Q) cos[0;+-p g sin Osec 'y —h—ao',].
Z tego wzoru dla danego A mozna obliczy¢ ¢. Kladziemy w tym celu

sin (8, +pg cosQ)=gsin G

261
cos (¢'y - pg cos O) cos (8, +pg sin Qsecd’, —a'y — 1) =g cos G, e

poczem rownanie (260) otrzymuje postaé nastepujges:

sin (x — Ry) =gsin (G4 1). (262)
Wyplywa stad
. sin (z — R,)
sin (G- X) = S 2. (263)

Z dwoéceh wartoSei o, ktére z tego wzoru wyplywajg, ta tylko jest
rozwigzaniem zadania, ktérej wartoéé bezwzglegna jest mniejsza niz 90°.

Przyjmujac na A szereg wartosei, otrzymujemy odpowiedni szereg
warto$ei ¢; kazda para wartoscei ¢ 1 A okresla na powierzchni Ziemi
punkt, w ktérym pierwszy kontakt widoczny jest na horyzoncie,
a wszystkie te punkty razem wzigte okreslaja kolo graniczne tego
obszaru, na ktérym pierwszy kontakt moze byé obserwowany. Posréd
tych punktéw ualeZy rozr6ini¢ te, w ktérych w czasie pierwszego
kontaktu Ksiezye wschodzi, od tych, w ktérych w tej samej chwili
Ksiezyce zachodzi, gdzie zatem dalsze fazy zaémienia nie sgq widoczne.

Rozstrzyga o tem wartos¢ kata godzinnego Ksiezyca, ktora jest
ujemna w czasie wschodu, dodatnia za$ w czasie zachodu. Oznaczajgc
kat godzinny Ksigzyca w czasie pierwszego kontaktu przez ¢/, cbliczamy
'=0", —o —k Wschod jest w tych punktach, gdzie #/ <0, zachod
za$ tam, gdzie £ > 0. Gdy ¢ =0, zachodzi tylko jeden kontakt na
horyzoncie w chwili gérowania.

Podobnie postegpujemy dla ostatniego kontaktu i znajdujemy na
ziemi kolo, w ktérego punktach punkt ostatniego kontaktu widoczny
jest na horyzoncie. Cze$é wspélna obszaréw, ograniczonych przez kofa,
na ktérych pierwszy wzgl. ostatni kontakt widoczne sg na horyzoncie,
jest to obszar, na ktérym w czasie calego zaémienia ksigzyc znajduje
sig nad horyzontem, na obszarze za$, poloZonym nazewngirz czesel
wspolnej, Ksigzye wschodzi albo tez zachodzi czeSciowo zaémiony.
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PRZEJSCIA PLANET DOLNYCH PRZEZ TARCZE
SLONECZNA.

27. Epoki, w ktérych moga zachodzi¢ przejScia. Kierunek
osi cienia. Stozki cienia pelnego i polcienia. Réwnanie kota cie-
nia. Przebieg zjawiska i uwagi, dotyczace jego obliczenia. Gdy
w danym punkcie powierzchni Ziemi widoczna jest w pewnej chwili
jedna z planet dolnych, t. j. Merkury lub Wenus, jako rzut na tarcze
Slonca, to oczywiscie kierunek, w ktérym obserwator widzi planete,
moze tworzyé tylko niewielki kat z kierunkiem prostej, 1gczacej $ro-
dek Ziemi ze Srodkiem Slonca. Ta ostatnia prosta przypada w plasz-
czyZnie ekliptyki, szerokos¢ wige planety w czasie jej przejscia jest
niewielka,

Planeta znajduje sie na ekliptyce, gdy przechodzi przez jeden
ze swoich wezléw, a zatem tylko wtedy moze ona przechodzi¢ przez
tarcze sloneczng, gdy znajduje sie w bliskosei wezla.

Dlugosé weziow Merkurego wynosily w r. 1921: 7§ = 227° 24’
i §) =47°24', a dlugodci weztéw Wenery (§=225°59"1 ©» = 7555,
Przez wezly drogi Merkurego slonce przechodzi w dniach 7 maja ((5)
i 9 listopada (Q), a przez wezly drogi Wenery w dniach 6 czerwca
(5) 1 7 grudnia ({i). Przejscia Merkurego przez tarcze Slonca moga
zatem zachodzié tylko w dniach 7 maja 1 9 listopada, a przejscia
Wenery okolo 6 czerwea i 7 grudnia, gdy w tych dniach planety te
znajdujg sie w poblizu swych wezlow.

Jest rzeczg oczywistg, Ze zjawiska te, skoro raz zaj$¢ moga,
powtarzajg si¢ perjodycznie w stalych odstepach czasu. Tak wige dla
Merkurego kazdemu jego przejsciu przez tarcze sloneczng odpowiada
przejscie nastepne po 46 latach, dla Wenery danemu przej$ciu odpo-
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wiada przejScie po 243 latach. W okresie 46-letnim Merkurego przy-
pada 6 przejs¢ w odstepach, wynoszaeyeh 13, 7, 95, 35, 95, 35
lat, w okresie 243-letnim Wenery zachodzg 4 przejscia w odstepach,
wynoszgeych 8, 121-5, 8, 105°5 lat.

W okresie od 1894 do 1940 przypadajg nastepujace przejscia
Merkurego:

1 listopada 1894, 2 listopada 1907, 3 listopada 1914, 4 maja
1924, 5 listopada 1927, 6 maja 1937, 1 listopada 1940 i t. d. 1 wi-
dzimy, ze na dwa przejscia przy wezle zstepujacym przypadajg w kaz-
dym okresie 46-letnim cztery przejscia przy wezle wstepujgeym.

W okresie od 1872 do 2117 przypadaja nastgpujgce przejscia
Wenery:

1 grudnia 1874, 2 grudnia 1882, 3 czerwca 2004, 4 czerwca
2012, 10 grudnia 2117 i t. d.

Tu liczba przej$é przy obu wezlach jest jednakowa.

Zjawisko przejsé jest zjawiskiem zupelnie podobnem do zaémie-
nia Sloneca; badanie wige jego przebiegu w ogdélnosci wykonywa sie
tez w sposéb podobny.

Opierajac si¢ na ogoélnej teorji zaémien, wylozonej w ustgpach
51 6, obieramy uktad spétrzednych prostokatnych, okreslony tak samo,
jak w ustepie 5, oraz uklad cieniowy, ktérego o { jest réwnolegla
do prostej, laczacej $rodek Slonca ze $rodkiem planety dolnej, t. j. do
jej promienia wodzacego. Kierunek osi cienia okreslony jest przez
spolrzedne a, d punktu, w ktérym promien wodzacy planety, prze-
cina sklepienie niebieskie; sg to oczywiscie spélrzedne srodka Slonca,
widziane ze Srodka planety.

Oznaczmy przez «, i o, geocentryczne spolrzedne srodka Sltonea,
przez =, 1 &, takiez spoirzedne Srodka planety, wreszcie przez =, i =,
odpowiednio paralakse Slonca i planety, to do okreslenia a i d stuzg
sin x,
sin «,

wzory (70) i (76). Kladac w tych wzorach ==u, olrzymujemy

— 1. oS 0, sin (ty, — “1)

fgla—ou)= ¢08 §; — 1.€0S B, €08 (7, —a,)’
(264)
oy — pesin (8, — 7))
tg(d—o)= 1 — 1 cos (3, — 3))

Odleglosé planet dolnych w czasie przejsé przez tarcze Slonca
rowna si¢ w przybliZeniu rdéznicy pomigdzy promieniem wodzgceym

Tearja zaé¢mien. — 8.
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Ziemi a promieniem wodzgeym planety; wynosi ona $rednio dla Mer-
kurego 0-61, a dla Wenery 0-28, oddalajac sie od tych srednich war-
tosci tylko nieznacznie. WartoScl powyzsze sg jednoczesnie sredniemi
wartosciami stosunku p, gdyz $rednig odlegloscia Ziemi od Slonca jest
jednostka planetarna.

Wobec tego, e p. w przypadku pokry¢é ma zawsze wartosé
znaczng, nalezy do wyznaczenia a i d stosowaé wzory Scisle (264)
lub tez wobec tego, Ze réznice (o, — o) 1 (3, — 9,) sa zawsze nie-
wielkie, nastepujgce wzory przyblizone;

a—o, = (2, —o,) ———2
=) gt —
cos 3, (265)
( ) &
0—0& = (6, — ©
1 1 2
-

Odlegloscig A w przypadku przej$¢ przez tarcze Slotnea jest pro-
mien wodzgcy planety, ktéry oznaczaé bedziemy przez R,; wartosé
jego, jako dajaca sie dla kazdej chwili obliczy¢ i podawang posréd
elementow przejicia uwazamy za wielko$é znang. Gdy promien wo-
dzgey Ziemi oznaczymy przez R;, to jest p, =R, i z dostateczna do-
kladnoscig p, = R, — ..

Spolrzedne cieniowe punktu przeciecia sie osi stozka cienia
z plaszezyzng (5v) wyplywajg ze wzoréw (51) po podstawieniu w nich
zamiast o, 5 i p wartosci tych spélrzednyeh dla Slonea i planety prze-
chodzgcej przez tarcze Slonca. Jest wige, gdy nwzglednimy, Ze (2, —q)
i (6; — d) sg matemi kgtami,

£, =p, €0s O, sin (2, — @) =+ — 2 cos 9
2LVl 1 1 R 7, 1 (266)
a . ) g, —d
1y == p, |sin &; eos d — cos 8, sin d cos (0, — Q)] = ——— -
~1
Précz tego jest dla srodka planety
l, =0, [sin ¢, sin d - cos 4, cos d cos (2, — a)| = 0,. (267)

Kat tworzacy stozkow cienia, rzucanych przez planete wyplywa
ze wzoru (b5) po odpowiednich podstawieniach. Jest
ry 1o

sin f= T Tk (268)
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gdzie r, oznacza promieni Slonca, r, promien planety, przyczem znak
dodatni odnosi sie¢ do stozka péleienia, ujemny za$ do stozka pelnego
cienia. Oznaczmy jeszcze przez a Srednia odleglosé planety od Slonca,

. R,
to piszac R, =a - —di oraz

sin 7, =12 f &, (269)
mamy z wystarczajgca dokladnoscig
a
f=r- g (270)

Celem otrzymania wartosci liczbowyeh, przyjmujemy dla Mer-
kurego
r, = 0+ 380 promienia réwnika ziemskiego,
a = 0-38710 jednostki planetarnej,
a dla Wenery

r,==0-998 promienia réwnika ziemskiego,
a = 0°72333 jednostki planetarne;j.

Otrzymujemy dla Merkurego

logsinf,'=8-08138 ,  f,=  2487".9. %,
(7))
log sin f,° = 8 * 07835, f,=— 2470".6 - 7‘%,
a dla Wenery
log sin £, =7-81230 , P (o e
R 42}
log sin f," = 7-80435n,  f,=— 1314".5 - 7‘%-
1
7, 0 :
Poniewaz R, =R, —p, =R, (1 —p) =" (1 —p), wiec we
Aul
wzorach (271) i (272) mozna tez pisac
o " ,_2, e S (273)
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Majae f, znajdujemy odlegloser wierzchotkow stozkow cienia od
piaszezyzny (%, 1) ze wzoru (60), mianowicie

Ty
sin

=01 (274)

oraz promieft przekroju stozkow plaszezyzna (i,7) i plaszezyzng do
niej rownolegla w odleglosei

u=2_tgf,
1 (275)
n=u —Ltgf.

Wartosei 7, réznig si¢ niewiele od p, 1 sa dodatnie dla obu
stozkow; wynika stad, ze Ziemia znale$¢ si¢ moze tylko wewnatrz
stozk6w polcienia oraz wewnatrz przedluzenia stozka pelnego cienia.
W pierwszym przypadku planeta czeSciowo widoczna jest na tle tar-
czy Stonea, w drugim przypadku widoezna jest w calosei jako rzut
na tarczy Slonca.

Oznaczmy przez x, y, z spolrzedne jakiege$ punktu na po-
wierzchni Ziemi, to ogdlnie warunkiem kontaktu jest rownanie

(G —xX) 4y —yyr=W—ztgf)>

Jest rzeczq oczywista, ze wszelkie szozegOly przebiegu zjawiska
przejsé wyplywaja z obliczen zupelnie podobnych do tych, ktdre sto-
sowalismy w przypadku zaémien Slonca, Wobec znacznych wartosct
i’ 1 znaczne] drogi, jakg Ziemia przebiega wewngtrz stozkow cienia
planet dolnych, nie moze byé¢ naturalnie mowy w przypadku przejsé
o jakich$s krzywych granicznych w znaczeniu tem, jak w przypadku
zaémien Slonca. O ile tylko Ziemia wewngtrz stozka cienia znalesé-
sig moze, to oczywiscie warunkiem dodatkowym widzialnosci zjawiska
przejscia jest przedewszystkiem ten, aby Slofice w tym czasie znaj--
dowalo sie nad horyzontem miejsca spostrzeZen.
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ZAKRYCIA GWIAZD PRZEZ KSIEZYC LUB PLANETY.

28. Zjawisko zakry¢ gwiazd. Spscjalizacja ogolnej teoriji
za¢mien w przypadku zakry¢. Walec cienia. SpOirzedne punktow,
lezacych na powierzchni walca cienia. Zakrycie gwiazdy przez Ksig-
zyc lub planete zachodzi wiedy, gdy jaki§ punkt tarczy Ksiezyca lub
planety znajduje si¢ na promieniu widzenia gwiazdy. W celu zbada-
nia przebiegu zjawiska zakrycia mozemy zastosowaé zasady ogélnej
teorji za¢mien, uwazajgc gwiazde za zrédlo Swiatla,

Gdy cialem zakrywajacem, a wiec rzucajacem cien, jest Ksiezye,
osia ¢ ukladu cieniowego jest prosta, przechodzgca przez srodek Ziemi
i réwnolegla do prostej, przechodzgcej przez gwiazde i Srodek Ksie-
zyca. Kierunek tej osi okreslony jest przez spélrzedne réwnikowe
tego punktu nieba, w ktérym widzialby gwiazdg obserwator, znajdu-
jacy sie w Srodku Ksigzyca; sg one aid. Poniewaz paralaksa dzienna
gwiazdy jest znikoma, wiec takze p. =0, a zatem mozna przyjac, ze

p, = o, a wiec takze A =p, —p,= oo; ze wzoréw za$ (80) wynika
Qa = 9,
d Tt 01.

Spélrzedne cieniowe srodka Ksiezyca wyplywajg ze wzoréw (51)
po uproszczeniu z tego powodu, Ze réznice (2, — @) i (3, —3;) 83
male, mianowicie

(8, —g,) sin 1” (276)
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Spotrzedne &, i 1, sg zarazem spélrzednemi punktn, w ktérym
of cienia przecina si¢ z plaszezyzng (5, 7). Spolrzedne za$§ cieniowe
punktu na powierzchni Ziemi majg wartosci |p. wzory (85)] nastepujgce:

X=co0s 9, sin (6 —a,),
y=(1— a)sinyg, cosd, —cosyp, sinz, cos (0 —ua,), (277)
z2=(1—2) sin o, sin 4, - cos g, cos g, cos (0 — =),

Poniewaz przyjmujemy A=, to ze wzoru (55) wynika f, =
=f,=0. Znaczy to, ze w przypadku zakry¢ gwiazd stozek cienia
przechodzi w walec cienia styczny do powierzchni ciala, rzucajacego
cien. Promien kola cienia réwna sie oezywiscie promieniowi zasla-
wiajgeej kuli, co wyplywa tez ze wzoru (62); jest mianowicie

W=, tg fa see f,
u=u—>tgf.

Gdy tu potozymy f=0 oraz a=r,, to wynika &' = u =r,. Gdy cia-
fem zakrywajacem jest KsigZye, to jest, jak to widzielismy wyzZej,
ry, ==0'2725.

Gwiazda jest zakryta przez Ksigzye wtedy, gdy punkt obserwaeji
znajduje sig wewngtrz walca cienia, a poczatek lub koniec zakrycia
zachodzi wtedy, gdy miejsce spostrzezen znajduje sie na powierzchni
walca cienia czyli na obwodzie kola cienia w plaszezyznie [=z.
Rownanie warunkowe poczgtke i konca zakryecia gwiazdy przez Ksie-
zye jest zatem

(& — x)? 4 (my — ¥)r =157, (278)

ktore zastgpi¢ mozna przez dwa nastepujace

(279)

Tu P oznacza, podobnie jak w ustegpie 10, kat, ktérego wierzcholkiem
jest miejsce spostrzezen, a ramionami dodatni kierunek osi v oraz pro-
mien kola cienia, przechodzacy przez miejsce spostrzezen.

Poniewaz spélrzedne Srodka kola moga by¢ zapomoca wzorow
(276) obliczone dla dowolnej epoki, np. dla czasu gwiazdowego green-
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wichskiego ©,, mozna wige z réwnan (279) dla kazdej wartosci P
znale$¢ pare wartoSei spofrzednych prostokatnych

j

g, — Fyo8in P,

(280)

I

X ==&,
y=rm, — rycos P,
Celem znalezienia spélrzednych ¢ i X tego miejsca sposirzezen,
do ktérego naleizg spélrzedne x i y, postepujemy w sposéb podobny,
jak w ustgpie 10. Poniewaz x i y sg znane, mozZemy wigc okreslié
katy < i ¥ ze wzoréw
simnme sy — X

(281)

sin s cosy = y.

Gdy wiec polozymy x* - y2 - 22 = 1, to wynika 2 = cos = oraz
zgodnie ze wzorem (107")

28=2"—20 (ycosd, |+ Zsing)? (282)
lub tez po podstawieniu wartoSci wedlug wzoréw (281)

z2=cos?z [| — 20 (tge cos ¥ cos 4, 4 sin ;)2 (283)

Oznaczmy jeszcze
tgzcosy=tge

g SR R (284)
to otrzymujemy ostatecznie
Z = €08 £ COS 21, (285)

Dalej oblieczamy ¢ 1 G ze wzoréw

z=c¢ sin (C -}~ ¢1),

(286)
y=ccos(C-Laq)
oraz o 1 (0 — o) ze wzoréw
cos ¢, sin (0 — a,)=x (287)

€os ¢ c0s (0 — 2,y = csin C.

Znajac (® — =), otrzymujemy tez ® oraz 1.=0,— 0,
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29. Przebieg zakrycia dla catej Ziemi. Niektore Kkryterja
mozliwoS$ci zakrycia. Ruch Ksiezyca i obrot Ziemi dokola osi powo-
duje przesuwanie sig walea cienia w stosunku do punktow powierz-
chni Ziemi. Przebieg zjawiska dla calej Ziemi mozna zbadaé¢ w spo-
s6b podobny, jak przebieg zaémienia Slonica. Zagadnienie to jednakze
w przypadku zakrycia jest znacznie uproszczone przez to, Ze promien
kola cienia jest niezmienny 1 Ze poloZenie osi cienia zmienia sig tylko
wskutek ruchu Ksiezyca.

Niechaj hedzie 7,° czas sredni gléwnego poludnika w epoce bli-
skiej geocentrycznego polgczenia Ksigzyca z gwiazda we wznoszeniu
prostem, np. najblizsza pelna godzina, poprzedzajaca to polgczenie,
i niech bedg w tym czasie ,° 1 ¢,° geocentryczne spélrzedne rowni-
kowe Ksigzyca, a p,° = cosec ©,° jego odleglos¢, to spéirzedne prosto-
katne srodka cienia zgodnie z wzorami (276) sa w tej epoce

® cos 0,0 (o," — o) sin 17,

&
e9

(288)

d=0p,
< : =
T® == p,° (8% — gy) sin 17

Predkos¢ zmian spolrzednych mozna obliczy¢ w sposob podobny,
jak to wyjasniono w ustepie 12, albo tez prosciej uzyska¢ wprost
przez rozniczkowanie wzoréw (276). Jest mianowicie

ar N d 8 = ~ d 6" x "
£, ==, [cos 8y 'B}Q — sin o, (o, — o) dtk] sin 17 -+
g S
—{——a%f ¢0s 0, (o, — a,;) sin 17, (289)

dp,

s o s o o 177 ¥ 3 i e I
My =pa— gy sin + 7 (6,—a,) sinl”,

a zatem w chwili geocentrycznego polaczenia, gdy o,=—o, i gdy

Lot (ivpz 0

przyjmiemy e ;
gt &i da'z - rr
Sy =="5 0080 757 <11 (U

Gy .

! 2 11
Ny=p, —= sin 1
e dt



ZAKRYCIA GWIAZD PRZEZ KSIEZYC LUB PLANETY 121

Przyjmujge za jednostke czasu godzine $rednig i oznaczajac przez
Ao, i Ac, zmiany spélrzednych o, 1 4, na godzine, znajdujemy dla
ep()ki ‘q.’lo

(290)

Tu wskaznik o oznacza, ze wszystkie wystgpujace we wzorach
wielko$ci odnoszg sig do czasu +v,°. WartoSei &’ i v, zmieniaja sig
w ciggu trwania zjawiska na Ziemi bardzo malo i mozZna je przyjacé
za niezmienne, t. j. polozyé &' = (§,), 1 1y = (15")o-

Przy tem zalozeniu w jakiej$ epoce 1, =1, 1, gdy © wyrazone
jest w godzinach $rednich, spéirzedne cieniowe $rodka cienia sg:

Sl ) ol
‘-Jg—i;g +T‘»E’ (29‘)

Gdy okreslimy 7 1 N, kladge

&/ = nsin N,
S : (292)
N, = ncos kN,

to, podobnie jak w teorji zaémien Slonea, kat N okresla kierunek
ruchu osi cienia, a 7 predkos¢ tego ruchu. Dalej za$ jest

y =—24&cos N+ 7,°sin V (293)
oraz

[
= 17,%— p- (& sin N~ 7,° cos ), (294)

w czem ¢ oznacza najmniejsza odleglo$é osi cienia od $rodka Ziemi,
a p czas Sredni gléwnego poludnika, w ktérym to najwieksze zbliZzenie
sie osi cienia do $rodka Ziemi zachodzi.

Zakrycie dla obserwatora ziemskiego zaj$¢é moze oczywiscie tylko
wtedy, gdy w czasie najwiekszego zblizenia si¢ osi walca cienia przy-
najmniej pewna czgs¢ powierzehni Ziemi zawarta jest w granicach tego
walca. Gdy wige przez Ry oznaczymy promien Ziemi przypadajacy
w kierunku najmniejszej odleglosei 7, to warunkiem mozliwosei zakryeia
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jest v <R;—+r,. Przyblizone kryterjum otrzymamy, kladge Ry=1;
wtedy warunek zajScia zakrycia jest: y << 1-2725. Warunek ten
wystarcza dla orjentacji prawie zawsze.

Oczywiscie moznaby, opracowujac szczegélowo przebieg zakrycia
dla Ziemi, wyznaezy¢ strefe widzialnosci przez obliczenie jej granic,
punkty pierwszego i ostatniego zetkniecia Ziemi z walcem cienia i t. d.
w sposéb podobny, jak dla zaémien Stonca. Rachunki te sg tu o wiele
prostsze z powodow wyzZej podanych oraz dlatego, ze mamy tu do
czynienia tylko z jednym walcem, a nie z dwoma stozkami cienia,
jak przy zaémieniach Slonca. Jednakze takie szczegélowe badania
bywaja rzadko, poniewaz zakrycia sg zjawiskami dosyé czestemi
1 tylko dla astronom6éw majg znaczenie, a kazdy z nich bez trudu moze
obliczy¢ te szcezegdly, ktore okreslajg przebieg zjawiska w jego miejscu
spostrzezen. W rocznikach astronomicznych dla jasniejszych gwiazd,
ktére w danym roku majg ulec zakryciu przez Ksiezye, mozna
znale$¢ dane, ktore w znacznym stopniu ulatwiajg obliczenia dla
danego miejsca spostrzezen.

30. Przebieg zjawiska zakrycia gwiazdy przez Ksiezyc w da-
nym punkcie powierzchni Ziemi, lezacym w strefie widzialnoSci
tego zakrycia. Poniewaz rdwnania

,— X =1, .5 P,

Fss

(295)
fy=—y =F,.c05 P

wyrazaja warunek, Ze punkt powierzchni Ziemi, ktorego spolrzedne
cieniowe sg x, y, z, lezy na powierzchn: walca cienia, wige gdy spol-
rzedne &, 17, sa znane, mozna po wyrugowaniu kgta P z tych réwnan
znales¢ zwigzek pomiedzy x, y 1 znanemi wielkosciami. Gdy spotrzedne
geograficzne miejsca spostrzeZenl uwazamy za znane, {o wartosci x i y
sg znanemi funkejami czasu. Wprowadzajgc zatem te funkeje zamiast
spotrzednych x 1 y, otrzymamy réwnanie, w ktérem jedyna niewia-
domg jest czas.

Jednakze &, i 7, sg takze funkcjami czasu, totez w réwnaniach
warinkowych kontaktu nalezy uzyé tych wartosei spolrzednych osi
cienia, ktore te spéirzedne przybieraja w czasie kontaktu; ten za$
ostatni nie jest znany i wlasnie dopiero z tych réwnan warunkowych
ma by¢ wyznaczony. Zadanie to mozna zatem rozwigzaé tylko za-
pomocg kilku kolejnych przyblizen.
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Niechaj bedzie 0° czas gwiazdowy w miejscu spostrzezen w chwili,
gdy czas Sredni grenwichski wynosi 7,%°. W epoce tej spélrzedne srodka
cienia majg wartosei £,° 1 7,°, okreslone przez wzory (288), a spélrzedne
cieniowe miejsca spostrzezen X, ¥, 1 2z, wyplywajg ze wzoréw (277)
po podstawieniu w nich 0° zamiast ©. Predkosci zmian spélrzednych
& 17, wyplywajg ze wzoréw (290), predkosci zas spolrzednyeh x, yiz
otrzymuje si¢ przez rézniczkowanie wzoréw (277). Oznaczamy przez
s zmiang kata © na godzing Srednig, wyrazona w mierze lukowej,
to jest

A 366°2422... 2= (296)
365°2422... 24
a wigc
log5=9"41916, s =0"26252. (297)
Ze wzorow (277) wyplywa wiec dla ® = 6°
X' =15 cos u, cos (0° — a,)
' =5 cos ¢, sin 4, sin (0° — a;) (298)

= — 5 €08 %, €0 J; 8in (0 — a)).

Przypusémy, ze réwnania (295) spelnione sg w czasie grenwich-
skim 1, =1,° 4, jest zatem, gdy ¢ jest wyraZone w godzinach $rednich,

&0 — Xyt (& —x)=rysin P,

. - (299)
1" = Yo -+ © (' — ') = ry cos P.
Celem znalezienia niewiadomych t i P, kladziemy
& — Xy=m .sin M,
N — Yo =m .cos M
oraz,
L — X' =m'.sin M,
Ny — y =m'.cos M,
skad wyplywajg rozwigzania
. m -
sin (P—M)=—"sin(M—M) (300)

7y

m ¥y
- - — M — @ " .
T== €08 (M— M)+ s (P—M). (301)
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Oznaczmy jeszcze
P— M=980"T4, (302)
to ze wzoru (300) wyplywa
cos § = gz sin (M— M"). (303)

Otrzymujemy stad dwie wartoéei na ¢ rowne i z przeciwnemi
znakami, ktérym odpowiadajag dwie wartosci kgqta P, mianowicie

P= M 490°F 4. (304)

Pierwsza z tych wartosci odnosi sig¢ do poczgtku zakryeia, druga
za§ do konca zakrycia. Odpowiednio do tego z dwéch wartosel t,,
wyplywajgeych ze wzoru

m
t=— i c0s (M — M) fsin ¢ (305)
do poczatku zakrycia nalezy ta, ktorej odpowiada znak gorny, do konca
zas ta, kitérej odpowiada znak dolny.

Wartosei P 1 t, wyplywajace ze wzorow (304) i (305) sg tylko
przyblizone. Wzory (298) wskazuja, ze predkosei x', y' 1 2’ zmieniajg
si¢ szybko wraz z 6. PoniewaZ wartoSci spolrzednych x 1y w row-
naniach (299) wyplywaja dla epoki 7,° 4t w zalozeniu, Ze predkosci
w eczasie © sa niezmienne, co nie jest Scisle zgodne =z prawds, wiec
tez wartosei P i t, wyplywajace z tych véwnan, tem bardziej zblizac
si¢ bedg do wartosei dokladnych, im mniejsze hedzie 1, t.j. im blizsza
bedzie obrana epoka poczatkowa epoki kontaktu.

Taka dosy¢ bliskg epokg poczatkows, ktorg z dostatecznem przy-
blizeniem latwo obliczyé, jest chwila pozornego (t. j. topoceutryeznego)
polaczenia srodka Ksiezyca i gwiazdy w miejscu spostrzezen. Uzysku-
jemy ja zapomocg nastepujgcego rozwazania.

Widzielismy w ustepie 21, Ze o$ Swiata przypada w plaszezyznie
(%, 1), plaszezyzpa ta jest zarazem plaszezyzna godzinng gwiazdy,
ktorej zakryciem zajmujemy sie, gdyz o$ { wobee wielkiej odleglosei
gwiazdy schodzi sie z kierunkiem kun gwiezdzie. Dla obserwatora na
powierzehni Ziemi plaszezyzng godzinng gwiazdy jest plaszezyzna,
rownolegla do plaszezyzny (, ), przechodzaca przez miejsce spostrze-
zen w odleglosei x od tej plaszezyzny. Oczywiscie gdy KsieZye ma
by¢ w topocentrycznem polaczeniu z gwiazda we wznoszeniu prostem,
to musi sig on znajdowaé na tein samem kole godzinnem co gwiazda,

a wige w danym przypadku w plaszezyznie &= x. Gdy jak poprzed-
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nio, oznaczymy przez &, wartosé spolrzednej { dla srodka Ksiezyca,
to widzimy, ze warunkiem topocentrycznego polgczenia Ksigzyca
i gwiazdy jest & — x.

Gdy wiee 1,0 jest Srednim czasem greenwichskim, bliskim geo-
centryeznego polaczenia gwiazdy i Ksiezyca, i gdy oznaczymy przez
&% 1 x, spélrzedng & dla Ksiezyca i dla miejsca obserwacji w cnoce
1,% przez &, i X’ zmiang tych spélrzednych na godzine, a przez =,
oznaczymy odstep czasu, ktory uplywa od epoki 7,° do chwili topo-
centryeznego polaczenia we wznoszeniu prostem, to jest zgodnie z wy-
zej przytoczonym wnioskiem

skad wyplywa :
i (306)

& —x
Gdy zas specjalnie 7,° jest epokg geocentrycznego polgczenia
Ksiezyca i gwiazdy, to jest wtedy dla Ksigzyeca & =0, a wzoér (306)
po podstawieniu wartosei na x, &, 1 X' wedlug wzoréw (277), (290)
1 (298) otrzymuje postaé

cos ¢, sin (0° — a1)
To — - = e
_\'/,._,

(307)

€08 &, — G . COS @, COS (00——71)
We wzorze tym 0° oznacza czas gwiazdowy w miejscu spostrze-
zen w chwili geocentrycznego polgezenia Ksigzyca i gwiazdy. Ponie-
waz w rocznikach astronomicznych podawany jest dla wielu gwiazd
$redni czas greenwichski geocentrycznego polaczenia z Ksigzycem,
mozna wige w tych przypadkach rowniez 0, uwaza¢ za dane.
Az,

’

Poniewaz &', =

cos 0, zmienia si¢ wskutek zmian a,, 4,1 %,

w niewielkich gmnicach, w przyblizeniu od 0-50 do 062, a drugi
wyraz w mianowniku ma najwyzej wartos¢ +0°26, wiec widzimy, Ze
mianownik wzoru (307) ma zawsze warto§¢ dodatnig; 1, ma zatem
zawsze taki znak, jak licznik, t.j. jak sin (8°— o). Jest mianowicie

T~

gdy 0" <00 —a, L 127
0 gdy 12/ << 0% —u »’24”

m

ag

/\\

1

‘o

Przy pomocy wzoru (307) mozna obliczyé tabelke dla danej
wartosel o, z ktérej wartosei t, wyplywajg bezposrednio. Tabelke taka
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nalezaloby obliczyé wedlug wspomnianego wzoru dla dwéeh argu-
X . - . Az,
mentéw, mianowicie dla (00 —a,) i dla &' = —% cos ¢,. Jednakze

z praktyki wynika, Ze otrzymamy dostatecznie przyblizona wartosé
na 7, gdy zamiast dokladnej wartosei &', przyjmiemy wartos¢ srednig
An,

cos d,) = 0-5646. Wtedy wartosei 1, otrzymujemy z tabelki
z jednym tylko argumentem (8° — z;).

Epoke 7#° 4 1, uwazamy za epoke poczatkows, od ktorej liczymy
wartos¢ 1, wyplywajacg ze wzoru (301) lub (305). Wartosei 1 = sg
wowezas juz tak dokladne, Zze drugie przyblizenie jest zbyteczne.

|

Rys. 26.

Kat P, jak wynika z rozwazan podobnych do tych, ktére poda-
lismy w ustepie 21, rowny jest katowi pozycyjuemu srodka Ksiezyeca,
liczonemu od poélnocnej czesci kola godzinnego gwiazdy przez wschod
na potudnie, jak to widzimy na rys. 26. Dla obserwatora jest rzeczg
pozgdang wiedzie¢, w jakim punkcie brzegu tarczy Ksiezyca gwiazda
ukaze si¢ lub zniknie. Oznaczmy kat pozycyjny tego punktu, liczony
w $rodku tarczy od punktu pdlnoecnego tej tarczy, przez Q, to z ry-
sunku widzimy, ze Q=P -4 180° a wiec, zgodnie z wzorem (304)

Q=M —90°T 4, (308)

przyczem znak ujemny (gérny) odnosi sie do wejscia gwiazdy za tar-
cze Ksigzyca, a znak dolny do jej wyjscia z poza tarczy.
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31. Niektore kryterja widzialnoSci zakrycia gwiazdy w da-
nym punkcie na powierzchni Ziemi. Roczniki astronomiczne podajg
niektére podstawowe dane, czyli t. zw. elementy zakrycia dla jasniej-
szych gwiazd, ktére w danym rcku majg ulec zakryciu przez Ksigzye.
Nalezy do tych elementéw przedewszystkiem sredni czas greenwichski
geocentrycznego polgczenia srodka Ksiezyca i gwiazdy we wznoszeniu
prostem 7,° oraz wartos¢ spolrzednej v, (&, jest wtedy rdwne zeru)
i predkosei &, 1 7/, w tym czasie.

Dane te daja moZno$é wyciggniecia niektérych wnioskéw, doty-
czgeych widzialnosei zakrycia w danem miejscu spostrzezen, ktoérego
spolrzedne geograficzne sa © 1 A

Niech bedzie K czas sredni greenwichski gérowania Ksiezyca
w Greenwich w dniu zakrycia; gdy wige ,° jest czasem greenwich-
skim geocentrycznego polgczenia Ksigzyca i gwiazdy, to w przybliZe-
niu 7, =1, — K jest katem godzinnym Ksigzyca w Greenwich w chwili
geocentrycznego polgezenia z gwiazdy, a T=1," — K- X katem go-
dzinnym KsigZyca w tej samej chwili w miejscu spostrzezen.

Pierwszym warunkiem, aby w danem miejscu bylo widoczne
zakrycie, jest, azeby w czasie zakrycia KsieZzyc znajdowal si¢ nad po-
ziomem, a Slonce w tym samym czasie pod poziomem. Gdy w epoce
7,° spolrzedne Ksiezyca sg o, i &, to mozemy =z tablicy lukéw dzien-
nych dla szerokos$ei ¢ i zboezenia d, wyznaezy¢ chwile wschodu i za-
chodu Ksigzyca, wiedzge, ze K- jest w dnin zakrycia lokalnym
czasem S$rednim gérnej kulminacji Ksigzyea. W ten sposéb stwier-
dzimy, czy przy kacie godzinnym 7 Ksiezyc znajduje si¢ pod hory-
zontem, czy tez nad nim, i czy w tym ostatnim przypadku Slonice
jest pod horyzontem.

Gdy stwierdzono w ten sposéb, Ze w chwili geocentryeznego
polgczenia Ksigzyca z gwiazdg Ksiezye znajduje sig w miejscu spo-
strzezen nad horyzontem, a Slonce pod horyzontem, mozna przystgpi¢
do wyszukania dalszych kryterjow widzialnosei zakrycia w branem
pod uwage miejscu spostrzezen.

W czasie zakrycia musi byé, jak wiemy, spelniony warunek

(G — X+ —y)* <r

Poniewaz w chwili pozornego (t. j. topocentrycznego) polgczenia
Jest & = x, musi wige by¢ tez przez pewien czas spelniony warunek
|, — y| << r,. Aby sig przekonaé, czy ten warunek takze jest spel-
niony, mozna poprzestaé na stosowaniu wartosei przyblizonych, wecho-
dzgeych w rachube wielkosei.
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Przyblizong warto$é réznicy c, pomiedzy geocentryeznem a to-
pocentrycznem polaczeniem otrzymamy z tabelki wartosci t, (p. ustep
poprzedni), przyjmujge ©° — o, — 7. Z tg wartoscig znajdujemy dla
chwili topocentrycznego polgczenia

S Sl P
Mo = 1% —+ To 1

a wartos¢ y otrzymamy w przyblizeniu, kladge w drugim ze wzoréw
(277) 2 =0, 9, ==, 0°— o, = 7, mianowicie

y ==sin cos ¢, — cos v sin J, cos T =

= sin (¢ — 4,) -+ 2 cos © cos 4 sin? g
Rachunek jest doprowadzony do minimum, gdy dla danego ¢
istnieje tabelka wartosci sin (¢ — 9) i cos ¢ cos ¢ z argumentem 0.
Gdy dla obliczonych w ten sposéb przybliZonych wartosel 7, 1 y
warunek |71, — y| << 7, jest spelniony, to w ogélnosei zakryecie w miejseu
spostrzezen zachodzi. Watpliwosé moze istnie¢ tylko wtedy, gdy roz-
nica 1, —y bardzo malo rézni sie od r, tak, Ze przy wiekszej do-
kiadnosel rachunku mogloby wypasé v, — y > r,; w tych wypadkach
koniecznem jest dokladniejsze obliczenie y.

32. Zakrycia gwiazd przez planety oraz planet przez Ksiezyc.
Gdy zachodzi zakrycie gwiazdy przez planetg, to obliczenie przebiegu
takiego zjawiska wykonywa si¢ w zasadzie w taki sam sposéb, jak
w przypadku zakrycia gwiazdy przez Ksigzye. Oczywiscie sg to zja-
wiska rzadkie, srednio tyle razy rzadsze od pokryé gwiazd przez
Ksiezye, ile razy tarcza planety zakrywajgcej jest mniejsza od tarczy
Ksigzyeca. Tak np. zakrycia gwiazd przez Jowisza zdarza¢ cig mogg
5200 razy rzadziej niz zakrycia przez Ksiezyc. W danem miejseu
(w Warszawie) wedlug Banachiewicza (p. Wiadomosei Matematyczne
VII, 31) jedno zakrycie gwiazdy do 7 w. zdarza sig conajwyzej raz
na 144 lat.

W obliczeniu przebiegu zakrycia gwiazdy przez planete zachodzl
ta komplikacja, Ze naleiy uwzgledni¢ splaszczong postaé planety
a wige eliptyezny ksztalt tarczy, co szczegélnie wielkg stanowi trud-
nos¢ wobec tego, ze rozmiary planet znane sg znacznie mniej doklad-
nie, anizeli promien tarczy Ksigzyca. Z drugiej strony atmosfery pla-
net stanowig czynnik, ktérego w badaniu przebiegu zakrycia nie je-
steSmy w stanie uwzgledni¢ w sposob, odpowiadajgey jego znaczeniu.
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Dlatego tez w obliczeniu zakrycia przez planety nie ma potrzeby
dazy¢ do zbyt wielkiej dokladnosei, lecz mozna w wigkszosei pray-
padkéw zadowolié sie¢ grubem przyblizeniem. Przyjmujac np. jako
$rednice tarezy planety, uwazanej za okragla, Srednic¢ jej réwnika,
wyprowadzong z dotychezasowych badan, oraz pomijajac atmosferg,
mozemy stosowa¢ do przybliZonego obliczenia przebiegu zakrycia
wzory ustepu 31.

W przypadku zakryé planet przez Ksiezyc mozna postgpowaé
w sposéb dwojaki: albo, uwazajge planety za punkty nieskonczenie
odlegte, stosowaé te same wzory, ktére sa wazne dla zakryé gwiazd,
albo tez, gdy chodzi o wigkszg dokladnosé, postepowaé w sposéb po-
dobny, jak w przypadku zaémien Slonca, uwazajac planety za zrdédla
Swiatla. W tym ostatnim przypadku przyjmuje si¢ zazwyczaj planety
za ciala kuliste, a to réwniez dla uproszezenia postgpowania.

Nie wchodzimy w szczeg6ly. W specjalnych przypadkach, ktére
w praktyce moga nastreczyé sig, kazdy, kto obierze sobie za zadanie
zbadanie jakiej§ kwestji, zwigzanej z zagadnieniem zakrycia, zastosuje
sposéb i doktadno$é takg, jaka w danym przypadku jest niezbedna
Iub mozliwa.

Teorja zaémien. — .
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ZJAWISKA ZACMIEN, POKRYC I PRZEJSC
W UKLADACH DRUGORZEDNYCH.

32, Ogolne uwagi, dotyczgce zjawisk za¢mieniowych w ukia-
dach poszczegé6inych planet. Tylko planety gérne maja ksieZyce.
Dla obserwatora, znajdujgcego si¢ na planecie, posiadajgcej jeden lub
wiecej ksiezycow, zachodzi zaémienie danego ksiezyca wiedy, gdy
ksiezye znajduje sie¢ wewngtrz cienia, rzucanego przez planete, zacmie-
nie zas Stonca wtedy, gdy obserwator znajduje sie wewnatrz stozka
cienia, rzucanego przez jeden z ksigzycow.

Gdy ksiezyc planety pograzony jest w cieniu planety, wskutek
czego nie dochodzg do niego promienie Stonca, staje sig on niewi-
doczny dla ohserwatora, przebywajacego gdziekolwiek, ktéry moglby
widzie¢ ten Ksiezye, gdyby Ksiezyc byl cialem swiecgcem wlasnem
swiatlem. Gdy za$ dla mieszkanca planety zachodzi zaé¢mienia Storca,
to obserwator znajdujacy sie poza ta planets, moze zaémienie to
stwierdzi¢c w ten sposob, zZe dostrzega na powierzchni planety cien,
ktory na nig rzuca ksigzye, powodujgcy zaémienie, w postaci malej
ciemnej plamki.

Procz tego, gdy ksiezye dla obserwatora ziemskiego znajduje sie
w polaczeniu dolnem z planeta, moze on by¢ widoezny jako rzut na
tarczy planety; zachodzi wige wtedy przejscie ksigiyca przez tarcze
planety, gdy zas ksiezyc znajduje si¢ w polaezeniu gérnem z planets,
to moZe on byé zakryty przez planete.

Dokladng teorje wszystkich tych zjawisk moznaby oprze¢ na
ogdlnej teorji zac¢mien, wyloZzone] w rozdziale pierwszym i zastosowa-
nej nastgpnie do zaémien Sfonica i szeregu innych zjawisk zaémienio-
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wych. Jednakze zachodzi tu ta trudnosé zasadnicza, ze drogi ksig-
zZycow planet nie sa znane z dostateczng dokladnoseig, gdyz podle-
gaja bardzo skomplikowanym perturbacjom. Z drugiej strony warunki
obserwacyj nie pozwalaja na osiggniecie w obserwacji precyzji, ktéra
odpowiadafaby dokladnosei Scislej teorii.

Pozatem warunki, wystepujace w poszezegdlnych ukladach dru-
gorzednyeh, sa bardzo rézne tak, ze jest rzecza konieczna przystoso-
wanie teorji ogélnej do tych specjalnych warunkéw. Nalezy tu braé
pod uwage zaréwno okoliczno$ci, majace wplyw na zjawisko zadémie-
niowe, jakotez warunki, w jakich zjawisko to moze byé obserwowane
na Ziemi. WezZmy pod tym wzgledem pod uwage poszezegdlne planety.

W ukladzie Marsa ksigZyee biegng po elipsach, ktérych pla-
szezyzny nachylone sg pod znacznym katem (okolo 25°% do plaszczyzny
drogi planety; wskutek tego zaémienia sg tam zjawiskami rzadkiemi,
zachodzacemi tylko wtedy, gdy w czasie konjunkeji lub opozyeji ksie-
zyca Marsa i Slonca dla obserwatora na DMarsie, t. j. w czasie kon-
junkeji wzgl. opozycji areocentrycznej, ksigzyc znajduje si¢ bardzo
blisko wezla swej drogi na drodze Marsa, Dla kazdego wiec z dwdéch
ksiezyeow Marsa istnieja dwa takie krotkotrwale okresy, oddzielone
przerwa okolo 11-miesieczng, w ciggu ktérych zachodzi kilka zaémien
jedno po drugiem.

Jednakze ksigzyce Marsa sg to bardzo male ciala niebieskie,
a z Ziemi widoczne sg zawsze w bardzo malej Jodleglosei od tarczy
planety, gdzie prawie gina w jej promieniach; wobec tego obserwacja
zaémien ksilgzycow jest nadzwyeczaj trudna i nawet przy pomocy naj-
potezniejszych lunet udaje sie bardzo rzadko. Cienie ksigzycéw na
tarczy Marsa wobec drobnych rozmiaréw tych cial nigdy jeszeze nie
byly obserwowane. Wobec tych trudnosei opracowywanie jekiejs do-
kladnej teorji zjawisk zaémieniowych w ukladzie Marsa nie ma uza-
sadnienia rzeczowego.

Zacmienia ksigzyc6w Urana i Neptuna, jako cialek zbyt drob-
nych dla obserwatora ziemskiego i zawsze w bardzo malej odleglosei
od tarczy tych planet widoeznych, nigdy jeszcze dotad nie bylo obser-
wowane.

W najkorzystniejszych warunkach ze wzgledu na obserwacje
zaémien znajduje sig¢ uklad ksigzycow Jowisza, mianowicie jego cztery
wielkie ksigzyce, odkryte przez Galileusza (lo, Europa, Ganymed,
Kallisto). Cienn tej olbrzymiej planety siega daleko poza$rednig odleg-
lo§é najdalszego z tych ksiezycow, a srednica przekroju cienia w tej
odleglo$ci nie jest o wiele mniejsza od $rednicy Jowisza.
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Wobec niewielkiego nachylenia plaszezyzn drég tych ksigzycow
do plaszezyzny drogi Jowisza, trzy blizsze z ksieZycéow Galileusza
podlegaja zaémieniu w czasie kaZdej swojej pelni, a wige okolo epoki
opozycji zenocentrycznej (t. j. dla obserwatora na Jowiszu), a w cza-
sie bliskim kazdej konjunkeji zenocentrycznej rzucajg ciefi na powierz-
chni¢ Jowisza, powodujge za¢mienia Slofica w tych punktach, przez
ktore cien przechodzi. Tylko u najdalszego z tych ksigzycéw (Kalli-
sto) zjawiska te nie zachodzg wéwezas, gdy w czasie zenocentryecznej
opozycji lub konjunkeji ksieZyc ten znajduje sie daleko od wezléw
swej drogi na drodze Jowisza.

Précz tego w czasie kazdego dolnego polaczenia danego ksig-
zyca Jowisza z planeta, widzianego z Ziemi, ksigzyc przechodzi przez
tarcze Jowisza, a w czasie kazdego go6rnego polgczenia obserwowaé
mozna zakrycie ksiezyca przez planete.

Widzimy wiee, ze zjawiska zaémieniowe, zachodzgce w ukladzie
Jowisza, sg bardzo liczne, a dzigki znacznym rozmiarom wielkich jego
ksigzycow i stosunkowo niewielkiej ich odleglosci wszystkie te zjawi-
ska mogg byé z Ziémi obserwowane.

Przebieg tych zjawisk zalezy w wysokim stopniu od wzajemnej
odleglosci geocentrycznej ksigzyca i Slonea, t.j. od kata, jaki tworzg
ze sobg kierunki, w ktérych obserwator widzi Slonce i Jowisza. Oczy-
wiseie w czasie opozyeji 1 konjunkeji Jowisza ze Slonicem tareza Jo-
wisza przykrywa stozek cienia, a wige za¢mienia ksigzycéw sg wtedy
niewidoczne; obserwowaé¢ mozna wtedy tylko pokrycia ksigzycow
przez Jowisza, przejscia ksigZycow przez tarcze Jowisza oraz przejscia
cieniéw tych ksiezycow. Dopiero przy pewnem nachyleniu kierunkdéw
ku Slonicu i ku Jowiszowi, réZznym od 0° i od 180° cien Jowisza ma
takie polozenie, zZe cze$¢ stozka cienia moze byé wtedy widziana
z Ziemi, wtedy wigce staje si¢ tez mozliwe dostrzezenie przenikania
ksigzyca do cienia, wskutek czego tenze znika, lub tez ukazywania
sie ksiezyca po wyjsciu ze stozka cienia.

W czasie pomigdzy opozycjag a polaczeniem zjawiska te zacho-
dzg na wschéd od tarczy Jowisza, w czasie za$ miedzy polgczeniem
a opozycjg na zachéd od Jowisza. Gdy ksigZyc znika w cieniu na
wschéd od tarczy Jowisza, to po wyjéciu z cienia jest on w ogdl-
no$ei niewidoczny, gdyZz w czasie wyjscia z cienia zakryty on jest
réwniez przez tarcze Jowisza; ksigzyc staje si¢ widoczny dopiero po
wyijseiu z poza tarczy Jowisza. Podobnie w czasie miedzy polgeze-
niem a opozycjg na zachod od tarczy Jowisza obserwowaé moZna
w ogélnosei tylko wyjscie ksiezyca ze stozka cienia, natomiast punkt,
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w ktérym ksiezye pograza si¢ w cieniu, zakryty jest przez tarcze Jo-
wisza. Tylko u dalszych ksiezycéw mianowicie 111 i IV, mozna obser-
wowaé poczatek 1 koniec zaémienia w epokach, znacznie oddalonych
od opozyeji, jeden i drugi po tej samej stronie wzgledem Jowisza;
gdy wejscie zachodzi na wschéd od Jowisza, to wyjécie ma wtedy
miejsce bardzo blisko tarezy, gdy zas wyjscie zachodzi na zachod od
tarczy Jowisza, to wejScie zachodzi tuz przy brzegu tarczy.

Ksigzyce Saturna biegng po drogach, ktérych plaszezyzny two-
rzg z plaszezyzng drogi Saturna znaczne katy; zaémienia tych ksie-
zyeéw zachodzié wige mogg tylko wtedy, gdy w czasie opozycji ze
Stoncem znajdujg sie one w bliskosci wezléw swych drég. Drogi te,
z wyjatkiem drogi ksigzyca Japeta, przypadajg prawie dokladnie w pla-
szczyznie pierscieni Saturna.

W czasie gdy Slonce znajduje sig¢ w plaszczyznie pierScienia,
a wigc w bliskosci wezlow drég ksigzycéw Saturna, pierscien jego,
jak wiadomo, staje sie niewidoczny, gdyz oSwietlony jest tylko jego
waski brzeg, zwrécony ku Sloncu. Okres niewidzialno$ei pierscienia
sechodzi si¢ zatem z okresem, w ktérym zachodzg i mogg byé obserwo-
wane zaémienia ksigzycow Saturna.

W ciggu obiegn Saturna dokota Slonca przechodzi on raz przez
wezel wstepujacy i raz przez wezel zstepujacy swych pierscieni. Od-
step czasu, ktéry uplywa migdzy dwoma przejsciami, a wiec tez dwoma
epokami wystepowania zaé¢mien ksiezycéw Saturna, wynosi okolo 14 lat.
Oczywiscie czas, w ciggu ktérego zaémienia ksigiyca zachodzg, jest
tem dluzszy, im mniejsza jest odleglosé ksiezyca od planety.

Ksigzyc Japet, ktérego droga jest znacznie nachylona do pla-
szezyzny pierseienia, stanowi pod tym wzgledem wyjatek posrod ksie-
zyedw Saturna. Zaémienia tego ksiezyca réwniez zachodzg tylko
w epokach przejscia Slonca przez wezly jego drogi; okres czasu w kto-
rym zachodzg zaémienia, jest bardzo krotki ze wzgledu na znaczng
jego odleglos¢ od planety. Odstep czasu pomigdzy dwoma takiemi
okresami widzialnosei zaémien Japeta wynosi oczywiscie, rowniez okolo
14 lat; jednakze w tym czasie Slonce znajduje si¢ daleko od wezléw
pierscieni, a wigc pierScienie Saturna sg wtedy z Ziemi widoczne.
Wskutek tego Japet jest jedynym ksigzycem Saturna, ktéry podlega
zaémieniu nietylko przez zanurzenie sie w stozku cienia planety, u.le
teg W clemiu jego pierScieni.

Na tych ogélnych uwagach poprzestajemy, odsylajae czytelnikow,
pragngeych sprawe zjawisk zaémieniowych u uktadach drugorzednych
poznaé¢ dokladniej, do obfitej literatury tego przedmiotu.
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