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WALIDACJA PIAN NIEMETALICZNYCH W ZŁOŻONYM STANIE ODKSZTAŁCENIA  

Wiesław BARNAT*, Paweł DZIEWULSKI*, Tadeusz NIEZGODA* 

*Katedra Mechaniki i Informatyki Stosowanej, Wydział Mechaniczny,  
Wojskowa Akademia Techniczna, ul. Kaliskiego 2, 00-908 Warszawa 

wbarnat@tlen.pl, pdziewulski@wat.edu.pl, tniezgoda@wat.edu.pl 

Streszczenie: W niniejszym artykule przedstawiono wyniki badań energochłonności piany niemetalicznej obciążonej prze-
mieszczeniem. Głównym celem pracy była walidacja modelu numerycznego spienionego polichlorku winylu wraz z oceną 
zdolności pochłaniania energii przez podstawowy element konstrukcji energochłonnej obciążonej dynamicznie. Elementy 
energochłonne przebadano w KMiIS. Badania przeprowadzono na maszynie wytrzymałościowej Instron. Obciążenie reali-
zowano przez wymuszenie kinematyczne. 

1. WSTĘP 

Współczesne konstrukcje energochłonne mają szerokie 
zastosowanie do ochrony życia osób przebywających 
w obiektach o szczególny znaczeniu. Najbardziej rozpo-
wszechnione – lekkie elementy energochłonne występują 
w konstrukcjach, dla których najistotniejszym jest uzyska-
nie masowego warunku wytrzymałościowego np. lotni-
czych. 

Głównym zadaniem elementów absorbujących energię 
udaru jest ochrona życia i zdrowia ludzi lub ograniczenie 
zniszczenia całej konstrukcji w przypadku np. katastrofy 
śmigłowców, samochodów, wybuchu min-pułapek, impro-
wizowanych ładunków wybuchowych itp. 

W wielu publikacjach niektórzy autorzy rozpatrują  
to zagadnienie w aspekcie lokalnej utraty mikro stateczno-
ści i wynikającego stąd progresywnego zniszczenia (Bazle 
i inni, 2000; Gama i Ramamurty, 2003). Elementy pianowe 
posiadają dużą względną energię absorpcji (Barnat 
i Niezgoda, 2007) i mogą wspomóc proces propagacji nisz-
czenia kompozytowych elementów energochłonnych. Pod-
czas procesu rozproszenia energii udaru istotnym jest 
utrzymanie progresywnego (stałego) sposobu zniszczenia 
kompozytowego elementu energochłonnego a zwłaszcza 
z zastosowanym elementem pianowym. 

Postępujące w miarę równomiernie niszczenie sprawia, 
że praca zużyta na zniszczenie elementu energochłonnego 
powoduje znaczne ograniczenie skutków obciążenia uda-
rowego konstrukcji. Pożądane jest zastosowanie konstruk-
cji energochłonnych w transporcie drogowym (Niezgoda 
i Barnat, 2006) i lotniczym. Innym zadaniem układu ele-
mentów energochłonnych może być rozpatrywanie ich jako 
układu rozpraszającego energię udaru ładunku wybucho-
wego na konstrukcję pojazdu militarnego szczególnie nara-
żonego na wybuch prowizorycznych ładunków wybucho-
wych (Bielenberg i Reid, 2004). 

Celem niniejszej pracy było przebadanie jednego z pod-
stawowych rodzajów pianek niemetalicznych w aspekcie 
energochłonności. Wyniki eksperymentalne posłużyły 

do walidacji modeli konstytutywnych pian wykorzystywa-
nych w panelach ochronnych. 

2. OPIS BADANYCH PRÓBEK 

W artykule przedstawiono wyniki badań doświadczal-
nych piany budowlanej powszechnie stosowanej na rynku – 
firmy Kauffman. Model numeryczny badanej pianki przed-
stawiono na Rys 1 

 
Rys. 1. Badana próbka spienionego polichlorku winylu  
             – model MES 

 
Badaną pianę pocięto na próbki o jednakowym kształcie 

prostopadłościennym pokazanym na Rys. 2, o wymiarach 
62 x 62 x 62 mm. 

Próbki były poddane ściskaniu z prędkością 5m/s 
do uzyskania przemieszczenia 75%. 

Ponadto w celu uzyskania pełnych charakterystyk pian 
dokonano eksperyment wyjaśniający wpływ złożonego 
stany odkształcenia (ściskanie z równoczesnym ścinaniem) 
na dobór modelu konstytutywnego piany niemetalicznej. 
W takim przypadku piana była ściskana pod kątem 19°. 
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Rys. 2. Kształt i wymiary geometryczne badanej próbki 

W badaniach numerycznych i doświadczalnych przyjęto 
dwa obiekty badań: 
− Obiekt 1 – ściskany osiowo; 
− Obiekt 2 ściskanie pod kątem. 

Pianę zamodelowano w oprogramowaniu LS Dyna, 
wykorzystując konstytutywny model materiału 
MAT_Honey-comb. Podczas modelowania piany, istotnym 
jest prawidłowe zadeklarowania takich danych materiało-
wych, jak: gęstość, moduł Younga, stała Poissona. 

3. WYNIKI BADAŃ DLA PIERWSZEGO OBIEKTU   
    BADAŃ 

Jak już wspomniano, obiekt, poddano osiowemu ści-
skaniu, na maszynie wytrzymałościowej typu Instron. 

Porównanie sposobu deformacji uzyskanej w sposób 
numeryczny i doświadczalny obiektu pierwszego, przed-
stawiono na Rys. 3.  

a)        b)    

 
Rys. 3. Sposób deformacji próbki ściskanej osiowo. Porównanie 
             wyników MES z eksperymentem: a) początkowa  
             deformacja obiektu 2, b) końcowa deformacja 

 

W celu dokładnego zapoznania się z charakterem nisz-
czenia materiałów porowatych oraz oceną prawidłowości 
otrzymanych wyników doświadczalnych, dokonano kilku 
prób ściskania obiektu pierwszego. 

Typowy charakter niszczenia, dla spienionego poli-
chlorku winylu, przedstawiono na Rys. 3. Wykres siły 
ściskającej dla obiektu 1 przedstawiono na Rys. 4. 

W początkowym okresie obciążenia próbka deformo-
wała się w sprężystym zakresie. Zakres ten charakteryzuje 
się lokalnym zniszczeniem ścianek próbek. 

Kolejnym etapem w procesie niszczenia próbki było 
zamykanie się porów. Charakterystycznym dla tego etapu, 
jest występowania zwiększającej się siły ściskającej, ina-
czej niż w przypadku spienionego aluminium (Włodarczyk 
i inni, 2007). 

W końcowym okresie obciążenia próba przebiegała po-
przez ściskanie niemalże litego materiału, charakteryzują-
cym się wzrostem siły obciążenia – końcowy przebieg 
wykresu na Rys. 4. 

 
Rys. 4. Porównanie wykresów ściskania osiowego spienionego 
            polichlorku winylu uzyskanych w wyniku eksperymentu  
            i analizy MES 

Po odciążeniu (w przeciwieństwie do spienionego alu-
minium, którego wyniki badań zostały przedstawione we 
wcześniejszych pracach (Włodarczyk i inni, 2007)) wystą-
pił sprężysty powrót ściskanego materiału do poprzedniej 
postaci. 

Porównanie wykresów naprężeń ściskających i od-
kształceń, dla rzeczywistego obiektu i modelu numerycz-
nego, przedstawiono na Rys. 5. 

W wyniku odpowiedniego doboru parametrów modelu 
konstytutywnego materiału, uzyskano zadowalającą zgod-
ność wyników. 

Na podstawie uzyskanych rezultatów stwierdzono iż na 
obiekt 1 działała średnia siła normalna o wartości 
0.775 kN. W wyniku procesu ściskania osiowego. obiekt 1 
pochłonął energię równą 36 J, co przy masie badanego 
obiektu – 8.5 g odpowiada WEA, równej 4.23 kJ/kg. 

4. WYNIKI BADAŃ DLA DRUGIEGO OBIEKTU BADAŃ 

W tym punkcie artykułu przedstawiono wyniki badań 
nad złożonym stanem odkształcenia, podstawowego ele-
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mentu pianowego. Ze względu na to, iż model piany, bę-
dzie wykorzystywany w elementach energochłonnych, 
które nie tylko będą osiowo ściskane, przeprowadzono 
walidację modeli numerycznych dla jednoczesnego ściska-
nia ze ścinaniem. 

W tym przypadku, blok piany został ściśnięty płytami 
pod kątem 20°. Porównanie form deformacji uzyskanych 
 badań eksperymentalnych i doświadczalnych przedstawia 
Rys. 9. 

W celu dokładnego zapoznania się z charakterem niszcze-
nia materiałów porowatych, podobnie jak dla obiektu 1, do-
konano kilku prób ściskania obiektu drugiego. 

Typowy charakter złożonego stanu deformacji dla spie-
nionego polichlorku winylu przedstawiono na Rys. 5. 

Wykres siły ściskająco – ścinającej, dla obiektu 1, przed-
stawiono na Rys. 6. 

W początkowym okresie obciążenia próbka była ściskana 
i ścinana w sprężystym zakresie. Ze względu na złożony cha-
rakter stanu deformacji w badanym obiekcie, zdecydowano 
przedstawić wyniki w zależności siła - przemieszczenie. 

Porównując wykresy siła-przemieszczenie dla poprzed-
niego obiektu badań stwierdzono, iż ścinanie nie wpływa 
pogarszająco na otrzymane wyniki. 

W pierwszym etapie eksperymentu obiekt 2 odkształcał 
się w zakresie sprężystym. 

W kolejnym etapie eksperymentu, proces niszczenia prób-
ki polegał na zamykaniu się porów. Charakterystycznym dla 
tego etapu jest występowanie zwiększającej się siły ściskają-
cej inaczej niż w przypadku spienionego aluminium (Włodar-
czyk i inni, 2007). 

a)        b)    

 
 

Rys. 5. Sposób deformacji próbki ściskanej w złożonym stanie 
odkształcenia. Porównanie wyników MES z eksperymen-
tem. a) początkowa deformacja obiektu 2, b) końcowa de-
formacja obiektu 2. 

W końcowym okresie obciążenia, próba przebiegała po-
przez ściskanie litego materiału, charakteryzującym się wzro-
stem siły obciążenia – końcowy przebieg wykresu – Rys. 5. 

Podobnie jak dla obiektu 1, po odciążeniu (w przeciwień-
stwie do spienionego aluminium) wystąpił sprężysty powrót 
badanej próbki materiału do poprzedniej postaci. 

Porównanie wykresu zależności siły i odkształcenia 
dla rzeczywistego obiektu i modelu numerycznego 
przedstawiono na Rys. 6. W wyniku odpowiedniego 
doboru parametrów modelu konstytutywnego uzyskano 
zadowalającą zgodność wyników badań numerycznych 
z eksperymentalnymi. 

 

 
Rys. 6. Wykres zbiorczy wyników eksperymentu 

 
W wyniku oceny uzyskanych rezultatów stwierdzono, 

iż na obiekt 2 działała średnia siła 0.83 kN. Obiekt 2 pochło-
nął energię równą 38 J co przy masie badanego obiektu 8.5 g, 
odpowiada WEA, równej 4.47 kJ/kg. Wyniki uzyskane 
w sposób numeryczny są zgodne z wynikami otrzymanymi 
z badań eksperymentalnych. Dość zaskakująco dobre wyniki 
uzyskano dla złożonego stanu deformacji. Oznacza to, iż 
powinno się dążyć do takiego wykorzystywania pianowych 
elementów ochronnych. 

5. ZAKOŃCZENIE 

W mniejszym artykule przedstawiono podstawowe bada-
nia numeryczne nad doborem konstytutywnego modelu mate-
riału wykorzystywanego w dynamiczne i analizie explicite, 
przez oprogramowanie LS Dyna. 

Prowadzone, podstawowe prace, mają charakter poznaw-
czy z ukierunkowaniem weryfikacji możliwości wykorzysty-
wanego oprogramowania. 

Za obiekt badań przyjęto klocek wykonany ze spienionego 
polichlorku winylu. W pracach skupiono się nad doborem 
globalnego modelu materiału, bez uwzględnienia wszelkiego 
rodzaju mikro zjawisk, występujących w materiałach porowa-
tych. Badania lokalnych efektów zniszczenia tworzyw spie-
nionych (utrata stateczności ścianek, mikro pęknięcia itp.) 
będą tematem dalszych prac. 

Ze względu na dość skąpe dane materiałowe dotyczące 
badanego obiektu, konieczna była weryfikacja eksperymen-
talna badanego obiektu. 

Wszystkie prace badawcze, zostały wykonane w Katedrze 
Mechaniki i Informatyki Stosowanej Wojskowej Akademii 
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Technicznej w Warszawie, na maszynie wytrzymałościowej 
Instron. 

Na podstawie otrzymanych wyników wyznaczono energię 
odkształcenia dla każdego z badanych obiektów. 

W wyniku oceny uzyskanych rezultatów stwierdzono, iż 
na obiekt 1 działała średnia siła normalna o wartości 
0.775 kN. Obiekt 1 pochłonął energię równą 36 J, co przy 
masie badanego obiektu 8.5 g odpowiada WEA równej 4.23 
kJ/kg. 

W wyniku oceny uzyskanych rezultatów stwierdzono, iż 
na obiekt 2 działała średnia siła, która jest większa niż dla 
obiektu 1, o 6.62 %. W wyniku złożonego stanu odkształcenia 
obiekt 2 pochłonął również większą, o 5.25%, energię absorp-
cji, równą 38 J. 

Na podstawie wstępnej oceny uzyskanych wyników moż-
na stwierdzić iż celowym jest takie stosowanie pianowych 
elementów energochłonnych które byłyby poddawane złożo-
nemu stanowi odkształcenia. 

W dalszych pracach planowane jest ponadto badanie 
wpływu porowatości na energię absorpcji. Uzyskanie opty-
malnej struktury porowatej pozwoli na otrzymanie maksymal-
nej energii absorpcji. Zaowocuje to zwiększeniem bezpie-
czeństwa chronionych obiektów. 
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THE VALIDATIONS OF CONSTITUTIVE MODELS  
FOR NON METALLIC FOAM  

UNDER COMPLEX STRAIN STATE  

Abstract: In the present article, the results of investigations 
of energy absorption foam structures weighted down were pre-
sented. The main objective of this study was the validations 
of constitutive models for non metallic foam. Investigations were 
conducted on Dynamic Testing System INSTRON in KMiIS. 
The load was applied by input function kinematic. 
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EFEKTY NAPRĘŻENIOWE, DEFORMACYJNE I ENERGETYCZNE  
W OKOLICY WIERZCHOŁKOWEJ SZCZELINY Z POJEDYNCZYM ODGAŁĘZIENIEM 
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Streszczenie: W pracy analizowano pola naprężeń i względne przemieszczenia brzegów niewielkiego pęknięcia powstałego 
w wierzchołku płaskiej szczeliny pod pewnym kątem do jej płaszczyzny. Wykorzystując metodę elementów skończonych 
MES zbadano charakter, zasięg oraz wzajemne oddziaływanie sąsiadujących osobliwych pól naprężeń – w okolicy wierz-
chołkowej odgałęzienia i w ostrym narożu. Dla płaskiego i antypłaskiego stanu odkształcenia określono ilościowe i jako-
ściowe różnice tych oddziaływań w zależności od kierunku nachylenia odgałęzionego pęknięcia i rodzaju obciążenia ze-
wnętrznego. Względne rozwarcie brzegów odgałęzionej szczeliny opisano odpowiednimi funkcjami uwzględniającymi cha-
rakter obu osobliwości oraz porównano kształty rozwarcia z przybliżonym rozwiązaniem wynikającym z lokalnych wartości 
współczynników intensywności naprężeń. Zaproponowano analityczno-numeryczną metodę wyznaczania uogólnionej warto-
ści współczynnika uwalniania energii G w takich przypadkach.  

1. WPROWADZENIE 

Obliczanie komponentów σij pól naprężeń w okolicy 
wierzchołkowej pęknięcia jest ważnym elementem oceny 
wytrzymałości elementów konstrukcyjnych i nie stanowi 
problemu w sytuacji, gdy pęknięcie wzrasta stycznie 
do kierunku szczeliny głównej lub wtedy, gdy trajektoria 
szczeliny zmęczeniowej łagodnie się zakrzywia. Można 
wówczas zastosować znane rozwiązania analityczne opra-
cowane przez Sneddona (1946) i Irwina (1957). Wyzna-
czone w ten sposób wartości naprężeń i względnych prze-
mieszczeń stanowią podstawę do wyznaczania wielkości 
charakterystycznych decydujących o prędkości pękania, 
w tym energii uwalnianej w czasie propagacji pęknięcia. 
Ma ona istotne znaczenie przy formułowaniu kryteriów 
pękania, zwłaszcza w złożonych stanach obciążeń. 

W przypadku, gdy pojedyncze odgałęzione pęknięcie 
powstaje pod pewnym kątem α do kierunku szczeliny głów-
nej (Rys. 1), składniki względnych przemieszczeń jego 
brzegów nie są znane, a wartości współczynników inten-
sywności naprężenia KI

(α), KII
(α) i KIII

(α) w otoczeniu wierz-
chołka nadpęknięcia mogą diametralnie odbiegać od ich 
odpowiedników KI, KII i KIII prawdziwych dla szczeliny 
głównej bez odgałęzienia. Zagadnieniom tym poświęcono 
wiele prac, jak np.: Palaniswamy i Knauss (1972), Husain 
i inni (1974), Chatterjee (1975), Wang (1978), Seweryn 
(2004), w których zaproponowano różne metody oszaco-
wania pól przemieszczeń oraz zmian energii w zależności 
od kąta nadpęknięcia i obciążeń zewnętrznych. 

Nawet niewielkie odgałęzione pęknięcie tworzy ostre 
wewnętrzne naroże, które, oprócz wierzchołka szczeliny, 
staje się kolejnym miejscem występowania osobliwego 
pola naprężeń. Ponieważ oba punkty osobliwe położone są 
blisko siebie, konieczne staje się zbadanie ich wzajemnego 
oddziaływania. 

 

2. CEL I ZAKRES PRACY  

Celem pracy było zbadanie oddziaływania sąsiadujących 
osobliwych pól naprężeń – wierzchołka i naroża – dla odga-
łęzionej szczeliny oraz wyznaczenie względnych prze-
mieszczeń brzegów odgałęzienia, umożliwiających okre-
ślenie wartości uwalnianej energii. Analizowano niewielkie 
odgałęzienie o długości b powstałe w wierzchołku szczeli-
ny głównej pod kątem α. Rozpatrzono trzy niezależne 
przypadki obciążenia odniesione do płaszczyzny szczeliny 
głównej: dwuosiowe wszechstronne rozciąganie, ścinanie 
wzdłużne i ścinanie antypłaskie (poprzeczne). Wartości pól 
względnych przemieszczeń brzegów odgałęzienia wyzna-
czono metodą elementów skończonych – MES. 

 
Rys. 1. Niewielkie pęknięcie o długości b powstałe pod kątem α

do płaszczyzny szczeliny głównej oraz odpowiednie 
współczynniki intensywności naprężenia. 

Zakres pracy obejmował: 
− wybór geometrii pęknięcia i sposobu jego modelowania; 
− dobranie odpowiedniej siatki elementów skończonych; 
− obliczenie względnych przemieszczeń brzegów; 
− aproksymację względnych przemieszczeń brzegów 

odgałęzionego pęknięcia odpowiednimi funkcjami 
uwzględniającymi charakter sąsiadujących osobliwości;  

− obliczenie współczynnika G uwalniania energii; 
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− wyznaczenie zasięgu oddziaływania osobliwych pól 
naprężeń w okolicy wierzchołka szczeliny i ostrego na-
roża przy założeniu, że wartości odpowiedniej funkcji 
opisującej osobliwość odbiegają o ±1% od wartości 
przemieszczeń otrzymanych metodą elementów skoń-
czonych MES. 

3. MODEL NUMERYCZNY MES  

Trzy płaskie prostokątne tarcze, przedstawione schema-
tycznie na Rys. 2, opisano odpowiednio zagęszczoną siatką 
elementów skończonych (Rys. 3). 

 
Rys. 2. Szczelina o długości l z niewielkim odgałęzieniem pod kątem α w tarczy: a) rozciąganej, b) ścinanej wzdłużnie c) oraz ścinanej 
             poprzecznie. Obciążenia zewnętrzne odniesione są do płaszczyzny szczeliny głównej. 

  
Rys. 3. Siatka elementów skończonych w okolicy naroża i wierzchołka odgałęzienia. 

Przyjęto następujące obciążenia: 
− dla rozciągania i ścinania wzdłużnego – jednorodne 

jednostkowe obciążenie nominalne, σ i τ, odniesione 
do płaszczyzny szczeliny głównej; 

− dla ścinania poprzecznego, jednorodne jednostkowe 
naprężenie styczne τ3 skierowane prostopadle do płasz-
czyzny tarczy i również odniesione do płaszczyzny 
szczeliny głównej. 
W rozpatrywanych przypadkach przyjęto jednostkową 

długość szczeliny głównej l oraz stosunek długości b/l 
równy 0,01 i 0,005, w celu sprawdzenia stabilności uzyska-
nego rozwiązania. Zmieniano kąt α nachylenia odgałęzienia 
w stosunku do szczeliny głównej w zakresie od 00 do 900 
lub do -900, co 150. Kierunek odgałęzienia, wyrażony ką-
tem α, dobrano w sposób odzwierciedlający rzeczywiste 
rozwarcie szczeliny pod obciążeniem, unikając w rozwią-
zaniu MES fikcyjnego przenikania się zaciskanych brze-
gów. Do obliczeń wykorzystano program ANSYS. Dla 
przypadku rozciągania i ścinania wzdłużnego użyto 
ośmiowęzłowych elementów skończonych typu PLANE82 
w płaskim stanie odkształcenia, natomiast dla przypadku 
ścinania poprzecznego – ośmiowęzłowego elementu  
PLANE77. 

4. POLA NAPRĘŻEŃ W STREFIE ODGAŁĘZIENIA 

Na Rys. 4a) – 4c) przedstawiono mapy naprężeń zredu-
kowanych zgodnie z hipotezą H-M-H, dla okolicy odgałę-
zionego pęknięcia w trzech przypadkach obciążenia. 

Wyniki obliczeń numerycznych wskazują, że wielkość 
osobliwego pola naprężeń tworzącego się w strefie ostrego 
naroża silnie zależy od kąta α. Jeżeli kąt ten jest niewielki, 
np. poniżej 450, zasięg tego pola jest w zasadzie pomijalny 
w stosunku do naprężeń w okolicy wierzchołkowej szczeli-
ny. Powyżej kąta 450, a zwłaszcza dla kąta α bliskiego 900, 
zarówno zasięg jak i wielkość pola naprężeń jest porówna-
walny z naprężeniami w strefie wierzchołkowej szczeliny 
i może być miejscem inicjacji dodatkowego pęknięcia zmę-
czeniowego powstającego za wierzchołkiem odgałęzienia. 
Widoczny jest również efekt łączenia się i wzajemnego 
wzmacniania obu stref naprężeń, co powoduje zwiększenie 
zasięgu oddziaływania szczeliny z odgałęzionym pęknię-
ciem. 
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a) 

 
b) 

 
c) 

 
Rys. 4. Pola naprężeń zredukowanych według hipotezy H-M-H  

w okolicy odgałęzienia dla: a) wszechstronnego rozcią-
gania, b) ścinania wzdłużnego, c) ścinania antypłaskiego. 
Obciążenia odniesione do płaszczyzny szczeliny głównej. 

5. OPIS ANALITYCZNY ROZWARCIA SZCZELINY  

Względne przemieszczenia brzegów odgałęzienia uzys-
kane dla obciążeń wzdłużnych i poprzecznych, aproksymo-
wano w każdym przypadku następującą funkcją: 

3 2

( )
21

( ) ( )

( )j

j j j j j

j

u x A x B x C x D b x

x E x b
λ

Δ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − +

+ ⋅ ⋅ −
        (1) 

której współczynniki Aj, Bj, Cj, Dj, Ej dopasowano za każ-
dym razem metodą najmniejszych kwadratów do rozwią-
zania numerycznego MES. Wartości wykładników λj obli-
czono z równań charakterystycznych, zamieszczonych 
w pracy Seweryna (2004) dla zagadnień ostrych karbów. 
Przyjęta funkcja (1) uwzględnia charakter obu osobliwości 
związanych z ostrym narożem i wierzchołkiem szczeliny, 
dopasowując odpowiednie wielomiany do obliczonych 
wartości przemieszczeń. Początek układu współrzędnych 
przyjęto w ostrym narożu, a położenie wierzchołka odgałę-
zienia odpowiada wartości b. 
 

 W celu wyznaczenia zasięgu oddziaływania członów 
osobliwych pól naprężeń w okolicy wierzchołkowej 
i w otoczeniu ostrego naroża, dokonano w każdym przy-
padku aproksymacji względnych przemieszczeń obydwu 
brzegów odgałęzienia dla okolicy naroża wzorami (2) lub 
(3) oraz wierzchołka wzorem (4). Dla odróżnienia opisu 
przemieszczeń w okolicy ostrego naroża od przemieszczeń 
powierzchni odgałęzienia za wierzchołkiem, oznaczono 
te pierwsze symbolem Δnj, natomiast drugie Δwj. Dla ob-
ciążeń wzdłużnych i poprzecznych opisano rozwarcie brze-
gów odgałęzionej szczeliny przy narożu funkcjami: 

j
j j jn (x) R S xλΔ = + ⋅            (2) 

dla wszechstronnego rozciągania i ścinania antypłaskiego 
(j=1 i j=3), oraz  

j
j j j jn (x) R S x T xλΔ = + ⋅ + ⋅          (3) 

dla ścinania wzdłużnego (j=2). Współczynniki Rj, Sj, Tj 
obliczano dla każdego przypadku metodą najmniejszych 
kwadratów, dopasowując opis analityczny, dany wzorami 
(2) i (3), do wyników MES. We wzorze (3) dodano również 
pierwszy człon regularny o wykładniku λj=1 występujący 
w równaniu charakterystycznym, mający istotny wpływ 
na rozwiązanie.  

Natomiast w okolicy wierzchołkowej wykorzystano kla-
syczne wzory na przemieszczenia względne w zależności 
od współczynnika Kj

(α): 

( )2
( )

4 2 1
( )j jw x K b x

E
α

υ
π
⋅ −

Δ = ⋅ ⋅ −
⋅

, dla j = 1, 2 

(4) 
( ) ( )4 2 1

( )j jw x K b x
E

αυ
π
⋅ +

Δ = ⋅ ⋅ −
⋅

, dla  j = 3 

Dla zachowania przejrzystości wyników, wszystkie 
wyznaczone względne przemieszczenia brzegów małego 
odgałęzienia unormowano względem wartości Nj opisanych 
wzorami (5), które odpowiadają przemieszczeniom brze-
gów w odległości b za wierzchołkiem hipotetycznej szcze-
liny prostoliniowej o współczynniku intensywności naprę-
żenia Kj

(α). 

( )2
( )

4 2 1
j jN K b

E
α

υ
π
⋅ −

= ⋅ ⋅
⋅

, dla j = 1, 2 

      (5) 
( ) ( )4 2 1

j jN K b
E

αυ
π
⋅ +

= ⋅ ⋅
⋅

, dla  j =3 

Na rysunku 5a) przedstawiono unormowane przemiesz-
czenia względne brzegów odgałęzienia w kierunku osi x dla 
kąta α= –750, przy obciążeniu ścinającym w płaszczyźnie 
szczeliny głównej. Dla porównania zamieszczono hipote-
tyczne przemieszczenia obliczone według wzorów (3) i (4). 
Widoczne są znaczące różnice ilościowe i jakościowe mię-
dzy rozwiązaniem MES a rozwiązaniami wykorzystującymi 
lokalne człony osobliwe przemieszczeń. W wyniku zasto-
sowanie wzoru (1) do opisu rozwarcia brzegów na całej 
długości nadpęknięcia otrzymano krzywe praktycznie po-
krywające się z rozwiązaniem MES, których nie pokazano 
na rysunkach 5 – 7 dla zachowania przejrzystości. 
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a) 

 
b) 

 
Rys. 5. Unormowane przemieszczenie względne brzegów odgałę-

zienia przy ścinaniu w płaszczyźnie szczeliny głównej:  
α= –750 (Rys. 4a), α= –900 (Rys. 4b), x – rozwiązanie 
MES, linia ciągła – obliczenia według KII

(α) w wierzchoł-
ku odgałęzienia, linia przerywana – obliczenia na podsta-
wie wzoru (3). 

Tab. 1. Wpływ kąta α na rozwarcie brzegów odgałęzienia  
             dla przypadku rozciągania wszechstronnego.  
             Przemieszczenia wzdłużne i poprzeczne. 

Rozciąganie wszechstronne 

Przemieszczenie wzdłużne Przemieszczenie poprzecz-
ne Kąt 

α [0] Zasięg 
naroża [% b] 

Zasięg wg.  
KII

(α) [% b] 
Zasięg 

naroża [% b] 
Zasięg wg.
KI

(α) [% b] 
45 9% 79% 1% 98% 
60 3% 65% 1% 89% 
75 13% 52% 1% 75% 
90 3% 32% 1% 73% 

 
Podobne porównanie przedstawiono na rysunku 5b) dla 

odgałęzienia pod kątem α= –900 i przy obciążeniu ścinają-
cym τ w płaszczyźnie szczeliny głównej. Wybrane krzywe 
względnych przemieszczeń brzegów odgałęzionego pęk-
nięcia przedstawiono również na rysunkach 6 i 7. 

Wartości liczbowe analizy procentowego zasięgu po-
szczególnych członów osobliwych przedstawiono w tabe-
lach 1 – 3. 

Z przeprowadzonej analizy względnych przemieszczeń 
brzegów pęknięcia wynika, że zarówno kształt jak 
i wielkość rozwarcia zależą od kąta α oraz typu obciążenia, 
ponadto jest jakościowo odmienny od znanego rozwiązania 

opartego na teorii szczelin prostoliniowych. W analizowa-
nych przypadkach zasięg oddziaływania pola przemiesz-
czeń pochodzącego od ostrego naroża zmieniał się od ok. 
1% do 17% długości odgałęzienia, natomiast zasięg oso-
bliwości wierzchołkowej zmieniał się w zakresie od 5% do 
98% długości odgałęzienia. 

Wyznaczenie wartości przemieszczeń brzegów w strefie 
pośredniej (środkowej) odgałęzionego pęknięcia możliwe 
jest wyłącznie metodami numerycznymi, a wszelkie próby 
interpolacji, bez uwzględniania rozwiązania MES, obarczo-
ne były zbyt dużymi błędami. 

a) 

 
b) 

 
Rys. 6. Przemieszczenie względne brzegów odgałęzienia przy 

rozciąganiu w płaszczyźnie szczeliny głównej, α=900,  
x – rozwiązanie MES, linia ciągła – obliczenia według 
KII

(α) (Rys. 6a) oraz według KI
(α) (Rys. 6b) w wierzchoł-

ku odgałęzienia, linia przerywana – obliczenia na pod-
stawie wzoru (2). 

Tab. 2. Wpływ kąta α na rozwarcie brzegów odgałęzienia  
             dla przypadku ścinania w płaszczyźnie szczeliny.  
             Przemieszczenia wzdłużne i poprzeczne. 

Ścinanie w płaszczyźnie szczeliny 
Przemieszczenie wzdłużne Przemieszczenie poprzeczne

Kąt
α [0] Zasięg 

naroża [% b]
Zasięg wg. 
KII

(α) [% b] 
Zasięg 

naroża [% b] 
Zasięg wg. 
KI

(α) [% b] 
–45 5% 25% 3% 72% 
–60 4% 14% 3% 25% 
–75 1% 5% 3% 26% 
–90 2% 7% 3% 27% 
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a) 

 
b) 

 
Rys. 7. Przemieszczenie względne brzegów odgałęzienia dla 

ścinania antypłaskiego: a) α=750, b) α=900, x – MES,  
linia ciągła – obliczenia według KIII

(α) w wierzchołku 
odgałęzienia, linia przerywana – obliczenia na podsta-
wie wzoru (2). 

Tab. 3. Wpływ kąta α na rozwarcie brzegów odgałęzienia 
            dla przypadku ścinania antypłaskiego. 

Ścinanie antypłaskie 
Przemieszczenie wzdłużne 

Kąt 
α [0] Zasięg 

naroża [% b]
Zasięg wg. 
KIII

(α) [% b] 
45 8% 88% 
60 10% 67% 
75 11% 53% 
90 17% 22% 

6. WSPÓŁCZYNNIK UWALNIANIA ENERGII 

Wielkość energii uwalnianej w wyniku powstania odga-
łęzienia o długości b i wyrażonej współczynnikiem G, wy-
znaczono z następującego wzoru: 
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      (6) 

gdzie: σαα, τxy, τyz – naprężenie normalne i styczne w płasz-
czyźnie odgałęzienia wynikające z rozwiązania analitycz-
nego dla szczeliny głównej, Δuj – względne przemieszcze-
nia (wzdłużne lub poprzeczne) brzegów odgałęzienia opi-
sane wzorem (1), b – długość odgałęzienia. 
  

Tab. 4. Unormowane wartości współczynników Gj
*(α) dla rozcią-

gania obliczone proponowaną metodą oraz według Palani-
swamy i Knaussa (1972) 

Dwuosiowe rozciąganie 
Obecne rozwiązanie Rozwiązanie według [7] Kąt 

α [0] GI(α) GII(α) G(α) GIPK(α) GIIPK(α) GPK(α) 
0 0,992 0,000 0,992 1,000 0,000 1,000 
15 0,943 0,016 0,959 0,949 0,016 0,966 
30 0,806 0,057 0,864 0,814 0,057 0,870 
45 0,619 0,105 0,723 0,628 0,103 0,731 
60 0,420 0,140 0,559 0,433 0,134 0,567 
75 0,249 0,148 0,397 0,266 0,140 0,406 
90 0,124 0,131 0,255 0,140 0,119 0,259 

Tab. 5. Unormowane wartości współczynników Gj(α) dla ścinania 
w płaszczyźnie szczeliny obliczone proponowaną metodą 
oraz według Palaniswamy i Knaussa (1972) 

Ścinanie w płaszczyźnie szczeliny 

Obecne rozwiązanie Rozwiązanie według  
Palaniswamy i Knaussa (1972) Kąt 

α [0] GI(α) GII(α) G(α) GIPK(α) GIIPK(α) GPK(α) 
0 0,000 1,009 1,009 0,000 1,000 1,000 
15 0,149 0,904 1,053 0,151 0,904 1,055 
30 0,537 0,637 1,174 0,536 0,629 1,165 
45 1,009 0,320 1,329 0,997 0,320 1,317 
60 1,381 0,08 1,461 1,351 0,088 1,439 
75 1,529 -0,011 1,518 1,479 0,001 1,480 
90 1,422 0,039 1,461 1,385 0,042 1,427 

Tab. 6. Unormowane wartości współczynników GIII(α) dla ścina-
nia antypłaskiego obliczone proponowaną metodą oraz 
według Palaniswamy i Knaussa (1972) 

Ścinanie antypłaskie 

Obecne 
rozwiązanie 

Rozwiązanie 
według Palaniswamy 

i Knaussa (1972) 
Kąt 
α [0] 

GIII(α) GPK(α) 
0 1,000 1,000 
15 0,986 0,989 
30 0,945 0,945 
45 0,879 0,869 
60 0,792 0,778 
75 0,688 0,680 
90 0,574 0,558 

Wzór ten wyraża klasyczną definicję współczynnika 
uwalniania energii prawdziwą dla szczeliny prostoliniowej 
z tą różnicą, że obecnie wartości względnych przemiesz-
czeń brzegów pęknięcia na długości b nie są znane. Zmien-
na x, (wzdłuż odgałęzienia) związana jest z lokalnym ukła-
dem współrzędnych (Rys. 1). Wartości naprężeń normal-
nych i stycznych, uwalnianych wzdłuż powierzchni odgałę-
zienia, są znane i zależą od wartości współczynników KI, 
KII i KIII szczeliny głównej, natomiast funkcje względnych 
przemieszczeń brzegów odgałęzienia nie są znane (oprócz 
kąta α=0) i muszą być wyznaczone metodami numerycz-
nymi. Zagadnienie to rozwiązano obecnie dla trzech nieza-
leżnych przypadków obciążenia zdefiniowanych wcześniej 
i przyłożonych dostatecznie daleko od szczeliny z nadpęk-
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nięciem. Unormowane wartości Gj(α) współczynnika G(α) 
dla odpowiednich obciążeń przedstawiono w tabelach 4, 5 
i 6. Zostały one odpowiednio unormowane względem war-
tości G0(α) dla kąta α=0. Dla porównania zamieszczono 
hipotetyczne wartości unormowane GjPK(α) wyliczone 
według wzorów podanych w pracy Palaniswamy i Knaussa 
(1972) w oparciu o lokalne współczynniki intensywności 
naprężenia KI

(α), KII
(α) i KIII

(α). 
Wyniki obliczeń unormowanych współczynników 

GI(α), GII(α) i GIII(α) przedstawiono na Rys. 7a) – 7c). 

a) 

 
b) 

 
c) 

 
Rys. 8. Unormowane wartości energii uwalnianej Gj(α)  
            dla a) rozciągania, b) ścinania wzdłużnego  
            i c) ścinania poprzecznego. 

7. WNIOSKI 

W czasie powstawania odgałęzienia w wierzchołku 
szczeliny głównej tworzy się ostre naroże, które po stronie 
wklęsłej generuje dodatkowe osobliwe pole naprężeń. Wy-
kładnik potęgowy opisujący osobliwość wynika z równania 

charakterystycznego i zależy od kąta α oraz rodzaju obcią-
żenia.  

Analiza numeryczna wykazała, że wpływ osobliwości 
związanej z wklęsłym narożem jest nieistotny dla małych 
kątów α, od 00 do ok. 450, natomiast powyżej tej wartości 
oddziaływanie naroża ma istotne znaczenie zarówno przy 
opisie kształtu rozwarcia brzegów odgałęzienia jak i roz-
kładzie naprężeń. 

Zasięg oddziaływania poszczególnych pojedynczych 
członów osobliwych, również w istotny sposób zależy od 
rodzaju obciążenia i wartości kąta α. Oba rodzaje osobliwo-
ści determinują lokalnie kształt względnego rozwarcia 
brzegów odgałęzienia. Oddziaływanie naroża nie przekra-
cza ok. 17% długości odgałęzienia, natomiast oddziaływa-
nie wierzchołka szczeliny jest zawsze większe i dochodzi 
do kilkudziesięciu procent długości odgałęzienia, zależnie 
od kąta α i rodzaju obciążenia. Stwierdzono, że kształt 
względnego rozwarcia brzegów odgałęzienia znacząco 
odbiega pod względem jakościowym od kształtu rozwarcia 
okolicy wierzchołka szczeliny prostej. Zaproponowana 
metoda wyznaczania współczynnika G(α) umożliwia 
uogólnienie koncepcji współczynnika uwalniania energii 
w sytuacji powstawania odgałęzienia w innym kierunku niż 
styczny do szczeliny głównej. Przeprowadzona analiza 
pozwoliła opisać ilościowo i jakościowo wartość energii 
uwalnianej w czasie powstawania odgałęzienia pod kątem α 
w wierzchołku szczeliny głównej, przy czym możliwe było 
wyznaczenie nie tylko wartości całkowitej współczynnika 
uwalniania energii, ale również poszczególnych jego skład-
ników GI(α), GII(α) i GIII(α). 

W przypadku rozciągania maksymalna wartość Gmax 
odpowiadała kątowi α=0. Współczynnik GI(α) malał mono-
tonicznie ze wzrostem kąta pękania, natomiast współczyn-
nik GII(α) wzrastał od zera. 

W przypadku ścinania wzdłużnego szczeliny głównej, 
maksimum uwalnianej energii odpowiadało kątowi około 
75 stopni. Wartości współczynnika GII(α)<0 występujące w 
okolicy tego kąta, wynikają z całkowania iloczynu ujemnej 
funkcji naprężeń stycznych i dodatniej funkcji przemiesz-
czeń.  

Wartości Gj(α) obliczane metodą bezpośrednią, przez 
całkowanie iloczynu przemieszczeń i uwalnianych naprę-
żeń, są zbliżone do ich odpowiedników obliczanych z lo-
kalnych wartości współczynników intensywności naprężeń 
Kj

(α) dla wierzchołka odgałęzienia. W rozpatrywanym za-
kresie zmian kąta α różnice te są w zasadzie pomijalne. Dla 
rosnących kątów α wartości współczynników GI(α), GII(α), 
GIII(α) coraz bardziej odbiegają od ich odpowiedników 
wyliczonych z lokalnych współczynników intensywności 
naprężenia. 
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ANALYSIS OF STRESSES, COD AND ENERGY 
RELEASED RATE G FOR BRANCHING CRACKS 

Abstract: Mutual interactions between two neighboring singular 
stress fields for branching cracks are analyzed. Using the finite 
element method and ANSYS program, relative crack opening and 
range of validity of the singular stress fields have been obtained. 
Some special functions were chosen for describing crack face 
opening, including two different singular stress field exponents. 
Numerical results make it possible to explain the influence 
and applicability of stress intensity factors for such cracks 
and show qualitatively additional effects and cracking conditions 
around the crack tip for plane and anti-plane crack problems. 
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WYZNACZANIE WSPÓŁCZYNNIKA BEZPIECZEŃSTWA  
WYBRANYCH CZĘŚCI ELEKTROWNI WIATROWEJ 

Tomasz CZAPLA*, Mariola JURECZKO*, Mariusz PAWLAK* 
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Streszczenie: Obliczenia przeprowadzono dla elektrowni wiatrowej o poziomej osi obrotu. Wartości współczynników  
bezpieczeństwa wybranych części wyznaczono dla wariantu obciążenia DLC 6.1, według Germanischer Lloyd. Założono 
warunki atmosferyczne odpowiadające I – szej klasie elektrowni wiatrowej. Po przeprowadzeniu analizy wytrzymałościowej 
wybranych części w programie AnSYS, na podstawie której wyznaczono maksymalne wartości bezwzględne naprężeń  
głównych, przystąpiono do wyznaczenia odpowiadających im współczynników bezpieczeństwa. Z uzyskanych wyników 
można wywnioskować, iż analizowany wspornik oraz kosz satelitów charakteryzują się wystarczającą wytrzymałością 
na działanie obciążeń ekstremalnych. Przedstawiona w niniejszym artykule metodyka wyznaczania zapasu wytrzymałości 
części konstrukcyjnych elektrowni pozwala na ocenę spełnienia przez analizowany obiekt wymagań zawartych w odpowied-
nich normach. 

 

1. WPROWADZENIE 

Elektrownia wiatrowa przekształca energię wiatru 
na energię mechaniczną na wale, aby ostatecznie wytwo-
rzyć energię elektryczną w generatorze. Jej najważniejszym 
elementem jest wirnik, za pośrednictwem którego dochodzi 
do powyższych przekształceń. Od konstrukcji i parametrów 
wirnika elektrowni wiatrowej zależą właściwości całej 
elektrowni, jak np. jej moc i prędkość obrotowa oraz jej 
gabaryty. W oparciu o zastosowaną konfigurację elektrow-
ni wiatrowej dobierane są jej inne elementy konstrukcyjne, 
takie jak np. wirnik, przekładnia bądź jej brak, rodzaj ło-
żysk, generator czy wysokość wieży. 

 
Rys. 1. Podział elektrowni wiatrowych ze względu na sposób 
            łożyskowania 

Podział elektrowni wiatrowych ze względu na sposób 
łożyskowania przedstawiono na Rys. 1. 

Elektrownie wiatrowe charakteryzowane są m.in. przez 
parametry pracy, takie jak moc nominalna oraz prędkości 
wiatru: załączania, nominalna i wyłączania. Moc użyteczna 
elektrowni wiatrowej zmienia się wraz ze zmianą prędkości 
wiatru (dwukrotnie zwiększona prędkość wiatru zwiększa 
moc turbiny wiatrowej ośmiokrotnie). Zależność mocy 
elektrowni wiatrowej od prędkości wiatru obrazuje krzywa 
mocy, przedstawiona na Rys. 2, będąca podstawową cha-
rakterystyką, którą należy brać pod uwagę przy planowaniu 
budowy elektrowni. Bardzo ważne jest, aby krzywa mocy 
była jak najbardziej stroma i osiągała maksimum przy jak 
najniższej prędkości wiatru.  

 
Rys. 2. Krzywe obrazujące możliwości wykorzystania mocy  
            zawartej w strumieniu powietrza 

Elektrownie wiatrowej 
o pionowej osi obrotu 

(VAWT) 

Elektrownie wiatrowe 

Elektrownie wiatrowej 
o poziomej osi obrotu 

(HAWT) 

bezprzekładniowe z przekładnią 

z łożyskiem przenoszącym 
moment gnący 

z łożyskiem przenoszącym siłę 
poprzeczną 

z dwoma łożyskami przenoszą-
cymi siły poprzeczne 
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Charakterystyczne punkty krzywej mocy to: 
− punkt załączenia (ang. cut –in) tj. prędkość wiatru przy 

której na wale pojawia się moment mechaniczny, 
a elektrownia zaczyna produkować energię elektryczną 
(zwykle od 2,5 m/s do 5 m/s); 

− punkt osiągania mocy nominalnej elektrowni (zwykle 
od 11 m/s do 15 m/s); 

− punkt wyłączenia (ang. cut –off) tj. prędkość wiatru 
przy której układ sterowania zatrzymuje elektrownię 
za względu na zagrożenie uszkodzenia jej konstrukcji 
(zwykle od 23 m/s do 27 m/s); 
Nowoczesne elektrownie wiatrowe po osiągnięciu mak-

simum mocy utrzymują stały, wysoki poziom produkcji 
energii. Zakresy prędkości wiatru dla poszczególnych  
stanów pracy elektrowni wiatrowej omówiono w pracy 
Marcinkowskiej (2003).  

1.1. Metody regulacji mocy elektrowni wiatrowej 

W celu optymalnego wykorzystania energii wiatru 
i jednocześnie zabezpieczenia elektrowni wiatrowej przed 
uszkodzeniem stosuje się kilka metod regulacji mocy 
oddawanej przez elektrownię wiatrową. Ogólnie wyróżnia 
się regulację aktywną, tj. zmianę kąta ustawienia łopat bądź 
kierunku ustawienia gondoli elektrowni w stosunku 
do kierunku wiatru za pomocą siłowników, oraz regulację 
samoczynną, polegającą na zastosowaniu profilu płata 
powodującego zahamowanie wirnika przy dużych 
prędkościach wiatru, co opisano m.in. w pracy Hansena 
(2002) czy publikacji Petru (2001). 

Moc generowana przez elektrownię wiatrową zależy 
od momentu napędowego wirnika, który z kolei zależy  
od wartości wektora prędkości wiatru. Jeśli wartość 
generowanej mocy przekroczy wartość maksymalną, 
to w przypadku regulacji mocy poprzez zmianę kąta 
ustawienia łopaty w stosunku do prędkości wiatru 
(ang. pitch control), wysyłany jest sygnał do mechanizmu 
ustawienia łopat, aby pomimo dużej wartości wektora 
prędkości wiatru moment napędowy wirnika został 
zmniejszony. W sytuacji odwrotnej mechanizm regulacji 
tak ustawia łopaty, aby moment napędowy wirnika 
wzrastał. Zazwyczaj podczas obrotu wirnika łopaty 
przestawiane są o ułamki stopnia. Zaletą tej metody 
regulacji mocy jest zmniejszenie obciążeń 
aerodynamicznych (co z kolei pozwala zmniejszyć masy 
elementów nośnych konstrukcji), precyzyja, możliwość 
utrzymania stałej prędkości wirnika oraz większa 
wydajność elektrowni wiatrowej. Natomiast wadą tej 
metody regulacji mocy jest konieczność stosowania 
skomplikowanych i drogich konstrukcji piasty wirnika, 
umożliwiających zmianę kąta ustawienia łopat oraz drogich 
układów automatycznej regulacji.  

Innym przykładem regulacji aktywnej jest metoda 
polegająca na zmianie kierunku ustawienia gondoli 
elektrowni wiatrowej w stosunku do kierunku wiatru 
za pomocą siłowników (ang. yaw control). 

Przykładem regulacji samoczynnej jest metoda przez 
przeciągnięcie (ang. stall regulation) wykorzystująca 
naturalne zjawisko aerodynamiczne wirnika, polegające 
na spadku wartości siły nośnej na łopacie wraz ze wzrostem 

kąta natarcia, kiedy to łopata wchodzi w zakres 
przeciągnięcia (utykania). Zjawisko to zachodzi wówczas, 
gdy przepływ laminarny powietrza nad łopatą załamuje się, 
tzn. następuje oderwanie się strug powietrza od profilu. 
Łopaty projektuje się tak, aby zjawisko przeciągnięcia 
postępowało od jej osi obrotu. Im większa prędkość wiatru, 
tym większa część łopaty ulega przeciągnięciu. Zaletą tej 
metody regulacji jest brak układu automatycznej regulacji 
oraz mniej skomplikowane konstrukcje piasty wirnika 
(łopaty przymocowane są pod stałym kątem). Natomiast 
do wad tej metody zalicza się wysoki poziom hałasu i 
drgań łopat oraz brak możliwości ustawienia łopaty w tzw. 
„chorągiewkę”, gdy prędkość wiatru przekracza wartość 
dopuszczalną, kiedy to wirnik elektrowni powinien być 
zatrzymany. 

Krzywe obrazujące możliwości wykorzystania energii 
zawartej w strumieniu powietrza dla omówionych metod 
regulacji przedstawiono na Rys.2. 

2. PRZYJĘCIE WARIANTU OBCIĄŻEŃ 
 PROJEKTOWYCH 

Wyznaczenie wartości współczynnika bezpieczeństwa 
(ang. Stress Reserve Factor, w skrócie SRF) podstawowych 
części elektrowni, tj.: piasty, łożyska głównego, wału  
wolnobieżnego i szybkobieżnego, przekładni planetarnej 
oraz walcowej oraz generatora, które to zostały przedsta-
wione na Rys. 3, zostało przeprowadzone dla wariantu  
obciążenia DLC 6.1 według Alternative (2005). Oznacza  
to, iż obliczenia projektowe realizowane był dla elektrowni 
wiatrowej w stanie zatrzymania (przestój bądź bieg jałowy) 
dla ekstremalnych warunków jej obciążenia związanych 
 z warunkami atmosferycznymi.  

 
Rys. 3. Podstawowe części konstrukcyjne elektrowni wiatrowej 

Klasy elektrowni wiatrowych zdefiniowane 
są w katego-riach prędkości wiatru i parametrów związa-
nych ze zjawi-skiem turbulencji. W obliczeniach założono 
warunki atmosferyczne odpowiadające I–szej klasie elek-
trowni wiatrowej. A zatem przyjęto, iż prędkość wiatru, 
przy której układ sterowania zatrzymuje elektrownię równa 
się prędkości odniesienia i wynosi 50m/s. Natomiast wartość 
rocznej średniej prędkości wiatru na wysokości piasty przy-
jęto 10 m/s. 

Elektrownia, dla której przeprowadzono obliczenia 
to elektrownia o poziomej osi obrotu typu up–wind 
z systemem regulacji mocy typu pitch control. 
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3. WYZNACZENIE OBCIĄŻEŃ PROJEKTOWYCH 

Lokalne układy współrzędnych przyjęto na podstawie 
normy PN – IEC 61400 - 1, według Guidelines (2002).  

 
3.1. Sposób obciążenia piasty elektrowni wiatrowej 

Stały układ współrzędnych przyjęty dla określenia 
obciążenia piasty i jej odkształceń przedstawiono na Rys. 4. 
Początek tego układu pokrywa się z środkiem wirnika.  
Oś x pokrywa się z osią wału głównego w kierunku down-
wind. Oś z jest prostopadła do osi wału głównego  
w płaszczyźnie pionowej przechodzącej przez oś wału.  
Oś y jest prostopadła do osi wału głównego i skierowana 
poziomo na prawo, tworzą prawoskrętny układ współrzęd-
nych. Układ ten obraca się wraz z wirnikiem elektrowni.  

 
Rys. 4. Układ współrzędnych przyjęty dla określenia obciążenia 
            piasty 

Tab. 1. Wyznaczone wartości obciążenia piasty 
 Łopata 1 Łopata 2 Łopata 3 

Fx [kN] 300 -350 -150 
Fy [kN] -70 20 40 
Fz [kN] -65 80 -15 

Mx [kNm] 2400 -200 -370 
My [kNm] -7500 5700 1700 
Mz [kNm] -80 20 -25 

Podczas projektowania piasty elektrowni wiatrowej na-
leży rozpatrywać obciążenia działające w płaszczyźnie 
styku kołnierza piasty z łopatami. Wówczas obciążenie  
to składa się z następujących wielkości: 
− Moment gnący działający w kierunku równoległym 

do lokalnej cięciwy łopaty My; 
− Moment zginający działający w kierunku prostopadłym 

do lokalnej cięciwy łopaty tj. w kierunku rozpiętości  
łopaty Mz; 

− Moment skręcający Mx; 
− Siła porzeczna działająca w kierunku równoległym 

do lokalnej cięciwy łopaty Fy; 
− Siła porzeczna działająca w kierunku prostopadłym 

do lokalnej cięciwy łopaty Fz; 
− Siła odśrodkowa działająca wzdłuż rozpiętości łopa-

ty Fx. 
Wyznaczone wartości sił i momentów na piaście, 

przy przyjętym wariancie obciążeń projektowych DLC 6.1, 
przedstawiono w Tab. 1. 

3.2.  Sposób obciążenia przekładni planetarnej  
elektrowni wiatrowej 

Stały układ współrzędnych przyjęty dla określenia 
obciążenia przekładni planetarnej i jej odkształceń 
przedstawiono na Rys. 5. Początek tego układu pokrywa się 
z środkiem wirnika.  

 
Rys. 5. Układ współrzędnych przyjęty dla określenia obciążenia 
            przekładni planetarnej  

Na Rys. 6 przedstawiono wymiary rozważanych części 
konstrukcyjnych elektrowni wiatrowej istotne ze względu 
na sposób obciążenia przekładni planetarnej. 

 
Rys. 6. Wymiary istotnie ze względu na obciążenie przekładni 
            planetarnej 

Siły oraz momenty obciążające przekładnię podano 
w układzie współrzędnych związanych ze środkiem 
łożyska głównego do miejsca utwierdzenia przekładni. 
Obciążenie to składa się z następujących wielkości: 
− Moment gnący działający w środku łożyska główne-

go MŁG; 
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− Siła poprzeczna działająca w łożysku przednim prze-
kładni FPŁ; 

− Siła poprzeczna działająca w łożysku tylnim przekładni 
FTŁ; 

− Reakcja działająca w sworzniach wspornika RSW; 
− Reakcja poprzeczna działająca w łożysku głów-

nym RŁG1; 
− Reakcja wzdłużna działająca w łożysku głównym RŁG2. 

W celu określenia stanu obciążenia modelu numerycz-
nego przekładni planetarnej wyznaczono wartości reakcji 
podporowych w miejscu jej utwierdzenia, traktując zespół 
wał - przekładnia, jako belkę sztywną.  

Uproszczony schemat zespołu wał – przekładnia wraz  
z sposobem jego podparcia przedstawiono na Rys. 7. 

RŁG`1 RSW 

RŁG 2 

LŁG-SW

MŁG 

 
Rys. 7. Sposób obliczenia reakcji w sworzniach wspornika 

Natomiast na Rys. 8 przedstawiono sposób obciążenia 
poszczególnych części przekładni planetarnej. 

FPŁ 

FPŁ 

FTŁ

FTŁ RSW 

LPŁ-SW LTŁ-SW 

 
Rys. 8. Sposób obciążenia komponentów przekładni 

Łożysko główne, zaznaczone na Rys. 3, absorbuje siłę 
poprzeczną, zatem w obliczeniach wzięto pod uwagę 
jedynie moment działający w środku łożyska MŁG, 
rozpatrując jego składowe względem przyjętego układu 
współrzędnych.  

Z warunków równowagi dla przypadków przedstawio-
nych na Rys. 7 i Rys. 8 wynikają następujące zależności: 

RSW = MŁG / LŁG  – SW (1) 
 

FPŁ = RSW · LTŁ – SW / (LPŁ – SW + LTŁ – SW)  (2) 

 

FTŁ = RSW · LPŁ – SW / (LPŁ – SW + LTŁ – SW)  (3) 

gdzie:  LPŁ – SW – odległość środka ciężkości przedniego 
łożyska przekładni planetarnej od środka ciężkości sworz-
nia wspornika; LTŁ – SW – odległość środka ciężkości tylnie-
go łożyska przekładni planetarnej od środka ciężkości 
sworznia wspornika; LŁG – SW – odległość środka cięż-
kości łożyska głównego przekładni planetarnej od środka 
ciężkości sworznia wspornika. 

Wspornik został utwierdzony w sposób naturalny, 
tj. zastosowano elementy sprężyste połączone ze sworznia-
mi mocującymi. Kosz satelitów połączono z wałem, wał 
zaś utwierdzono w jego przedniej części (nie analizowano 
naprężenia w wale – dodano go jedynie w celu wiernego 
zadania stanu obciążenia kosza satelitów).  

W Tab. 2 i 3 zestawiono wyznaczone wartości obcią-
żeń, przy przyjętym wariancie obciążeń projektowych DLC 
6.1, odpowiednio dla wspornika przekładni i kosza sateli-
tów.  
Z momentów działających względem osi z i y wyznaczono 
siły wypadkowe, których linie działania odchylone  
są od pionu pod kątem α.  

Tab.2. Wyznaczone wartości obciążenia wspornika 

Momenty w łożysku głównym 
 

[kNm] 

Wypadkowa sił poprzecznych 
działających w łożyskach 

[kN] 

MŁGx MŁGy MŁGz FPŁ FTŁ α 
-520 3600 2000 2553 192 29 

Tab.3. Wyznaczone wartości obciążenia kosza satelitów 

Momenty w łożysku głównym 
 

[kNm] 

Wypadkowa sił poprzecznych 
działających w łożyskach 

[kN] 

MŁGx MŁGy MŁGz FPŁ FTŁ α 
3600 -330 600 425 32 61 

4. MODELE NUMERYCZNE WYBRANYCH CZĘŚCI 
    ELEKTROWNI 

Założono własności izotropowe materiałów wybranych 
części konstrukcyjnych elektrowni wiatrowej. Jako materiał 
piasty oraz wspornika przyjęto żeliwo o gęstości 7200 kg/m

3, 
module Younga 1.7e11 Pa oraz współczynniku Poissona 
0.3. Natomiast jako materiał łożysk łopat, wału głównego 
oraz kosza satelitów przyjęto stal o module Younga 2.1e11 
Pa. 

 
Rys. 9. Model geometryczny wybranych części konstrukcyjnych 
            elektrowni wiatrowej 



Tomasz Czapla, Mariola Jureczko, Mariusz Pawlak 
Wyznaczanie współczynnika bezpieczeństwa wybranych części elektrowni wiatrowej 

 20 

 
Rys. 10. Przykładowy wariant obciążeń siłami Fy, obciążeniem 

ciągłym na łożyskach każdej z łopat przy sztywno 
utwierdzonej część wału głównego  

 
Rys. 11. Model numeryczny wspornika z zaznaczonym obciążeniem 

 
Rys. 12. Model numeryczny kosza satelitów z zaznaczonym  

obciążeniem 

Model geometryczny rozważanych podczas obliczeń 
wytrzymałościowych części konstrukcyjnych elektrowni 
wiatrowej przedstawiono na Rys. 9.  

Na Rys. 10 przedstawiono model numeryczny piasty 
elektrowni wiatrowej utworzony w programie AnSYS wraz 
z zaznaczonym przykładowym wariantem jej obciążeń. 
Model ten składał się z 99786 węzłów oraz 58423 elemen-
tów typu solid 92. Kolorem błękitnym oznaczono piastę 
wirnika, czerwonym – wał wolnobieżny, a kolorem fiole-
towym łożyska. 

Natomiast na Rys. 11 – 12 przedstawiono modele nu-
meryczne odpowiednio wspornika oraz kosza satelitów, 
utworzone w programie AnSYS wraz z zaznaczonymi 
obciążeniami. Model numeryczny wspornika składał się 
z 112555 węzłów oraz 68561 elementów typu solid 92. 
Natomiast model numeryczny kosza satelitów składał się 
z 101234 węzłów oraz 61651 elementów typu solid 92. 

4. ANALIZA NUMERYCZNA WYBRANYCH 
CZĘŚCI 
    ELEKTROWNI WIATROWEJ 

Analiza wytrzymałościowa modelu numerycznego pia-
sty wirnika elektrowni wiatrowej została przeprowadzona  
w programie AnSYS, dla kilku wariantów obciążeń DLC 
6.1. Siły zadawane były jako ciśnienia wywierane na łoży-
ska łopat. Dla każdego węzła i każdego obciążenia jednost-
kowego rozważano sześć składowych naprężeń: naprężenia 
normalne w kierunkach x-, y- i z oraz naprężenia styczne  
w płaszczyznach xy, xz- i yz. Wartości te wyznaczono  
dla każdego z analizowanych wariantów obciążeń. 

 
Rys. 13. Mapa maksymalnych naprężeń |σ|max dla modelu  

      numerycznego piasty wirnika 

 
Rys. 14. Mapa maksymalnych naprężeń |σ|max dla modelu  
              numerycznego wspornika – widok z przodu 

Następnie uzyskane w ten sposób wartości naprężeń,  
dla wszystkich rozpatrywanych wariantów obciążeń DLC 
6.1 w przypadku piasty wirnika, zostały zsumowane i na tej 
podstawie wyznaczono naprężenia główne σ1 σ2 i σ3. Na-
tomiast w przypadku wspornika i kosza satelitów napręże-
nia główne σ1 σ2 i σ3 zostały wyznaczone bezpośrednio  
w programie AnSYS. 
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Rys. 15. Mapa maksymalnych naprężeń |σ|max dla modelu  
             numerycznego wspornika – widok z tyłu 
 

 
Rys. 16. Mapa maksymalnych naprężeń |σ|max dla modelu  
              numerycznego kosza satelitów – widok z przodu 

 
 

Rys. 17. Mapa maksymalnych naprężeń |σ|max dla modelu  
              numerycznego kosza satelitów – widok z tyłu 

Wartości naprężeń |σ|max, wykorzystywane do wyzna-
czenia współczynnika bezpieczeństwa SRF dla rozpatry-
wanych części elektrowni, zostały wyznaczone poprzez 
wybór maksymalnych wartości bezwzględnych 
ze wszystkich uzyskanych wartości naprężeń głównych 
dla danej części konstrukcyjnej. 

Na Rys. 13. ÷ rys.17 przedstawiono mapy maksymal-
nych naprężeń głównych |σ|max dla modeli numerycznych 
odpowiednio piasty wirnika, wspornika i kosza satelitów  
(w przypadku dwóch ostatnich przedstawiono widok  
z przodu i z tyłu).  

Maksymalne wartości naprężeń głównych |σ|max dla 

omawianych elementów zestawiono w Tab. 4 z podaniem 
numeru węzła, w którym wartość ta wystąpiła.  

Tab.4. Wyznaczone maksymalne wartości naprężeń głównych 
              |σ|max dla omawianych elementów elektrowni 

 piasta wspornik Kosz  
satelitów 

|σ|max 108 [Pa] 3,809 1,409 1,375 

Nr węzła 46133 8635 9540 

5. WYZNACZENIE WSPÓŁCZYNNIKA 
    BEZPIECZEŃSTWA 

Po przeprowadzeniu analizy wytrzymałościowej wy-
branych części konstrukcyjnych elektrowni wiatrowej, 
na podstawie której wyznaczono maksymalne wartości 
bezwzględne naprężeń głównych |σ|max, przystąpiono 
do wyznaczenia odpowiadających im współczynników 
bezpieczeństwa SRF, według Guideline (2003). 

Wartość współczynnik bezpieczeństwa SRF wyznacza-
no na podstawie zależności: 

max

eR
σγγγ ⋅⋅⋅

=
nmf

SRF  (4) 

gdzie:  γf – współczynnik zależny od przyjętego wariantu 
obciążeń elektrowni [-]; γm – współczynnik materiałowy  
[-]; γn– współczynnik określający konsekwencje awarii [-]; 
|σ|max – maksymalna wartość bezwzględna naprężenia 
głównego [MPa]; Re – granica plastyczności dla materiału 
wspornika i  piasty (według EN-GJS-400-18U-LT; 
Re = 220 [MPa]); Re – granica plastyczności dla materiału 
kosza satelitów (według EN-GJS-700-2U Re = 380 [MPa]). 

Najmniejsze wartości współczynnika bezpieczeństwa 
SRF wyznaczone dla węzłów modeli numerycznych anali-
zowanych części, w których wystąpiły największe wartości 
naprężeń głównych |σ|max (Tab. 4), zestawiono w Tab. 5. 

Tab. 5. Wyznaczone wartości współczynników bezpieczeństwa 
               SRF dla analizowanych części 

 piasta wspornik Kosz  
satelitów 

SFR [-] 0,4 1,42 2,51 

Nr węzła 46133 8635 9540 

6. ANALIZA WYNIKÓW I WNIOSKI 

Z przeprowadzonych obliczeń wynika, iż analizowane 
części konstrukcyjne elektrowni wiatrowej charakteryzują 
się wystarczającą wytrzymałością na działanie obciążeń 
ekstremalnych.  

Mała wartość współczynnika bezpieczeństwa SRF wy-
stępująca w piaście wirnika elektrowni zlokalizowana jest  
w miejscu połączenia grubego kołnierza piasty z cienką 
ścianką. Sposobem na zwiększenie wartości tego współ-
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czynnika bezpieczeństwa jest zaokrąglenie krawędzi  
oraz wykonanie łagodniejszego przejścia między kołnie-
rzem a resztą piasty. 

Uzyskane duże wartości współczynnika bezpieczeństwa 
SRF pozwalają na modyfikację analizowanej elektrowni,  
w celu osiągania przez nią większej mocy. Jest to istotna 
cecha w przypadku nowoprojektowanych obiektów.  

Wykorzystanie przedstawionej w niniejszej pracy me-
todyki wyznaczania zapasu wytrzymałości części elektrow-
ni pozwala na ocenę spełnienia przez analizowany obiekt 
wymagań zawartych w odpowiednich normach. Wyzna-
czenie wartości współczynnika bezpieczeństwa SRF,  
z uwzględnieniem współczynników takich, jak np. współ-
czynnik koncentracji naprężeń, współczynnik zależny  
od rodzaju materiału czy współczynnik zależny od rodzaju 
obciążenia, daje lepszy i bardziej wiarygodny obraz wy-
trzymałości analizowanej konstrukcji przy zadanym obcią-
żeniu, niż np. mapy naprężeń zredukowanych itp. 

Wyznaczone wartości współczynnika bezpieczeństwa 
SRF mówią jedynie o wytrzymałości na obciążenia mak-
symalne, występujące w ekstremalnych przypadkach pracy 
turbiny wiatrowej i nie uwzględniają zmęczenia materiału. 
W celu pełnej oceny trwałości elektrowni wiatrowej nale-
żałoby przeprowadzić również analizę zmęczeniową. 
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ASSIGNMENT OF STRESS RESERVE FACTOR 
FOR CHOSEN WIND TURBINE ELEMENTS 

Abstract: Calculations were performed for horizontal axis wind 
turbine. Stress Reserve Factors were calculated for DLC 6.1 load 
case according to Germanischer Lloyd. Wind conditions were 
assumed for I-class wind turbine. As a first step, FEM calculation 
with using AnSYS software was performed with maximum values 
of principal stresses as an output. Then, based on FEM analysis 
results, Stress Reserve Factors were calculated. SRF values show 
that analyzed torsional support and planet gear have sufficient 
strength for extreme loads. Methodology of safety margin evalua-
tion presented in this paper allows to assess if the object fulfills 
relevant standards demanding.  
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Z TURBINOWYMI SILNIKAMI SPALINOWYMI  
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Streszczenie: W artykule przedstawiono propozycję metodyki oceny dynamiki okrętowego układu napędowego z silnikami 
turbinowymi LM 2500 z wykorzystaniem systemów DGPS i EGNOS. Rozpatrzono wytypowane parametry eksploatacyjne 
oraz ich powiązanie z przyspieszeniem, prędkością i drogą okrętu w stanie nieustalonym. Scharakteryzowano sposób prze-
twarzania i gromadzenia danych oraz omówiono powstałe przy pomiarze błędy a także przeprowadzono dyskusję nad przy-
datnością obu systemów dla pozycjonowania jednostki.  

1. WSTĘP 

Ocena stanu technicznego okrętowego układu napędo-
wego stanowi podstawę do uzyskania niezbędnych doku-
mentów certyfikacyjnych zarówno przy nowo budowanych 
jednostkach jak i dla statków remontowanych. Próby tech-
niczne silników realizowane są podczas pracy na uwięzi  
(na tzw. palu) oraz w warunkach morskich. Celem prowa-
dzonych badań jest: 
− weryfikacja podstawowych parametrów technicznych 

okrętu będących przedmiotem zamówienia armatorskie-
go; 

− ocena jakości wykonanych czynności regulacyjnych 
i naprawczych w zakresie silników napędu głównego, 
pracy pędnika oraz czystości (chropowatości bez-
względnej) kadłuba okrętowego; 

− zdolności układu napędowego do krótkotrwałej pracy 
przy przeciążeniu. 
Przedstawione zadania realizowane są w ustalonych 

stanach obciążeń. Próby stoczniowe na uwięzi są praktycz-
nie tylko pomiarami testowymi mającymi na celu spraw-
dzenie i dopuszczenie jednostki do prób morskich. Badania 
w morzu są wykonywane na otwartych akwenach 
lub na tzw. mili pomiarowej. Prowadzone pomiary w kur-
sie i kontrkursie mają na celu określenie maksymalnej trwa-
łej prędkości przy jednoczesnym sprawdzeniu zakresu 
parametrów eksploatacyjnych elementów transmisji mo-
mentu obrotowego. Badania są często obarczone dużymi 
błędami wynikającymi z tolerancji przyrządów pomiaro-
wych. Innym problemem jest brak jednoznacznie identyfi-
kujących stan techniczny elementów układu napędowego 
procedur dla oceny pracy jednostki w stanach nieustalo-
nych. Zakres badań zdawczych obejmuje zagadnienia 
zmian parametrów technicznych silników w zakresie tzw. 
pola parametrów kontraktowych przy jednoczesnej kontroli 
rozwinięcia przez silnik lub silniki kontraktowej mocy 
ciągłej – rysunek 1. 
 

 

2. ANALIZA PARAMETRÓW EKSPLOATACYJNYCH 
    OKRĘTOWEGO UKŁADU NAPĘDOWEGO 

Przedstawiona na rysunku 1 charakterystyka pracy sil-
nika turbinowego jest dokumentem na podstawie, którego 
dokonuje się oceny stanu technicznego silnika w stanach 
ustalonych. Moment i moc zapotrzebowaną przez pędnik 
śrubowy można określić w postaci zależności (Charchalis, 
2001; Wojnowski, 1998): 

2 5
M WSM k n Dρ= ⋅ ⋅ ⋅ .                                                (1) 

3 52 2S WS M WSN M n k n Dπ π ρ= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ .               (2) 

gdzie: kM – bezwymiarowy współczynnik momentu;  
ρ – gęstość wody (dla Bałtyku Południowego ρ=1025 
kg/m3; D – średnica śruby [m]; M – moment zapotrzebowa-
ny [Nm]; NS – moc na stożku śruby [W], nWS – prędkość 
obrotowa śruby [obr/s]. 

Zakładając wstępnie, że śruba ma stałą średnicę  
D = idem oraz że pracuje w ośrodku o stałej gęstości, nale-
ży zauważyć, że moment zapotrzebowany przez pędnik 
zależy od kwadratu prędkości obrotowej nWS oraz bezwy-
miarowego współczynnika momentu kM, który z kolei zale-
ży od bezwymiarowego współczynnika posuwu określone-
go jako: 

p

WS

v
J

D n
=

⋅
.                                                                  (3) 

gdzie: vp – postępowa prędkość śruby względem wody. 
Badania eksperymentalne dowiodły, że w stanach usta-

lonych dla podobnych wyporności kadłuba oraz przy po-
dobnych warunkach pogodowych iloraz vp/nWS jest prawie 
niezmienny, co w analizie stanów ustalonych skutkuje 
twierdzeniem, że przy stałej prędkości pływania można 
przyjąć uproszczenie, że  J=idem oraz kM = idem – rysunek 
2 (Kruppa, 1976).  Należy jednak zauważyć, że większość 
kolizji morskich następuje w trakcie manewrowania, a więc 
poza stanami ustalonymi. Zatem modelowanie oraz badania 



Andrzej Grządziela 
Diagnozowanie okrętowego układu napędowego z turbinowymi silnikami spalinowymi 

 24 

morskie zachowania się układu kadłub – silnik – śruba 
w stanach nieustalonych pozwalają nie tylko na weryfikację 
przyjętych uproszczeń, ale przede wszystkim skutkować 
mogą prognozowaniem zachowania się jednostki podczas 

awaryjnych manewrów np. CAŁA NAPRZÓD – CAŁA 
WSTECZ, a także umożliwić mogą obserwację charaktery-
stycznych parametrów diagnostycznych w procesie akcele-
racji i deceleracji.  

 
Rys. 1. Przykładowe pole pracy okrętowego silnika turbinowego 

Procesy zwiększania prędkości pływania okrętów od-
bywają się zawsze przy włączonym napędzie śruby i dlate-
go niezależnie od rozwiązań konstrukcyjnych analiza pro-
cesu może być podobna. Po uwzględnieniu zależności (1) 
i (2) równania dynamiki ruchu okrętu przyjmą postać: 

1 1 1

( ) ( ) ( )
k k k

ei i s t
i i i

dv
m m T R v M M M

dt = = =

+ Δ = − = +∑ ∑ ∑ .          (4) 

gdzie: R – opór okrętu, Te – napór pędnika, Ms – moment 
silnika/ów napędu głównego, Mt –moment oporowy (wy-
stępują ze znakiem minus); m – masa okrętu, Δm – masa 
wody towarzyszącej.  

Dla przyspieszania okrętu powinna występować nad-
wyżka rzeczywistej siły naporu nad wielkością oporu pły-
wania w stanie ustalonym. Z kolei wielkość siły naporu (5) 
zależy od zapotrzebowanego momentu śruby, który przed-
stawia zależność (1). 

2 4
T WST k n Dρ= ⋅ ⋅ ⋅ .                                                 (5)    

Dla śrub o skoku ustalonym wzrost prędkości pływania 
może być realizowany tylko poprzez zwiększanie prędkości 
obrotowej silnika napędowego i tym samym prędkości 
obrotowej śruby, co uzyskuje się to poprzez zwiększenie 
ilości paliwa dostarczanego do silnika w jednostce czasu. 
Im większy będzie nadmiar rzeczywistej sił naporu śruby Te 
wobec wielkości oporu  pływania R, tym krótsze będą cza-
sy oraz drogi manewru – rysunek 3. Aby określić wielkości 
liczbowe analizowanych parametrów przedstawiono 
je w postaci analitycznej. Posłużono się pierwszym z rów-
nań (4) uwzględniając, że:  

1
( ) ( )

k

ei
i

vdvm m T R v
ds =

+ Δ = −∑ .                                            (6) 
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Równanie (6) po scałkowaniu w przedziale prędkości, 
tzn. równanie procesu przyspieszania od v1 do v2 , przyjmie 
postać:     

2

1

2 2
2 1( ) ( )

2
v

ev

v v
m m T R ds

−
+ Δ = −∑∫ .                                (7) 

Z równania (7) wynika, że w czasie przyspieszania stat-
ku, akumulowana przez niego energia kinetyczna ruchu 
wzrasta kosztem nadmiaru siły naporu śrub ΣTe wobec 
wielkości jego bieżącego oporu R. Czas manewru w funkcji 
naporu śrub napędowych można uzyskać z pierwszego 
z równań (4). Jest to czas przyspieszania od prędkości v1 
do v2. Po przekształceniu otrzymano: 

2

1

( ) , ( )
v

v
e e

dv dvdt m m t m m
T R T R

= + Δ = + Δ ⋅
− −∫∑ ∑

.    (8) 

By uzyskać wielkość drogi manewru pomnożono pierw-
sze z równań (8) przez prędkość pływania v. Uzyskano 
w ten sposób drogę przebytą przez okręt w czasie przyspie-
szania go od prędkości v1 do v2. Po dalszych przekształce-
niach uzyskano: 

2

1

( )

( )

e

v

v
e

v dvds v dt m m
T R

v dvs m m
T R

⋅
= ⋅ = + Δ

−

⋅
= + Δ ⋅

−

∑

∫ ∑

.                                        (9) 
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Rys. 2. Charakterystyka hydrodynamiczna śruby swobodnej, 
gdzie: ηSR – sprawność pędnika, vp –prędkość postępo-
wa śruby okrętowej, J –współczynnik posuwu,  
nWS – prędkość obrotowa wału śrubowego, D – średnica 
śruby okrętowej, kM – współczynnik momentu,  
kT – współczynnik naporu 

Analizując równania (8) i (9) należy zauważyć, 
że w badaniach eksperymentalnych najważniejszym czyn-
nikiem, mającym wpływ na jakość otrzymanych wyników 
jest możliwość dokładnego określenia parametrów ruchu 
kadłuba. Znajomość charakterystyk hydrodynamicznych 
śruby oraz program obliczeń oporu całkowitego pozwala 
na wyznaczenie charakterystyk napędowych dla stanów 
nieustalonych. Tak, więc zarówno dla potrzeb modelowania 
jak i dla badań morskich podstawową potrzebą jest dokład-
na informacja o chwilowej pozycji środka ciężkości okrętu, 
którą może zapewnić system GPS lub jego wersje różnico-
we. 

 
Rys. 3. Podstawowe zależności i parametry zwiększania prędkości 
             okrętu 

 
Rys. 4. Zmiany prędkości postępowej okrętu 

3. ANALIZA PRZYDATNOŚCI SYSTEMÓW DGPS  
    I EGNOS DLA DYNAMICZNEGO 
    POZYCJONOWANIA JEDNOSTKI 

Powszechność wykorzystania systemu GPS w szeroko 
rozumianej nawigacji zapewnia uzyskiwanie dokładności 
określenia pozycji na poziomie 13m (p=0.95) w płaszczy-
źnie horyzontalnej (Cydejko i Oszczak, 2003; Gautier 
i inni, 2005). Większość współczesnych odbiorników GPS 
wykorzystywanych w nawigacji morskiej umożliwia korek-
tę pozycji poprzez wykorzystanie pomiarów różnicowych, 
zapewniających zwiększenie dokładności. Z tego względu 
w ramach badań podjęto próbę oceny, polegającą na po-
równaniu dokładności wyznaczenia współrzędnych pozycji 
dla dwóch rozwiązań różnicowych systemu GPS możli-
wych do zastosowania w procesie pomiaru parametrów 
ruchu okrętu, niezbędnych do wyznaczania charakterystyk 
napędowych, na obszarze Bałtyku Południowego, tj: 
− różnicowy system DGPS wykorzystujący stację referen-

cyjną Rozewie (301KHz) , 
− Europejski Geostacjonarny Satelitarny System Wspo-

magania Nawigacyjnego  EGNOS wykorzystujący ko-
rekty różnicowe transmitowane przez łącze satelitarne.    
Dla oceny dwóch rozwiązań różnicowych GPS: DGPS 

LF/MF oraz EGNOS i możliwości ich zastosowania dla 
oceny charakterystyk napędowych przeprowadzono dwuty-
godniową kampanię pomiarową, której postawiono nastę-
pujące cele: 
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− określenie horyzontalnej dokładności wyznaczenia po-
zycji przez system EGNOS w długotrwałej sesji pomia-
rowej.  

− w oparciu o równoległe pomiary DGPS LF/MF dokona-
nie analizy porównawczej pomiędzy systemem EGNOS 
oraz rozwiązaniem DGPS wykorzystującym referencyj-
ne stacje morskie celem ustalenia optymalnego rozwią-
zania pozycyjnego dla pomiarów charakterystyk napę-
dowych (Gautier i inni, 2001; Global Positioning Sys-
tem Standard Positioning Service). 
Punkt referencyjny dla odbiorników EGNOS oraz 

DGPS wyznaczono na maszcie portu handlowego w Gdyni. 
Podstawowe założenia pomiarowe obejmowały: długość 
sesji pomiarowej – 2 tygodnie (ok. 2.5 mln. pomiarów),  
L1-pomiary kodowe, minimalna wysokość topocentryczna 
>5 deg, parametry sygnału: SS/SNR 40/19, PDOP<10 deg, 
HDOP<6 deg. Rejestracji dokonano z wykorzystaniem 
standardu  NMEA-0183, depesza GGA co 1 s, z następują-
cymi parametrami: przepływość binarna -4800 bodów,  
8 bitów danych (bit 7=0, najbardziej znaczący bit = 0), bez 
kontroli parzystości, 1 bit stopu, logicznej „1” odpowiada 

napięcie od -15V do 0.5V, logicznemu zeru odpowiada 
napięcie od +4V do 15V. Dla realizacji tej transmisji uży-
wano 9-cio stykowe złącze RS 232C. Przykładowe wyniki 
pomiarów zobrazowano w formie graficznej na rysunku 6.  

W tabeli 1 zestawiono wartości statystyk błędu określe-
nia pozycji dla obu analizowanych systemów. Nadmienić 
w tym miejscu należy, że dodatkowo prezentowaną miarą 
jest błąd pozycji z p=0.95 obliczony z populacji. W wyniku 
badań stwierdzono, że dla pomiaru współrzędnych pozycji 
– niezbędnych dla wyznaczenia przebytej drogi, system 
DGPS wykorzystujący stację referencyjną w Rozewiu za-
pewnia utrzymanie dokładności pomiaru przebytej drogi 
poniżej 2m (p=0.95) przy dostępności 99.9967% 
(1.999.934 wyznaczeń, na 2.000.000 możliwych). Nato-
miast wykorzystanie systemu EGNOS dla przeprowadzo-
nych badań jest niewskazane, bowiem pomimo zadawalają-
cej dokładności określenia pozycji dostępność systemu 
wyniosła  88.7266 % (1.774.532 wyznaczeń, na 2.000.000 
możliwych).  

 
Rys. 6. Rozkład pozycji względem wartości oczekiwanej systemu EGNOS (lewa kolumna) i DGPS (prawa kolumna)  
            w czasie kampanii pomiarowej

Przeprowadzone badania wykazały, że system DGPS 
wykorzystujący lokalne stacje referencyjne może być 
z powodzeniem stosowany dla wyznaczania przebytej drogi 
podczas wyznaczania charakterystyk napędowych jedno-
stek, gwarantując przy tym bardzo wysoką dostępność 
serwisu.  

Badania pilotażowe przeprowadzono na okrętach pod-
czas rutynowych badań diagnostycznych silników napędu 
głównego. Program badań obejmował: 
− pomiar parametrów układu napędowego; 
− pomiar przyrostu prędkości kadłuba; 
− pomiar przebytej drogi wg. wskazań odbiornika DGPS. 

Przeprowadzenie pomiaru czasu ruszania okrętu z miej-
sca wykonano dwukrotnie, aż do momentu osiągnięcia 
przez okręt prędkości 25 węzłów. W związku z tym, 
że częstotliwość pomiarów systemu DGPS wynosiła f=1 
Hz, wystąpić mógł błąd odczytu faktycznej pozycji okrętu. 
Przy obliczeniu przebytej drogi dokonano korekcji pozycji 
o przemieszczenie 10,5 m. Na podstawie wyników pomia-
rów sporządzono wykres zmian prędkości postępowej  
okrętu oraz wykres zmian prędkości obrotowej wału turbi-
ny napędowej w zależności od czasu – rysunek 7, a także 
zmianę wartości oporu i naporu w funkcji czasu – rysunek  
8. 
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Tab. 1. Analiza porównawcza dokładności określenia pozycji w płaszczyźnie horyzontalnej systemów DGPS LF/MF oraz EGNOS 
 DGPS EGNOS 

Numer pomiaru 
rms  

(p=0.65) 
[m] 

2rms  
(p=0.95)  

[m] 

95 % 
z populacji 

[m] 
Numer pomiaru 

rms  
(p=0.65)  

[m] 

2rms  
(p=0.95) 

[m] 

95 %  
z populacji 

[m] 
000001-
500.000 0.8824 10.76 1.6171 000001-

500.000 4.6205 9.2411 9.3202 

500.001-
999.999 0.8566 10.71 1.6146 500.001-

999.999 4.1557 8.3114 7.4831 

1.000.000-
1.500.000 0.8335 10.66 1.5562 1.000.000-

1.500.000 1.8219 3.6439 3.1172 

1.500.001-
2.000.000 0.8615 10.72 1.6084 1500001-

1.700.000 3.5034 7.0069 5.9393 

∑  0,8587 0.717 1.6021 ∑  3.7120 7.4240 6.6970 

 

 
Rys. 7. Zmiany prędkości obrotowej wału turbiny napędowej 

 

Rys. 8. Zależność prędkości obrotowej wału turbiny od prędkości 
            postępowej okrętu 

4. WNIOSKI  

Zastosowanie analiz parametrów eksploatacyjnych 
w stanach nieustalonych ma wiele ograniczeń oraz narzuca 
rygorystyczne wymogi powtarzalności badań. Użytkowane 
systemy pomiarowe mogą współcześnie podołać powyż-
szym wymaganiom a uzyskane wyniki mogą stanowić 
doskonałą platformę nowych, kompleksowych badań dia-
gnostycznych nie tylko okrętowego układu napędowego, 
ale także urządzeń sterowych, nawigacyjnych itp. Przed-

stawione wyniki analiz i badań pilotażowych stanowią 
podstawę dla wdrożenia pomiarów wszystkich parametrów 
eksploatacyjnych w stanach nieustalonych dla potrzeb okrę-
towego, wielosymptomowego systemu diagnostycznego.  
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DIANOSING OF COMBINED COGAG TYPE  
SHIPS POWER PLANT  

Sumary: The paper presents a proposal method of  diagnosing 
dynamics of ships combined propulsion system with gas turbine 
engines LM 2500 type with the use of DGPS and EGNOS sys-
tems. Two operational parameters were considered according 
acceleration, speed and distance of the ship during non-steady 
state. Methods of collecting and processing of measurement data 
were characterized, moreover calculated errors were presented 
as well. The discussion about helpfulness of both systems for posi-
tioning of vessel  finalized the paper. 
 
 
 



Andrzej Kazberuk 
Wyznaczanie parametrów odporności na pękanie materiałów quasi-kruchych na próbkach cylindrycznych z karbami 

 28 

WYZNACZANIE PARAMETRÓW ODPORNOŚCI  
NA PĘKANIE MATERIAŁÓW QUASI-KRUCHYCH  
NA PRÓBKACH CYLINDRYCZNYCH Z KARBAMI 

Andrzej KAZBERUK* 

*Katedra Mechaniki i Informatyki Stosowanej, Wydział Mechaniczny, Politechnika Białostocka, ul. Wiejska 45 C, 15-351 Białystok 

a.kazberuk@pb.edu.pl 

Streszczenie: Zaproponowano metodę wyznaczania krytycznego współczynnika intensywności naprężeń materiału na ści-
skanych próbkach o przekroju kołowym z centralnie umieszczonym otworem w postaci rombu. Proces zniszczenia próbki 
postępuje od wierzchołku karbu typu V. Znając wartość obciążenia niszczącego oraz standardowe stałe materiałowe oblicza 
się krytyczny współczynnik intensywności naprężeń wykorzystując odkształceniowe kryterium pękania oparte na modelu 
Dugdale’a. Zagadnienie koncentracji naprężeń w otoczeniu wierzchołków otworu rozwiązano metodą osobliwych równań 
całkowych. 

 

1. WPROWADZENIE 

Zastosowanie metod liniowej mechaniki pękania do 
analizy procesów zniszczenia elementów konstrukcji beto-
nowych i żelbetowych ma ponad półwieczną historię. Ob-
szerny i aktualny przegląd dokonań w tej dziedzinie zawie-
rają praca Brandta (1979) i kompendium Comprehensive 
Structural Integity (2003). 

Podstawowym parametrem materiałowym w mechanice 
pękania jest krytyczny współczynnik intensywności naprę-
żeń wyznaczany doświadczalnie na próbkach ze szczelina-
mi. W przypadku metali procedura określania tego parame-
tru jest znormalizowana i powszechnie stosowana. Proces 
pękania zaczyna się w tym przypadku, od szczeliny inicjo-
wanej zmęczeniowo. Dla materiałów kruchych takich jak 
beton, ceramika czy skały uzyskanie szczeliny początkowej 
o ściśle określonych parametrach jest trudne. Zazwyczaj, 
wytwarza się je na etapie formowania próbki (Golewski, 
Sadowski 2006). Uzyskuje się w ten sposób szczeliny 
o dość znacznej (2-3 mm) szerokości i promieniu zaokrą-
glenia wierzchołka. Tym samym, wymiary całej próbki 
belkowej muszą być duże, co podnosi koszty badań. Ostat-
nie zalecenia RILEM (Comprehensive 2003) dopuszczają 
wyznaczanie krytycznego współczynnika intensywności 
naprężeń na rozłupywanych próbkach prostopadłościen-
nych i cylindrycznych ze szczeliną wycinaną za pomocą pił 
diamentowych.  

W pracy zaproponowano metodę wyznaczania kry-
tycznego współczynnika intensywności naprężeń materiału 
na ściskanych próbkach o przekroju kołowym z centralnie 
umieszczonym otworem w postaci rombu. Proces zniszcze-
nia próbki postępuje w tym przypadku od wierzchołku 
karbu typu V, a nie jak ma to miejsce w podejściu klasycz-
nym, od wierzchołka szczeliny. Znając wartość obciążenia 
niszczącego oraz standardowe stałe materiałowe oblicza się 
krytyczny współczynnik intensywności naprężeń wykorzy-

stując odkształceniowe kryterium pękania (Savruk i inni, 
2003) oparte na modelu Dugdale’a (1960).  

Wybór kształtu koncentratora naprężeń w postaci otwo-
ru wynika ze studialnego charakteru pracy i chęci po-
równań obliczanych wartości współczynników intensywno-
ści naprężeń, dla niektórych wartości kąta rozwarcia ra-
mion rombu, z opublikowanymi (Noda i in. 1996, Savruk 
1988). Prezentowane podejście może być z powodzeniem 
zastosowane do analizy procesu pękania w otoczeniu do-
wolnych symetrycznych koncentratorów naprężeń, w tym 
karbów ostrych i zaokrąglonych osłabiających przekrój 
próbki. 

2.  ZALEŻNOŚĆ POMIĘDZY WSPÓŁCZYNNIKAMI 
INTENSYWNOŚCI I KONCENTRACJI 
NAPRĘŻEŃ DLA KARBÓW OSTRYCH  
I ZAOKRĄGLONYCH 

Wielkość naprężeń w wierzchołku karbu o kącie roz-
warcia  2β zaokrąglonego krzywą o małym promieniu ρ 
określa wzór 

2π/V
IImax

λρKR=σ −   (1) 

gdzie KI
V to uogólniony współczynnik intensywności na-

prężeń dla odpowiedniego karbu ostrego, a RI nazywany 
jest współczynnikiem wygładzenia naprężeń (Benthem 
1987). Wykładnik osobliwości λ przyjmuje  się jako naj-
mniejszy dodatni pierwiastek równania charakterystyczne-
go 

 

( ) ( )( ) βπ=α=λ+λ −−− 0,12αsinsin2α1 .                     (2) 

Zależność parametru λ od kata β również można aprok-
symować funkcją (Savruk, Kazberuk 2009): 
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cos312,1cos247,1
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2

β−β+

+β−β≈λ
                           (3) 

W pracy (Savruk i Kazberuk 2006) zaproponowano 
formułę aproksymacyjną do wyznaczania wartości współ-
czynnika wygładzenia naprężeń RI. Wzór dotyczy karbów 
zaokrąglonych łukiem kołowym i umożliwia oszacowanie 
RI z błędem nie przekraczającym 0.4% dla dowolnego β. 
Uwzględniając niewielkie zmiany wprowadzone w pracy 
(Savruk i Kazberuk 2009) zależność ta ma postać następu-
jącą: 

 

γ+
γ−γ+γ−γ+γ+

=
71,201

465,84,471,10204,9875,281 5432

IR . 

(4) 
gdzie γ=π/2-β. 

Wzory postaci (1) publikowało wielu autorów, m. in. 
Creager i Paris (1967), Neuber (1977), Benthem (1987), 
Lazzarin i Tovo (1996), obliczając wartości współczynnika 
wygładzenia naprężeń bądź jego analogów. W celu rozwią-
zania zagadnienia własnego na drodze analitycznej bądź 
numerycznej, odwzorowywano kształt nieskończonego 
klina wykorzystując różne krzywe gładkie mające w oto-
czeniu wierzchołka zmienny promień krzywizny (karby 
paraboliczne, hiperboliczne). W pracach Savruka i Kazbe-
ruka (2006, 2007) wykazano, że wielkość koncentracji 
naprężeń w wierzchołku rozrywanego symetrycznego kar-
bu zależy od kształtu karbu w otoczeniu wierzchołka. Za-
tem określenie jednoznacznej zależności RI(β) możliwe jest 
jedynie dla ściśle określonej geometrii karbu. Słuszność 
takiego podejścia została udokumentowana w pracach 
Savruka i Kazberuka (2007, 2008). 

 
3. KONCENTRACJA NAPRĘŻEŃ W 

WIERZCHOŁKU OTWORU ROMBOWEGO W 
ŚCISKANEJ PRÓBCE WALCOWEJ 

 
Rozważa się próbkę o przekroju kołowym osłabioną 

centralnie umieszczonym otworem o kształcie rombu 
(Rys. 1). Wierzchołki otworu są zaokrąglone łukami koło-
wymi o promieniu ρ. Stosunek wielkości promienia za-
okrąglenia karbu do połowy rzutu długości rombu na oś x 
określa parametr ε=ρ/l. Stosunek wielkości otworu do pro-
mienia próbki R oznaczono jako γ=l/R. Zakłada się, że 
brzeg otworu (gładki kontur  L) jest wolny od obciążeń 
zewnętrznych. Próbka poddana jest działaniu równoważą-
cych się sił P przyłożonych wzdłuż średnicy walca. Siły te 
wywołują w wierzchołku A otworu koncentrację naprężeń 
rozciągających. Ze względu na wymaganą dokładność 
wyznaczenia wielkości naprężeń na brzegu analizowanego 
obszaru, obliczenia przeprowadzono metodą osobliwych 
równań całkowych (Savruk 1981). 

Zespolone potencjały naprężeń (Muskhelishvili 2003) 
zagadnienia brzegowego zapisano w postaci 

 

Ψ(z)+(z)Ψ=(z)ΨΦ(z),+(z)Φ=(z)Φ 00 ** ,                (4) 
 

gdzie potencjały   
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R

l
P

π
=(z)Ψ

−
 

opisują jednorodne pole naprężeń w ściskanym obszarze 
kołowym, a funkcje Ф(z) i Ψ(z) określają poszukiwane 
zaburzenie naprężeń wywołane obecnością otworu L. Wa-
runek graniczny na konturze karbu przyjmuje postać 

 
Rys. 1 Otwór rombowy w obszarze kołowym 

( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] Lt,tΨ+tΦ't
dt
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tp=iτ+σ

0
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⎩
⎨
⎧

−

=

000
     (5) 

Przedstawienie całkowe rozwiązania zadania granicz-
nego zapisano w postaci (Savruk 1981) 

[ ]
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Spełniając warunek graniczny (5), uzyskuje się osobli-
we równanie całkowe  

 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) Lt',t'p=dttg't't,L+dttg't't,K
π L

∈∫
1 ,               (6) 

 

którego jądra mają postać 
 

[ ]
[ ],111

222

)t'(t,h+)t'(t,gt'
dt
dt'+)t'(t,f+)t'(t,f=)t'L(t,

,)t'(t,h+)t'(t,gt'
dt
dt'+)t'(t,f+)t'(t,f=)t'K(t,

2

1

 

 

gdzie )',(')',( ttfttg αα = ,  2,1=α . 
Równanie konturu otworu L zapisano w postaci para-

metrycznej t=lω(ξ), ( 2π0 ≤≤ ξ ). Dokonując zamiany 
zmiennych, równanie całkowe (6) zapisuje się w postaci 
kanonicznej 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ,η,ηp=dξξuηξ,N+ξuηξ,M
π

2π01 2π

0

≤≤∫   (7) 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ).ηωp=ηp,ξω'ξωg'=ξu

,ηω,ξωlL=ηξ,N,ηω,ξωlK=ηξ,M
 

Poszukiwana 2π-okresowa ciągła funkcja u(ξ) ma qu-
asi-osobliwości w otoczeniu wierzchołków rombu. W celu 
zagęszczenia węzłów kwadratur całkowania i węzłów ko-
lokacji w otoczeniu wierzchołków otworu zastosowano 
następującą zamianę zmiennych (Savruk, Kazberuk 2007) 

2π0),(
2π0sin4τ)4/1()(

≤≤
≤≤−

θθG=η
;τ,τ=τG=ξ
                           (8) 

W rezultacie uzyskuje się równanie całkowe postaci 
 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ),p=dττG'τuηξ,N+τuηξ,M
π ∫ θ)(1

**                 (9) 

 

przy 2π0 ≤≤ θ oraz ( ) ( )( )τGu=τu* , ( ) ( )( )θGp=p θ* . 

Dyskretnym analogiem równania całkowego jest alge-
braiczny układ równań liniowych (Savruk 1981) 

( ) ( ) ( ) ( )
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4n
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1

*

1 ( )
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gdzie  
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Uwzględniając symetrię zadania względem osi Ox i Oy, 
rząd układu równań (10) zostaje zmniejszony czterokrotnie. 
Nakładając warunki wynikające z symetrii na poszukiwaną 
postać funkcji rozwiązania ( ) ( )τu=τu ** 2π −  

i ( ) ( )τu=τπu ** −− , a także warunki zerowania się naprę-
żeń stycznych w punktach leżących na osiach symetrii, 
otrzymuje się układ n  zespolonych równań algebraicznych 
z n  niewiadomych wartości funkcji ( ) n,=k,τu k 1,...* .  
Po jego rozwiązaniu wyznacza się zespolone potencjały 
naprężeń (4), określające stan naprężeń i odkształceń 
w całej płaszczyźnie sprężystej. Obliczenie wartości naprę-
żenia normalnego sσ w punktach leżących na brzegu otwo-
ru przeprowadza się korzystając bezpośrednio ze znalezio-
nej funkcji u*(τ) (Savruk i in. 1989). Współczynnik koncen-
tracji naprężeń w wierzchołku A (Rys.1) otworu oblicza się 
korzystając ze wzoru  

( ) ( )[ ]0/04Im * ω'u=k A − ,                                                 (11) 

     Obliczenia przeprowadzono dla dwóch niezależnych 
parametrów – γ zmieniającego się od 0,05 do 0,9875 i kąta 
rozwarcia ramion rombu 2β od 0 do π/4. Uogólnione 

współczynniki intensywności naprężeń KI
V w ostrym na-

rożu otworu obliczono ze wzoru (Savruk, Kazberuk 2006) 
 

( )maxmli
0

I
V
I )/2( s

λ
ρ

λ σεlRπ=K
→

.                              (12) 

Zadowalającą dokładność przejścia granicznego (12) 
osiągnięto przy wartościach ε równych od 0,00001 
do 0,0001 w zależności od wielkości kąta β. Przebieg war-
tości  bezwymiarowego współczynnika intensywności 
naprężeń 

 

( )πPlK=F λ 1V
I

V
I / −                                                       (13) 

 

w funkcji parametru γ  przedstawiono na Rys. 2.  

 
Rys. 2 Uogólniony bezwymiarowy współczynnik intensywności 

naprężeń FI
V w funkcji parametru γ=l/R. 

Obliczone wartości bezwymiarowego współczynnika 
intensywności naprężeń dla 2β = 0 zgadzają się z warto-
ściami podawanymi w literaturze dla tarczy kołowej osła-
bionej szczeliną (patrz np. Savruk 1988), różnice w wyni-
kach nie przekraczają 0,1%. 

Dla kilku wybranych wartości parametru γ={0, 2, 0, 3, 
0, 4, 0, 5} przeprowadzono aproksymację funkcji bezwy-
miarowego, uogólnionego współczynnika intensywności 
naprężeń w zależności od kąta rozwarcia ramion wierz-
chołka rombu. W przedziale 0≤β≤π/4 funkcję przybliża z 
błędem nie przekraczającym 0,5%, wielomian 3-go stopnia  
postaci 

 
32V

I dx+cx+bx+aF ≈ ,      β=x  tg ,                        (14) 
 

Wartości współczynników we wzorze (14) podano 
w Tab. 1.  

 

Tab. 1. Współczynniki wielomianu (14) aproksymującego war-
tość uogólnionego współczynnika intensywności naprężeń 

 

Rl=γ /  a b C D 

0,2 0,06748 0,00226 0,1233 -0,0321 

0,3 0,19843 0,01522 0,2074 -0,0335 

0,4 0,15828 0,04529 0,3135  0,0000 

0,5 0,22079 0,09856 0,4471   0,1195 
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4.  KRYTYCZNY WSPÓŁCZYNNIK 
INTENSYWNOŚCI NAPRĘŻEŃ 

Przeprowadzając badania na opisywanych próbkach 
i wykorzystując wzór (13) można w sposób doświadczalny 
wyznaczyć funkcję krytycznego współczynnika intensyw-
ności naprężeń KIc

V(β), będącą podstawą naprężeniowych 
kryteriów zniszczenia elementów konstrukcji (Seweryn 
2003). Dla kąta rozwarcia ramion karbu β=0, czyli dla 
przypadku szczeliny fizycznej, możliwe jest (Comprehen-
sive Structural Integrity 2003) wyznaczenie stałej materia-
łowej KIc. Wartość tej stałej można również ustalić wyko-
rzystując kryterium odkształceniowe przedstawione 
w pracy Savruka i inych (2003), wiążące funkcję krytycz-
nego uogólnionego współczynnika intensywności naprężeń 
z funkcją rozwarcia rysy δI(β) w wierzchołku karbu V. Dla 
materiałów kruchych, dla których zasięg strefy plastycznej 
jest mały w porównaniu z wymiarami karbu, wartości funk-
cji δI(β) zależą jedynie od stałych materiałowych. Na pod-
stawie (Savruk i inni 2003) krytyczny, uogólniony współ-
czynnik intensywności naprężeń wyraża się zależnością 

 

( ) ( ) ( )[ ]λλ βδKσ=βK I
2
Ic

21
Y

V
Ic /− ,                                 (15) 

 

gdzie naprężenie σY odpowiada granicy plastyczności mate-
riału. Bezwymiarową wartość względnego rozwarcia rysy 
δI(β) można obliczyć ze wzoru (Savruk i inni 2003) 
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Wykorzystując (13) i (15) krytyczny współczynnik inten-
sywności naprężeń jest obliczany z zależności 

 

( ) ( )[ ] )2/(112
Y

1
cI

V
IIc

λ−− λλ σlPβδFπ=K ,                  (17) 
 

w której cP jest siłą niszczącą próbkę. 

5. WNIOSKI 

Przedstawioną w pracy metodę można zastosować 
do dostatecznie dokładnego wyznaczania krytycznego 
współczynnika intensywności naprężeń materiałów kru-
chych i quasi-kruchych na próbkach o różnych kształtach 
z wykształconymi koncentratorami naprężeń w postaci 
szczelin oraz karbów ostrych i zaokrąglonych. 

Zastosowanie odkształceniowego kryterium zniszcze-
nia, zawierającego jedynie  standardowe stałe materiałowe 
pozwala na określenie krytycznego współczynnika inten-
sywności naprężeń materiału na podstawie badań przepro-
wadzonych na próbkach z karbami co istotnie ułatwia wy-
konanie próbek – formowanych lub wycinanych z kon-
strukcji. 

Zaprezentowane podejście może być również z powo-
dzeniem zastosowane do analizy procesu pękania w otocze-
niu koncentratorów naprężeń umieszczonych w dowolnym  
elemencie konstrukcyjnym. 
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DETERMINATION OF THE FRACTURE TOUGHNESS 
PARAMETERS OF THE QUASI-BRITTLE MATERIAL 

USING CYLINDRICAL SPECIMENS 

Abstract: The method of determination of critical SIF of brittle 
and quasi-brittle material is presented. For the splitting cylindrical 
specimen with central diamond-shaped hole the stress intensity 
factors were calculated for arbitral vertex angle. The values  
of critical SIF was obtained considering the deformation fracture 
criterion based on Dugdale model of failure with assumption that 
fracture process zone starts from notch tip. 
Pracę wykonano w ramach realizacji projektu badawczego W/WM/2/09.
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Streszczenie: Rozpatrzono wybrane zagadnienia kontaktowe teorii sprężystości dotyczące wciskania nieodkształcalnego 
stempla w półprzestrzeń niejednorodną. Rozpatrywana półprzestrzeń składa się z półprzestrzeni jednorodnej oraz pakietu n 
izotropowych jednorodnych warstw. Algorytm rozwiązywania, oparty na wykorzystaniu przekształceń całkowych, zweryfi-
kowano, modelując ośrodki warstwowe o strukturze periodycznej oraz warstwy, których moduł Younga zmienia się wzdłuż 
grubości według zależności wykładniczej. 

 

1. WPROWADZENIE 

Postępy w technologii powłokowej powodują coraz 
szersze wykorzystywanie warstw wierzchnich dla popra-
wienia właściwości trybologicznych powierzchni ślizgo-
wych. Pozwalają one zmniejszyć współczynniki tarcia 
i wielkość zużycia, a jednocześnie nie powodują zmiany 
masy materiału. Punktem słabości w użyciu warstw 
wierzchnich jest ich pękanie (rozdzielenie, rozerwanie) 
bądź też rozwarstwienie i odłupywanie się na złączu war-
stwa/podłoże. W większości opracowań (Abdul-Bagi i Van 
der Giessen, 2002; Bragallini i inni, 2003; Chen i Engel, 
1972; Diao i inni, 1994; Diao, 1999; Houmid Bennani 
i Takadoum, 1999; Kouitat Njiwa i inni, 1998, 1999);  
Kulchytsky-Zhyhailo i Rogowski (2007); Torskaya 
i Goryacheva, 2003; Schwarzer, 2000; Schwarzem i inni, 
1999; Shi i Ramalingman, 2001) zakłada się, że warstwa 
jest jednorodna lub rozpatruje się kilka warstw (przeważnie 
2-4 warstwy) o stałych właściwościach mechanicznych. 
Równolegle są rozwiązywane zagadnienia, w których mo-
duł Younga lub moduł Kirchhoffa zmieniają się wzdłuż 
grubości warstwy według zależności wykładniczej (Guler 
i Erdogan, 2004, 2006, 2007; Kashtalyan i Menshykowa, 
2007) (metody analityczno-numeryczne) lub potęgowej 
(Fischer-Cripps, 2003; Giannakopolous i Pallot, 2000; 
Giannakopolous i Suresh, 1997; Suresh i inni, 1997) (meto-
dy analityczno-numeryczne oraz metoda elementów skoń-
czonych). Dwuwymiarowe zagadnienia kontaktowe, 
w których warstwę o zmieniającym się wzdłuż jej grubości 
współczynniku Kirchhoffa zastąpiono pakietem warstw, 
rozpatrzono w Liao-Liang i Yue-Sheng (2006, 2007). We-
ryfikację stosowania modelu homogenizowanego do opisu 
ośrodka warstwowego o strukturze periodycznej poprzez 
rozwiązywanie zagadnień przewodnictwa ciepła i teorii 
sprężystości dla pakietu 2n warstw przeprowadzono 
w pracach: Kołodziejczyk i Kulchytsky-Zhyhailo (2005, 
2007a, b), Kulchytsky-Zhyhailo i Matysiak (2005a, b), 
Kulchytsky-Zhyhailo i inni (2007). 

W niniejszej pracy zweryfikujemy metodę rozwiązywa-
nia zagadnień kontaktowych teorii sprężystości dla ośrodka 
jednorodnego pokrytego pakietem n jednorodnych izotro-
powych warstw. Pokażemy, że proponowane podejście 
może być wykorzystane do modelowania warstwy o zmie-
niających wzdłuż jej grubości właściwościach mechanicz-
nych. Zaletą proponowanego podejścia jest możliwość 
rozwiązywania wybranych zagadnień przestrzennych. 

2. ODEL MATEMATYCZNY ZAGADNIENIA 

Rozpatrzmy jednorodną izotropową półprzestrzeń sprę-
żystą pokrytą pakietem n jednorodnych izotropowych 
warstw, w którą wciskany jest nieodkształcalny gładki 
stempel (Rys. 1). Pomiędzy ośrodkami sprężystymi,  
z których składa się rozważany ośrodek niejednorodny, 
zachodzą warunki idealnego kontaktu mechanicznego. 

 
Rys. 1. Schemat zagadnienia 

Przyjmujemy, że główne promienie krzywizny po-
wierzchni podstawy stempla są dużo większe od charakte-
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rystycznego wymiaru obszaru kontaktu. Ponadto zakłada-
my, że siły styczne działające w obszarze kontaktu na sku-
tek tarcia wywierają znikomy wpływ na kształt i rozmiary 
obszaru kontaktu oraz rozkład ciśnienia kontaktowego 
(Johnson, 1985). Rozkład przemieszczeń i naprężeń 
w rozpatrywanym ośrodku niejednorodnym otrzymuje się 
z rozwiązania następującego brzegowego zagadnienia teorii 
sprężystości: 
− równania (Nowacki, 1970): 
 

( ) 0grad21 =+− iii Δ θν u  (1) 
 

− warunki brzegowe (Chen i Engel, 1972): 
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gdzie: u – wektor przemieszczenia, σ – tensor naprężenia, 
θ=divu – odkształcenie objętościowe, ν – współczynnik 
Poissona, x, y, z’ – bezwymiarowe współrzędne kartezjań-
skie odniesione do charakterystycznego liniowego wymiaru 
a obszaru kontaktu Ω, x, y, z – pomocnicze współrzędne 
kartezjańskie (z=h-z’), p(x,y) – ciśnienie kontaktowe, z’=hi 
– dolna powierzchnia i-tej warstwy, z’=h – powierzchnia 
ośrodka niejednorodnego, h=H/a, H – grubość pakietu n 
warstw, i – indeks odpowiadający numerowi ośrodka sprę-
żystego. 

W zagadnieniach, w których ciśnienie kontaktowe jest 
nieznane, obliczamy je spełniając: warunek powstania 
wspólnej powierzchni kontaktu (rzeczywistą powierzchnię 
podstawy stempla aproksymujemy paraboloidą): 
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oraz warunek równowagi: 
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gdzie: uz0 – przemieszczenie pionowe stempla, Rx i Ry – 
główne promienie krzywizny powierzchni podstawy stem-
pla w punkcie początkowego zetknięcia, p0=P/S – średnie 
ciśnienie kontaktowe, S – pole obszaru kontaktu, P – siła 
docisku. 

3. METODA ROZWIĄZYWANIA 

Proponowana metoda rozwiązywania opiera się na sto-
sowaniu dwuwymiarowego przekształcenia całkowego 
Fouriera (Sneddon, 1972): 
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za pomocą którego otrzymano zależności w postaci całko-
wej pomiędzy składowymi wektora przemieszczenia i ten-
sora naprężenia a ciśnieniem kontaktowym. Uzyskane rów-
nania zawierają 6n+3 nieznanych funkcji argumentów 
przekształcenia całkowego. Do ich wyznaczenia służy 
układ 6n+3 równań liniowych powstały ze spełnienia wa-
runków brzegowych (2) i (3). Wykazano, że otrzymany 
układ równań można sprowadzić do dwóch niezależnych 
układów równań. Pierwszy układ zawiera 2n+1 równań 
i jest jednorodny, czyli posiada trywialne rozwiązanie. 
Drugi układ składa się z 4n+1 równań jednorodnych i jed-
nego równania niejednorodnego. Elementy macierzy są 
funkcjami jednej zmiennej s (s2=ξ2+η2). Umożliwia 
to zapisanie otrzymanych zależności w postaci: 
 

( )

( )

( )

( ) ( )
2

0

0 00

1
2

( ( ))
( , ) exp( cos )

( ( ))
0,1,..., ,

i

i

i
F m

Fi
F m

C s
sds p s isr d

C s
i n

π

π

φ ϕ φ φ
∞

⎧ ⎫⎪ ⎪ = ⋅⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
⎧ ⎫⎪ ⎪ −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
=

∫ ∫

u

σ

u

σ
 (8) 

 

gdzie pF(ξ,η) – transformata Fouriera ciśnienia kontaktowe-
go, r, φ – współrzędne biegunowe w przestrzeni orygina-
łów, s, φ  – współrzędne biegunowe w przestrzeni trans-
format, funkcje Cm(s) – rozwiązanie układu równań: 
Aij(s)Cj(s)=δi,4n+2, i,j=1,2,…,4n+2, δi,4n+2 – symbol Kronec-
kera. 

4. WERYFIKACJA ALGORYTMU OBLICZEŃ 

4.1. Rozwiązanie trójwymiarowego zagadnienia  
kontaktowego wciskania paraboloidy  
w półprzestrzeń homogenizowaną 

Rozpatrzmy wciskanie nieodkształcalnej paraboloidy 
w półprzestrzeń warstwową o strukturze periodycznej. 
Komórkę periodyczności tworzą dwie warstwy o grubo-
ściach l1 i l2, modułach Younga E1 i E2 oraz współczynni-
kach Poissona ν1 i ν2. Mechaniczne właściwości półprze-
strzeni opisujemy za pomocą modelu homogenizowanego 
z parametrami mikrolokalnymi (Matysiak i Woźniak, 1987; 
Woźniak, 1987). Korzystając z dwuwymiarowego prze-
kształcenia całkowego Fouriera (7), otrzymujemy zależno-
ści całkowe pomiędzy składowymi wektora makroprze-
mieszczenia i składowymi tensora naprężenia a ciśnieniem 
kontaktowym: 
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gdzie: U –wektor makroprzemieszczenia, σ(i) –tensor na-
prężenia w i-tej warstwie komórki periodyczności. Spełnia-
jąc warunek kontaktowy (5), otrzymujemy dwuwymiarowe 
równanie całkowe, które posiada rozwiązanie analityczne. 
Obszarem kontaktu jest elipsa a ciśnienie kontaktowe opi-
suje rozkład Hertza. 
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4.2. Osiowo-symetryczne zagadnienie kontaktowe  
dotyczące wciskania nieodkształcalnej kuli  
w półprzestrzeń warstwową  
o strukturze periodycznej 

Półprzestrzeń warstwową, której struktura jest opisana 
w podrozdziale 4.1. modelujemy pakietem 2n warstw połą-
czonych z ośrodkiem homogenizowanym. W pracy Koło-
dziejczyka i Kulchytskyego-Zhyhailo (2007a, b) wykazano, 

że półprzestrzeń znajdującą się w pewnej odległości 
od obszaru kontaktu należy opisywać za pomocą modelu 
homogenizowanego z parametrami mikrolokalnymi. 
W rozpatrzonych tu i poniżej osiowosymetrycznych zagad-
nieniach kontaktowych (Rx=Ry w warunku kontaktowym 
(5)) promień koła kontaktu i rozkład ciśnienia kontaktowe-
go są nieznane. Obliczamy je, sprowadzając zagadnienie 
kontaktowe do równania całkowego, które rozwiązujemy 
numerycznie. 

         
Rys. 2. Zależność parametrów kontaktowych: a/a0h (a – promień koła kontaktu, a0h – promień koła kontaktu w zagadnieniu, w którym pół-

przestrzeń warstwową modelujemy ośrodkiem homogenizowanym) i p(0)/p0 od stosunku grubości komórki periodyczności do pro-
mienia koła kontaktu δ (η=l1/(l1+l2)) 

4.3. Trójwymiarowe zagadnienie kontaktowe dotyczące 
       wciskania paraboloidy w półprzestrzeń warstwową 
       o strukturze periodycznej 

Trójwymiarowe zagadnienie kontaktowe (Rx ≠ Ry) ana-
lizowane w ramach modelu opisanego w rozdziale 3.2. 

rozpatrujemy przy założeniu, że obszar kontaktu jest elipsą 
o nieznanym kształcie i rozmiarach, a ciśnienie kontaktowe 
jest opisane rozkładem Hertza. Założenia te można przyjąć, 
gdy parametr δ (stosunek grubości komórki periodyczności 
do większej półosi elipsy kontaktu a) jest mały. 

    
Rys. 3. Zależność mimośrodu elipsy kontaktu e i parametru a/a0h od parametru δ (1: E1/E2=0.125; 2: E1/E2=0.25; 3: E1/E2=4; 4: E1/E2=8, 

ν1=ν2=0.3, Ry/Rx=0.25;  - rozwiązanie dla ośrodka homogenizowanego, a0h - promień koła kontaktu, który powstaje w osiowosyme-
trycznym zagadnieniu wciskania kuli z promieniem ekwiwalentnym Re=(RxRy)1/2 w półprzestrzeń homogenizowaną) 

Naprężenie σyy na każdej granicy rozdziału warstw do-
znaje skoku (Rys. 4). Otrzymany obraz ma dwie obwiednie, 
których przybliżenie daje model homogenizowany. Obli-
czenia wykazały, że przy ustalonej wartości parametru 
δ=δa/b różnica pomiędzy rozkładami naprężeń uzyskanymi 
w ramach klasycznej teorii sprężystości a odpowiednimi 
rozkładami uzyskanymi na podstawie modelu homogeni-

zowanego dla różnych wartości stosunku a/b jest porów-
nywalna. Pozwala to wnioskować, że przy ocenie możliwo-
ści zastąpienia ośrodka warstwowego o strukturze perio-
dycznej ośrodkiem homogenizowanym należy uwzględniać 
wielkość stosunku pomiędzy grubością komórki periodycz-
ności a mniejszym liniowym wymiarem obszaru kontaktu. 
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Rys. 4. Rozkład naprężeń σyy/pmax (pmax=1.5p0) wzdłuż osi z: a), b) przy stałym współczynniku δ=0.1, a’), b’) przy stałym współczynniku  

δ= δa/b=0.2; a), a’) a/b=2, b), b’) a/b=4, jasnoszare linie – model homogenizowany, czarne linie – ośrodek niejednorodny, linie prze-
rywane – granice warstw; δ’ – stosunek grubości komórki periodyczności do mniejszej półosi elipsy kontaktu b. 

4.4. Osiowo-symetryczne zagadnienie kontaktowe wci-
skania kuli w półprzestrzeń warstwową pokrytą 
pakietem warstw o zmieniających się w sposób pe-
riodyczny właściwościach mechanicznych 

 
Rozpatrzono zagadnienie wciskania nieodkształcalnej kuli 
w jednorodną izotropową półprzestrzeń (moduł Younga E0 
i współczynnik Poissona ν0) pokrytą warstwą niejednorod-
ną o strukturze rozważanej w rozdziałach 4.1.-4.3. Oblicze-

nia przeprowadzono dla warstewek o jednakowej grubości 
oraz różnej kolejności ułożenia. W celu ograniczenia liczby 
parametrów założono, że ν0=ν1=ν2 oraz E1=E0 (lub E2=E0). 
Otrzymane rozwiązanie porównano z rozwiązaniem zagad-
nienia, w którym niejednorodną warstwę kompozytową 
opisano za pomocą modelu homogenizowanego z parame-
trami mikrolokalnymi. 
 

     
Rys. 5. Rozkład bezwymiarowego ciśnienia kontaktowego (n=10 – linie jasnoszare, n=40 – linie ciemnoszare, ośrodek homogenizowany – 

czarne romby, rozkład Hertza – czarna linia, a0 = a/a´, a0h=ah/a´, a – promień koła kontaktu, a0h – promień koła kontaktu w zagad-
nieniu, w którym warstwę kompozytową modelujemy ośrodkiem homogenizowanym, a´ – promień koła kontaktu w zagadnieniu do-
tyczącym jednorodnej izotropowej półprzestrzeni z właściwościami mechanicznymi E0 i ν0). 
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Rys. 6. Rozkład bezwymiarowego naprężenia σrr wzdłuż osi z (a-d (a´-d´) – moduł Younga jednej z warstewek komórki periodyczności jest 
większy (mniejszy) od modułu Younga jednorodnej izotropowej półprzestrzeni, a,b (a´,b´) – n=10, c,d (c´,d´) – n=40, a,c (a´,c´) – 
E1/E0=1, b,d (b´,d´) – E2/E0=1, szare linie – rozwiązanie zagadnienia, w którym niejednorodną warstwę kompozytową zastępujemy 
jednorodną warstwą homogenizowaną) 

4.5. Osiowo-symetryczne zagadnienie kontaktowe  
       wciskania kuli w półprzestrzeń warstwową pokrytą 
       warstwą, której moduł Younga zmienia się wzdłuż  
       grubości według zależności wykładniczej 

Rozpatrzono zagadnienie wciskania nieodkształcalnej 
kuli w jednorodną izotropową półprzestrzeń (moduł  
Younga E0 i współczynnik Poissona ν) pokrytą warstwą 
materiału, której współczynnik Poissona jest stały i równy 
ν, a moduł Younga zmienia się wzdłuż jej grubości według 

zależności wykładniczej: E(z’)=E0exp(βz’), β=ln(E1/E0)/h, 
z’ ≤ h, gdzie E1 – moduł Younga na powierzchni warstwy 
wierzchniej. Powyższa zależność została tak dobrana, 
że moduł Younga w całym ośrodku zmienia się w sposób 
ciągły. Analityczne rozwiązanie zagadnienia otrzymane 
według algorytmu (Guler i Erdogan, 2004, 2006, 2007; 
Kulczycki, 2002; Kulczycki i Rogowski, 2005) porównamy 
z rozwiązaniem, które uzyskamy, zastępując warstwę 
o zmiennych właściwościach mechanicznych pakietem n 
warstewek o stałych właściwościach. 
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Rys. 7. Rozkład bezwymiarowego ciśnienia kontaktowego (czarne linie – rozwiązanie zagadnienia dotyczącego pakietu warstewek, szare 

romby – metoda analityczna, szara linia – rozkład Hertza, a0=a/a´, a0’=aan/a´, a – promień koła kontaktu w zagadnieniu dotyczącym 
pakietu warstewek, aan – promień koła kontaktu w zagadnieniu rozwiązywanym metodą analityczną, a´ – promień koła kontaktu 
w zagadnieniu dotyczącym jednorodnej izotropowej półprzestrzeni z właściwościami mechanicznymi E0 i ν0) 

    
Rys. 8. Rozkład bezwymiarowego naprężenia σrr wzdłuż osi z (czarne linie – rozwiązanie zagadnienia dotyczącego pakietu warstewek, szare 

romby – metoda analityczna) 

5. PODSUMOWANIE 

Zaproponowano i zweryfikowano metodę rozwiązywa-
nia przestrzennych zagadnień kontaktowych dotyczących 
jednorodnego ośrodka izotropowego połączonego z pakie-
tem n izotropowych jednorodnych warstw. Powyższą me-
todę można wykorzystać: 
− do weryfikacji stosowalności modeli homogenizo-

wanych do opisu ośrodków warstwowych o strukturze 
periodycznej; 

− do analizy powyższych zagadnień, gdy model homoge-
nizowany nieadekwatnie opisuje ośrodek niejednorod-
ny; 

− do analizy zagadnień dotyczących warstwy wierzchniej 
o zmieniających się wzdłuż grubości wartościach me-
chanicznych (w tym także w przypadku ciągłej zmiany 
właściwości mechanicznych). 
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SELECTED ISSUES OF THEORY  
OF ELASTICITY FOR LAYERED BODIES 

Abstract: Selected issues of contact theory of elasticity for pres-
sing the rigid punch in non-homogeneous half-space are consi-
dered. Half-space consists of homogeneous half-space and a pack-
age of n isotropic homogeneous layers. Algorithm of calculation 
was based on integral transformation and was verified by mode-
ling the layered bodies by periodic layers or layers, which  
the Young’s module is changed along the thickness of the layer 
with the exponential dependence. 

  
Pracę wykonano w ramach realizacji projektu badawczego 
nr S/WM/2/08 realizowanego w Politechnice Białostockiej, finanso-
wanego ze środków Komitetu Badań Naukowych. 
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Streszczenie: W pracy przedstawiono wyniki badań związków gęstości prześwietleniowej oraz zawartości składników mi-
neralnych w ludzkiej kości beleczkowej z jej wytrzymałością. Dokonano oceny stopnia zgodności szacowania wytrzyma-
łości kości na podstawie pomiaru gęstości prześwietleniowej kości, w porównaniu z szacowaniem wytrzymałości na pod-
stawie zawartości składników mineralnych w kości. 

 

1. WPROWADZENIE  

W ocenie jakości kości metodą najczęściej stosowaną 
w praktyce klinicznej jest densytometria. Jako jedną z naj-
częściej stosowanych metod densytometrycznych (Badurski 
i inni, 1994; Keyak i inni, 1998), można wymienić DEXA 
(Dual Energy X-ray Absorptiometry). Metoda ta polega 
na prześwietleniu badanego obszaru ciała dwiema wiązka-
mi promieni o różnej energii. Na podstawie obliczeń osła-
bienia obu wiązek przy przejsciu przez ciało oblicza się 
gęstość kości. Następnie odnosi się wynik pomiaru gęstości 
kości danego osobnika do gęstości kości w grupie kontrol-
nej ludzi młodych z prawidłową masą kostną. Na tej pod-
stawie ocenia się spadek masy kostnej u danego osobnika. 
Różnica wartości obu tych gęstości jest wyznacznikiem 
jakości kości. W taki sposób ocenia się ryzyko wystąpienia 
złamania u danego osobnika, a więc także wytrzymałość 
kości. Jest to więc także pośrednia ocena wytrzymałości na 
podstawie oceny gęstości kości.  

Poważną wadą tej grupy metod jest to, że nie uwzględ-
nia ona indywidualnych cech osobniczych budowy ciała 
pacjentów. Przyjmuje się, że przy zbliżonym wieku 
czy wadze, budowa kości u osobników tej samej płci jest 
podobna, co nie zawsze jest prawdą. 

Stąd w pracy podjęto próbę odpowiedzi na pytanie 
na ile dokładna jest ocena wytrzymałości kości przy pomo-
cy pośredniego pomiaru BMD w porównaniu z oceną wy-
trzymałości, opartą na rzeczywistej zawartości składników 
mineralnych w kościach ludzkich. 

Rzeczywista zawartość składników mineralnych została 
określona metodą „in vitro” na podstawie badań próbek 
kostnych. 

2. MATERIAŁ I METODY 

Do badań użyto 97 próbek ludzkiej kości beleczkowej 
w tym 46 osteoporotycznych oraz 51 koksartrycznych 
pobranych z głów ludzkiej kości udowej. Preparaty, z któ-
rych wykonano próbki, uzyskano w wyniku implantacji 

stawu biodrowego. Ponieważ kości koksartryczne z reguły 
nie ulegają złamaniom, przyjęto założenie, że ich wytrzy-
małość jest co najmniej taka sama, jak kości zdrowych. 
Grupa ta została przyjęta jako grupa kontrolna o założo-
nych własnościach mechanicznych nie gorszych niż dla 
kości zdrowej. Niestety pozyskanie preparatów z kości bez 
żadnych chorób kości nie było w tym przypadku możliwe.  

Próbki były w kształcie walca o średnicy 10 i wysoko-
ści 8,5mm. Sposób pobrania próbki przedstawiono na Rys. 
1. Z nasady głowy prostopadle do osi szyjki wycięto plaster 
o grubości 8,5mm a), następnie z centralnej części plastra 
wycięto walec o średnicy 10 i wysokości 8,5mm b). Osta-
teczny kształt próbki przedstawia rysunek c). Próbki 
te poddano spopieleniu w celu określenia tzw. „ash densi-
ty” czyli gęstości popiołu, oznaczonej jako Ash.D oraz 
procentowej masowej zawartości fazy mineralnej w masie 
próbki, oznaczonej jako %Mma. 

 
 a)  b)  c) 

 

Rys. 1. Sposób pobrania próbek do badań  

W celu pomiaru Ash Density spopielono próbkę w pie-
cu, w temperaturze 5000C przez 18 godzin (Covin, 1999, 
Yuehuei i Draughn, 1999). 

W tym czasie ulegają wypaleniu składniki organiczne 
kości takie jak włókna kolagenowe, nerwowe, szpik kostny 
czy krew. Popiół tworzą jedynie składniki nieorganiczne 
nie ulegające wypaleniu w tej temperaturze, czyli głównie 
kryształy hydroksyapatytu. Gęstość popiołu oblicza się jako 
iloraz masy popiołu pozostałej po spaleniu próbki do pier-
wotnej objętości próbki przed spaleniem. Na Rys. 2 przed-
stawiono obraz przykładowej próbki przed i po spopiele-
niu. Określono także masową zawartość składników mine-
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ralnych w każdej próbce, którą zdefiniowano jako iloraz 
masy próbki po spopieleniu do jej masy początkowej, wy-
rażoną w procentach. 

 
 a)  b)

 
Rys. 2. Przykładowa próbka użyta do badań przed i po spopieleniu 

Pomierzono także gęstość prześwietleniową BMD pró-
bek metodą DEXA. Pomiar wykonano na aparacie Lunar 
Expert firmy General Electric. 

Próba ściskania wykonana została na maszynie wy-
trzymałościowej MiniBionix858. W próbie określono 
wytrzymałość na ściskanie próbek oznaczoną jako US. 
Szczegołowy opis metodyki i wyników badań opisał 
Mazurkiewicz (2007) oraz zamieszczono w pracy 
(Cichański i inni, 2007). 

3. WYNIKI BADAŃ 

  Tab. 1. Zakresy, wartości średnie, oraz odchylenia standardowe 
            względne uzyskanych wyników dla próbek osteoporotycznych 

 

 %Mma, % Ash.D, 
g/cm3 

BMD, 
g/cm2 US, MPa 

Min. 15,992 0,113 0,134 2,309 
Max. 65,545 0,592 0,343 19,894 
Średnia 29,547 0,276 0,234 8,077 
RSD 26% 29% 25% 50% 
RSD – odchylenie standardowe względne 

Tab. 2.  Zakresy, wartości średnie, oraz odchylenia standardowe 
              względne uzyskanych wyników dla próbek koksartrycznych 

 

 %Mma, % Ash.D, 
g/cm3 

BMD, 
g/cm2 US, MPa 

Min. 20,814 0,171 0,135 1,678 
Max. 52,793 0,512 0,431 36,143 
Średnia 36,626 0,327 0,292 12,675 
RSD 18% 26% 29% 55% 
RSD – odchylenie standardowe względne 

W tablicach 1-2 zestawiono zakresy, wartości średnie, 
oraz odchylenia standardowe względne uzyskanych wyni-
ków badań odpowiednio dla próbek osteoporotycznych 
i koksartrycznych. Odchylenie standardowe względne RSD 
jest ilorazem odchylenia standardowego i wartości średniej 
wyrażonym w %. 

Na Rys. 3-5 przedstawiono zależności pomiędzy 

%Mma, Ash.D oraz BMD a wytrzymałością dla próbek 
osteoporotycznych. Na rysunkach 6-8 przedstawiono ana-
logiczne zależności dla próbek koksartrycznych. 
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Rys. 3. Związek procentowej zawartości minerałów w masie 
            próbki z wytrzymałością dla próbek osteoporotycznych 
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Rys. 4. Związek gęstości popiołu z wytrzymałością dla próbek 
            osteoporotycznych 
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Rys. 5. Związek gęstości prześwietleniowej z wytrzymałością  
           dla próbek osteoporotycznych 
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Rys. 6. Związek procentowej zawartości minerałów w masie 
             próbki z wytrzymałością dla próbek koksartrycznych 
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Rys. 7. Związek gęstości popiołu z wytrzymałością dla próbek 
            koksartrycznych 
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Rys. 8. Związek gęstości prześwietleniowej z wytrzymałością  
            dla próbek koksartrycznych 

4. ANALIZA OTRZYMANYCH WYNIKÓW 
 

Na rysunkach 9-11 przedstawiono zestawienie związ-
ków pomiędzy mierzonymi wielkościami a wytrzymałością 
łącznie dla obu badanych grup próbek.  
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Rys. 9. Zestawienie związków procentowej zawartości minerałów 

w masie próbki z wytrzymałością dla obu badanych grup 
próbek 

W tablicy 3 zestawiono wartości uzyskanych współ-
czynników korelacji pomiędzy badanymi wielkościami 
a wytrzymałością dla obu badanych grup próbek.  
 
Tab. 3.  Wartości współczynników korelacji pomiędzy %Mma, 
             Ash.D, BMD a wytrzymałością na ściskanie US 

 

 %Mma, % Ash.D, g/cm3 BMD, g/cm2 

Osteoporoza 0,51 0,54 0,53 

Koksartroza 0,51 0,77 0,69 
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Rys. 10. Zestawienie związków gęstości popiołu z wytrzymało-

ścią dla obu badanych grup próbek 

W tablicach 1-2 przedstawiono wyniki uzyskane  
dla obu grup kości. Można zauważyć, że zakresy wyników 
uzyskane dla poszczególnych wskaźników pokrywają się  
w obu grupach. Uzyskane wartości średnie wyników były 
niższe dla grupy próbek koksartrycznych. Przyjąwszy gru-
pę próbek koksartrycznych jako grupę o własnościach 
reprezentatywnych dla kości zdrowej, spadek wskaźników 
%Mma, Ash.D oraz BMD w grupie osteoporotycznej wy-
nosił odpowiednio 19, 16 oraz 20%. Największy spadek 
wartości średniej zaobserwowano dla wytrzymałości US, 
wynosił on 36%. 
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Rys. 11. Zestawienie związków gęstości prześwietleniowej  
               z wytrzymałością dla obu badanych grup próbek 

W uzyskanych wynikach badań można zaobserwować 
duży rozrzut. Wartości odchylenia standardowego względ-
nego RSD są wprawdzie porównywalne w obu badanych 
grupach jednakże są dość znaczne. Podobnie jak w przy-
padku wartości średniej najwyższe wartości RSD uzyskano 
dla wytrzymałości na ściskanie. Wartości te wynoszą 50 
i 55% odpowiednio dla próbek osteoporotycznych i koksar-
trycznych. Świadczy to o  dużym rozrzucie wyników ba-
dań. Potwierdzają to także współczynniki korelacji uzyska-
ne dla związków mierzonych wskaźników z wytrzymało-
ścią na ściskanie, przedstawione na rysunkach 3-8. Warto-
ści uzyskanych współczynników korelacji zestawiono w 
tablicy 3. Dla procentowej masowej zawartości minerałów 
w masie próbki %Mma oraz Ash.D uzyskane współczynni-
ki korelacji nie odbiegały od współczynników uzyskanych 
dla BMD w przypadku próbek osteoprotycznych. Podobnie 
jest z wartością współczynnika korelacji wskaźnika %Mma 
dla próbek koksartycznych. 

W przypadku gęstości popiołu Ash.D oraz BMD 
dla próbek koksartrycznych uzyskane wartości są wyższe 
niż analogiczne uzyskane w przypadku próbek osteoporo-
tycznych. Jeżeli odniesiemy te wartości do grupy próbek 
osteoporotycznych to współczynniki korelacji będą wyższe 
o 0,23 oraz 0,16 odpowiednio dla Ash.D i BMD. Jednocze-
śnie uzyskana wartość współczynnika korelacji dla Ash.D 
jest wyższa o 0,08  niż uzyskana dla BMD w tej grupie 
próbek, i wynosi R=0,77. 

Na rysunkach 9-11 zestawiono uzyskane wyniki dla obu 
badanych grup próbek łącznie. Można tutaj zauważyć, 
że otrzymane wyniki nie umożliwiają opisu dokładnymi 
zależnościami związków pomiędzy badanymi wielkościami 
a wytrzymałością. Wyniki tworzą raczej „chmury punk-
tów” częściowo się pokrywające, nie dające jednak dokład-
nego rozróżnienia pomiędzy badanymi grupami próbek. 

5. WNIOSKI 

Na podstawie otrzymanych wyników i przeprowadzonej 
ich analizy można przyjąć następujące wnioski: 
1. Dla wszystkich zmierzonych wskaźników tj. %Mma, 

Ash.D, BMD oraz wytrzymałości na ściskanie US uzy-

skano niższe wartości średnie w przypadku próbek oste-
oporotycznych.  

2. Zakresy uzyskanych wyników dla poszczególnych 
wskaźników dla obu grup próbek częściowo się pokry-
wają. W obu badanych grupach zaobserwowano  znacz-
ne wartości odchylenia standardowego zwłaszcza dla 
wytrzymałości na ściskanie. 

3. W grupie próbek osteoporotycznych nie uzyskano po-
prawy siły związków pomiędzy badanymi wskaźnika-
mi, a wytrzymałością w odniesieniu do takich związ-
ków z BMD. W tym przypadku zwiększenie dokładno-
ści oceny wytrzymałości kości w porównaniu z oceną 
pośrednią poprzez pomiar BMD nie jest możliwe. 

4. W grupie próbek koksartrycznych podobnie jest dla 
wskaźnika %Mma. Dla Ash.D uzyskano wzrost warto-
ści współczynnika korelacji w porównaiu z pomiarem 
BMD o 0,08. Stwarza to możliwości zwiększenia do-
kładności oceny wytrzymałości w porównaniu z oceną  
przy użyciu BMD w tej grupie próbek.  

5. Należy tu jednak mieć na uwadze – o czym wspomnia-
no w punkcie 2 pracy, że grupa próbek koksartrycznych 
została uznana za grupę reprezentującą własności me-
chaniczne nie niższe niż kości zdrowe. Założenie takie 
poczyniono na podstawie tego, że kości te podobnie jak 
kości ludzi zdrowych bardzo rzadko ulegają złamaniom. 
Natomiast nie jest pewne czy zmiany chorobowe pod-
czas koksartrozy nie działają w „druga stronę”, tj. nie 
prowadzą do podwyższenia wytrzymałości w odniesie-
niu do kości zdrowych. 
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RELATIONS AMONG DEXA DENSITY,  
MINERAL CONTENT AND STRENGTH  

OF HUMAN TRABECULAR BONE 

Abstract: In the paper, it was presented results of investigation 
relations between DEXA density, mineral content and strength  
of human trabecular bone. An agreement of evaluation strength  
of trabecular bone on the base DEXA density and mineral content 
of trabecular bone was proved. 

 
Pracę wykonano w ramach realizacji projektu badawczego nr N 
N501 308934 finansowanego ze środków Komitetu Badań Nauko-
wych. 
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Streszczenie: W pracy dokonano zestawienia wyników obliczeń modułu Younga kości gąbczastej dwiema metodami: z wy-
korzystaniem oprogramowania do obliczeń metodą elementów skończonych – MES będącego na wyposażeniu mikrotomo-
grafu komputerowego oraz wykonanych w programie Ansys z wykorzystaniem do obliczeń modułów Younga całych próbek 
modułów beleczek pomierzonych metodą ultrasonograficzną. Obliczone wartości modułów z wykorzystaniem badań ultra-
sonograficznych stanowiły od 43 do 50% wartości modułów obliczonych na mikrotomografie. Pomiędzy wynikami uzyska-
nymi obiema metodami uzyskano liniową zależność opisaną współczynnikiem determinacji o wartościach R2>0,87. 

 

1. WPROWADZENIE 

Diagnostyka chorobowych zmian kości – także oste-
oporotycznych - powinna prowadzić do pozyskania infor-
macji o zaburzeniach jej architektury, a także – co byłoby 
najbardziej pożądane – o wartości aktualnej wytrzymałości 
czy modułu Younga. 

Niestety prowadzone dziś badania najczęściej nie dają 
pełnej odpowiedzi ani co do struktury, ani możliwości 
dokładnej oceny cech wytrzymałościowych (Keyak i inni, 
1998, Covin, 2001). 

Otrzymywana w tych badaniach, a są to najczęściej ba-
dania densymetryczne, gęstość prześwietleniowa BMD 
w g/cm2 identyfikuje uśrednioną gęstość kości gąbczastej 
wraz z częścią korową w określonym miejscu (Badurski 
i inni, 1994, Cody i inni, 1999). 

Na tej podstawie dysponując krzywą rozrzutu wielkości 
BMD w funkcji wieku – diagnosta określa, czy wielkość 
pomierzona mieści się w normie czy też nie. Jeżeli wiel-
kość BMD jest zbyt mała – jest problem. 

W pracy prezentowane są wyniki obliczeniowej oceny 
wartości modułu Younga fragmentu części gąbczastej gło-
wy kości udowej dwiema metodami. Metoda pierwsza, 
prowadząca do uzyskania modułu oznaczonego w pracy 
jako m1 obejmuje obliczenia dokonane w oparciu o analizę 
struktury kości z wykorzystaniem mikrotomografu kompu-
terowego, przy założeniu określonej wartości modułu  
Younga beleczki kostnej. Sposób drugi – moduł oznaczony 
m2 - opiera się na ultrasonograficznym pomiarze wartości 
tego modułu i wykorzystaniu jej w obliczeniach metodą 
elementów skończonych. W tym sposobie konieczna jest 
znajomość struktury, najlepiej o bardzo wysokim stopniu 
odwzorowania, ale także o odpowiednim stopniu uprosz-
czenia. 

Celem niniejszej pracy jest próba określenia związków 
statycznych pomiędzy rezultatami obliczeń dla obu powyż-
szych metod. 

2. METODA BADAŃ  

Podstawą obliczeń wartości modułu Younga dla kości 
gąbczastej były wyniki badań dla próbek kości, pobranych 
z głów osteoporotycznych i koksartrycznych ludzkich kości 
udowych. Próbki wykonano w kształcie walca o średnicy  
10 i wysokości 8,5mm. 

Grupa pierwsza dotyczy struktur kostnych osłabionych 
chorobą metaboliczną polegającą w ogólności na zmniej-
szaniu ilości „kości w kości”, wyraźnie niszczącą jej archi-
tekturę: zmniejszanie ilości beleczek, ich grubości, podpar-
cia itd. Grupa druga to próbki pozyskane z kości osób 
z chorobą zwyrodnieniową stawu biodrowego, polegającą 
na destrukcyjnych zmianach chrząstki stawowej. W tym 
przypadku próbki kostne można uznać za próbki bez zmian 
struktury, za próbki odniesienia, jeżeli koksartozie nie to-
warzyszy ostoporoza. 

Wszystkie próbki zostały poddane badaniom na mikro-
tomografie komputerowym μCT80, uzyskując obrazy 
warstw próbki prostopadłych do jej osi odległych od siebie 
o 36μm, które po progowaniu umożliwiły odtwarzanie 
struktury kostnej. Odtworzenie  to wymagało zastosowania 
metody budowania modelu z użyciem sposobu konwersji 
określanej w literaturze jako „voxel to element”. Standar-
dowy program obsługi μCT 80 umożliwiał wyznaczenie 
wielu wskaźników struktury, ale także modułu Younga.  
Do obliczeń modułu całej próbki przyjęto własności me-
chaniczne pojednyńczej beleczki w postaci modułu spręży-
stości E=10GPa i współczynnika Poissona ν=0,3 (Urlich  
i inni, 1998).             

Próbki przebadano także na ultrasonografie. Pomiary 
wykonano przy użyciu generatora Panametric 5058 RP 
z oprogramowaniem (Digital Scan Osciloskope – DSO), 
wyposażonego w głowice Panametrix generujące fale 
wzdłużne o częstotliwościach 0,5; 1 i 2 MHz. Przed wyko-
naniem pomiaru próbki umieszczono w pompie próżniowej, 
następnie po usunięciu ewentualnego powietrza z porów 
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próbek pompa została zalana wodą w celu wypełnienia 
cieczą przestrzeni pomiędzy beleczkami. Na stanowisku 
dokonano pomiaru prędkości fali ultradźwiękowej, po 
czym na podstawie równania (1) obliczono moduł Younga 
(Yuehuei i Draughn, 1999).  

,Ev
Aρ

=         (1) 

gdzie: v  – prędkość fali dźwiękowej w materiale, E  – 
moduł Younga, Aρ – gęstość pozorna materiału, tj. iloraz 
masy i objętości próbki. 

Przekształcając powyższą zależność możemy określić 
wartość modułu Younga:  

.2vE A ⋅ρ=         (2)  

Uzyskane wartości modułu Younga, jako uśrednienie 
dla beleczek dla poszczególnych próbek, zostały wykorzy-
stane w obliczeniach przeprowadzonych metodą elementów 
skończonych. Pozwoliły one uzyskać moduł Younga 
dla całej próbki. W pierwszym kroku zbudowano modele 
geometryczne próbek na podstawie obrazów uzyskanych 
z μCT, przy użyciu oprogramowania własnego. W tym 
przypadku zastosowano również metodę zmodyfikowanej 
konwersji „voxel do element”. Do obliczeń przyjęto indy-
widualne stałe materiałowe pomierzone dla beleczek 
w każdej próbce metodą ultasonograficzną przy częstotli-
wości głowic 0,5; 1 i 2 MHz. Podczas obliczeń określono 
siłę niezbędną do odkształcenia próbki o 0,8% tj. graniczną 
wartość zakresu odkształceń sprężystych obowiązującego 
dla kości beleczkowej. Na tej podstawie obliczono moduły 
Younga dla każdej z próbek. 

Dodatkowo próbki zostały przebadane na densytome-
trze  Lunar Expert firmy General Electric. W wyniku tego 
badania uzyskano indywidualne wartości BMD dla każdej 
z próbek. 

3. WYNIKI BADAŃ ORAZ ICH ANALIZA  

Wyniki obliczeń modułu Younga m1 dla wszystkich 
próbek uzyskane z mikrotomografu odniesione do ich war-
tości BMD zestawiono na Rys. 1: a) dla próbek zdiagno-
zowanych jako osteoporotyczne i b) dla próbek zdiagno-
zowanych jako koksartryczne.  

Na rysunkach tych wkreślono także proste regresji wraz 
z ich równaniami i wartością współczynnika determinacji. 
Zwraca uwagę fakt, że związek pomiędzy BMD a obliczo-
nym modułem jest znacznie większy dla próbek osteopo-
rycznych (R2=0,76) niż dla próbek koksartrycznych 
(R2=0,25). Oznaczałoby to, wydaje się, że osłabienie struk-
tury na skutek osteoporozy jest silniejsze niż wpływy cech 
osobniczych, tak wyraźnie różnicujący wyniki dla próbek 
koksartrycznych. Wartości modułu kości osteoporotycz-
nych nie przekroczyły 600MPa. Dla kości koksartrycznych 
dla blisko połowy próbek wartości te były wyższe 
niż ta wartość. 

Wyniki obliczeń MES (m2) przeprowadzone przy wy-
korzystaniu pomiarów ultrasonograficznych zestawiono 
na Rys. 2, wykonanym wg zasad wykonawstwa Rys.1  

z tym, że opisy 1, 2 i 3 dotyczą odpowiednio wyników 
oceny własności beleczek kostnych uzyskanych dla głowic 
ultrasonograficznych o częstotliwości 0,5; 1 i 2 MHz.              
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Rys. 1. Wyniki obliczeń modułu Younga przy wykorzystaniu 

oprogramowania mikrotomografu komputerowego:  
a) dla próbek osteoporotycznych, b) dla próbek koksar-
trycznych 

W tym przypadku związki pomiędzy wartością modułu 
m2 a wartości BMD są również wyraźnie mocniejsze 
dla próbek osteoporotycznych (wartość współczynnika 
determinacji R2=0,7-0,72) niż koksartrycznych (R2=0,27-
0,29). Stwierdzenie powyższe dotyczy wyników uzyska-
nych dla wszystkich stosowanych w badaniach ultrasono-
graficznych głowic pomiarowych, tj. 0,5; 1 i 2 MHz, 
dla których pojedyncze wyniki pozostają w bardzo podob-
nym odniesieniu. 

Warto też zwrócić uwagę, że im większa częstotliwość 
badania tym dla obu badanych grup próbek wyższe są war-
tości współczynnika determinacji, natomiast niższe warto-
ści wyrazu wolnego w równaniu regresji liniowej. Wskazu-
je to – co oczywiste, iż dla większych wartości BMD różni-
ce w obliczonych wartościach modułów dla całych kości 
w zależności od rodzaju głowic będą większe, a wartości 
tym większe im wyższa częstotliwość głowicy. 

Wyniki obliczeń modułu wg obu procedur zestawiono 
na Rys. 3. 
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Rys. 2. Wyniki obliczeń modułu Younga MES: a) dla próbek osteoporotycznych, b) koksartycznych, 1 – głowica 0,5 MHz,  
            2  – 1 MHz,  3 – 2 MHz 

Rysunki a) dotyczą próbek osteoporotycznych, b) kok-
sartrycznych, rysunki oznaczone 1) to przedstawienie 
związków pomiędzy m1 i m2 w postaci prostej regresji, 
natomiast 2) przy założeniu, że prosta regresji przechodzi 
przez początek układu współrzędnych (linie trendu 
dla częstotliwości głowic 0,5; 1 i 2 MHz wrysowano od-
powiednio linią ciągłą, punktową i kreskową). Analiza tych 
wykresów wskazuje na istnienie silnego związku liniowego 
pomiędzy wartościami modułów m1 i m2. Najmniejsza 
wartość współczynnika determinacji to R2=0,87 co daje 
wartość współczynnika korelacji powyżej 0,93 (najwyższa 
wartość to blisko 0,97). Opis prostą typu y=ax+b daje 
większe wartości współczynnika determinacji niż przyjęcie 

założenia, iż związek między m1 i m2 to funkcja przecho-
dząca przez początek układu współrzędnych. Jednak warto-
ści modułu m2 bez względu na częstotliwość głowicy po-
miarowej są wyraźnie mniejsze niż wartości modułu m1 od 
około 20% do nawet 57%. Relatywnie najmniejsze różnice 
uzyskano dla obliczeń próbek koksartrycznych (od około 
20% do 43%), a w ramach zróżnicowania techniki pozy-
skania wartości modułu beleczki kostnej – najmniejsze 
różnice wystepują dla pomiarów głowicy o częstotliwości 2 
MHz. Dla przebadanego zakresu częstotliwości im mniej-
sza częstotliwość badania ultrasonograficznego tym różnice 
pomiędzy m1 i m2 są większe. 
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Rys. 3. Związki pomiędzy wartościami modułu m1 i m2 dla: a) próbek kostnych osteoporotycznych, b) próbek kostnych koksartrycznych 
            (opis w tekście) 

4. WNIOSKI  

1. Obliczenie modułu Younga kości oparte na własno-
ściach beleczek kostnych pozyskanych z badań ultraso-
nograficznych prowadzą do uzyskania wyników niż-
szych od wartości modułów uzyskanych z pomiaru mi-
krotomografem komputerowym. 

2. Istnieje statystycznie mocny liniowy związek pomiędzy 
wartościami modułu Younga kości gąbczastej uzyska-
nej na podstawie standardowych obliczeń na mikroto-
mografie komputerowym, a wynikami obliczeń oparty-
mi na pomiarze ultrasonografem uśrednionego modułu 
beleczki kostnej. 

3. Istnieje konieczność porównania wyników obliczeń 
dla danych pozyskanych z badań ultrasonograficznych 
in vivo. 

4. Analiza związków pomiędzy wartościami modułów 
Younga i BMD potwierdza niepełną skuteczność oceny 
uszkodzeń kości jedynie wg BMD. 
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POSSIBILITIES COMPUTATIONAL ESTIMIATION  
OF YOUNG’S MODULE VALUES  

OF TRABECULAR BONE 

Abstract: In the paper, there were compared results of calcula-
tions of Young’s module samples of trabecular bone obtained  
by two methods. First, there were calculated by used FEM soft-
ware microCT station. Second, there were executed in Ansys 
software with used results measurement properties of single trabe-
culae by ultrasonic method. The values obtained from the method 
were from 43 to 50% in comparision to values obtained with use 
FEM software microCT station. Linear relationship between  
the results from both methods was described by determination 
coefficients R2>0,87. 
 
Pracę wykonano w ramach realizacji projektu badawczego  
nr N N501 308934 finansowanego ze środków Komitetu Badań 
Naukowych. 
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Streszczenie: Celem pracy jest opis procesu pękania elementów pracujących w przemyśle energetycznym poddanych od-
działywaniom mechanicznym i cieplnym, których skutkiem jest zmęczenie cieplno-mechaniczne materiału w wybranych ob-
szarach na powierzchni rozpatrywanych elementów. Poddano analizie lokalny proces odkształcania na powierzchni elementu 
przy użyciu MES. Wyznaczono zmienne w czasie pola naprężeń i odkształceń w urządzeniu podczas gwałtownego cyklicz-
nego schładzania przy nieustalonych warunkach pracy. Analiza jest częścią złożonych metod badań, których głównym celem 
jest polepszenie dokładności opisu procesu zmęczenia cieplno-mechanicznego instalacji pracujących w energetyce oraz za-
stosowanie wyników badań materiałowych do oceny stanu technicznego i trwałości urządzeń. 

1. WPROWADZENIE 

Energetyka jest jedną z gałęzi przemysłu, w których po-
stęp w ostatnim okresie jest szczególnie intensywny, 
a zmiany zachodzące w zakresie metod projektowania 
urządzeń energetycznych mają swoje implikacje ekologicz-
ne oraz wynikają z konieczności zapewnienia bezpieczeń-
stwa pracy tak nowych instalacji jak i tych po wieloletnim 
okresie użytkowania. Metody stosowane przez konstrukto-
rów obiektów energetycznych modyfikowane są wraz 
z wprowadzaniem nowych materiałów i rozwojem dostęp-
nych baz własności materiałowych. Coraz bardziej po-
wszechne staje się przekonanie, że wytrzymałość elemen-
tów urządzeń energetycznych jest ich cechą aktualną, 
zmienną w czasie i zależną od historii użytkowania. Po-
wstające bazy danych materiałowych oraz nowe metody 
obliczeniowe stwarzają możliwości oceny takiej aktualnej 
wytrzymałości. Pojawia się równocześnie potrzeba opra-
cowania procedur i metod oceny stanu czy też trwałości 
resztkowej obiektów po wielu latach użytkowania przy 
znanej  historii obciążenia oraz zmiennych w czasie wła-
ściwościach. Tego typu procedury określane są w języku 
angielskim słowem assessment, jak na przykład metody 
omówione w pracy  I. J. Perrina i J. D. Fishburna (2005), 
dotyczącej metodyki projektowania i oceny wytrzymałości 
urządzeń energetycznych.  

Wprowadzenie nowych sposobów konstruowania i ba-
dania obiektów pociąga za sobą zmiany, jakie zachodzą 
w normach. Zmiany te jednak przebiegają powoli, co uza-
sadnione jest w głównej mierze względami bezpieczeństwa 
oraz koniecznością praktycznej weryfikacji nowych metod 
i zasad. Do chwili obecnej najczęściej stosowano i stosuje 
się w dalszym ciągu klasyczne podejście nazywane „pro-
jektowaniem według reguł” (design by rules), w którym  
cechy konstrukcyjne elementów instalacji energetycznych 

wyznaczane są na podstawie ogólnie przyjętych zależności 
ujętych w odpowiednich normach.  Nowe podejście do 
zagadnienia projektowania opiera się na analizie zachowa-
nia się konstrukcji w określonych warunkach użytkowania 
(design by analysis). Stosowane są najczęściej w tym wy-
padku komputerowe metody symulacji działania złożonych 
systemów technicznych, w których uwzględnia się również 
możliwe zmiany ich cech materiałowych oraz procesy 
powstawania i rozwoju pęknięć. W ocenie aktualnego stanu 
urządzeń eksploatowanych wykorzystuje się więc w głów-
nej mierze metody z zakresu analizy zachowania się ukła-
dów przy oszacowanych charakterystykach materiałowych 
i wielkościach przewidywanych oddziaływań. 

W opracowaniu skoncentrowano się na wybranym za-
gadnieniu  z zakresu oceny wytrzymałości i trwałości ele-
mentów urządzeń energetycznych – na procesie zmęczenia 
cieplno-mechanicznego. Problematyka projektowani i oce-
ny stanu technicznego oraz wytrzymałości elementów pod-
danych oddziaływaniom mechanicznym i cieplnym, w 
których zachodzą procesy zmęczeniowe, omówiona zosta-
nie na przykładzie grupy obiektów, którymi są grubościen-
ne elementy ciśnieniowe kotłów.  

Obecnie w Polsce obowiązuje norma, PN-EN 12952 
(2000), na podstawie której oceniana jest między innymi 
trwałość urządzeń energetycznych. Norma ta złożona jest 
z 16 związanych ze sobą części, spośród  których część 
trzecia – PN-EN 12952-3 dotyczy zasad obliczeń konstruk-
cyjnych, natomiast część czwarta – PN-EN 12952-4 po-
święcona jest metodom oceny trwałości. Norma  PN-EN 
12952-4 zawiera w rozdziale A omówienie sposobu wy-
znaczenia uszkodzeń spowodowanych pełzaniem, nato-
miast jej rozdział B dotyczy zmęczenia. W normie zesta-
wiono zależności matematyczne i przedstawiono sposób 
ich wykorzystania bez omówienia podstaw teoretycznych 
oraz interpretacji ujętych normą równań i metod postępo-
wania.  
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Za koniecznością nowego spojrzenia na metody oceny 
właściwości materiałów oraz związane z nimi metody pro-
jektowania przemawiają stale rosnące wymagania odnośnie 
podwyższenia parametrów eksploatacji urządzeń, jakimi są 
w między innymi budowane obecnie w Polsce kotły o pa-
rametrach nadkrytycznych. Materiały stosowane w tych 
urządzeniach powinny wykazywać wyższe własności wy-
trzymałościowe podczas pracy w podwyższonej temperatu-
rze, jak również wyższą odporność korozyjną od materia-
łów stosowanych w urządzeniach konwencjonalnych. Roz-
patrując ich cechy wytrzymałościowe najczęściej bierze się 
w tym wypadku pod uwagę konieczność podwyższenia 
wytrzymałości na pełzanie przy uwzględnieniu wielu 
aspektów technologicznych wynikających ze zmian składu 
chemicznego, technologii przeróbki plastycznej, obróbki 
cieplnej oraz spawania. Rozwiązanie problemu zapewnie-
nia właściwej wytrzymałości na pełzanie materiału nie 
gwarantuje jednak trwałości wykonanych z niego elemen-
tów. Wynika to z wielu przyczyn, w tym z faktu, że więk-
szość elementów bloku energetycznego poddana jest od-
działywaniu temperatury zmiennej w czasie, co powoduje 
występowanie w materiale procesów o charakterze zmę-
czeniowym. Procesy te z kolei mogą prowadzić do po-
wstawania i rozwoju pęknięć.  

Rozwój pęknięć w warunkach oddziaływania podwyż-
szonej temperatury ma odmienny charakter od zjawisk 
opisywanych w ujęciu klasycznej mechaniki pękania. 
W podwyższonej temperaturze istotny udział mają procesy 
reologiczne  zachodzące w otoczeniu wierzchołka szczeliny 
oraz w części czynnej przekroju elementu. W chwili obec-
nej zjawiska rozwoju pęknięć w warunkach pełzania coraz 
częściej uwzględniane są w procedurach oceny trwałości 
elementów pracujących w podwyższonych temperaturach. 
Opisano je między innymi w normie BS 7910 (1994), 
w opracowaniach  firmy Nuclear Electric Ltd. (1997), 
w sprawozdaniu z projektu FITNET (2001) oraz w książce 
G.A. Webstera i R.A. Ainswortha  (1994). Ten sposób 
podejścia do obliczeń wytrzymałościowych nie dotyczy 
jednak większości obiektów konstruowanych i eksploato-
wanych w Polsce. Zastosowanie wymienionych procedur 
umożliwia zmniejszenie stopnia konserwatyzmu w ocenie 
wytrzymałości poprzez uwzględnienie możliwości wystę-
powania pęknięć w rozpatrywanych obiektach i zastosowa-
nie metod prognozowania ich rozwoju. W dalszym ciągu 
problemem, którego nie uwzględniają procedury jest gene-
rowanie pęknięć w warunkach współoddziaływania zmien-
nej w czasie temperatury i związanych z nią naprężeń ciepl-
nych. 

Wynika stąd, że ocena trwałości w warunkach zmęcze-
nia cieplno-mechanicznego jest ciągle aktualnym i nie 
rozwiązanym problemem. Inny jest bowiem charakter pro-
cesów zmęczeniowych wywołanych oddziaływaniem 
zmiennej w czasie temperatury oraz związanych z nią 
zmiennych równocześnie naprężeń cieplnych w porówna-
niu z klasycznym zmęczeniem w warunkach izotermicz-
nych. Równoczesny wpływ temperatury na charakterystyki 
materiałowe oraz zmienne w czasie pola naprężeń powodu-
je, że porównywanie zmęczenia w warunkach izotermicz-
nych w podwyższonej temperaturze ze zmęczeniem  
cieplno-mechanicznym jest niedoskonałym przybliżeniem, 

co w niedostatecznym stopniu uwzględnia się w analizie 
wytrzymałości i trwałości elementów urządzeń energetycz-
nych. Wraz ze wzrostem parametrów eksploatacji tych 
urządzeń problematyka zmęczenia cieplno-mechanicznego 
nabiera jednak coraz większego znaczenia. Wynika  
to w głównej mierze z konieczności zapewnienia bezpie-
czeństwa ich użytkowania. 

2. ZMĘCZENIE CIEPLNO-MECHANICZNE  
    W KRYTERIACH WYTRZYMAŁOŚCIOWYCH  
    W UJĘCIU NORMY EN 12952 

Używane powszechnie normy do projektowania ele-
mentów urządzeń energetycznych poddanych oddziaływa-
niom mechanicznym i cieplnym opierają się na własno-
ściach wyznaczonych w próbach pełzania. Dotyczy to za-
równo podstawowych norm stosowanych przez konstrukto-
rów w projektowaniu „design by rules” jak i procedur nie 
posiadających rangi normy, jak procedura R5, stosowana w 
metodach „design by analysis”, w których bierze się pod 
uwagę obecność pęknięć w elementach urządzeń i opisuje 
ich rozwój w warunkach pełzania. W przypadku koniecz-
ności uwzględnienia zjawisk zmęczenia normy i procedury 
opierają się na charakterystykach zmęczeniowych wyzna-
czonych w stałych temperaturach. Metody obliczeń naprę-
żeń i odkształceń w warunkach zmęczenia cieplno-
mechani-cznego opierają się na wielu uproszczeniach, stąd 
też wynikają trudności w przypadku konieczności ich za-
stosowania w zagadnieniach analizy i optymalizacji cech 
konstrukcyjnych elementów. 

Zależności, na podstawie których projektowane są ele-
menty urządzeń energetycznych poddanych zmęczeniu 
cieplno-mechanicznemu wynikają, zgodnie z normą EN 
12952-3, z sumowania naprężeń wyznaczonych dla na-
czyń cienkościennych obciążonych ciśnieniem wewnętrz-
nym oraz naprężeń cieplnych oszacowanych na podstawie 
uproszczonych zależności. Naprężenia w normie liczone są 
dla naczyń z otworami prostopadłymi do ich ścianek. 
Przyjmuje się nietypowe dla naprężeń oznaczenia. Naprę-
żenia główne w punkcie zaznaczonym na Rys. 1 na brzegu 
otworu w zbiorniku ciśnieniowym oznacza się jako f1, f2, 
f3. Naprężenia te są równe: 

tan tan , tan ,1 g g p g tf f f f= = +                                    (1) 

2 radf f p= = −                                                                  (2) 

3 axf f p= = −                                                                   (3) 

f1 jest naprężeniem stycznym do korpusu podstawowego  
i stycznym do otworu, powodowanym ciśnieniem i różnicą 
temperatur w ściance, f2  jest naprężeniem promieniowym  
w odniesieniu do korpusu podstawowego, kompensującym 
ciśnienie płynu na wewnętrznej powierzchni otworu w 
korpusie podstawowym, f3   jest naprężeniem osiowym w 
odniesieniu do korpusu podstawowego, kompensującym 
ciśnienie płynu na zewnętrznej powierzchni otworu 
lub rozgałęzienia.  

Na Rys. 1 oznaczono kierunki naprężeń w wybranym 
punkcie na brzegu otworu w powłoce walcowej. 
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Rys. 1. Oznaczenia kierunków naprężeń występujących  
             we wzorach (1) – (3)  
 

Różnice naprężeń głównych, z których największa 
co do modułu jest naprężeniem zastępczym zgodnie z hipo-
tezą największego naprężenia stycznego, wyrażają się wzo-
rami: 

tan12 gf f pΔ = +                                                                 (4) 

23 0fΔ =                                                                             (5) 

( )tan31 gf f pΔ = − +                                                            (6) 

 Jeśli rozpatrywana jest praca kotła przy zmieniającym 
się ciśnieniu i temperaturze, wywołujących naprężenia 
na krawędzi otworu o maksymalnej wartości 12fΔ  i mini-
malnej 12fΔ , wprowadzane jest następujące wyrażenie 
określające zakres naprężeń: 

12 122 v vf f f f= Δ = Δ − Δ                                                     (7) 

W tym przypadku odejmowane są od siebie różnice naprę-
żeń 12fΔ  lub 12fΔ , które należałoby rozumieć jako naprę-
żenie maksymalne i minimalne wyznaczone zgodnie z 
hipotezą największego naprężenia stycznego. Wielkość 
Δ w wyrażeniu vfΔ  (7) oznacza różnicę w czasie. Nato-
miast Δ w wyrażeniach 12fΔ   i 12fΔ  oznacza odejmowanie 
wartości naprężeń głównych. Zakres naprężeń 2 v vf f= Δ  
występujący we wzorze (7) jest największym spośród 
trzech zakresów: 

12 12

23 23

31 31

,
2 max ,v

f f
f f f

f f

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪

⎭⎪⎩

Δ −Δ

= Δ −Δ

Δ −Δ

                                                  (8) 

Zakresowi 2 vf  z równania (7) odpowiada naprężenie śred-
nie: 

12 12
1
2vf f f⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

= Δ + Δ                                                        (9) 

Norma, z uwagi na użycie w obliczeniach uproszczo-
nych zależności, przewiduje stosowanie odpowiednich 
współczynników koncentracji naprężeń αm lub αsp. Współ-
czynniki te nie muszą być stosowane w przypadku użycia 
metody elementów skończonych.  

Jak można zauważyć podstawową wielkością, którą po-
sługuje się norma jest różnica naprężeń głównych f1 i f2 

rozumiana jako wielkość naprężenia zastępczego w wybra-
nym punkcie na krawędzi otworu.  

Obliczanie dopuszczalnego zakresu naprężeń, które od-
bywa się na podstawie załącznika  B[2] – EN 12952-
3:2001, jak również określanie własności fizycznych mate-
riału na podstawie załącznika D powinno opierać się 
na temperaturze t* wyznaczanej dla cyklu obciążenia:  

max min0,75 0,25t t t∗ = × + × ,                                         (10) 

gdzie tmax  jest temperaturą metalu w chwili, gdy dominuje 
największe naprężenie w cyklu obciążenia, a tmin jest tempe-
raturą metalu w chwili, gdy występuje najmniejsze naprę-
żenie. 

W częściach ciśnieniowych kotłów, które zawierają 
wodę lub mieszaninę wody i pary w warunkach pracy, w 
celu ochrony przed pękaniem warstwy występującego na 
ich powierzchni magnetytu wprowadza się ograniczenia 
dla wartości naprężeń: 

tan tan , 200g g pof f MPa≤ +                                               (11) 

tan tan , 600g g pof f MPa≥ −                                              (12) 

Wprowadzone we wzorach (11) i (12) wartości 200 
MPa i –600 MPa wynikają z konieczności zabezpieczenia 
się przed możliwością pękania przy rozciąganiu i ściskaniu 
warstwy tlenków żelaza tworzącej się w takich warunkach 
na powierzchni metalu posiadającej kontakt z wodą. Cykl 
zmęczeniowych oddziaływań musi mieścić się w zakresie 
zdefiniowanym równaniami (11) i (12).  Zakłada się przy 
tym, że warstwa magnetytu powstaje w warunkach robo-
czych przy temperaturze to i ciśnieniu po i w tych warun-
kach nie występują w niej naprężenia. Po odstawieniu kotła 
z ruchu w warstwie magnetytu występować będą napręże-
nia ściskające. 

Zakres naprężenia określony za pomocą równania (7) 
porównywany jest z zakresem dopuszczalnym 2fva. 

2v vaf fΔ =                                                                       (13) 

Dopuszczalny zakres naprężenia w cyklu zmiennych 
obciążeń –2fva powinien być zakresem zmian intensywno-
ści naprężeń wyznaczonych zgodnie z hipotezą najwięk-
szego naprężenia stycznego, co wynika z przedstawionych 
wcześniej zależności  (4) – (8). 

Można w ten sposób wyznaczyć na przykład dopusz-
czalny zakres naprężeń obwodowych na krawędzi we-
wnętrznej otworu, powstających w wyniku zmiennych 
obciążeń w zakresie ciśnienia od pmin do pmax . Zakres ten 
powinien wynosić: 

maxtan min2 ( )vagf f p pΔ = − −                                           (14) 

Sposób wyznaczania wartości naprężeń dopuszczalnych 
został w normie szczegółowo opisany z uwzględnieniem 
wpływu stanu powierzchni, rodzaju cyklu zmęczeniowego 
oraz temperatury pracy rozpatrywanego elementu. 
 Naprężenia obwodowe na powierzchni wewnętrznej 
otworu mogą być w ogólnym przypadku spowodowane 
ciśnieniem wewnętrznym oraz nierównomiernym polem 
temperatury. Dla elementów – powłok walcowych naprę-
żenia te wyznaczane są zgodnie z zależnością: 



Jerzy P. Okrajni 
Badanie zmęczenia cieplno-mechanicznego w ujęciu obowiązujących norm i jego komputerowe modelowanie 

 50 

( )tan 2 1
m Lt t

m mtg i
ms

Edf p t te
β

α α ν
∗ ∗⋅

= ⋅ ⋅ + ⋅ −
⋅ −

,          (15) 

gdzie  

tan , 2
m

mg p
ms

df p eα= ⋅ ⋅
⋅

                                               (16) 

jest naprężeniem obwodowym, którego wielkość wynika 
z ciśnienia wewnętrznego w danym elemencie, natomiast 
naprężenie cieplne związane jest z różnicą temperatury 
pomiędzy powierzchnią wewnętrzną i zewnętrzną danego 
elementu  (Rys. 2) i liczone jest zgodnie z zależnością: 

( )tan , 1
Lt t

mtg t i
E

f t t
β

α ν
∗ ∗⋅

= ⋅ −−
                                     (17) 

W przypadku powłok kulistych wzór (16) przyjmuje po-
stać: 

tan , 4
m

spg p
ms

df p eα= ⋅ ⋅
⋅

                                                   (18) 

We wzorze (15) poszczególne litery oznaczają: p – ciśnie-
nie nominalne, dm – średnia wartość średnicy elementu,  
ems – obliczeniowa grubość ścianki, αm, αt , αsp – współ-
czynniki koncentracji naprężeń, βLt* – współczynnik roz-
szerzalności cieplnej w temperaturze t*, tm  – średnia chwi-
lowa temperatura na przekroju elementu, ti – chwilowa 
temperatura powierzchni wewnętrznej Et* – moduł spręży-
stości w temperaturze t*. 

 
Rys. 2. Przykładowy rozkład temperatury w elemencie rurowym  
            w warunkach nagrzewania powierzchni wewnętrznej  

Współczynniki koncentracji naprężeń podane są w nor-
mie EN 12952-3:2001 w postaci nomogramów w za-
leżności od wymiarów dla określonych rodzajów połączeń 
króćców z powłokami walcowymi i kulistymi. Różnicę 
temperatur (tm – tj) oblicza się na podstawie dopuszczal-
nych prędkości zmian temperatury definiowanych dla da-
nego bloku energetycznego dla warunków jego rozruchu 
oraz wyłączania. 

Na Rys. 3 przedstawiono w sposób schematyczny roz-
kłady naprężeń na przekroju elementu rurowego opracowa-
ny na podstawie publikacji Fontaina i Golopina (2007). 
W dowolnej chwili czasu naprężenia w zakresie sprężystym 
są sumą naprężeń spowodowanych obciążeniem mecha-
nicznym, którym jest ciśnienie oraz cieplnym wynikającym 
z nierównomiernego pola temperatury (Rys. 3) 

 
Rys. 3. Przekrój elementu rurowego wraz ze schematem rozkła-

dów naprężeń spowodowanych ciśnieniem wewnętrznym 
i naprężeń cieplnych  –  na podstawie publikacji Fontaina 
i Golopina (2007) 

Naprężenia spowodowane ciśnieniem posiadają stale 
ten sam znak. Zmienia się natomiast znak naprężeń ciepl-
nych w przypadku rozruchu i wyłączania bloku energe-
tycznego (Rys. 4). 

 
Rys. 4. Wpływ zmian temperatury w cyklu pracy bloku energe-

tycznego na wartość maksymalnego i minimalnego naprę-
żenia w cyklu obciążeń zgodnie z normą EN 12952 
na podstawie publikacji Fontaina i Golopina (2007). 

 
Na Rys. 5 przedstawiono zmiany temperatury w czasie 

na powierzchni wewnętrznej i zewnętrznej naczynia pod-
czas nagrzewania. Pokazano również rozkłady temperatury 
w poszczególnych chwilach czasu. 
 Podczas nagrzewania można wyróżnić:  
− okres wzrostu zróżnicowania temperatury na przekroju 

naczynia („building of temperature field”); 
− okres, w którym gradienty temperatury pozostają stałe, 

natomiast rosną jej wartości – okres stacjonarnego roz-
kładu temperatury („temperature sliding”); 

− okres wyrównywania temperatury na przekroju, pod-
czas przechodzenia do ustalonych warunków pracy blo-
ku energetycznego („temperature gradient vanishing”). 
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Rys. 5. Wykresy zmian temperatury w czasie na powierzchni 

wewnętrznej i zewnętrznej naczynia ciśnieniowego pod-
czas nagrzewania oraz rozkłady temperatury w poszcze-
gólnych chwilach czasu (Fontanie i Golopin, 2007) 

Tak więc naprężenia cieplne rozpatrywane są w ele-
mentach urządzeń energetycznych zgodnie z normą EN 
12952 jedynie w stanach nieustalonych podczas rozruchu  
i wyłączania bloku energetycznego. Wielkość tych naprę-
żeń zależy od cech geometrycznych elementów oraz wła-
sności fizycznych materiałów. Można uzasadnić, że wiel-
kość naprężeń cieplnych spowodowanych nierównomier-
nym rozkładem temperatury w okresie nagrzewania i chło-
dzenia jest w przybliżeniu proporcjonalna do kwadratu 
grubości naczyń ciśnieniowych poddanych oddziaływaniu 
nierównomiernego rozkładu temperatury, które stanowią 
elementy instalacji energetycznych (Rys. 6).  

 
Rys. 6. Wykresy zmian w czasie naprężeń cieplnych na po-

wierzchni wewnętrznej naczyń o różnej grubości ścianek 
(Fontanie i Golopin, 2007) 

Z przebiegu wykresów przedstawionych na Rys. 6 wy-
nika wniosek istotny dla praktyki przemysłowej, odnośnie  
korzyści związanych ze stosowania w energetyce stali 
o wyższej wytrzymałości na pełzanie. Zastosowanie takich 
materiałów umożliwia zmniejszenie grubości ścianek roz-
patrywanych elementów, co z kolei prowadzi do istotnego 
zmniejszenia wielkości naprężeń cieplnych. W ogólnym 
przypadku dla elementów urządzeń energetycznych istnieje 
zatem dodatnie sprzężenie pomiędzy wytrzymałości 
na pełzanie oraz wielkością naprężeń cieplnych.  

Zmienne w czasie naprężenia wyznaczone od obciążeń 
zewnętrznym polem siłowym oraz nierównomiernego pola 
temperatury wykorzystuje się zarówno w wytrzymałościo-
wych obliczeniach sprawdzających  jak i w procedurach 

oceny trwałości. Jako pierwszy rozpatrzony zostanie przy-
padek obliczeń wytrzymałościowych.  

2.1. Obliczenia z uwagi na dopuszczalny  
       zakres naprężeń 

Po obliczeniu 2fva wprowadza się współczynniki korek-
cyjne uwzględniające wpływ karbów (mikrokarbów), 
w połączeniu ze strukturą powierzchni i złączy spawanych. 
W każdym przypadku decyduje końcowy stan powierzchni, 
osiągnięty po procesie wytwarzania. Oblicza się na tej 
podstawie skorygowany zakres naprężenia: 

 2 2va va kf f C∗ = ×                                                  (19) 

Odpowiadająca temu zakresowi wartość skorygowanego 
średniego naprężenia cyklu wynosi: 

2 2f f Cv v k
∗ = ×                                                      (20) 

Współczynnik korekcyjny Ck określany jest na podsta-
wie prób zmęczeniowych lub  przyjmuje się  jego wartości 
oznaczone w normie przez: Ck0, Ck1, Ck2, Ck3. Dla po-
wierzchni gładkich przyjmowany jest współczynnik Ck0, 
dla którego norma podaje odpowiedni wzór oraz przedsta-
wia nomogram. Współczynniki Ck1, Ck2, Ck3 zależą od ro-
dzaju złącz spawanych, które zestawiono w tablicach, 
a wartości współczynników ujęto za pomocą nomogramów 
w zależności od liczby cykli  NA do powstania początkowe-
go pęknięcia.  

W tej części normy wprowadza się pojęcie „miarodaj-
nego zakresu naprężeń” 2f*

a. Sposób wyznaczania miaro-
dajnego zakresu zależy od tego, czy odkształcanie w wa-
runkach zmęczenia przebiega w obszarze odkształceń sprę-
żystych, sprężysto-plastycznych czy też odkształceń pla-
stycznych. W normie podane są odpowiednie kryteria 
dla każdego z tych przypadków, wynikające z porównania 
charakterystyk cyklu naprężeń z granicą plastyczności 
w temperaturze odniesienia. 

2.1.1. Przypadek zmęczenia w zakresie sprężystym 

Przypadek taki ma miejsce, jeżeli spełniony jest waru-
nek:  

0,2/
2

2
va

v p t
ff R ∗

∗
∗ + ≤                                              (21) 

Wartości naprężeń występujących w zależności (21) 
przedstawiono na Rys. 7 w powiązaniu z przebiegiem przy-
kładowego cyklu zmiennych naprężeń. 
 Miarodajny zakres naprężeń w cyklu 2f*

a określa się 
z wykorzystaniem skorygowanego zakresu naprężeń za-
stępczych 2f*

va i skorygowanej wartości średniej vf ∗  wyko-
rzystując równanie (22) 

2
22

1

va
a

v
m

ff
f
R

∗
∗

∗⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

−

                                                            (22) 
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Rys. 7. Wykres z zaznaczonymi wielkościami charakteryzującymi 
             cykl naprężeń dla przypadku zmęczenia w zakresie sprę-   
             żystym 

Równanie (22) wynika ze znanego wzoru Gärbera, uj-
mującego wpływ wartości naprężenia średniego na w wy-
trzymałość zmęczeniową. Zastosowanie takiego ujęcia jest 
konieczne, ponieważ wykresy zmęczeniowe, którymi po-
sługuje się norma dotyczą wahadłowego cyklu naprężeń. 
Powstaje zatem problem wyznaczenia dopuszczalnego  
zakresu naprężeń dla innych przypadków zmiennych 
w czasie oddziaływań. 

2.1.2. Zakres częściowo plastyczny 

W tym przypadku naprężenia maksymalne f*
v w cyklu 

zmiennych oddziaływań przekraczają granicę plastyczności 
w temperaturze odniesienia  –Rq0,2/t*, co oznacza, że:  

0,2/
2

2
va

v p t
ff R ∗

∗
∗ + >      

dla     

23 12 31max , ,v kf C f f f∗ ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= × Δ Δ Δ ,                           (23) 

lecz  

0,2/
2

2
va

p t
f R ∗

∗
≤                                                      (24) 

Wówczas do obliczania zakresu miarodajnych naprężeń 
należy zastosować, jak i w poprzednim przypadku, wzór 
(22).  
 We wzorze tym podstawia się jednak skorygowaną 
wartość naprężenia średniego: 

*
0,2/

2
2

va
vR p t

ff R ∗

∗
= −                                             (25) 

Wpływ średniej wartości naprężenia zależy od jego am-
plitudy odniesionej do granicy plastyczności. Dla wartości 
zakresu naprężenia 2f*

va bliskiej dwukrotnej granicy pla-
styczności wpływ wartości średniej zgodnie z normą jest 
pomijalnie mały. 

 
Rys. 8. Wykres z zaznaczonymi wielkościami charakteryzującymi cykl naprężeń dla przypadku zmęczenia w zakresie częściowo plastycznym 

2.1.3. Zakres plastyczny 

Jeśli skorygowany zakres naprężeń w cyklu 2f*
va prze-

kracza dwukrotną wartość granicy plastyczności: 

0,2/2 2va p tf R ∗
∗ > ,                                                 (26) 

wówczas naprężenie średnie powinno być przyjęte jako 
vf ∗ =0. Zakres miarodajnych naprężeń  2f*

a wyznacza się 
w tym przypadku w zależności od granicy plastyczności 
za pomocą równania: 

( )2

0,2/

2
2 2

va
a

p t

f
f R ∗

∗
∗ =                                                  (27) 

Jak podaje norma, wzoru (27) nie powinno się stosować 
w przypadku, gdy zakres naprężenia określono jako naprę-
żenie wirtualne z całkowitego odkształcenia –2εatot, 
uwzględniającego odkształcenie sprężyste i plastyczne 
za pomocą teoretycznej lub eksperymentalnej analizy na-
prężeń z zależności   2f*

a=2εatot.  
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Ten sposób podejścia uzasadniony jest relacją pomię-
dzy wartościami naprężeń wyznaczonymi z zależności (27) 
oraz na podstawie oszacowania jako 2f*

a=2Eεatot. Oszaco-
wanie to ma charakter konserwatywny i daje zawyżone 
wartości zakresu naprężenia 2f*

a (Rys. 9). 
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Rys. 9. Naprężenie w funkcji odkształcenia: A – prawo Hooke’a, 

B – f*
a=Eεatot, C – zależność (30) (dla E= 200000 MPa, 

Rq0,2/t*= 400 MPa, n=4000 MPa) 

2.2. Współczynnik korekcyjny 

Dla temperatury odniesienia t*≥100°C uwzględnia się 
zmniejszenie zakresu naprężeń spowodowanego temperatu-
rą poprzez współczynnik korygujący Ct*. W procedurze 
określania dopuszczalnego zakresu naprężeń dla zadanej 
liczby cykli wprowadza się pojęcie  „wirtualnego miaro-
dajnego zakresu naprężenia”: 

*
22 a

at
t

ff C ∗

∗
∗ =                                                         (28) 

Wartości współczynnika Ct* podano w normie w postaci 
wzorów oraz w formie nomogramów dla stali ferrytycz-
nych i austenitycznych. 

2.3. Dopuszczalny zakres naprężeń 

Dopuszczalny zakres naprężeń dla danej liczby cykli 
obciążeń wymaga dodatkowo wprowadzenia współczynni-
ków bezpieczeństwa dla naprężeń Ss =1,5 oraz dla liczby 
cykli obciążeń SL =10 . W załączniku B do normy  EN 
12952-3 podano zależności matematyczne, z których moż-
na obliczyć wartość fa dla danej liczny cykli obciążeń. 
 Dopuszczalny zakres naprężeń wyznacza się ze wzoru: 

*

2
2 min

2

as

sat
al

f
Sf
f

∗

⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

≤                                                (29) 

w którym występuje: 

− zakres naprężenia 2fas, wyznaczony dla danej projekto-
wanej liczby cykli NA=N, podzielony przez współczyn-
nik bezpieczeństwa dla naprężeń;  

− oraz zakres naprężenia 2fal wyznaczony dla projekto-
wanej liczby cykli N pomnożonej przez współczynnik 
bezpieczeństwa dla liczby cykli obciążeń – NA=SLN. 
Na Rys. 10 przedstawiono wykresy zmęczeniowe, które 

stanowią podstawę dla wyznaczenia dopuszczalnej wartości 
zakresu naprężenia. Wykresy te różnicują zmęczeniowe 
własności materiału, które należy wziąć pod uwagę w obli-
czeniach wytrzymałościowych z uwagi na kryterium trwa-
łości, w zależności od wartości wytrzymałości na rozciąga-
nie. Korzystając z tych wykresów można dla założonej 
wartości NA wyznaczyć 2fa a następnie 2fas i 2fal. 
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Rys. 10. Wykresy zmęczeniowe zilustrowane na podstawie 
               normy EN 12952-3 

3. TRWAŁOŚĆ ZMĘCZENIOWA  
    W UJĘCIU NORMY EN 12952-4 

Jeśli przedmiotem rozważań jest stopień uszkodzenia 
w wyniku zmęczenia, wówczas stosuje się normę EN 
12952-4, która zawiera opis sposobu identyfikacji cykli 
obciążeń opierający się na metodzie „range pair” przed-
stawionej w pracy N. E. Dowlinga (1973). Może być rów-
nież stosowany, oparty na tej metodzie, sposób zliczania 
cykli „rain-flow-load”. Ekstrema naprężeń oznaczane są  
w tej części normy literą xi. 

Zidentyfikowane cykle obciążeń powinny być zliczane 
w klasy o amplitudzie naprężeń  2fva w temperaturze odnie-
sienia t*.  

2 32 vaf x x= −                                                     (30) 

Podczas obliczania zakresu naprężenia za pomocą me-
tody elementów skończonych nie jest konieczne uwzględ-
nianie współczynnika wpływu karbu Ck i wówczas  
2f*

va=2fva. 
 Temperatura odniesienia dla cyklu obciążenia, jak wy-
nika z równania (8), powinna być obliczana z zależności: 

( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 30,75max , 0,25min ,t t x t x t x t x∗ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= +                       (31) 

Norma zawiera szczegółową procedurę obliczania wy-
mienionych wielkości wraz z przykładami jej użycia. 
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Uszkodzenie spowodowane zmęczeniem obliczone dla 
każdej z klas cykli obciążenia wyraża się zależnością: 

ik
Fik

ik

nD NΔ =                                                          (32) 

gdzie: nik jest zliczoną liczbą cykli obciążeń w klasie i, k, 
Nik jest dopuszczalną liczbą cykli obciążeń w klasie i, k. 

Całkowite uszkodzenie spowodowane zmęczeniem li-
czy się z zależności: 

F FRSE Fik
i k

D D D= + Δ∑∑                                       (33) 

gdzie DFRSE oznacza uszkodzenie spowodowane opisanym 
w normie ciągiem RSE. 

Tak obliczone uszkodzenie sumuje się następnie 
z uszkodzeniem spowodowanym pełzaniem. Obliczona 
suma powinna być mniejsza od jedności. Norma nie 
uwzględnia w tym wypadku współczynników bezpieczeń-
stwa, które zawarte są w konserwatyzmie mierzonych jak 
i obliczanych wielkości. Pod tym względem różni się 
od stosowanych wcześniej powszechnie procedur TRD, 
w których przyjmowano dopuszczalną wielkość zużycia 
równą 0,5. 

4. BADANIA CHARAKTERYSTYK  
    OBCIĄŻEŃ OBIEKTU 

Trzeba jednak mieć na uwadze, że przedstawiony spo-
sób wyznaczania naprężeń, jest wprawdzie zgodny z nor-
mami, nie uwzględnia jednak wielu możliwych stanów, 
które pojawiają się podczas pracy bloku energetycznego. 
Dotyczy to w szczególności gwałtownych zmian tempera-
tury wynikających z procesu sterowania zarówno w warun-
kach rozruchu i wyłączania jak i korygowania parametrów 
pracy bloku. Konieczność lokalnego wprowadzania me-
dium chłodzącego  podczas pracy instalacji energetycznych 
powoduje gwałtowne, lokalne chłodzenie wywołane paro-
waniem wody. Dotyczy to w szczególności  elementów 
znajdujących się w pobliżu tak zwanych schładzaczy wtry-
skowych, jak na przykład komory przegrzewaczy. Niekiedy 
również podczas pracy instalacji występują efekty nagłego 
schładzania spowodowane odparowaniem skraplającej się 
pary wodnej. Cykliczny charakter pracy schładzaczy jest 
powodem występowania dużych, powstających i zanikają-
cych, gradientów temperatury na powierzchni rozpatrywa-
nych elementów. Częstość zmian obciążeń cieplnych oraz 
szybkość zmian temperatury jest w takich przypadkach 
kilkadziesiąt lub nawet kilkaset razy większa od częstości 
rozruchów i odstawień bloków. Efekt ten spowodowany 
jest oddziaływaniem wody zraszającej powierzchnię we-
wnętrzną komór przegrzewaczy – „spray-water effect” 
i został opisany miedzy innymi w pracy Adamsa i innych 
(2007). Jego wpływ na obciążenia cieplne jest w chwili 
obecnej przedmiotem dyskusji w środowisku inżynierów 
energetyków, zwłaszcza w odniesieniu do tych przypad-
ków, w których bloki energetyczne pracują w systemie 
cyklicznym, w którym częstość rozruchów i odstawień jest 
znacznie większa w odniesieniu do warunków pracy blo-
ków konwencjonalnych. Zróżnicowanie temperatury na 

przekroju elementów grubościennych bloku spowodowane 
jest również działaniem systemu sterującego temperaturą 
na drodze pomiędzy kotłem i turbiną. Przyjęcie w takim 
przypadku do obliczeń założonej przez projektanta średniej 
szybkości zmian temperatury pary w warunkach rozruchu, 
jak proponuje norma, nie zapewnia możliwości dokładnego 
określenia wartości naprężeń cieplnych w elementach kry-
tycznych instalacji. Dokładniej naprężenia dla poszczegól-
nych chwil czasu można wyznaczyć opierając się na wyni-
kach pomiarów lokalnych zmian temperatury lub w oparciu 
o obliczenia jej rozkładów przy założeniu odpowiednich 
warunków brzegowych. 

5. MODELOWANIE PROCESU ZMĘCZENIA 
    CIEPLNO-MECHANICZNEGO 

Jednym z wielu elementów bloku energetycznego, 
w których zachodzą procesy zmęczenia cieplno-mecha-
nicznego w sposób szczególnie intensywny są elementy 
układu przegrzewaczy pary. Należą do nich tak zwane 
komory w postaci rur grubościennych łączących poszcze-
gólne stopnie przegrzewaczy. Do komór – kolektorów rur 
wężownic doprowadzana jest para układem rur „doloto-
wych” i odprowadzana z nich za pomocą układu rur „wylo-
towych”. Układy rur o mniejszej średnicy przyspawane są 
do rur grubościennych za pomocą odpowiednich króćców. 
Fragment jednej z komór przegrzewaczy stosowanych 
w polskich elektrowniach pokazano na Rys. 11. Rysunek 
ten przedstawia model geometryczny rury grubościennej 
wraz z króćcami i układem wewnętrznych otworów, przez 
które przepływa para wodna. Model zbudowany został przy 
użyciu programu Alibre Design, którego opis można zna-
leźć na stronie internetowej http://www.alibre.com/. Model 
do obliczeń przygotowano przy użyciu programu MES 
Algor Opis programu wraz z wieloma przykładami przed-
stawiono w książkach Spyrakosa (1994, 1997). Program 
użyto do obliczeń zmiennych w czasie pól temperatury, 
naprężeń i odkształceń. 

Warunki brzegowe przyjęte do obliczeń rozkładów na-
prężeń i odkształceń założono biorąc pod uwagę pomiary 
temperatury wykonane podczas eksploatacji oraz symetrię 
obiektu. Warunki w postaci ograniczenia swobody prze-
mieszczeń w odpowiednich kierunkach wynikają między 
innymi z symetrii obiektu i założono je podobnie jak 
we wcześniejszych opracowaniach Mutwila i Cieśli (2007) 
oraz Okrajniego i innych (2007). 

W obliczeniach przyjęto współczynniki przejmowania 
ciepła zestawione w Tab. 1. Współczynniki te założono na 
podstawie podręcznika pod redakcją Z. Orłosia „Napręże-
nia cieplne” (1991), przyjmując intensywną wymianę cie-
pła zarówno w warunkach nagrzewania, przy kontakcie 
powierzchni wewnętrznej z parą przegrzaną, jak i w wa-
runkach chłodzenia, przy kontakcie powierzchni we-
wnętrznej z odparowującą wodą. Na powierzchni ze-
wnętrznej przyjęto wymianę ciepła dla przypadku kontaktu 
z powietrzem o temperaturze pokojowej. 

Założono, że komora poddana jest stałemu obciążeniu 
ciśnieniem wewnętrznym, dla którego oddzielnie wykona-
no obliczenia rozkładów naprężeń oraz przyjęto, że cykl 
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zmian temperatury wyznaczony zostanie po okresie dłuż-
szego czasu nagrzewania parą przegrzaną o temperaturze 
540 ºC, aż do momentu wyrównania jej rozkładu na prze-
kroju komory. Cykl zmian temperatury składał się z krót-
kiego czasu chłodzenia –10 s, związanego z koniecznością 
nagłego schłodzenia medium (pary przegrzanej) w warun-
kach sterowania blokiem energetycznym oraz z dłuższego 
okresu nagrzewania –30 s. Wykonano następnie obliczenia, 
na podstawie których wyznaczono rozkłady oraz wartości 
zmiennej w czasie temperatury w wybranych punktach 
komory  (Rys. 12-15). 

Tab. 1. Współczynniki przejmowania ciepła 

Para przegrzana     20,001 / o
w W mm Cα =  

Woda -wrzenie 20,01 / o
w W mm Cα =  

Powietrze 20,000001 / o
z W mm Cα =  
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Rys. 12. Przebieg zmian w czasie temperatury w punkcie 2  na 

powierzchni wewnętrznej komory przegrzewacza pary 

 
Rys. 13. Rozkład temperatury na powierzchni i przekroju komory 

wyznaczone dla przypadku jej cyklicznego chłodzenia 
i nagrzewania: 1 s – chłodzenie 

W celu oszacowania relacji pomiędzy naprężeniami 
i odkształceniami w przypadku powstawania cyklicznych 
plastycznych odkształceń przyjęty został termo-plastyczny 
model materiału (Rys. 16).  

Przyjęto sprężysto-plastyczny model materiału z linio-
wym umocnieniem, w którym moduł sprężystości i współ-
czynnik umocnienia były zależne od temperatury. Wyniki 

obliczeń rozkładów naprężeń dla wybranych chwil czasu 
przedstawiono na Rys. 17-19.  

 
Rys. 14. Rozkład temperatury na powierzchni i przekroju komory 

wyznaczone dla przypadku jej cyklicznego chłodzenia 
i nagrzewania: 10 s – chłodzenie 

 
Rys. 15. Rozkład temperatury na powierzchni i przekroju komory 

wyznaczone dla przypadku jej cyklicznego chłodzenia 
i nagrzewania: 45 s – chłodzenie 
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Rys. 16. Charakterystyki izotermiczne modelu materiału przyję-

tego do obliczeń rozkładów odkształceń i naprężeń 
cieplnych spowodowanych oddziaływaniem nierówno-
miernego pola temperatury; poszczególne linie odpo-
wiadają różnym wartościom temperatury podanym w 
legendzie w oC 
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Rys. 17. Rozkład naprężeń osiowych na powierzchni i przekroju  

komory przegrzewacza: 1 s – chłodzenie  

 
Rys. 18. Rozkład naprężeń osiowych na powierzchni i przekroju 

komory przegrzewacza: 25 s – nagrzewanie  

 
Rys. 19. Rozkład naprężeń osiowych na powierzchni i przekroju 

komory przegrzewacza: 45 s - chłodzenie 

Zmienne w poszczególnych chwilach wartości od-
kształceń mechanicznych i cieplnych dla wyznaczonych 
zmiennych w czasie rozkładów temperatury oraz charakte-
rystyki zależności pomiędzy odkształceniami cieplnymi i 
odkształceniami mechanicznymi, wyznaczone dla poszcze-
gólnych punktów na powierzchni komory (1-4 na Rys. 11) 
przedstawiono na Rys. 20 i 21. 
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Rys. 20. Przebiegi zmian odkształceń cieplnych, całkowitych 

i mechanicznych w funkcji czasu w wybranych punk-
tach na powierzchni komory w warunkach sterowania 
blokiem energetycznym:  a) punkt 1 z Rys. 11 – wydłu-
żenia właściwe w kierunku osi y , b) punkt 2 – wydłu-
żenia właściwe w kierunku osi z, c) punkt 3 – wydłuże-
nia właściwe w kierunku osi z, d) punkt 4 – wydłużenia 
właściwe w kierunku osi z 
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Rys. 21. Charakterystyki zmian odkształceń mechanicznych 

w funkcji odkształceń cieplnych wyznaczone dla punk-
tów 1-4 (Rys. 11) na powierzchni  komory:  a) punkt 1 
z Rys. 11 – wydłużenia właściwe w kierunku osi y, 
b) punkt 2 – wydłużenia właściwe w kierunku osi z, 
c) punkt 3 – wydłużenia właściwe w kierunku osi z, 
d) punkt 4 – wydłużenia właściwe w kierunku osi z 
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Rys. 22. Charakterystyki zmian naprężeń w funkcji odkształceń 

cieplnych w wybranych punktach  1-4 położonych 
na powierzchni komory: a) punkt 1 z Rys. 11 – napręże-
nia normalne i wydłużenia właściwe w kierunku osi y , 
b) punkt 2 – naprężenia normalne i wydłużenia właści-
we w kierunku osi z, c) punkt 3 – naprężenia normalne 
i wydłużenia właściwe w kierunku osi z, d) punkt 4 – 
naprężenia normalne i wydłużenia właściwe w kierunku 
osi z 
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Niektóre spośród charakterystyk pokazanych na rysun-
kach 21a do 21d wykazują pewne podobieństwo do przyj-
mowanych w badaniach zmęczeniowych ujętych w Code-
of-Practice (Hähner, 2008). Wykres na Rys. 21b można 
na przykład odnieść do liniowej zależności pomiędzy od-
kształceniem mechanicznym i cieplnym w teście, w którym 
wymienione odkształcenia przesunięte są w fazie o kąt 180o 

w tak zwanym „out of phase test” (OP). Wykres na rysunku 
21c można porównać z charakterystyką testu, w którym 
cykl odkształceń mechanicznych przesunięty jest w fazie w 
odniesieniu do cyklu odkształceń cieplnych o kąt 90o – tak 
zwanego cyklu „diamond”. O ile jednak wykresy te wyka-
zują pewne podobieństwo do charakterystyk powszechnie 
stosowanych testów zmęczenia cieplno-mechanicznego 
(Hähner, 2008; Bresser i Remy, 1996; Sehitoglu, 1996), 
to w przypadku zależności pomiędzy odkształceniami me-
chanicznymi i naprężeniami różnice te są znacznie bardziej 
istotne.  

Wykonane wcześniej obliczenia rozkładów naprężeń 
i odkształceń w komorze przegrzewacza wykazały, że na-
prężenia i odkształcenia mechaniczne spowodowane od-
działywaniem nierównomiernego pola temperatury mogą 
być znacznie większe od naprężeń i odkształceń wywoła-
nych ciśnieniem wewnątrz komory (Mutwil i Cieśla, 2007; 
Okrajni i inni, 2007).  Rozciągające naprężenia cieplne 
o wysokich wartościach powstają zwłaszcza w warunkach 
nagłego schładzania podczas nieustalonej pracy bloku ener-
getycznego 

6. PODSUMOWANIE 

Opracowanie w części wstępnej przedstawia sposób 
oceny wytrzymałości i trwałości elementów poddanych 
zmęczeniu cieplno-mechanicznemu w ujęciu obowiązującej 
obecnie normy, w której poddano analityczne zależności 
dla naprężeń cieplnych oraz naprężeń od obciążeń ze-
wnętrznym polem siłowym – w omawianym przypadku 
ciśnieniem wewnętrznym. Ujęcie to obarczone jest wielo-
ma przybliżeniami, wpływającymi na dokładność wyników 
obliczeń. Obecnie coraz częściej stosuje się komputerowe 
metody wyznaczania rozkładów naprężeń w tym metodę 
elementów skończonych. Metody te oprócz zwiększenia 
dokładności obliczeń, zwłaszcza w obszarach koncentracji 
naprężeń, dają dodatkowo możliwość wykonania analizy 
przebiegu zmiennych w czasie rozkładów naprężeń, prze-
mieszczeń i odkształceń w całej objętości danego elementu, 
gdy tymczasem norma traktuje problem lokalnie i podaje 
wzory jedynie dla naprężeń ekstremalnych lub ich zakre-
sów w określonych miejscach danego elementu. Przy uży-
ciu metod komputerowych możliwe jest wyznaczenie lo-
kalnych charakterystyk omawianego procesu w postaci 
relacji pomiędzy naprężeniami, odkształceniami i tempera-
turą w zależności od czasowych charakterystyk cyklu 
cieplno-mechanicznego w dowolnym punkcie rozpatrywa-
nego elementu. 

Przebieg zależności pomiędzy temperaturą, odkształce-
niami mechanicznymi i naprężeniami decyduje o charakte-
rze oraz intensywności zjawisk powstawania pęknięć 
w procesie zmęczenia cieplno-mechanicznego i charaktery-
zuje warunki tego procesu w danym obszarze konkretnego 

elementu. Dane uzyskane na podstawie metod modelowa-
nia komputerowego można następnie odnieść do warunków 
testu, podczas którego wyznaczana jest trwałość zmęcze-
niowa – w tym również testów „IP” lub „OP” (Hähner, 
2008; Bresser i Remy, 1996; Sehitoglu, 1996).  

Problem zmęczenia cieplno-mechanicznego jest zagad-
nieniem w dalszym ciągu w pełni nie rozwiązanym. Pomi-
mo powszechnego przekonania wśród inżynierów energe-
tyków co do roli tego zjawiska w procesach degradacji 
własności wytrzymałościowych materiałów, w dalszym 
ciągu własności te w nieadekwatnym stopniu do ich zna-
czenia uwzględniane są w procedurach oceny trwałości 
elementów urządzeń energetycznych. W chwili obecnej w 
Polsce brak jest bazy danych umożliwiających ocenę wy-
trzymałości materiałów żarowytrzymałych w warunkach 
oddziaływań mechanicznych i cieplnych. W szczególności 
stwierdzenie to można odnieść do stopów metali stosowa-
nych w energetyce. Wyjaśnienia wymaga problem interak-
cji pomiędzy zmęczeniem i procesami reologicznymi istot-
ny dla kryteriów oceny stopnia degradacji własności mate-
riałów poddanych oddziaływaniom mechanicznym i ciepl-
nym.  

Tak więc można przypuszczać, że w najbliższych latach 
wraz ze wzrostem wiedzy na temat procesów zmęczenia 
wywołanego oddziaływaniem nierównomiernego, zmien-
nego w czasie pola temperatury zmianom ulegać będą nor-
my obliczeń wytrzymałościowych elementów ciśnienio-
wych pracujących w podwyższonej temperaturze. Wcze-
śniej podjęto działania zmierzające do unormowania meto-
dyki badania zmęczenia cieplno-mechanicznego. W chwili 
obecnej istnieje jednak jedynie procedura tego typu badań, 
opracowana w ramach 5. Programu Ramowego w projekcie 
pod  tytułem TMF – Standard „The route to standardisa-
tion” (Hähner, 2008). Zapoczątkowano prace zmierzające 
do nadania tej procedurze rangi normy o zasięgu europej-
skim. Wraz ze wzbogacaniem wiedzy na temat charaktery-
styk poszczególnych materiałów należy oczekiwać w nie-
dalekiej przyszłości jej implementacji w metodyce projek-
towania i oceny stanu technicznego elementów instalacji 
energetycznych. Należy jednak mieć na uwadze, że testy 
zmęczeniowe mogą być realizowane jedynie dla wybranych 
rodzajów cykli odkształceń i temperatury.  

W takim wypadku wykonane obliczenia mogą stanowić 
podstawę do określenia parametrów testu materiałowego, 
który stanowiłby przybliżenie warunków zmęczeniowych 
występujących lokalnie w rozpatrywanym elemencie. Na 
tej podstawie można byłoby dokonać oszacowania trwało-
ści w oparciu o charakterystyki wyznaczone w warunkach 
laboratoryjnych.  

Można dokonać porównania charakterystyk wyznaczo-
nych dla wybranego obszaru w elemencie poddanym zmę-
czeniu cieplno-mechanicznemu z wynikami testów zmę-
czeniowych (Rys. 23).  
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Rys. 23. Charakterystyki zmęczenia cieplno-mechanicznego 

wyznaczone dla próbek w testach laboratoryjnych:  
a) charakterystyki cykli odkształceń całkowitych, me-
chanicznych i cieplnych– test OP, stal P92, b) zależność 
pomiędzy odkształceniem mechanicznym i temperaturą 
–test OP, stal P92, c) zależność pomiędzy odkształce-
niem mechanicznym naprężeniem –test OP, stal P92,  
d) zmiany naprężenia maksymalnego (MAX), minimal-
nego (MIN), średniego (ŚR) i zakresu naprężenia 
(ZAKR) w funkcji liczby cykli - test OP, stal P92 

Porównywanie trwałości wyznaczonej w testach zmę-
czeniowych z trwałością materiału w warunkach eksploata-
cji wymaga więc dużej ostrożności i w chwili obecnej nie 
ma powszechnie akceptowanych kryteriów, które umożli-
wiałyby takie porównywanie.   

Przedstawione rozważania mogą stanowić jedynie przy-
czynek do opisu charakteru zjawiska zmęczenia cieplno-
mechanicznego przedstawionego w ujęciu modeli MES 
oraz badanego warunkach laboratoryjnych. Istniejące roz-
bieżności tych dwóch ujęć mają różne źródła. Jednym z 
nich jest przyjmowany w obliczeniach MES rodzaj termo-
plastycznego modelu materiału. Na obecnym etapie zasto-
sowanie przybliżenia polegającego na założeniu stałego w 
danej temperaturze współczynnika umocnienia wynikało z 
ograniczeń użytego do obliczeń programu MES. W kolej-
nych pracach przewiduje się zastosowanie różnych modeli 
materiałowych, zakładających możliwość występowania 
odkształceń plastycznych z uwzględnieniem różnego cha-
rakteru umocnienia oraz procesów reologicznym. 

Poza dyskusją pozostawiono na obecnym etapie pro-
blem ilościowego porównania stanów odkształcenia 
w próbce i w rozpatrywanych obiektach, łącząc go z za-
gadnieniem opracowania odpowiednich modeli konstytu-
tywnych materiałów. Zagadnienie to w dalszym ciągu nie 
zostało w pełni rozwiązane, pozostaje więc przedmiotem 
prac prowadzonych przez wiele ośrodków w tym również 
Katedrę Mechaniki Materiałów Politechniki Śląskiej 
(Okrajni i inni, 2008). 
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THE THERMO-MECHANICAL FATIGUE  
IN STANDARDS AND COMPUTER MODELLING 

 
Abstract: The main purpose of this work is the description 
of the mechanical behaviour of power plant components working 
under mechanical and thermal loading that cause the thermo-
mechanical fatigue fracture in selected areas of the component 
surfaces. The computer modelling has been used to describe 
the local stress-strain behaviour of the chosen component. The 
stress and strain fields have been determined under thermal load-
ing. Tensile thermal stresses of high values are created especially 
under conditions of sudden cooling during unsteady work 
of a power unit. The presented analysis is the part of the complex 
investigation method which main purpose is increasing  accuracy 
of the TMF process description and thermo-mechanical life as-
sessment.  
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ZAGADNIENIE KONTAKTOWE Z UWZGLĘDNIENIEM WYTWARZANIA CIEPŁA 
DLA PÓŁPRZESTRZENI KOMPOZYTOWEJ O STRUKTURZE PERIODYCZNEJ  

O BRZEGU PROSTOPADŁYM DO UWARSTWIENIA 

Dariusz M. PERKOWSKI*, Roman KULCHYTSKY-ZHYHAIŁO*, Stanisław J. MATYSIAK* 

*Katedra Mechaniki i Informatyki Stosowanej, Wydział Mechaniczny, Politechnika Białostocka, ul. Wiejska 45 C, 15-351 Białystok 

d.perkowski@pb.edu.pl, ksh@pb.edu.pl, s.j.matysiak@uw.edu.pl 

Streszczenie: W pracy rozpatrzono zagadnienie kontaktowe dla półprzestrzeni kompozytowej z uwzględnieniem wytwa-
rzania ciepła. Ośrodek materialny jest kompozytem warstwowym składającym się z dwuskładnikowych liniowo-
termosprężystych lamin powtarzających się periodycznie a brzeg ciała jest prostopadły do uwarstwienia. Nieodkształcalny 
stempel o przekroju parabolicznym porusza się ze stałą prędkością powodując wytwarzanie ciepła na skutek tarcia,  
które opisano prawem Coulomba. Ponadto założono, że stempel jest izolatorem cieplnym a całe ciepło przejmowane  
jest przez półprzestrzeń kompozytową. Poza strefą kontaktu założono brak obciążeń zewnętrznych oraz zerową temperatu-
rę. Sformułowane zagadnienie rozwiązano w ramach modelu homogenizowanego z parametrami mikrolokalnymi, Woź-
niak (1987), Matysiak i Woźniak (1988).  

 

1. WPROWADZENIE 

Elementy konstrukcyjne pracujące w kontakcie ze sobą 
narażone są na oddziaływanie wysokich nacisków kontak-
towych. Modelowanie takich zagadnień jest bardzo ważne 
z punktu widzenia inżynierskiego. Problemy te badane były 
przez wielu badaczy, możemy tu przedstawić kilka publi-
kacji dotyczących modelowania zagadnień kontaktowych 
w ramach teorii sprężystości: Fabrikant (1991), Galin 
(1980), Gladwell (1980), Goryacheva i Dobykhin (1988), 
Johnson (1985). Ośrodki anizotropowe były badane między 
innymi przez np. Willsa (1966), Hwu i Fana (1998),  
Rogowskiego (1982) oraz Liao (2001).   

Zagadnienia kontaktowe dla kompozytów warstwo-
wych o strukturze periodycznej z brzegiem równoległym 
do uwar-stwienia, rozwiązywanych w ramach modelu ho-
mogenizowanego, możemy znaleźć w pracach Kaczyńskie-
go i Matysiaka (1988, 1993, 2001), Kulchytsky’ego-
Zhyhailo i Matysiaka (1995), Matysiaka i Pauka (1995), 
Kulchytsky’ego-Zhyhailo i Kołodziejczyka (2004), Koło-
dziejczyka (2008). Należy tu wspomnieć, że w pracach 
Kulchytsky’ego-Zhyhailo i Kołodziejczyka (2004) oraz 
Kołodziejczyka (2008) przedstawiono porównanie rozwią-
zań otrzymanych na drodze klasycznego podejścia jakim 
jest teoria sprężystości z rozwiązaniem otrzymanym w 
ramach modelu homogenizowanego. Autorzy na podstawie 
przeprowadzanych badań wykazali, że model homogeni-
zowany daje dostatecznie dobre przybliżenie w przypadku, 
gdy bezwymiarowa grubość komórki periodyczności od-
niesiona do charakterystycznego liniowego wymiaru strefy 
kontaktu jest mała (rzędu 0.1). Dla większych grubości 
warstwy podstawowej zagadnienie należy rozpatrywać 
zastępując kompozyt ośrodkiem zbudowanym z pewnej 
ilości oddzielnych komórek periodyczności połączonych z 

ośrodkiem homogenizowanym. Wyżej wymienione prace 
dotyczą kompozytów warstwowych o brzegu równoległym 
do uwarstwienia. W literaturze brakuje rozwiązań dla przy-
padków kompozytów o brzegach prostopadłych do uwar-
stwienia. Niniejsza praca stanowi pewną próbę wypełnienia 
tej luki. 

1.1. Sformułowanie problemu 

Rozpatrzymy dwuwymiarowe zagadnienia kontaktowe-
go z uwzględnieniem wytwarzania ciepła na skutek tarcia 
pod poruszającym się stemplem. Schemat zagadnienia 
przedstawiono na Rys. 1.  
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Rys. 1. Schemat rozpatrywanego zagadnienia kontaktowego  
            z generacją ciepła 
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Stempel wciskany jest w ośrodek warstwowy o struktu-
rze periodycznej siłą o intensywności P i porusza się 
ze stałą prędkością vst w kierunku osi Oz. Uwzględniane 
tarcie opiszemy prawem Coulomba. 

Zakładamy ponadto, że ciepło powstałe w wyniku tarcia 
przejmowane jest tylko przez jedno ciało, a mianowicie 
przez półprzestrzeń kompozytową. Opisany wyżej problem 
prowadzi do stacjonarnego płaskiego stanu odkształcenia. 
Do rozwiązania zastosujemy model homogenizowany 
z parametrami mikrolokalnymi Woźniak (1987), Matysiak 
i Woźniak (1987).Podobnie jak w pracy Perkowski inni 
(2007) wykorzystane będą uśrednione warunki brzegowe 
na naprężenia σ(j)

yy oraz składową strumienia wektora q(j)(x) 
ciepła w kierunku osi Oy. Zakładamy ponadto, że uśred-
niony strumień ciepła q(x) w kierunku Oy jest propor-
cjonalny do uśrednionego ciśnienia kontaktowego p(x), co 
można zapisać następująco 

( ) ( ) ,stq x fv p x=  (1) 

gdzie f jest współczynnikiem tarcia. Ze względu na przyjęte 
wyżej założenia zagadnienie sprowadza się do dwuwymia-
rowego dla półpłaszczyzny. 

2. MODEL HOMOGENIZOWANY 

Ograniczymy się tu do omówienia modelu homogeni-
zowanego z parametrami mikrolokalnymi dla płaskich 
stacjonarnych zagadnień termosprężystości. Wektor prze-
mieszczeń u, w przypadku płaskiego stanu odkształcenia, 
oraz temperatura mają następujące składowe: 

ˆ ˆ( , ) ( ( , ), ( , ),0), ( , ).x y u x y v x y T T x y= =u  (2) 

Rozkład przemieszczeń oraz pole temperatur przewidu-
jemy w następującej postaci (Matysiak i Woźniak (1987), 
Kaczyński i Matysiak ): 

ˆ( , ) ( , ) ( ) ( , )u x y U x y h x p x y= + , (3) 

ˆ( , ) ( , ) ( ) ( , )v x y V x y h x q x y= + , (4) 

( , ) ( , ) ( ) ( , )T x y x y h x x yϑ γ= + . (5) 

Funkcje U(x, y), V(x, y) i ( , )x yϑ  są niewiadomymi 
funkcjami reprezentującymi odpowiednio makroprzemiesz-
czenia oraz makrotemperaturę. Nieznane są także funkcje 
p(x, y), q(x, y) i γ(x, y) zwane parametrami mikrolokalnymi 
lub korektorami. Funkcja h(x) jest l – periodyczną funkcją 
kształtu tak dobraną, by spełnione były warunki idealnego 
kontaktu mechanicznego oraz termicznego. Funkcja kształ-
tu h(x) w przypadku kompozytów dwuskładnikowych dana 
jest a priori wzorem (Kaczyński i Matysiak (1988)): 

1

1 1

0,5
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/ (1 ) 0,5 / (1 )
x l

h x
x l lη η η

−⎧
= ⎨− − − + −⎩

 1

1

dla 0 ,
dla ,

x l
l x l
≤ ≤
≤ ≤

 (6) 

( ) ( )h x l h x+ = , (7) 

gdzie: η=l1/l  jest współczynnikiem nasycenia warstwy 
podstawowej warstwą pierwszego rodzaju o grubości l1. 
Funkcja kształtu dana wzorem (6) została tak dobrana, aby 
spełnić warunki ciągłości.  

Równania modelu homogenizowanego z parametrami 
mikrolokalnymi mają postać (Kaczyński i Matysiak 
(1988)): 

( )
2 2 2

1 12 2 0U V UA B C C K
x y xx y

ϑ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − =

∂ ∂ ∂∂ ∂
, (8) 

( )
2 2 2

2 22 2 0V U VA B C C K
x y yy x

ϑ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + − =

∂ ∂ ∂∂ ∂
, (9) 

2 2

2 2
ˆ 0K

x y
ϑ ϑ∂ ∂
+ =

∂ ∂
. (10) 

gdzie ˆ /K K k= . Procedura homogenizacji pozwala nam 
także wyznaczyć stałe materiałowe występujące w powyż-
szych równaniach (tzw. moduły efektywne): 
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Tu λi, μi, i=1,2, są stałymi Lamego, ki są współczynnikami 
przewodnictwa ciepła, βi są stałymi termomechanicznymi 
poszczególnych warstw. Składowe tensora naprężenia 
obliczamy ze wzorów: 

( )
1 1
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U VA B K
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( )j
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, (19) 
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( )j
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gdzie: 
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Składowe wektora strumienia ciepła obliczamy ze wzoru: 

( ) ( , ) , ,0 , 1, 2j
jx y K k j

x y
ϑ ϑ⎛ ⎞∂ ∂

= − − =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
q . (24) 

Na brzegu półpłaszczyzny kompozytowej rozpatrzymy 
następujące warunki brzegowe: 
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( ),0 0,  .x x aϑ = >  (29) 
 

Przyjęliśmy tu paraboliczny kształt stempla (równanie 
(25)). Warunek brzegowy (29) może być zastąpiony bar-
dziej ogólnym, uśrednionym warunkiem konwektywnej 
wymiany ciepła z otoczeniem. Ponadto w dalszych oblicze-
niach uwzględnione zostaną warunki wypromieniowania 
w nieskończoności  

 
( ) ( ) ( ) 2 2, , , 0   dla   .j j j
xx xy yy x yσ σ σ ϑ → + →∞  (30) 

 

Głównym celem w sformułowanym wyżej zagadnieniu 
kontaktowym jest wyznaczenie nieznanego ciśnienia kon-
taktowego, gdyż jego znajomość pozwoli na wyznaczenie 
rozkładów przemieszczeń, temperatury, naprężeń i stru-
mieni ciepła w periodycznie uwarstwionej półpłaszczyźnie.  
Ze względu na mieszane warunki brzegowe (25) – (26) 
na ciśnienie kontaktowe p(x) wyprowadzone zostanie rów-
nanie całkowe. W tym celu zagadnienie kontaktowe zastą-
pimy zagadnieniem termosprężystości związanym z obcią-
żeniem półprzestrzeni nieznanym ciśnieniem p(x) i nagrze-
waniem jej strumieniem ciepła q(x). Ponieważ zagadnienie 
to jest liniowe, jego rozwiązanie podamy w postaci super-
pozycji (patrz Rys. 2). 

 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

y

x
-a a

p(x)

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

y

x
-a a

q(x)

Rys. 2. Schemat zastępczych zagadnień brzegowych 

3. ROZWIĄZANIE PROBLEMU 

3.1. Zagadnienie pomocnicze „a” 

Jest to izotermiczne zagadnienie półpłaszczyzny perio-
dycznie warstwowej o brzegu prostopadłym do uwarstwie-
nia obciążonej prostopadle do brzegu obciążeniem o inten-
sywności p(x) na odcinku (– a, a), patrz Rys. 2a. Rozpatru-
jemy więc następujące warunki brzegowe 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ),
2, 0 ,

a a
j a

yy
U Vx B A p x H a x

x y
σ ∂ ∂

= + = − −
∂ ∂

 (31) 

( ) ( ), , 0 0,  ,j a
xy x x Rσ = ∈  (32) 

i warunki wypromieniowania w nieskończoności 
0ijσ →  dla x2 + y2→∞. To zagadnienie zostało rozwią-

zane stosując metodę transformacji całkowej Fouriera a 
równanie na makroprzemieszczenia zostały rozseparowane 
wprowadzając potencjały sprężyste przemieszczenia zapro-
ponowane w pracy Kulczyckiego i Matysiaka (2001). Skła-
dowe tensora naprężenia w przestrzeni transformat mają 
postać: 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( , ) ( )

,
0

, ,2 cos ,
, ,

j a p j
xx xx

j a p j
yy yy

x y s y
p s xs ds

x y s y

σ σ

πσ σ

∞⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪=⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

∫  (33) 

( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( )

0

2, , sin , 1, 2j a p j
xy xyx y s y p s xs ds jσ σ

π

∞

= =∫ , (34) 

gdzie 

( )

( ) ( ) ( )

( )

22
1 3 1

2
11 2 2

,

( )
( 1) exp ,

p j
xx

k k k k
k

k k

s y

B AB C s y
C A B

σ

γ γ κ
γ

γ γ γ
+ −

=

=

−+
= − −

− +
∑

 (35) 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

22
31

2
1 2

,

( )
( 1) exp ,

p j
yy

k k j k jk
k

k k

B Cs y
C

E D
s y

A B

σ
γ γ

γ γ κ
γ

γ
−+

=

+
= ×

−

−
× − −

+
∑

 (36) 

( )

( ) ( )

( )

2
1 3

2
11 2 2

,

(1 )
( 1) exp ,

p j
xy

k k k k
k

k k

s y

B C s y
A B

σ

γ γ κ
γ

γ γ γ
+ −

=

=

++
= − −

− +
∑

 (37) 

a) b) 
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gdzie funkcja ( )p s  jest transformacją kosinusową funkcji 

( )p x : 

( ) ( ) ( )
0

2 cos .
a

p s p x xs dx
π

= ∫  (38) 

3.2. Zagadnienie pomocnicze „b” 

Jest to problem nieobciążonej półpłaszczyzny termo-
sprężystej periodycznie uwarstwionej, na brzegu której 
działa strumień ciepła w kierunku osi Oy, (Rys. 2b). Wa-
runki brzegowe przyjmujemy w postaci: 

( ) ( ), , 0 0,  ,j b
yy x x Rσ = ∈  (39) 

( ) ( ), , 0 0,  ,j b
xy x x Rσ = ∈  (40) 

( ) ( ) ( ) ( ), , 0
,0 ,  ,j b

y st

x
q x k fv p x x a

y
ϑ∂

= − = <
∂

 (41) 

( ),0 0,  .x x aϑ = >  (42) 

Ponadto zakładamy, że zarówno naprężenia jak i tempe-
ratura zanikają w nieskończoności. Równania, które roz-
wiązujemy, stanowią układ równań modelu homogenizo-
wanego z parametrami mikrolokalnymi (8) – (9). Szczegól-
ne rozwiązanie tego układu poszukujemy za pomocą poten-
cjału termosprężystego Φ : 

( ) ( )1 1, ,U V
x y

χ ∂Φ ∂Φ
= =

∂ ∂
 (43) 

co prowadzi do układu równań 
2 2

2 2
ˆ 0K

x y
∂ Φ ∂ Φ

+ =
∂ ∂

, (44) 

2

2x
ϑ∂ Φ

= Λ
∂

, (45) 

gdzie 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 2

2 1 1

ˆ ˆ

ˆ
K C KA K K B C

K A KC K B C
χ

− + +
=

− − +
, (46) 

( ) ( )
( )

2 1 1

2 2
2 1 2 1

ˆ

ˆ ˆ2

K A KC K B C

A CK B BC A A K A C

− − +
Λ =

+ + − +
. (47) 

Z równań (8), (9) i (10) wynika, że makrotemperatura 
ϑ  i potencjał termosprężysty Φ  spełniają identyczne rów-
nanie. Zastosujemy teraz metodę transformacji całkowej 
Fouriera do rozwiązania zagadnienia pomocniczego „b”. 
Z równania (16) wynika  

2
2

2
ˆ 0,Ks

y
ϑϑ ∂

− + =
∂

 (48) 

zatem transformata makrotemperatury ma postać: 

( ) ( )0
ˆexps K s yϑ ϑ= − . (49) 

Spełniając warunki brzegowe (39) – (42) oraz warunki 
wypromieniowania w nieskończoności otrzymujemy roz-
wiązanie problemu „b” (patrz Rys. 2b) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

2
0

1 0

,

2 ˆexp sin

2 exp( )sin ,

b

i i i
i

U x y

s
K s y xs ds

s

s
s y xs ds

s

ϑ
χ

π

ϑ
κ γ

π

∞

∞

=

=

= − Λ − +

+ Λ −

∫

∑ ∫

 (50) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

0

0

2
0

1 0

,

ˆ ˆexp cos

exp( ) cos ,

b

i i i
i

V x y

s
K K s y xs ds

s

s
s y xs ds

s

ϑ

ϑ
γ γ

∞

∞

=

=

= Λ − +

− Λ −

∫

∑ ∫

 (51) 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 1
1 1 0

2
12

1
1

ˆ ,

, ,

j b
xx

i i i i
i

A BK K J x y

B A J x y

σ χ

γ κ
=

= − Λ − +

+ − Λ∑
 (52) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 2
0

2
2

1

ˆ 1 ,

1 , ,

j b
xy

i i i i
i

C K J x y

J x y

σ χ

κ γ
=

= −Λ + +

+ + Λ∑
, (53) 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, 1
0

2
12

1

ˆ ,

, ,

j b
yy j j j

j i j i i i
i

D E K F J x y

E D J x y

σ χ

γ κ
=

= − Λ − +

+ − Λ∑
 (54) 

gdzie 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0

0

2, exp cos ,i iJ x y s sy sx dsϑ γ
π

∞

= −∫ 0 K̂γ = ,(55) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0

0

2, exp sin ,  0,1,2i iJ x y s sy sx ds iϑ γ
π

∞

= − =∫ ,(56) 

( )

( ) ( )
( )

1
2

2

2 3 2 3

1 2

1

ˆ ˆ1
.

i
i

i

i i

B C
A B

C K B A K K

C

γ

χ χ γ γ

γ γ

+

− −

+
Λ = − ×

+

+ Λ + Λ − −
×

−

 (57) 

Ponadto na podstawie wzorów (52) – (54) wynika,  
że naprężenia normalne na brzegu y=0 są proporcjonalne 



acta mechanica et automatica, vol.3 no.3 (2009) 

 65

do temperatury na brzegu, zaś naprężenia styczne są równe 
zeru dla y=0. 

Przejdziemy do wyznaczenia funkcji ( )0 sϑ . Ze wzglę-
du na warunek (5) wyprowadzimy najpierw związek mię-
dzy transformatą temperatury na brzegu a transformatą 
uśrednionego brzegowego strumienia ciepła q(x). Ponieważ 

( ) ( )
,0

,
x

k q x
y

ϑ∂
− =

∂
 (58) 

oraz na podstawie równania (49) wynika, że  

( ) ( )0
0 ˆ

q s
s

k K s
ϑ = . (59) 

Korzystając z odwrotnego przekształcenia Fouriera do-
stajemy: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )0

1, , exp
2

1 ˆexp exp ,
2

x y s y isx ds

s K s y isx ds

ϑ ϑ
π

ϑ
π

∞

−∞

∞

−∞

= =

= −

∫

∫
 (60) 

czyli 

( )
( ) ( )

( ) ( )

ˆexp exp1,
2 ˆ

exp ,

K s y isx
x y ds

k K s

q is d

ϑ
π

ξ ξ ξ

∞

−∞

∞

−∞

−
= ×

× −

∫

∫

 (61) 

Funkcja podcałkowa całki (61) ma osobliwość przy 
s=0. Na podstawie teorii całek niewłaściwych wnioskuje-
my, że całka jest zbieżna, gdy całka wewnętrzna przy s=0 
jest zerem, czyli: 

( ) ( ) ( )exp 0 0q i d q dξ ξ ξ ξ ξ
∞ ∞

−∞ −∞

− = =∫ ∫ . (62) 

W przypadku, gdy warunek (62) nie jest spełniony, za-
równo temperatura jak i naprężenia normalne (na po-
wierzchni półprzestrzeni są proporcjonalne do temperatury) 
są nieokreślone. 

Z powyższego wynika, że przynajmniej na części po-
wierzchni musimy przyjąć wymianę ciepła, np. że tempera-
tura nieobciążonej powierzchni jest zerowa lub wymiana 
ciepła jest opisana za pomocą prawa Newtona – konwek-
tywnej wymiany ciepła z ośrodkiem zewnętrznym.  

Wróćmy do wyrażenia na przemieszenie pionowe punk-
tów powierzchni półprzestrzeni (51), które odpowiada 
rozwiązaniu problemu „b” (Rys. 2b): 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
1 1 2 2 0

1
0

ˆ,0

,

b

T

V s K s s

W s s

γ γ ϑ

ϑ

−

−

= Λ − Λ − Λ =

= −
 (63) 

gdzie  

1 1 2 2
ˆ .TW K γ γ= −Λ + Λ + Λ  (64) 

Do (63) podstawimy zależność (59): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
2 2,0

ˆ
b T

T q

s q s q sW
V s W W

s s sk K

ϑ
= − = − = − , (65) 

gdzie  

( )1 1 2 2
ˆ ˆ ˆ/ /q TW W k K K k Kγ γ= = −Λ + Λ + Λ . (66) 

Otrzymaliśmy zależność, której struktura jest dokładnie 
taka sama jak w odpowiednim zagadnieniu dotyczącym 
ośrodka jednorodnego. 

Z (65) wynika, że 
( )

( )
( )

( ) ( )
2

2 sgn
2

b b
q

q

WV VW q x q x d
xx

ξ ξ ξ
∞

−∞

∂ ∂
= ⇒ = −

∂∂ ∫ . (67) 

W zagadnieniu symetrycznym ( ) ( )q x q x= − : 

( )

( )
0

xb

q
V W q d

x
ξ ξ∂

=
∂ ∫ . (68) 

Ze wzoru (68) wynika, że w przypadku zagadnienia 
symetrycznego odkształcenie termiczne w obszarze obcią-
żenia zależy jedynie od strumienia ciepła w tym obszarze. 
Powyższy wniosek ma duże znaczenie w wybranych za-
gadnieniach kontaktowych z uwzględnieniem wytwarzania 
ciepła, a mianowicie w tych zagadnieniach, w których 
przyjmujemy, że strumień ciepła jest znany. Ma to na przy-
kład miejsce w przypadku, gdy zakładamy, że wytworzone 
ciepło nagrzewa jedynie jedno z ciał: 

Wtedy: 

( ) ( ) ,stq x fv p x x a= < . (69) 

Przy powyższych założeniach sumaryczne przemiesz-
czenie pionowe (wywołane zarówno obciążeniem po-
wierzchni półprzestrzeni naciskami kontaktowymi jak 
i ogrzaniem tej półprzestrzeni strumieniem ciepła powsta-
łym na skutek wytwarzania ciepła) w obszarze kontaktu 
spełnia: 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

,0 2 sin
x

V q st

V x
C sx p s ds W fv p d

x
ξ ξ

π

∞∂
= − +

∂ ∫ ∫ ,(70) 

gdzie VC  zdefiniowane jest według wzoru: 

1 2 1 2
2

1 2

( )
V

A A
C

A A B
γ γ+

=
−

. (71) 

Podstawiając wzór (70) do warunku powstania wspól-
nej powierzchni kontaktu (kontaktowego warunku brzego-
wego): 

( ),0
,

V x x x a
x R

∂
= − <

∂
, (72) 

oraz uwzględniając wyrażenie do obliczenia transformaty 
Fouriera ciśnienia, otrzymamy równanie całkowe: 
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( ) ( ) ( )

( )

0 0

0

2 sin cos

, [0, ],

a

V

x

q st

C sx ds p s d

xW fv p d x a
R

ξ ξ ξ
π

ξ ξ

∞

−

+ = ∈

∫ ∫

∫
 (73) 

Dalej przejdziemy do współrzędnych bezwymiarowych 
przyjmując, że / ,  / .x x a y y a= =  Równanie (73) zapisu-
jemy w postaci: 

( ) ( ) ( )

( )

1
*

0 0

* 2
0

0

2 sin cos

4 , [0,1],
x

sx ds p s d

p d a x x

ξ ξ ξ
π

β ξ ξ
π

∞

−

+ = ∈

∫ ∫

∫
 (74) 

gdzie ( ) ( ) 0* /p x p x p= , 0 / Ha a a= . Średnie ciśnienie 

kontaktowe 0 / 2p P a= , a półszerokość pasa kontaktu Ha  
obliczamy zgodnie ze wzorem 2 2 /H Va C RP π=  tak jak dla 
zagadnienia izotermicznego, 

0 0 0ˆ ˆ
q st T st T st H

p V V

W fv a W fv a W fv a
a a

W k KC k KC
β β= = = = , (75) 

gdzie 0
ˆ/ ( )T st H VW fv a k KCβ = . Należy podkreślić, 

że przy przyjętych założeniach równanie całkowe (73) 
ma miejsce niezależnie od rodzaju warunku termicznego 
na nieobciążonej powierzchni półprzestrzeni. Do rozwiąza-
nia równania całkowego (74) zastosowano metodę koloka-
cji. Należy podkreślić, że rozwiązanie tego równania jest 
możliwe, gdy założymy, że parametr β  jest znany a priori. 

4. ANALIZA WYNIKÓW 

Przejdziemy teraz do przeanalizowania charakterystyk 
kontaktowych pmax/p0, β/βkr, a0 od wejściowego parametru  
β0 zdefiniowanego we wzorze (75), (patrz Rys. 3). 

Analizując wykres na Rys. 3 widzimy, że parametr β/βkr 
zmierza asymptotycznie do jedynki, czyli β→βkr, gdy 
β0→∞. Jednocześnie zauważamy, że parametr a0 maleje 
do zera i jednocześnie z nim obszar kontaktu zmniejsza się 
do zera, zaś pmax/p0 rośnie, oraz 

0
max 0lim / 1.38p p

β →∞
= .  

Ponadto należy zwrócić uwagę, że wartość pmax/p0 różni 
się od 1.36 nie więcej niż 2%, gdy β0>2.7. Na Rys. 4 poka-
zano rozkłady bezwymiarowego ciśnienia kontaktowego 

( )*
0/p x p  dla trzech wybranych przypadków parametru  

β=0; 1.0; βkr. Parametr βkr wyznaczono przy założeniu, że 
a0→0 i otrzymano analogicznie jak dla ośrodka jednorod-
nego βkr≈1.16, patrz Rys. 3. Ponadto dla β=0 otrzymujemy 
rozkład ciśnienia kontaktowego jak dla zagadnienia izoter-
micznego Hertza a pmax/p0=4/π, patrz Rys. 3 oraz Rys. 4, 
gdy  0x = , (zaznaczając, że przedstawione ciśnienie jest 
uśrednionym ciśnieniem kontaktowym). 
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0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

1,4

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Rys. 4. Rozkład bezwymiarowego średniego ciśnienia kontakto- 
         wego ( ) ( )*

0/p x p x p=  w zależności od parametru β  
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CONTACT PROBLEM WITH HEAT GENERATION  
FOR A PERIODIC STRATIFIED COMPOSITE  
HALF-SPACE WITH BOUNDARY NORMAL  

TO THE LAUERING 

Abstract: In the paper, the contact problem with heat generation 
for a non-homogeneous half-space is considered. The body  
is assumed to be a periodically layered two-constituted, linear-
thermoelastic, periodically repeated layers and the boundary  
is normal to the layering. A rigid punch with parabolic cross-
section moving with a constant velocity in the direction of layer-
ing generates frictional heat described by Coulumb law.  
It is assumed that the punch is thermal insulator and the generated 
heat is transferred to the composite half-space. The boundary 
beyond the contact zone is assumed to the free of loading and with 
zero temperature. The problem were solved within the framework 
of the homogenized model with microlocal parameters,  
cf. Woźniak (1987), Matysiak and Woźniak (1988). 
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Streszczenie: Produkowane obecnie urządzenia do oceny wytrzymałości książek różnią się konstrukcją oraz parametrami te-
stowania opraw, co skutkuję różnymi wynikami badań wytrzymałości tych samych opraw zbadanych na różnych aparatach 
testujących. Jednym z najważniejszych parametrów wpływającym na wynik pomiaru jest kąt otwarcia książki. W pracy 
przedstawiono wyniki badań eksperymentalnych wpływu kąta otwarcia oprawy na wynik wytrzymałości sklejonej książki. 
Uzyskane wyniki badań eksperymentalnych umożliwiają  uwzględnienie wpływu kąta otwarcia oprawy na wynik oceny wy-
trzymałości przy badaniach opraw na różnych maszynach testujących. 

1. WSTĘP  

Dla czytelnika oprócz zawartości kupowanej książki 
niemałe znaczenie ma jej szata graficzna oraz jakość wyko-
nania oprawy. Najgorsze co może spotkać miłośnika książ-
ki jest to, kiedy kupiony egzemplarz praktycznie rozpada 
się w rękach. Żeby nie zdarzali się przypadki wytwarzania 
książek nietrwałych, nazywanych przez użytkowników 
„jednorazowymi”, producenci książek muszą przestrzegać 
wymagania technologiczne oraz sprawiać regularny nadzór 
nad jakością produkcji. 

Pośród różnych znanych w przemyśle poligraficznym 
sposobów oprawiania można wydzielić trzy, najbardziej 
rozpowszechnione: szycie wkładów nićmi, drutem i łącze-
nie klejowe. 

Poskładkowe szycie wkładów nićmi stosowane jest przy 
wytwarzaniu opraw o wysokiej wytrzymałości z długim 
okresem intensywnego użytkowania. Oprawy szyte nićmi 
charakteryzują się również bardzo dobrą otwieralnością. 
Niestety koszty wytwarzania takich opraw są wysokie. 
Technologia szycia drutem jest najtańszą, jednak stosuje się 
ją przeważnie przy produkcji cienkich broszur i folderów. 

Technologia bezszyciowego klejowego łączenia wkła-
dów książek z całkowitym ścinaniem złamów (tzw. Perfect 
Binding) jest obecnie najszerzej stosowaną technologią 
oprawiania w przemyśle poligraficznym. Niestety, w od-
różnieniu od wkładów szytych nićmi, oprawy łączone kle-
jowo charakteryzują się mniejszą wytrzymałością i gorszą 
otwieralnością. 

2. PODSTAWA BADAŃ 

Wytrzymałość opraw klejonych zależy od wielu czyn-
ników: grubości i struktury papieru, typu użytego kleju 
i jego lepkości podczas oprawiania, rodzaju stosowanej 
okładki, parametrów obróbki grzbietów, warunków susze-
nia oraz prasowania i in. Zmienność parametrów w procesie 
oprawiania, obróbka wkładów składających się z różnych 

rodzajów papierów, szczególnie powlekanych - sprawdzają 
kwalifikacje najlepszych operatorów maszyn. Oczywiście 
są pewne opracowane zalecenia technologiczne, ale zdarza-
ją się przypadki gdy dokładne przestrzeganie tych zaleceń 
nie gwarantuje otrzymanie opraw o wysokich parametrach 
wytrzymałościowych. Wszystko to przemawia za tym, 
że cały ciężar odpowiedzialności leży na operatorach ma-
szyn oprawiających, które nie zawsze są odpowiednio wy-
kształcone w tym kierunku, a wytwarzanie jakościowych 
opraw niejednokrotnie porównuje się z „dziełem sztuki”. 
Taką niepewną sytuację potęguje fakt wydawania tytułów 
o co raz mniejszych nakładach i w krótkich terminach, 
co może uniemożliwić operatorom szybkobieżnych maszyn 
dostosować optymalne warunki obróbki wkładów do wła-
ściwości stosowanych materiałów. 

Nowa sytuacja na rynku wymaga dobrej współpracy 
i wzajemnego porozumienia się pomiędzy Wydawcą 
a Drukarzem. Dotyczy to również porozumienia się na 
płaszczyźnie wytrzymałości opraw łączonych klejowo. 
Ocena wytrzymałości opraw jedynie w oparciu o brak re-
klamacji i doświadczenie, przy zastosowaniu „ręcznych” 
metod jest całkowicie subiektywna, niepowtarzalna i nie 
stanowi żadnej podstawy do jakichkolwiek porównań. 

Do oznaczeń za pomocą specjalistycznej aparatury po-
miarowej wytrzymałości opraw łączonych klejowo stoso-
wane są różne metody: sposób Pull Test, czyli wyrywania 
pojedynczej kartki oraz Flex Test – test na kartkowanie. 

Badanie na wyrywanie kartki polega na określeniu war-
tości siły obciążającej kartkę oprawy przy której nastąpi 
wyrywanie kartki (Rys. 1).  

 
Rys. 1. Schemat przeprowadzenia badania na wyrywanie kartki 
              Pull Test (Clark, 1997) 
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Za wynik ostateczny wytrzymałości na wyrywanie kar-
tek przyjmuje się średnią wytrzymałość z poszczególnych 
prób w przeliczeniu na długość linii grzbietu, obliczoną 
w N/cm. 

Podczas testu na kartkowanie (rys. 2) badana kartka jest 
mocowana stoliku i poddawana wstępnemu obciążeniu 
o wartości 1N/cm.  

 
Rys. 2. Schemat przeprowadzenia badania na kartkowanie 
             Flex Test (Clark, 1997) 

 
Następnie stolik lub kartka jest wprowadzana w ruch 

dookoła linii grzbietowej. Badanie określa liczbę podwój-
nych wahań kartki (kąt wahania 120°) w miejscu połącze-
nia z grzbietem wkładu. Próba kończy się w momencie 
wyrwania kartki z grzbietu oprawy. Za wynik ostateczny 
przyjmuje się średnią liczbę kartkowań z poszczególnych 
prób.  

W celu sprawdzenia czy oprawa spełnia wymagania 
wytrzymałościowe uzyskane wartości porównuje się 
z wartościami granicznymi. 

W Polsce, zgodnie z normą BN-89/7451-07, zapropo-
nowany podział opraw łączonych klejowo na cztery grupy 
wytrzymałościowe: 

I grupa – są to oprawy złożone, grubością od 3  
do 30 mm i okresie intensywnego użytkowania 3 lata;  
wytrzymałość na wyrywanie powinna być nie mniej  
niż 9 N/cm, a wytrzymałość na kartkowanie – nie mniej  
niż 2000 kartkowań. 

II grupa – są to oprawy proste, grubością od 3  
do 20 mm i okresie intensywnego użytkowania nie mniej 
niż jeden rok; wytrzymałość na wyrywanie powinna być 
nie mniej niż 7 N/cm, a wytrzymałość na kartkowanie – nie 
mniej niż 1000 kartkowań. 

III grupa – są to oprawy proste o okresie intensywnego 
użytkowania poniżej jednego roku; wytrzymałość na wy-
rywanie powinna być nie mniej niż 5 N/cm, a wytrzyma-
łość na kartkowanie - nie mniej niż 600 kartkowań. 

IV grupa – są oprawy proste druków jednorazowego 
użytku; wytrzymałość na wyrywanie powinna być nie 
mniej niż 4 N/cm, a wytrzymałość na kartkowanie - nie 
mniej niż 200 kartkowań.  

Badanie Flex Test jest mniej popularne od badania Pull 
Test. Wpływ ma na to długi czas badania oraz duży rozrzut 
otrzymanych wyników testu na kartkowanie (Clark, 1997). 
Obecnie uważa się badanie na wyrywanie arkusza standar-
dową metodą oceny wytrzymałości sklejonej oprawy. 

Ponieważ do tej pory nie zostały ustalone międzynaro-
dowe europejskie standardy określające wytrzymałość 
opraw, w każdym kraju stosuje się swoje normy (Tab. 1). 

Obecnie na rynku dostępne są różne urządzenia, prze-
znaczone do oceny wytrzymałości opraw metodą  Pull Test. 

Urządzenia pomiarowe są niezwykle proste w obsłudze, 
pozwalają na szybkie testowanie opraw w warunkach pro-
dukcyjnych. Niestety, wszystkie urządzenia różnią się kon-
strukcyjnie oraz parametrami testowania opraw, co skutkuję 
różnymi wynikami badań wytrzymałości tych samych 
opraw zbadanych na różnych aparatach testujących. 

Jednym z najważniejszych parametrów wpływających 
na wynik wytrzymałości ksiązki jest kąt otwarcia oprawy 
podczas wykonania badania wyrywania arkusza. W dostęp-
nych na rynku aparatach testowych oprawa podczas bada-
nia może być otwarta z różnymi kątami – od 800 do 1800, 
co wpływa na końcowy wynik pomiaru. 

Celem tej pracy było określenie wpływu kąta otwarcia 
oprawy na średni wynik wytrzymałości ksiązki.  

Tab. 1.  Normy określające wytrzymałość opraw na wyrywanie 
              kartek w wybranych krajach (Clark, 1997) 

 

3. WYNIKI BADAŃ  

Do wykonania badań eksperymentalnych został wyko-
rzystany aparat Martini Tester z zmodernizowanym syste-
mem mocowania opraw. Zmodernizowana konstrukcja 
stołu pomiarowego umożliwiła przeprowadzenie badań 
wyrywania kartek z kątami otwarcia opraw α = 600, 800, 
1000, 1200, 1400, 1600 i 1800 (Rys. 3). 

W celu rejestracji przebiegu wyrywania kartki z grzbie-
tu oprawy system pomiarowy aparatu testowego został 
wyposażony w czujniki podłączone do komputerowego 
układu pomiarowego zbudowanego z modułów elektro-
nicznych produkowanych przez firmę National Instruments 
(USA). Sygnał pomiarowy był rejestrowany za pomocą 
programu komputerowego LabView SignalExpress, a uzy-
skane dane były opracowywane przez program DIAdem. 

 Wynik 
Pull Test Ocena wytrzymałości 

Wielka Brytania   

 do 5,00 N/cm nie do przyjęcia 

 5,00-7,25 N/cm zadowalająca 

 7,25 - 9,00 N/cm dobra 

 powyżej 9,00 N/cm bardzo dobra 

Niemcy   
dla klejów 
hot melts do 4,50 N/cm nie do przyjęcia 

 4,50 - 6,20 N/cm zadowalająca 
 6,20 - 7,20 N/cm dobra 
 powyżej 7,20 N/cm bardzo dobra 

dla klejów PUR, 
dyspersyjnych do 5,50 N/cm nie do przyjęcia 

 5,50 - 6,50 N/cm zadowalająca 
 6,50 - 7,50 N/cm dobra 
 powyżej 7,50 N/cm bardzo dobra 

Stany Zjednoczone 
Ameryki   

 do 3,50 N/cm nie do przyjęcia 
 3,50-4,37 N/cm zadowalająca 
 4,37-6,12 N/cm dobra 
 6,12 - 7,00 N/cm bardzo dobra 
 powyżej 7,00 N/cm doskonała 
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Na Rys. 4. przedstawiono typowy oscylogram komputero-
wej rejestracji siły wyrywania arkusza z grzbietu oprawy. 

F
 

Rys. 3. Schemat mocowania oprawy podczas badań z różnymi 
             katami otwarcia α, F – siła wyrywania arkusza 

 
Rys. 4. Oscylogram rejestracji w postaci napięciowej U siły 
             wyrywania F arkusza z grzbietu oprawy 

Badania wykonano w trzech niezależnych seriach ba-
dawczych. W każdej serii, przy różnych kątach otwarcia 
książki, zbadano wytrzymałość 140 opraw wykonanych 
z różnych rodzajów papieru i zaklejonych klejem termoto-
pliwym.  

 
Rys. 5. Wpływ kąta otwarcia oprawy na wytrzymałość 
            klejowego połączenia przy badaniu Pull Test 

Jak widać z wykresu (Rys. 5), kat otwarcia oprawy 
ma znaczny wpływ na wynik oceny wytrzymałości sklejo-
nej ksiązki. Uzyskane wyniki badań eksperymentalnych 
umożliwiają  uwzględnienie wpływu kąta otwarcia oprawy 
na wynik oceny wytrzymałości przy badaniach opraw 
na różnych maszynach testujących. Wyniki badań ekspe-
rymentalnych potwierdzają wnioski z wyników badań teo-
retycznych oceny wytrzymałości opraw (Petriaszwili 
i Pyrjew, 2008). 

3. WNIOSKI 

Dzięki uwzględnieniu wpływu kąta otwarcia opraw 
na wynik wytrzymałości książek, badanych na różnych 
aparatach testujących, staje się możliwym obiektywny 
nadzór za parametrami wytrzymałościowymi książek, 
co pozwoli uniknąć możliwe nieporozumienia pomiędzy 
Wydawnictwami a Drukarniami posiadającymi odmienne 
konstrukcję aparatów testujących, co może przyczynić się 
do podniesienia wytrzymałości produkowanych książek 
łączonych klejowo. 
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EKSPERIMENTAL INVESTIGATIONS  
OF THE PULLING OUT THE SHEET  

FROM THE BOOK SPINE ADHESIVE LAYER 

Abstract: Currently produced devices to evaluate the durability 
of books differ in design and testing parameters, which result 
in different value of the strength of the same books tested at dif-
ferent test apparatus. One of the most important parameters affect-
ing the measurement result is the opening angle of the book. The 
research study investigated the influence of the angle of opening 
book on the Pull Test value of durability of the book spine adhe-
sive layer.  
The results of experimental studies allow to learn the influence 
of the angle of opening book for the strength value of the books 
tested on different testing machines. 
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Streszczenie: W pracy przedstawiono model matematyczny warstwy klejowej grzbietu oprawy, który uwzględnia parame-
try geometryczne oraz właściwości materiału kleju podczas otwarcia oprawy i wyrywania kartki z grzbietu wg metody Pull 
Test  

 

1. OPRACOWANIE MODELU  

1.1. Wstęp 

Obecnie stosowane technologie oprawiania w poligrafii 
nastawione są w dużej mierze na wykorzystaniu metody 
klejowej, która polega na sfrezowaniu grzbietów składek 
w taki sposób aby klej, który nanoszony jest w następnej 
kolejności, mógł połączyć wszystkie kartki wkładu. Łącze-
nie klejowe, w porównaniu z innymi sposobami oprawia-
nia, ma znaczne zalety techniczno-ekonomiczne: większa 
wydajność, mniejsza pracochłonność i niższe koszty wy-
twarzania. Różnorodność produkcji poligraficznej w ostat-
nich latach znacznie się zwiększyła. Stosowanie do procesu 
oprawiania nowych rodzajów klejów i gatunków papieru 
stwarza wiele problemów. Z powodu nieznajomości w 
pełni wpływu parametrów procesu obróbki na wytrzyma-
łość opraw klejowych częste są przypadki produkcji ksią-
żek nietrwałych, nazywanych przez użytkowników „jedno-
razowymi”. Szczególnie niską wytrzymałością charaktery-
zują się oprawy intensywnie użytkowane, w tym podręcz-
niki szkolne i akademickie. 

Nowa sytuacja na rynku wymusiła znaczny wzrost wy-
magań wydawców i konsumentów w zakresie jakości 
i wytrzymałości opraw. Jednym z parametrów oceny wy-
trzymałości opraw, uznawanym na rynku poligraficznym 
jako standardowy, jest wartość siły wyrywania arkusza 
z grzbietu książki. Parametr ten można otrzymać za pomo-
cą specjalnych aparatów do testowania opraw, zasada któ-
rych polega  na pomiarze siły wyrywania pojedynczej kart-
ki z oprawy (metoda Pull Test) (Petriaszwili, 2002). Nieste-
ty, aparaty do testowania różnych producentów charaktery-
zują się różnymi warunkami mocowania opraw i wyrywa-
nia arkuszy, co w znacznym stopniu przyczynia się do 
wadliwej oceny wytrzymałości opraw (Pertiaszwili i Ga-
weł, 2003). Dla tego też, opracowanie podstaw teoretycz-
nych oraz parametrów testowania opraw ma istotne zna-
czenie. 

Celem pracy jest opracowanie modelu matematycznego 
wyrywania arkusza z grzbietu klejowego oprawy oraz ba-

danie wpływu różnych parametrów na wytrzymałość 
opraw.  

1.2. Model klejowego połączenia arkuszy 

W niniejszej pracy zaproponowano matematyczny mo-
del do obliczeń naprężeń powstających w warstwie klejo-
wej grzbietu podczas wyrywania kartki z grzbietu otwartej 
oprawy. Schemat klejowego połączenia arkuszy papieru 
w warstwie klejowej przedstawiono na Rys. 1, gdzie  
d – grubość arkusza papieru, l – grubość warstwy kleju  
na grzbiecie oprawy, a – odległość pomiędzy arkuszami,  
2h – grubość warstwy kleju pomiędzy kartkami papieru. 
Pod czas badania książki na wytrzymałość zadaję się kąt 
otwarcia arkusze papieru 2θ0 znajdujących cię po obu stron 
wyrywanego arkusza silą P. Największe naprężenia po-
wstają w warstwie klejowej pomiędzy arkuszami (Petria-
szwili i Pyrjew, 2007). 

 

 
Rys. 1. Schemat klejowego połączenia arkuszy papieru  

 
Przedmiotem rozważań w danym opracowaniu jest dwie 

warstwy kleju pomiędzy dwiema kartkami książki znajdu-

 a

 d

h2
l
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jące się w kontakcie z arkuszem, na który działa wyrywają-
ca siła P (Rys. 2).  

 

0θ P

a

h2

)(xkw−

 
Rys. 2. Schemat modelu wyrywania arkusza  

Uważa się, że warstwy kleju mają wymiary a x b x 2h, 
gdzie b – wysokość grzbietu oprawy i opierają się na sprę-
żyste podłoże klejowe o grubości l. Przyjmujemy, że obcią-
żenie g(x) działające ze strony podłoża klejowego jest pro-
porcjonalne wygięciu płyty w(x) (model Winklera) i równe 
g(x)= –kw(x) (Pisarenko i inni, 1986). Uwagę skupimy na 
wyznaczeniu pola naprężeń, które powstaje przy użytko-
waniu oprawy, a mianowicie przy rozwarciu książki na kąt 
2θ0 (Petriaszwili i Pyrjew, 2008) i przyłożeniu  siły P. 

Z uwagi na symetrię zagadnienia rozpatrzono jedną 
warstwę i arkusz wyrywający (Rys. 3).  

 

0θ

P

a

h2

)(xkw−

x

z

QQ Q

dkw )0(−

 
Rys. 3. Obliczeniowy schemat modelu wyrywania kartki papieru 

W rozpatrywanym modelu wprowadzono założenia,  
że papier jest materiałem sztywnym, a klej jest jednorod-
nym izotropowym materiałem sprężystym o własnościach 
mechanicznych: E – moduł Younga, ν  – współczynnik 
Poissona (Kornilow, 2001). 

Równanie różniczkowe wygięcia warstwy kleju na 
sprężystym podłożu w postaci ugięcia prostokątnej wydłu-
żonej płyty )(xw (ugięcie po łuku) ma postać (Pisarenko i 
inni, 1986): 

0)(4)( 4
4

4
=α+ xw

dx
xwd  (1) 

gdzie: Dk=α44 , )1(32 23 ν−= EhD – sztywność cylin-
dryczna płyty. 

Rozpatrywane zagadnienie sprowadza się do rozwiązy-
wania równania (1) z warunkami brzegowymi 

 

0)( ==axxw , 0
)(

θ−=−
=axdx

xdw , (2) 

 

0)(

0
=−

=xdx
xdw , Q

dx
xwdD

x

=−
=0

3

3 )( , (3) 

 

gdzie ścinająca siła Q związana z wyrywającej siłą P rów-
naniem równowagi dla arkusza (Rys. 3) 

 

dkwQP )0(2 −= . (4) 

2. ROZWIĄZANIE ZAGADNIENIA 

2.1. Obliczenie ugięcia i naprężeń w warstwie klejowej 

Ogólne rozwiązanie równania (1) zapiszemy w postaci  
 

)()()()()( 44332211 xWBxWBxWBxWBxw +++= , (5) 
 

gdzie wprowadzone szczególne rozwiązania równania (1) 
 

)cos()cosh()(1 xxxW αα= , (6) 
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2
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)sin()sinh(
2

1)( 23 xxxW αα
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= , (8) 

 

( ))cos()sinh()sin()cosh(
4

1)( 34 xxxxxW αα−αα
α

= , (9) 

 

Cztery niewiadomych 4321 ,,, BBBB  znajdujemy wy-
korzystując cztery warunki brzegowych (2), (3).  

Ostateczno rozwiązanie rozpatrzonego zagadnienia za-
piszemy w postaci 
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gdzie 
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Siła poprzeczna została zapisana w postaci  
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Naprężenia normalne (σy = v σx) i styczne w przekroju 
warstwy klejowej obliczamy według wzorów  
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gdzie moment zginający ma postać:  
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2.2. Obliczenie naprężeń w warstwie klejowej grzbietu 

oprawy 

 
Według przyjętej modeli otrzymano naprężenie nor-

malne σz = –kw(0) powstające w warstwie klejowej grzbie-
tu oprawy w miejscu styku z wyrywaną kartką papieru  
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W prace wykorzystana hipoteza największej energii 
odkształcenia czysto postaciowego (energetyczna hipoteza 
wytrzymałościowa Hubera-Misesa-Hency) 

 

][3 222 σ≤σ+σσ−σ+σ xzyxyx , (18) 
 

gdzie ][σ  – naprężenie dopuszczalne.  

 
2.3. Bezwymiarowa postać naprężeń w warstwie klejowej 

 
Wprowadzimy bezwymiarowe współrzędne 

 

ax=ξ , 10 <ξ< , az=ζ , HH <ζ<− , (19) 
 

i bezwymiarowe funkcji poszukiwane, a same ugięcie, 
moment gnący i siłę tnącą (siłę poprzeczną) 
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oraz bezwymiarowe parametry 
 

aα=Λ , 
a
d

=δ , 
a
hH = , 

D
Qaq

2
= , 

D
Pap
2

2
= . (21) 

 

E])[1( 2 σν−=σ∗ , Ezk σν−=σ )1( 2 . (22) 
 

Bezwymiarowe rozwiązanie zagadnienia (1)-(4) ma postać 
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 Zostało zapisano bezwymiarowe naprężenie powsta-
jące w warstwie klejowej grzbietu oprawy w miejscu styku 
z wyrywaną kartką papieru  
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2.4. Warunek wytrzymałościowy 

 
Warunek wytrzymałościowy według przyjętej hipote-

zy Hubera przyjmie postać bezwymiarową  
 

∗σ≤σi , (39) 
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( ) )(
4
3)()1( 2222222 ξζ−+ξζν+ν−=σ qHmxi , (40) 

 

gdzie 33 )()( ξξ=ξ dwdq , 22 )()( ξξ−=ξ dwdmx . 
Warunek (39) w punktach niebezpiecznych znajdują-

cych się na powierzchni 0=ξ  daje możliwość wyznaczyć 
bezwymiarową dopuszczalną siłę wyrywającą 
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Przy 00 =θ  dopuszczalna siła będzie największa  
 

A
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Zwiększenie kąta 0θ  prowadzi do zmniejszenia maxp  
według wzoru (41). 

Dla małej wartości parametru Λ dopuszczalna siła ma 
postać 
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Warunek wytrzymałościowy w warstwie klejowej 
grzbietu oprawy w miejscu styku z wyrywaną kartką papie-
ru według przyjętej hipotezy Hubera daje ograniczenie  
na silę wyrywania 
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Na Rys. 4 przedstawiono zależność bezwymiarowej in-
tensywności naprężeń σi, bezwymiarowego naprężenia  
w warstwie kleju na końcu kartki papieru σk i bezwymia-
rowego dopuszczalnego naprężenia σ* od parametru Λ dla 
parametrów ζ = –0.21, ζ = 0, δ = 20, 2θ0 = 80O, H = 0.25, 
pe=481.37, σ*=0.677. 

Takim parametrom odpowiadają następujące wartości:  
P = 400N·m-1, a = 0.01·10-3m, h = 0.0025·10-3m,  
d = 0.02·10-3, v  = 0.35, E = 3,5·106N·m2, [σ] = 2.7 MPa,  
D = 4,15·10-11N·m. 
 

 
 

Rys. 4. Zależność bezwymiarowych intensywności naprężeń σi, 
naprężenia w warstwie kleju na końcu karki papieru σk  
i dopuszczalnego naprężenia σ* od parametru Λ. 

3. WNIOSKI 

Rozwiązanie według założonej liniowości zagadnienia 
zależy w sposób liniowy od parametrów p i θ0. Bezwymia-
rowa postać rozwiązania zależy również od bezwymiaro-
wych geometrycznych parametrów δ, H i parametru fizycz-
no geometrycznego Λ.  

Z obliczeń przedstawionych na Rys. 4 wynika, że punk-
ty niebezpieczny znajdują się na powierzchni x = 0 dla 
parametru Λ<Λkr. W miejscu styku wyrywanego arkusza  
z  warstwą klejową grzbietu oprawy zawsze jest spełniony 
warunek wytrzymałościowy σk < σ*. 

Przeprowadzona analiza teoretyczna umożliwia prowa-
dzić symulacje numeryczną badań wytrzymałości opraw  
na etapie projektowania książek. 
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MATHEMATICAL MODELING OF THE PROCESS  
OF PULLING OUT THE SHEET  

FROM THE BOOK SPINE ADHESIVE LAYER 

Abstract: The research study proposed spine adhesive layer 
model with the paper pages witch represents the actual geometry 
and material properties of the spine during opening and testing the 
book by Pull Test method. 
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WSPÓŁCZYNNIKI INTENSYWNOŚCI NAPRĘŻENIA KI  
DLA PŁASKIEJ SZCZELINY TUNELOWEJ W PRZESTRZENI SPRĘŻYSTEJ 
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Streszczenie: Praca dotyczy zagadnienia wyznaczania współczynników intensywności naprężenia KI dla płaskiej dwuwy-
miarowej szczeliny tunelowej w przestrzeni sprężystej, w przypadku obciążenia powierzchni szczeliny dowolnym ciśnieniem 
normalnym. Stosując metodę osobliwych równań całkowych i techniki numeryczne, wyznaczono współczynnik KI wzdłuż 
obu frontów szczeliny, której obie powierzchnie są obciążone parą sił skupionych P. Otrzymano numeryczne rozwiązania 
i porównano je z innymi przybliżonymi wyrażeniami KI znanymi z literatury.  

1. WSTĘP 

Współczynniki intensywności naprężenia KI, KII i KIII 
należą do podstawowych parametrów stosowanych 
do prognozowania krytycznych, ze względu na pękanie, 
stanów konstrukcji. O ile zagadnienia dwuwymiarowe 
z jednowymiarowymi szczelinami są stosunkowo łatwe 
do modelowania matematycznego, to prognozowanie za-
chowania się pęknięć dwuwymiarowych w przestrzeni 3-D 
należy do jednych z najtrudniejszych problemów inżynier-
skich. Złożone kształty szczelin, ich różne położenie 
względem brzegów elementu konstrukcyjnego, dowolne 
rozkłady obciążenia oraz zmienność współczynnika KI 
wzdłuż frontu szczeliny dwuwymiarowej to podstawowe 
czynniki, które muszą być uwzględnione w modelowaniu 
dwuwymiarowych szczelin oraz stanowią główną przyczy-
nę trudności obliczeniowych.  

W literaturze znanych jest wiele metod wyznaczania 
współczynników KI dla zagadnień przestrzennych. Często 
stosowane jest podejście polegające na zredukowaniu ob-
ciążenia zewnętrznego do powierzchni szczeliny i trakto-
waniu znanego rozkładu ciśnienia powierzchniowego jako 
jedyne obciążenie, które zgodnie z zasadą podaną przez 
Buecknera (1970) generuje wartości współczynników KI 
wzdłuż frontu szczeliny identyczne jak przy obciążeniu 
zewnętrznym przyłożonym z daleka od szczeliny. Niektóre 
rozwiązania analityczne, jak na przykład rozwiązania Shah 
i Kobayashi (1971) dla płaskiej szczeliny eliptycznej obcią-
żonej na obu powierzchniach ciśnieniem normalnym wyra-
żonym w postaci wielomianów, są ścisłe w sensie matema-
tycznym teorii sprężystości i mogą służyć jako wartości 
referencyjne przy szacowaniu dokładności metod przybli-
żonych.  

Kolejna metoda wyznaczania współczynników inten-
sywności naprężenia KI w zagadnieniach płaskich szczelin 
polega na wyznaczeniu funkcji Greena, odpowiadającej 
obciążeniu przeciwległych powierzchni szczeliny parą 
przeciwnie skierowanych sił skupionych. Funkcja ta umoż-
liwia obliczanie współczynników KI dla dowolnego rozkła-

du ciśnienia rozwierającego powierzchnie szczeliny. Jed-
nym z takich zagadnień jest płaska szczelina tunelowa 
w przestrzeni trójwymiarowej. W literaturze znane są ścisłe 
rozwiązania tego zagadnienia dla kilku rodzajów obciąże-
nia: stałego ciśnienia na całej powierzchni szczeliny, ci-
śnienia zmieniającego się liniowo w obu kierunkach – 
wzdłuż i w poprzek szczeliny oraz dla obciążenia liniowego 
działającego wzdłuż szczeliny w stałej odległości od obu 
frontów. Ostatni przypadek można sprowadzić do znanego 
zagadnienia płaskiego, gdzie jednowymiarowa szczelina 
wewnętrzna o skończonej długości obciążona jest na po-
wierzchni zrównoważoną parą sił skupionych przyłożonych 
w pewnej odległości od obu wierzchołków. 

Celem obecnej pracy jest podanie ogólnej metody roz-
wiązania zagadnienia płaskiej szczeliny tunelowej w trój-
wymiarowej przestrzeni sprężystej przy zastosowaniu me-
tody osobliwych równań całkowych, podanie numeryczne-
go rozwiązania funkcji Greena dla tego zagadnienia oraz 
porównanie wyników obliczeń z rozwiązaniami opubliko-
wanymi wcześniej przez innych autorów. 

2. METODA ROZWIĄZANIA ZAGADNIENIA 
    SZCZELINY TUNELOWEJ  

Rozważmy trójwymiarowe ciało jednorodne i izotropo-
we z płaską szczeliną leżącą w płaszczyźnie z=0 i zajmują-
cą obszar G={(x, y); –l ≤ x ≤ l, –∞ < y < ∞} (Rys. 1). Obie 
powierzchnie szczeliny poddane są wzajemnie równoważą-
cym się obciążeniom normalnym  

,),(),,(),(),( Gyxyxpyxyx zz ∈−== −+ σσ        (1) 

stanowiącym jedyne obciążenie w całej rozpatrywanej 
przestrzeni. Indeksy + i – odnoszą się odpowiednio 
do górnej i dolnej powierzchni szczeliny. Składowe 
wzdłużne przemieszczeń powierzchni szczeliny zachowują 
ciągłość i symetrię 
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natomiast składowe normalne nie są ciągłe, to znaczy 

( , , 0) ( , , 0) ( , ) 0, ( , )z zu x y u x y u x y x y Gβ+ −= − = ≥ ∈ ,           (3) 

gdzie β= μ(1-v)-1, a μ i ν oznaczają odpowiednio moduł 
sztywności poprzecznej i współczynnik Poissona materiału.  

 
Rys. 1. Płaska szczelina tunelowa w przestrzeni trójwymiarowej 
            obciążona parą sił skupionych P  

Przemieszczenia rozwieranych powierzchni szczeliny 
w kierunku normalnym opisane są funkcją u(x,y) równą 
zeru poza obszarem szczeliny G i spełniają przy ( , )x y G∈  
różniczkowo-całkowe równanie (Panasiuk 1968): 

2 2 2

( ', ') ' ' 2 ( , ), ( , ) ;

( ') ( ')

xy
G

u x y dx dy p x y x y G
r

r x x y y

πΔ = − ∈

= − + −

∫∫        (4) 

gdzie Δxy oznacza dwuwymiarowy operator Laplace’a: 

2

2

2

2

yxxy ∂
∂

+
∂
∂

=Δ .                        (5) 

W celu uzyskania rozwiązania tak postawionego pro-
blemu redukujemy dwuwymiarowe różniczkowo-całkowe 
równanie (4) do całkowego równania jednowymiarowego 
przez zastosowanie odpowiedniej transformacji, po doko-
naniu której jeden z wymiarów zostaje sprowadzony do roli 
parametru.  

Zastosujmy do równania (4) transformację całkową  
Fouriera względem zmiennej y 

dyeyxuxu isy∫
∞

∞−

= ),(
2
1)(~
π

.         (6) 

Przekształcenie odwrotne będzie wówczas opisane wzorem  

dsexuyxu isy−
∞

∞−
∫= )(~

2
1),(
π

.                      (7)  

Zakładamy, że funkcja p(x, y) (względem zmiennej y) 
jest odcinkami ciągła w dowolnym przedziale i bezwzględ-
nie całkowalna w przedziale (–∞,∞), natomiast u(x, y) jest 
funkcją klasy L2(–∞,∞) względem zmiennej y i razem 
z pierwszą pochodną dąży do zera dla  x→±∞.  

 

Równanie (4) po przekształceniach Fouriera ma nastę-
pującą postać:  

)(~)]([)(~
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2
2

2
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l

l

π−=−⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
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∂
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∫
−

         (8) 

gdzie (Бейтмен i Эрдейи, 1969): 

|)(|)cos(1
2
1)( 0

0
22220 sxKdy

xy
sydye

xy
sxL isy =

+
=

+
= ∫∫

∞∞

∞−

.         (9) 

Jądro K0(|sx|) jest zmodyfikowaną funkcją Bessela dru-
giego rodzaju. 

Różniczkowo-całkowe równanie (8) może być również 
zapisane w postaci osobliwego równania całkowego  

)(~)()('~ xpdtxtKtu
l

l
π−=∫ −

−
,       (10) 

gdzie jądro K(u) ma następującą postać: 

ττ
τ

τ dsusdvvKuKsuK
u

)sin(1)()()(
0

2

0
01 ∫

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫+=

∞
.     (11) 

W tym przypadku funkcja K1(u) jest również zmodyfi-
kowaną funkcją Bessela drugiego rodzaju.  

Osobliwe równanie całkowe (10) ma jednoznaczne 
rozwiązanie dla dowolnej prawej strony przy dodatkowym 
warunku zapewniającym jednoznaczność przemieszczeń 
w obszarze otaczającym szczelinę 

'( ) 0.
l

l

u t dt
−

=∫         (12) 

Rozwiązanie osobliwego równania całkowego (10) 
można otrzymać metodą numeryczną (Panasiuk i inni, 
1976). 

Można również otrzymać przybliżone rozwiązanie tego 
równania w postaci zamkniętej, zbieżne z rozwiązaniem 
dokładnym dla małych i dużych wartości parametru s.  

3. PRZYBLIŻONE ROZWIĄZANIE RÓWNANIA 
    CAŁKOWEGO (10) W POSTACI ZAMKNIĘTEJ 

Przedstawmy jądro K(u) równania (11) w postaci całki 
Fouriera: 

τ
τττττ 1)(,)sin()()(

2

0

+
== ∫

∞

LdsuLsuK .       (13) 

Ponieważ funkcja L(τ) posiada własności  

1)(lim,1)(lim
0

==
∞→→

τττ
ττ

LL         (14) 

możemy ją aproksymować wyrażeniem 

ττ coth)( =L .         (15) 

Dokładność takiej aproksymacji przedstawiono graficz-
nie linią ciągłą na Rys. 2. Maksymalny błąd wynosi w tym 
przypadku około 8%. Z równania (13) znajdziemy teraz 
aproksymowane jądro  
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0
0

( ) coth sin( )

coth coth , gdzie .
2 2 2

K u s su d

s su sB Bu B

τ τ τ

π π π

∞

≈ =

= =

∫
     (16) 

Po dokonaniu zamiany zmiennych  

Blb
b

Bx
b

Bt tanh,tanh,tanh
=== ηξ       (17) 

i wprowadzeniu oznaczeń: 

BxxpBttu 22
0 cosh)(~)(,cosh)('~)( −== ηψξγ ,     (18) 

otrzymujemy osobliwe równanie całkowe z jądrem  
Cauchy’ego postaci 

1||),()(1

1

0 <=
−∫

−

ηηπψ
ηξ
ξξγ d .       (19) 

Rozwiązanie równania (19), przy uwzględnieniu warunku 
(20) 

0)(
1

1
0 =∫

−

ξξγ d ,          (20) 

wynikającego z równania (12), ma następującą postać 
(Мусхелишвили, 1968): 

∫
− −

−

−
−=

1

1

2

20
)(1

1
1)(

ηξ
ξξψξ

ηπ
ηγ

d .       (21) 

Przekształcenie Fouriera dla współczynników intensyw-
ności naprężenia wzdłuż lewego ( −

IK~ ) i prawego ( +
IK~ ) 

frontu szczeliny tunelowej można obliczyć ze wzorów  

),(
2

)(
2
1)(~

0 λππ
π

±−
∞

∞−

±± =∫= flpldxexKsK isx
II      (22) 

gdzie p oznacza parametr o wymiarze naprężenia, 
do którego odnosimy obciążenie p(x,y), 

0
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± ±
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Z równań (21) i (23) otrzymujemy 

( )

( ) ( )

0
2 tanh tanh( ) ,

tanh tanhsinh 2

.

l
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B Bl Btf p t dt
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∫ ∓      (24) 

Współczynniki intensywności naprężenia otrzymujemy 
po przeprowadzeniu odwrotnego przekształcenia Fouriera 
zgodnie ze wzorem (7). Otrzymamy wówczas  

±± = II FlpK π ,                      (25) 

gdzie 

λλ λ defF yi
I

~
0 )(

2
1 −

∞

∞−

±± ∫= ;  lyy =~ .      (26) 

Dla parzystych funkcji )(0 λ±f  otrzymamy: 

λλλ dyfyFI
~cos)()~(

0
0∫=

∞
±± .       (27) 

 
Rys. 2. Dokładność przybliżonego opisu funkcji L(t) (13) aprok-

symowanej wzorem (15) (linia ciągła) oraz z przykłado-
wym użyciem jednego członu dodatkowej funkcji popraw-
kowej (35) (linia punktowa)  

Rozważmy teraz przypadek, gdy obciążenie 
powierzchni szczeliny opisane jest wzorem: 

)()(),( 0 yxxPyxp δδ −= ,                     (28) 

gdzie δ(x) jest funkcją delta Diraca, za pomocą której 
przedstawimy siłę skupioną P przyłożoną w punkcie (x0, 0) 
(Rys. 1). Przekształcenie Fouriera funkcji (28) ma wówczas 
postać:  
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Po uwzględnieniu, że 
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2
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δ
π

δ
π
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otrzymujemy następującą zależność: 

0
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tanh tanhsinh 2
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2 2
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       (31) 

gdzie 
l

x0=ε . 

Poszukiwane wartości współczynników intensywności 
naprężenia wyznaczamy wówczas ze wzorów (25) i (26). 
Chociaż otrzymane rozwiązanie ma postać zamkniętą, jest 
rozwiązaniem przybliżonym ze względu na wprowadzoną 
aproksymację jądra równania (13) zależnością (15). 
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4. WPROWADZENIE FUNKCJI POPRAWKOWEJ  

Przedstawmy teraz jądro K(u) równania (11) w postaci 
sumy 

)()()( 0 ukuKuK += .        (32) 

Drugi wyraz ma następującą postać: 

,)sin()()(
0

τττ dsuLsuk ∫
∞

=            (33) 

gdzie 

2 1( ) cothL ττ τ
τ
+

= − .                     (34) 

Ze względu na trudności obliczeniowe wygodniej bę-
dzie opisać przybliżoną wartość jądra k(u) w równaniu (33) 
za pomocą funkcji aproksymacyjnej  
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τ

τ
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=
+∑ ,        (35) 

której każdy wyraz, podobnie jak funkcja )(τL  (34), zeru-
je się w zerze i w nieskończoności. 

Uwzględniając postać nowej funkcji aproksymacyjnej, 
wyrażenie (33) przyjmuje następującą formę (Двайт, 
1973):  
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Nieznane wartości stałych ci i di można teraz dobrać 
metodą najmniejszych kwadratów lub minimalizując naj-
większe różnice między funkcją dokładną (34)  
i przybliżoną (35). Użycie funkcji poprawkowej (35), ra-
zem z funkcją aproksymującą (15), pozwoliło znacząco 
zwiększyć dokładność opisu funkcji L(τ) (13). Dokładność 
tę można dowolnie zwiększać przyjmując odpowiednią 
liczbę M członów korekcyjnych. W przypadku użycia tylko 
jednego członu funkcji (35) i wartości stałych: c1=2,7  
i d1=2,0, największy błąd względny nie przekracza 0,5%, 
co przedstawiono graficznie na rysunku 2 linią punktową. 

5. ROZWIĄZANIE NUMERYCZNE CAŁKOWEGO 
    RÓWNANIA OSOBLIWEGO (10)   

Przedstawmy teraz równanie całkowe (10) w postaci 

2
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B dtu t Bx k t x
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p xπ
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Po wprowadzeniu do równania (37) współrzędnych 
bezwymiarowych (17) otrzymujemy 
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Jednoznaczne rozwiązanie równania (37), w klasie 
funkcji z całkowalnymi osobliwościami na końcach prze-
działu (-1,1), jest możliwe przy zachowaniu dodatkowego 
warunku (Мусхелишвили, 1968) 

.0)(
1

1
=∫

−
ξξγ d              (40) 

Poszukujemy obecnie rozwiązania równania (38) w po-
staci sumy 

( ) ( ) ( )ξγξγξγ 10 += ,        (41) 

gdzie funkcja γ0(ζ), będąca rozwiązaniem równania całko-
wego (19), dana jest wyrażeniem (21) dla ogólnego przy-
padku obciążenia. Chociaż takie podejście do rozwiązania 
równania (19) może być stosowane w ogólnym przypadku 
obciążenia, to najlepiej je stosować wtedy, gdy prawa stro-
na równania jest funkcją nieciągłą. Wówczas, jeżeli funkcja 
obciążenia ma np. osobliwość, można uzyskać zmodyfiko-
wane osobliwe równanie całkowe z ciągłą prawą stroną, 
które można efektywnie rozwiązać metodami numerycz-
nymi, dlatego w dalszej części pracy przedstawiono roz-
wiązania dla funkcji obciążenia danej wzorem (28). 

Podstawiając poszukiwaną funkcję (41) do równania 
(38) otrzymujemy 

( ) ( ) 1||),(][),( 10
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ηηπψξξγξγηξ dK ,                      (42) 
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Zakładając, że funkcja γ0(ξ) jest rozwiązaniem równania 
(19), otrzymamy równania całkowe pozwalające wyzna-
czyć funkcję γ1(ξ): 
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( ) 0
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ξξγ d . 

gdzie prawą stroną jest funkcja ograniczona w przedziale: 
|η|<1 dla |ε|<1. 

Rozwiązanie numeryczne równania (43) można otrzy-
mać stosując np. metodę kwadratur Gaussa-Czebyszewa 
zarówno dla osobliwych jak i nieosobliwych całek  
(Panasiuk i inni, 1976; Panasiuk i inni, 1984; Savruk, 
1988).  
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Poszukiwaną funkcję przedstawmy w następującej po-
staci:  

( )
21
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ξ
ξξγ
−

=
v ,         (44)  

gdzie nowa nieznana funkcja v(ξ), jest ciągła w przedziale 
domkniętym [-1,1]. W rezultacie otrzymujemy układ n 
algebraicznych równań liniowych  
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Wartości funkcji ),(1 εηp  można obliczyć dla dowol-
nego parametru ε, jednak wygodniej jest przyjąć, że  
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n

r
r

πεε .       (47) 

Wówczas prawą stronę równania (33) obliczymy z za-
leżności  
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Transformaty Fouriera współczynników intensywności 
naprężenia dla lewego ( −

IK~ ) i prawego ( +
IK~ ) frontu 

szczeliny tunelowej mają postać 
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Wartości funkcji v1(±1) można wyznaczyć za pomocą 
wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a:  
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Współczynniki intensywności naprężenia wyznaczymy 
korzystając z przekształcenia odwrotnego (7) oraz ze wzoru 
(25), w którym funkcja )~(yFI

±  przyjmuje teraz następującą 
postać: 

λλλλ dyffyFI
~cos)]()([)~(

0
10∫ +=

∞
±±±       (52) 

Dla dużych wartości współrzędnych y~  (lub y) funkcja 
podcałkowa wykazuje własności oscylacyjne, co znacznie 
utrudnia obliczenie wartości całki. W takim wypadku nale-
ży zastosować specjalne wzory kwadraturowe (Крылов 
i Скобля, 1974; Задирака, 1983; Brigham, 1988; Averbuch 
i inni, 2000; Evans i Webster, 1997; Ixaru, 2001; Ixaru 
i Paternoster, 2001; Kim i inni, 2002; Kuijpers i inni, 1997; 
Milovanovic, 1988; Shu i Chew, 1997; Ooura i Mori, 
1999).  

6. OBLICZANIE WSPÓŁCZYNNIKÓW  
    INTENSYWNOŚCI NAPRĘŻENIA KI 

Wartości współczynników KI, dla przyjętych wartości r 
(47) i parametrów ε, obliczano numerycznie ze wzorów 
(25) i (52). Funkcje f0

±(λ) opisane są wzorami (31), nato-
miast przebiegi funkcji f1

±(λ), dla różnych wartości parame-
tru ε, wyznaczono z zależności (50). Poszczególne wartości 
v1(±1) obliczono za pomocą wielomianów (51), gdzie wek-
tor v1(ξ k) stanowił rozwiązanie układu n równań liniowych 
(45) zbudowanych w węzłach Gaussa-Czebyszewa, opisa-
nych wzorami (46). Otrzymywane w ten sposób dyskretne 
wartości funkcji f1

±(λ) opisywano za pomocą funkcji inter-
polacyjnych  

( ) ∑=
=

−
N

k

k
k

C Aef
1

2
1 λλ λ

,       (53) 

co umożliwiło analityczne obliczenie wartości całek zgod-
nie ze wzorem (52). Współczynniki C i Ak dobierano meto-
dą najmniejszych kwadratów, oddzielnie dla każdej warto-
ści parametru ε, dopasowując je do obliczonych wcześniej 
dyskretnych wartości funkcji f1

±(λ). 

 

Rys. 3. Przykładowe wartości numeryczne funkcji f1(λ) (symbole) 
otrzymane w wyniku rozwiązania układów 420 równań li-
niowych (45) oraz ich interpolacje (linie) dla wybranych 
wartości parametru ε 

Na Rys. 3 przedstawiono przykładowe dyskretne warto-
ści funkcji f1

±(λ), obliczone według powyższej procedury, 
dla trzech wartości parametru ε oraz ich aproksymacje 
funkcjami ciągłymi zgodnie ze wzorem (53), przyjmując 
N=6. Dokładność obliczanych wartości funkcji f1

±(λ) oraz 
jej aproksymacji zależała od liczby przyjętych węzłów 
(liczby równań liniowych). Po zbadaniu wpływu liczby 
węzłów na dokładność rozwiązania numerycznego funkcji 
f1

±(λ), przyjęto n=420 równań liniowych jako wartość refe-
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rencyjną, która okazała się być rozsądnym kompromisem 
między dokładnością a czasem obliczeń, i dla tej liczby 
równań przeprowadzono wszystkie dalsze obliczenia 
współczynników intensywności naprężenia przedstawione 
poniżej. 

7. PORÓWNANIE OTRZYMANYCH WARTOŚCI KI 

     Z ROZWIĄZANIAMI PODANYMI  
    PRZEZ INNYCH AUTORÓW 

Na Rys. 4-8 linią ciągłą przedstawiono obliczone warto-
ści współczynnika KI wzdłuż prawego frontu szczeliny, 
przy różnym oddaleniu l-x0 punktu przyłożenia jednostko-
wego obciążenia skupionego.  

W dostępnej literaturze można znaleźć różne przybliżo-
ne rozwiązania opisujące współczynnik KI wzdłuż frontu 
szczeliny tunelowej obciążonej parą sił skupionych P. Mar-
tynenko (1970) pierwszy zaproponował przybliżone roz-
wiązanie tego zagadnienia w postaci wzoru 
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przedstawionego graficznie linią przerywaną na Rys. 4-8. 
Niektórzy autorzy późniejszych prac, np. Harris (1973) oraz 
Oore i Burns (1980), dochodzą również do zależności (54) 
wychodząc z innych założeń.  

Rozwiązanie to dąży do dokładnych wartości współ-
czynników intensywności naprężenia przy zbliżaniu punktu 
przyłożenia siły P do linii frontu szczeliny, co w granicz-
nym przypadku odpowiada znanemu rozwiązaniu anali-
tycznemu dla szczeliny w postaci półpłaszczyzny (patrz np. 
Savruk, 1988). W miarę jednak oddalania się obciążenia 
skupionego w stronę przeciwległego frontu, dokładność 
rozwiązania maleje. Wyznaczane wartości współczynników 
KI są zaniżone dla punktów frontu szczeliny bliskich miej-
scu przyłożenia siły P, natomiast są zawyżone dla punktów 
bardziej odległych. Interesujący jest fakt dokładnego speł-
niania przez ten wzór warunku całkowego, odpowiadające-
go jednorodnemu obciążeniu powierzchni szczeliny siłami 
P wzdłuż prostej równoległej do obu frontów, dla którego 
znane jest ścisłe rozwiązanie analityczne (zagadnienie pła-
skie). 

 
Rys. 4. Wartości współczynników KI wzdłuż frontu szczeliny x=l 

dla ε=0,746; P=1; l=1. Rozwiązanie obecne porównane  
ze wzorami Martynenki (1970) i Borodacheva (2001)  

Borodachev (2001) opublikował alternatywną zależność  
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która również dokładnie spełnia wspomniany wyżej waru-
nek całkowy, ale wartości współczynnika KI w poszczegól-
nych miejscach frontu szczeliny różnią się od rozwiązania 
Martynenki.  

 
Rys. 5. Wartości współczynników KI wzdłuż frontu szczeliny x=l 

dla ε=0,5; P=1; l=1. Rozwiązanie obecne porównane  
ze wzorami Martynenki (1970) i Borodacheva (2001) 

 
Rys. 6. Wartości współczynników KI wzdłuż frontu szczeliny 

x=±l dla ε=0; P=1; l=1. Rozwiązanie obecne porównane 
ze wzorami Martynenki (1970) i Borodacheva (2001)  

 
Rys. 7. Wartości współczynników KI wzdłuż frontu szczeliny x=l 

dla ε=-0,5; P=1; l=1. Rozwiązanie obecne porównane  
ze wzorami Martynenki (1970) i Borodacheva (2001)  
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Rys. 8. Wartości współczynników KI wzdłuż frontu szczeliny x=l 

dla ε=-0,746; P=1; l=1. Rozwiązanie obecne porównane  
ze wzorami Martynenki (1970) i Borodacheva (2001)  

We wszystkich przedstawionych przypadkach obecne 
rozwiązanie daje wyniki praktycznie pośrednie między 
rozwiązaniem Martynenki i Borodacheva. Wyraźnie widać, 
że wszystkie rozwiązania są zbieżne w miarę jak ε dąży 
do 1 (np. dla ε=0.746), co oznacza, że obciążenie położone 
jest blisko prawego frontu szczeliny. Natomiast im mniej-
sze są wartości parametru ε, uwidaczniają się znaczące 
różnice między poszczególnymi rozwiązaniami. Na uwagę 
zasługuje fakt, że same wartości KI są wówczas znacznie 
mniejsze. 

Dokładna analiza podanego obecnie rozwiązania po-
zwala stwierdzić, że ono również spełnia wspomniany 
wcześniej warunek całkowy. Interesujący jest fakt spełnie-
nia tego warunku w przypadku wykorzystania w oblicze-
niach tylko pierwszego, przybliżonego rozwiązania anali-
tycznego (15), bez uwzględniania funkcji poprawkowej.  

8. PODSUMOWANIE 

Za pomocą transformacji Fouriera, dwuwymiarowe róż-
niczkowo-całkowe równanie dla przestrzeni sprężystej 
ze szczeliną tunelową znajdującą się pod dowolnym ciśnie-
niem, sprowadzono do jednowymiarowego osobliwego 
równania całkowego. Zamieniając jądro tego równania 
na jądro aproksymowane, otrzymano jego przybliżone 
analityczne rozwiązanie dla dowolnej prawej strony (do-
wolnego obciążenia powierzchni szczeliny), włączając 
obciążenia siłami skupionymi. Korzystając z rozwiązania 
dla sił skupionych i stosując metodę superpozycji, otrzy-
mano równania z ciągłą prawą stroną, co umożliwia otrzy-
manie rozwiązania numerycznego.  

Obliczono wartości współczynników intensywności na-
prężenia KI wzdłuż obu frontów szczeliny tunelowej obcią-
żonej na powierzchni parą sił skupionych P i porównano je 
z przybliżonymi rozwiązaniami podanymi przez Marty-
nenkę (1970) oraz Borodacheva (2001). Względne różnice 
między tymi rozwiązaniami są coraz mniejsze w miarę 
zbliżania się obciążającej pary sił P do analizowanego 
frontu szczeliny (np. dla ε=0.746) i są tym większe, 
im bardziej zadana para sił oddala się od danego frontu 
i zbliża do frontu przeciwnego (np. dla ε=-0.746), jednak 
należy zwrócić uwagę, że wartości współczynników KI 
w tym przypadku są małe.  
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STRESS INTENSITY FACTORS KI  
FOR A PLANE TUNNEL CRACK IN ELASTIC SPACE 

Abstract: The present paper deals with determination of stress 
intensity factors KI for a plane two-dimensional tunnel crack 
in elastic space when both crack faces are subjected to any normal 
pressure. Using the method of singular integral equations and 
numerical techniques Green’s function was also obtained, which 
makes it possible to calculate values of stress intensity factors KI 
at any point along both crack fronts. Approximate analytical solu-
tions of high accuracy were found. Numerical values of KI were 
compared with other solutions known from the literature, obtained 
by different authors. 
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BADANIA WŁAŚCIWOŚCI MECHANICZNYCH KOMPOZYTU Al-Zn  
PRZY RÓŻNYCH SPOSOBACH OBCIĄŻANIA PRÓBEK 
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Streszczenie: W pracy dokonano analizy wpływu sposobu obciążania próbek z metalowego kompozytu warstwowego Al-Zn 
na jego właściwości mechaniczne. Przedstawiono wyniki testów rozciągania próbek płaskich wykonanych z cienkiego meta-
lowego kompozytu, którego warstwy aluminium i cynku spojono klejem do metalu CX-80. Badania przeprowadzono w tem-
peraturze pokojowej przy wymuszeniu sterowanym sygnałem odkształcenia –  32 10 1/ sε −= ⋅  i sygnałem naprężenia – 

0.6 / .MPa sσ =  Testom rozciągania poddano także składniki kompozytu, tj. aluminium i cynk, a także pakiet Al-Zn*. 
Stwierdzono, że zastosowanie określonego sposobu obciążania istotnie wpływa na kształt charakterystyk odkształceniowych 
badanych materiałów i istotnie różnicuje zarówno badane parametry określające właściwości mechaniczne, jak i wartości 
współczynników krzywych umocnienia opisanych przy pomocy równania Swifta. Dane uzyskane z eksperymentów 
dla kompozytu Al-Zn porównano z analogicznymi wartościami uzyskanymi za pomocą wzorów wyprowadzonych w oparciu 
o prawo mieszanin,  uwzględniających eksperymentalnie wyznaczone właściwości mechaniczne składników kompozytu.  

 

1. WPROWADZENIE 

Znaczącym sposobem ograniczenia zużycia drogich 
i rzadkich materiałów przeznaczonych na specjalne kon-
strukcje inżynierskie jest wykorzystanie metalowych kom-
pozytów warstwowych. Poprzez dobór specjalnych kom-
ponentów na poszczególne warstwy kompozytu uzyskuje 
się nie tylko specyficzną strukturę wewnętrzną o unikato-
wych właściwościach fizykochemicznych, ale także znacz-
ne ograniczenie kosztów poprzez eliminację monolitycznej 
grubej warstwy metalu niezbędnej do zapewnienia właści-
wej wytrzymałości konstrukcji.  

Aby zapewnić właściwe warunki obróbcze metalowego 
kompozytu warstwowego należy dążyć do opracowania, 
z gruntu nowych, procesów technologicznych pozwalają-
cych zastosować optymalne warunki ich kształtowania. 
Wymusza to poszukiwanie właściwych warunków i para-
metrów przeprowadzania procesów plastycznego odkształ-
cania, tj. walcowania, ciągnienia, tłoczenia. Problem ten 
poruszany jest w pracach Dong Nyung Lee i Yoon Keun 
Kim (1988 a, b) oraz Shi-Hoon i innych (1997).  

W celu zapewnienia maksymalnego bezpieczeństwa 
na etapie projektowania, wznoszeniu i eksploatacji kon-
strukcji z metalowych kompozytów warstwowych, po-
trzebna jest wiedza o odporności metalowych kompozytów 
warstwowych na zadane obciążenie, niekiedy nieprzewi-
dywalne co do sposobu działania. 

Aby uzyskać charakterystykę materiałowa dla typowych 
monolitycznych materiałów przeprowadza się typowe testy 
wytrzymałościowe. Stosuje się tu dwa sposoby obciążania 
w zależności od rodzaju materiału i przewidywanej jego 
reakcji na zadane obciążenie: 

− sposób kinematyczny, podczas którego próbki deformu-
je się z określoną, stałą prędkością przyrostu odkształ-
cenia względnego oraz mierzy się siłę oporu przeciw 
temu odkształceniu;  

− sposób dynamiczny tj., bezpośrednie obciążanie próbki 
odpowiednio rosnącym naprężeniem i pomiar wywoła-
nego odkształcenia. 
Drugi sposób jest trudniejszy do realizacji z uwagi 

na problemy związane z potrzebą kontroli prędkości przy-
rostu naprężenia w zakresie dużych odkształceń plastycz-
nych przy zmniejszającym się przekroju próbki. Trudności 
związane z wyborem  pierwszej lub drugiej ścieżki quasi-
statycznego obciążania oraz brak sprecyzowanych procedur 
testowania wytrzymałościowego nowych materiałów, 
szczególnie metalowych kompozytów warstwowych, wy-
musiło potrzebę przeprowadzenia opisywanych poniżej 
eksperymentów. Głównym ich celem była ocena wielkości 
wpływu sposobu obciążania próbek na podstawowe wła-
ściwości mechaniczne metalowego kompozytu warstwo-
wego Al-Zn wytworzonego przez sklejenie ze sobą warstw 
metalu o odmiennych cechach fizycznych.  

2. BADANIA EKSPERYMENTALNE 

W badaniach doświadczalnych wykorzystano cztery ro-
dzaje próbek płaskich:  
− próbki z blachy cynkowej o grubości 0.96mm  – cynk 

rektyfikowany z gatunku Z1 wg EN 1179:1995,  
− próbki z blachy aluminiowej o grubości 1.00mm  – 

aluminium z gatunku A1 wg EN AW-1050A,  
− próbki z blachy dwuwarstwowej Al-Zn o grubości 

2.02 ,mm  które powstały ze sklejenia warstw aluminium 
i cynku połączonych na całej długości próbki, 
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− próbki w postaci pakietu złożonego z warstw alumi-
nium i cynku (Al-Zn*) o grubości 1.96mm  (w części 
pomiarowej), gdzie warstwy zostały sklejone trwale je-
dynie w części chwytowej, poza częścią pomiarową. 
Geometrię próbki bimetalicznej pokazano na Rys. 1. 

Próbki wykonano z pasów o wymiarach 165mm x 25mm, 
które wycięto z arkusza blachy aluminiowej i cynkowej. Oś 
obciążania wszystkich próbek była zgodna z kierunkiem 
walcowania blach. Połączenie blach składowych w kompo-
zyt uzyskano poprzez spoinę adhezyjną o grubości 
g=0.06mm przy pomocy kleju do metalu CX-80 na bazie 
żywicy epoksydowej. W trakcie procesu sklejania warstwy 
znajdowały się pod wymaganym stałym obciążeniem 
w zakresie odkształceń sprężystych. Objętościowy (procen-
towy) udział poszczególnych warstw metali w kompozycie 
wynosił: Zn – 49% i Al – 51%. Skład chemiczny blachy 
aluminiowej i cynkowej – dwóch podstawowych składni-
ków kompozytu Al-Zn oraz pakietu Al-Zn* przedstawiono 
w Tab. 1 i Tab. 2. Wyniki eksperymentów analizowano na 
podstawie sześciu próbek każdego rodzaju. 

 

Rys. 1. Geometria kompozytowej próbki badawczej Al-Zn 

Tab. 1. Skład chemiczny blachy aluminiowej A1 

Al Cu Mg Mn Si 
% 

99.58 0.003 0.004 0.002 0.12 

Ti Fe Zn Cr Ni 
% 

0.030 0.024 0.003 0.001 0.001 

Tab. 2. Skład chemiczny blachy cynkowej Z1 
Zn Cu Ti Al 

% 
99.708 0.193 0.092 0.0023 

3. PROCEDURY BADAWCZE  

W celu uzyskania informacji o właściwościach mecha-
nicznych badanych materiałów przeprowadzono testy jed-
noosiowego, monotonicznego rozciągania próbek płaskich. 
Próby realizowano dwutorowo, z uwzględnieniem zaleceń 
norm technicznych PN-EN 10002-1:2004 (2004) i ASTM 
E 8M-04 (2004), tj.: 
− testy monotonicznego rozciągania ze stałą prędkością 

przyrostu odkształcenia 32 10 1/ ,sε −= ⋅  
− testy monotonicznego rozciągania ze stałą wartością 

prędkości przyrostu naprężenia: 0.6 / .MPa sσ =  

Podczas testów pomiar odkształceń odbywał się na dłu-
gości pomiarowej l0=50mm oraz na szerokości próbki, 
na bazie o nominalnej wartości b0=12.5mm. W pierwszym 
przypadku drogę obciążania realizowano za pośrednictwem 
sygnału sterującego uzyskanego z ekstensometru mierzące-
go wydłużenie próbki. W drugim posłużono się sygnałem 
z siłomierza umieszczonego w łańcuchu kinematycznym 
maszyny. Wszystkie testy przeprowadzono w stałej tempe-
raturze 293K na uniwersalnej maszynie wytrzymałościowej 
MTS Mini Bionix 858. 

Niezależnie zbadano również wytrzymałość kleju JB 
WELD CX 80 na ścinanie. Wyznaczono ją podczas rozcią-
gania pojedynczego złącza zakładkowego o wymiarach 
25.4mm x 25.4mm Z testów uzyskano wytrzymałości złącza 
na ścinanie na poziomie τ = 6.8MPa. 

4. WYNIKI TESTÓW  

Otrzymane z eksperymentów krzywe rozciągania po-
służyły do wyznaczenia podstawowych paramentów okre-
ślających właściwości mechaniczne. Przykładowe krzywe 
uzyskane dla badanych materiałów przedstawiono na Rys. 
2 i Rys. 3, a wartości liczbowe właściwości mechanicznych 
(z uwzględnieniem rodzaju próbek i sposobu obciążania) 
w Tab. 3 i Tab. 4. Zamieszczono w nich uśrednione warto-
ści naprężeń granicznych R0.005, R0.2 odpowiadające trwa-
łym odkształceniom 0.05%  i 0.2% , a także granice pro-
porcjonalności RH, wytrzymałości na rozciąganie Rm, mo-
duły Younga E , wartości energii właściwych równomier-
nego odkształcenia plastycznego Lp i sprężystego Le oraz 
wydłużenia całkowitego równomiernego εr. Testy w obu 
przypadkach traktowano jako quasi-statyczne, ponieważ 
rozciąganie próbek prowadzono z małymi prędkościami 
przyrostu odkształcenia 32 10 1/ sε −= ⋅  i napręże-
nia 0.6 / .MPa sσ =  
 W oparciu o prawo mieszanin oraz przyjmując założe-
nie o jednakowej odkształcalności wzdłużnej metalicznych 
warstw kompozytu podczas osiowego rozciągania, można 
sformułować dla naprężeń granicznych R0.005, R0.2, Rm oraz 
modułu E poniższe zależności:  
 

( 0.05%, 0.2%); .
;
;

Al Zn Zn Al
x x xZn Al
Al Zn Zn Al
m m mZn Al
Al Zn Zn Al
x x xZn Al

xR f R f R
R f R f R
E f E f E

−

−

−

== +

= +

= +

  (1) 

 

gdzie: Rx
Al-Zn, Rx

Zn, Rx
Al – odpowiednio, naprężenia granicz-

ne dla kompozytu Al-Zn, cynku i aluminium, Rm
Al-Zn, Rm

Zn, 
Rm

Al  – wartości wytrzymałości dla kompozytu Al-Zn, cyn-
ku i aluminium, Ex

Al-Zn, Ex
Zn, Ex

Al – moduły Younga, fZn, fAl – 
objętościowe (procentowe) udziały składników metalicz-
nych w bimetalu. 
 Wzory (1) w swojej strukturze uwzględniają właściwo-
ści przynależne poszczególnym warstwom bimetalu. Wy-
znaczone na ich podstawie średnie wartości ujęto w ostat-
niej kolumnie Tab. 3 oraz Tab. 4 i oznaczono Al-Zn mix. 
Należy podkreślić, że wartości naprężeń wyznaczone 
z formuł (1) dla kompozytu Al-Zn, pakietu Al-Zn* i z eks-
perymentu są na tym samym poziomie wartości.  
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Rys. 2. Krzywe rozciągania zarejestrowane w zakresie odkształ-

ceń sprężysto-plastycznych 0 20% − dla aluminium, cyn-
ku, kompozytu Al-Zn oraz pakietu Al-Zn* przy obciąża-
niu z prędkościami 32 10 1/ sε −= ⋅  i 0.6 /MPa sσ =  

0

50

100

150

200

0 0,002 0,004 0,006 0,008 0,01 0,012 0,014 0,016 0,018 0,02

ε [mm/mm]

σ 
[M

Pa
]

Aluminium 0.002
Aluminium 0.6

Cynk - 0.002

Pakiet - Al-Zn 0.002

Kompozyt - 0.002

Cynk - 0.06

Kompozyt - 0.6
Pakiet Al-Zn - 0.6

 
Rys. 3. Krzywe rozciągania zarejestrowane w zakresie odkształ-

ceń sprężysto-plastycznych 0 2% − dla aluminium, cyn-
ku, kompozytu Al-Zn oraz pakietu Al-Zn* przy obciąża-
niu z prędkościami 32 10 1/ sε −= ⋅  i 0.6 /MPa sσ =  

Tab. 3. Wyniki testów rozciągania próbek z badanych materiałów 
przy prędkości obciążania 32 10 1/ sε −= ⋅  

Rodzaj materiału (próbki) Właściwości 
mechaniczne Al Zn Al-Zn Al-Zn* Al-Zn mix 

HR  MPa  40.5 51.6 43.0 44.2 45.9 

0.05R  MPa  83.0 116.4 97.5 97.9 99.4 

0.2R  MPa  103.3 158.9 129.5 127.4 130.5 

mR  MPa  116.0 187.6 150.5 149.3 151.1 

E  GPa  69.2 78.2 72.6 74.2 73.6 

pL  3/MJ m  9.8 3.6 4.4 4.7 6.7 

eL  3/MJ m  0.101 0.231 0.155 0.151 0.165 

rε  - 0.068 0.020 0.027 0.031 - 
Al-Zn* - warstwy Al i Zn nie sklejono na długości pomiarowej, a 
jedynie w części chwytowej próbki; 
Al-Zn mix – wartości wyznaczone z prawa mieszanin. 

Zbiory punktów doświadczalnych w układzie napręże-
nie rzeczywiste–odkształcenie rzeczywiste εrz - σrz aprok-
symowano trójparametryczną funkcją potęgową, wg zmo-
dyfikowanego równania Swifta (Fernandez, 1998): 

( ) ,n
rz o rzKσ ε ε= +       (2) 

gdzie: σrz, εrz – odpowiednio rzeczywiste naprężenia i od-

kształcenia, K, εo, n – współczynniki krzywej umocnienia. 
Współczynniki K, εo, n dla testowanych materiałów ze-

stawiono w Tab. 5 celem wykazania wpływu sposobu ob-
ciążania na proces odkształceniowego umacniania się ba-
danych materiałów. 

 
Tab. 4. Wyniki testów rozciągania próbek z badanych materiałów 

przy prędkości 0.6 /MPa sσ =  

Rodzaj materiału (próbki)  
Właściwości 
mechaniczne 

Al Zn Al-Zn Al-Zn* Al-Zn mix

HR  MPa  30.7 23.5 21.6 31.9 27.2 

0.05R MPa  79.4 65.4 70.3 71.1 72.5 

0.2R  MPa  103.5 99.1 98.4 98.6 101.3 

mR  MPa  121.5 189.1 153.7 154.4 154.6 

E  GPa  77.4 76.6 70.9 77.6 77.0 

pL  3/MJ m 11.61 30.71 22.75 23.94 20.97 

eL  3/MJ m 0.096 0.233 0.166 0.155 0.163 

rε  - 0.097 0.173 0.153 0.158 - 
Al-Zn* - warstwy Al i Zn nie sklejono na długości pomiarowej,  
a jedynie w części chwytowej próbki; 
Al-Zn mix - wartości wyznaczone z prawa mieszanin. 

5. DYSKUSJA WYNIKÓW I WNIOSKI  

Próbki z aluminium, kompozytu Al-Zn oraz pakietu Al-
Zn* obciążane ze stałą prędkością przyrostu naprężenia 

0.6 /MPa sσ = charakteryzowały się większą ciągliwością 
niż próbki, które były odkształcane przy prędkości przyro-
stu odkształcenia 32 10 1/ sε −= ⋅ . W zakresie odkształceń 
równomiernych, przy 0.6 /MPa sσ =  przebiegi krzywych 
rozciągania kompozytu Al-Zn oraz pakietu Al-Zn* różniły 
się nieznacznie (Rys. 2 i Rys. 3); przy prędkości 

32 10 1/ sε −= ⋅  otrzymywano wręcz identyczne charaktery-
styki dla tych materiałów. 

W zależności od sposobu obciążania, krzywe rozciąga-
nia cynku, charakteryzowały się znacznym zróżnicowaniem 
kształtu, co świadczy o wrażliwości tego metalu na sposób 
obciążania. Obciążanie próbek cynkowych z prędkością 

0.6 /MPa sσ = (wymuszenie sterowane sygnałem naprę-
żenia) sprawiło wydłużenie okresu umocnienia. Maksy-
malną wartość naprężenia cynk osiągał przy dużo więk-
szych odkształceniach sprężysto–plastycznych niż przy 
obciążaniu z prędkością 32 10 1/ .sε −= ⋅  W przypadku 
krzywych rozciągania próbek z aluminium tak dużych 
różnic w przebiegu procesu umocnienia, wynikających ze 
sposobu obciążania, nie zaobserwowano. 
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Tab. 5. Wartości współczynników równań (2) dla badanych ro-
dzajów materiałów 

Wartości współczynników  
równania (2) 

n  K  oε  

 
Rodzaj  

materiału 

 
Prędkość 

obciążania 
– MPa  – 

32 10 1/ sε −= ⋅  0.095 187.0 -0.0015 
Al 

0.6 /MPa sσ =  0.120 216.8 -0.0013 
32 10 1/ sε −= ⋅  0.194 507.2 -0.0015 

Zn 
0.6 /MPa sσ =  0.279 532.8 -0.008 

32 10 1/ sε −= ⋅  0.156 333.9 -0.0014 
Al-Zn 

0.6 /MPa sσ =  0.208 346.9 -0.0011 
32 10 1/ sε −= ⋅  0.154 324.8 -0.0015 

Al-Zn* 
0.6 /MPa sσ =  0.197 329.5 -0.0010 

32 10 1/ sε −= ⋅  0.144 343.9 -0.0015 Al-Zn mix 
0.6 /MPa sσ =  0.198 371.6 -0.0010 

Wartości naprężeń granicznych RH, R0.005, R0.2, które są 
istotne na etapie projektowania wymiarowego konstrukcji 
z metalowego kompozytu warstwowego Al-Zn są przy 
sterowaniu odkształceniem dla prędkości 32 10 1/ sε −= ⋅  
zdecydowanie większe niż przy sterowaniu naprężeniem 
dla 0.6 / ,MPa sσ =  a procentowe różnice względne wyno-
szą odpowiednio 50%, 28%, 24%. W przypadku wytrzyma-
łości na rozciąganie Rm różnice te są niewielkie rzędu 2%. 
Należy zauważyć (Tab. 3 i Tab. 4), że przy prędkości ob-
ciążania 32 10 1/ sε −= ⋅  wartości wymienionych naprężeń 
granicznych dla kompozytu Al-Zn i pakietu Al-Zn* są 
zbliżone. Także prawo mieszanin dla 32 10 1/ sε −= ⋅  (dane 
wzorami (1)) pozwala dokładnie wyznaczać właściwości 
mechaniczne obu materiałów bazując na właściwościach 
ich komponentów. Podobne relacje można zaobserwować 
dla próbek testowanych z prędkością 0.6 / .MPa sσ =  
Wpływ spoiwa (kleju) na charakterystyki odkształceniowe i 
wartości parametrów określających właściwości mecha-
niczne jest niewielki i wydaje się, że jego udział przy zasto-
sowanych sposobach obciążania i rozpatrywanych prędko-
ściach może być pominięty.  

Wartości modułu Younga E  dla kompozytu Al-Zn 
i pakietu Al-Zn* pozostają niezależne od sposobu obciąża-
nia próbki, a niewielkie różnice wartości rzędu 1.7÷3.2 
GPa wynikają z niedokładności metody jego wyznaczania. 
Moduł Younga E wyznaczony z prawa mieszanin jest zbli-
żony do wartości modułu wyznaczonego dla pakietu Al-
Zn*. 

Energia właściwa potrzebna do odkształcenia plastycz-
nego równomiernego próbki kompozytowej Al-Zn  
i pakietu Al-Zn* przy wymuszeniu naprężeniowym 
( )0.6 /MPa sσ = jest ponad pięciokrotnie większa niż przy 
obciążaniu sterowanym sygnałem odkształcenia. Wartości 
energii potrzebne do odkształcenia sprężystego tych rodza-
jów materiałów są do siebie zbliżone i nie zależą od przyję-
tego sposobu obciążania.  

Jeżeli zastosuje się podobne podejście do sposobu wy-
znaczenia energii właściwej odkształcenia plastycznego dla 
bimetalu Al-Zn wychodząc z potrzeb energetycznych 

składników bimetalu, tj. aluminium i cynku na realizację 
określonego procesu, jak to miało miejsce w przypadku 
wzorów (1), to uwzględniając prawo mieszanin można 
napisać: 

Al Zn Zn Al
p p pZn AlL f L f L− = + ,      (3) 

gdzie: Lp
Al-Zn, Lp

Zn, Lp
Al – odpowiednio, energie właściwe 

odkształcenia plastycznego równomiernego dla kompozytu 
Al-Zn, cynku i aluminium, fZn, fAl – objętościowe (procen-
towe) udziały składników metalicznych w bimetalu. 

Zastosowanie prawa mieszanin do analizy zapotrzebo-
wania energetycznego na realizację odkształcenia plastycz-
nego (równomiernego) próbki z kompozytu Al-Zn  
nie było trafne. Zarówno przy prędkości 32 10 1/ sε −= ⋅  jak 
i 0.6 /MPa sσ =  nie oszacowuje ono właściwie energii 
niezbędnej do deformacji plastycznej kompozytu mając 
na uwadze wydatki energetyczne warstw składowych.  

Analiza wykresów (Rys. 4 i 5), ilustrujących uzyskane  
z eksperymentu wartości współczynników umocnienia 
pozwala na stwierdzenie, że obciążanie próbek kompozy-
towych Al-Zn (i innych) z prędkością 0.6 /MPa sσ =  
powoduje szybsze umacnianie się materiału o czym świad-
czą wartości współczynnika n.  
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Podobne relacje obserwuje się w odniesieniu do współ-
czynnika K. Wartości współczynnika εo pozwalają wnio-
skować, że wszystkie materiały charakteryzowały się już 
wstępnym umocnieniem. 

Podsumowując można stwierdzić, że dla prób  
krótkotrwałych (doraźnych) realizowanych przy monotoni-
cznym wzroście obciążenia z prędkościami: 32 10 1/ sε −= ⋅  
i 0.6 /MPa sσ =  prawo mieszanin poprawnie opisuje 
właściwości mechaniczne kompozytu Al-Zn i pakietu Al-
Zn* w odniesieniu do badanych właściwości mechanicz-
nych. Wpływ kleju łączącego warstwy nieznacznie wpływa 
na te parametry. Wartości naprężeń granicznych RH, R0.005, 
R0.2 kompozytu Al-Zn – istotne z punktu widzenia projek-
towania wytrzymałościowego konstrukcji są przy obciąża-
niu odkształceniowym znacznie większe niż przy obciąża-
niu realizowanym poprzez stały wzrost naprężenia 

0.6 / .MPa sσ =  Z kolei proces umacniania się materiału 
kompozytowego Al-Zn przebiega przy prędkości 

0.6 /MPa sσ = dużo bardziej intensywnie niż dla 
32 10 1/ sε −= ⋅ . 
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INVESTIGATIONS OF MECHANICAL PROPERIETIES 
OF AL-ZN COMPOSITE  

USING VARIOUS METHODS OF SPECIMENS LOADING 

Abstract: In the work the analysis of influence the loading type 
of Al-Zn two-layer metallic composite on its mechanical proper-
ties was made. The results of tensile tests of flat composite sam-
ples made from the thin aluminium and zinc metallic strips using 
glue CX-80 were presented. Tests were carried out at the room 
temperature using two method of specimen loading controlled 
by signal of strain – 32 10 1/ sε −= ⋅  and stress – 0.6 / .MPa sσ =  
Components of Al-Zn composite (aluminium and zinc) were 
tensile tested and Al-Zn* package. It was found, that applying the 
defined method of loading fundamentally influenced on the shape 
of tensile characteristics (curves), values of mechanical properties 
of materials and essentially differentiated values of hardening 
curves coefficients. The experimental data received these tests 
were compared with analogous values received from equations 
based on law of mixtures, which took into consideration the me-
chanical properties of composite components. 

 
Pracę wykonano w ramach projektu badawczego W/WM/9/09 
finansowanego przez Komitet Badań Naukowych. 
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Streszczenie: W referacie przedstawiono efekt magnetycznej pamięci metalu (MPM). Zagadnienia teoretyczne zobrazowano 
przykładami uzyskanymi podczas diagnozowania elementów techniki lotniczej. Omówiono główne zalety MPM i trudności, 
na które napotyka się podczas badania drobnych elementów, np. wałków napędowych czy łopatek sprężarki. Wskazano po-
trzebę udokumentowania skuteczności stosowania MPM w detekcji pęknięć zmęczeniowych typu HCF i VHCF.  

 

1. WSTĘP 

W technice lotniczej istnieje jeszcze wiele elementów 
wykonach ze stali i stopów ferromagnetycznych. Część  
z nich, m.in. wałki napędowe, koła zębate, łopatki sprężar-
ki, łożyska i cięgna podwozia są elementami krytycznymi 
konstrukcji – sporadycznie występują w nich problemy 
zmęczeniowe, grożące wypadkiem lotniczym. Powyższe 
elementy  wymagają okresowej kontroli stanu techniczne-
go, zarówno w eksploatacji jak również podczas remontu 
samolotu/silnika.  

Obserwowane przypadki zmęczeniowego pękania ww. 
elementów uświadamiają:  
− niedoskonałość istniejących metod badań nieniszczą-

cych (szczególnie dla wirujących elementów, w których 
występuje zjawisko zamykania szczeliny pęknięcia pod-
czas postoju); 

− potrzebę doskonalenia metod i technik badawczych 
w zakresie rozpoznania wczesnej fazy zmęczenia mate-
riału.  
Dopiero umiejętność rozpoznania wczesnej fazy zmę-

czenia materiału - fazy cyklicznego umocnienia i osłabienia 
(Buch, 1964), np. z pomocą analizy modalnej (Witos, 
2008) lub metody tip timing (Witos i Szczepanik, 2008),  
jest podstawą wiarygodnego prognozowania stanu tech-
nicznego oraz gwarancją bezpiecznej i ekonomicznej pracy 
maszyny. 

W artykule skupiono uwagę na potencjalnym zastoso-
waniu efektu magnetycznej pamięci metalu w badaniach 
nieniszczących (NDT), monitorowaniu stanu technicznego 
(SHM) i monitorowaniu warunków pracy (CM) drobnych 
stalowych elementów techniki lotniczej. Artykuł jest próbą 
uzyskania odpowiedzi na pytanie „Czy magnetyczna pa-
mięć metalu może być skuteczna w detekcji narastającego 
zmęczenia materiału?”  

 
 
 
 

2. MOTYWACJA 

Przewidywanie właściwości magnetycznych materiałów 
ferromagnetycznych jest ciągłym obszarem badań nauko-
wych, m.in. Bozorth (1951); Craik i Wood (1970), Collins 
(1995), Hubert (1998), Lai Man Wang (1999), Własow 
i Dubow (2004), Żurek (2005), Miles (1991) i Mićunović 
(2006). W badaniach analizowane są m.in. zjawiska spon-
tanicznego magnesowania i piezomagnetyzmu ferromagne-
tyków w słabym polu magnetycznym Ziemi. Zjawiska 
fizyczne skorelowane ze strukturą materiału i efektami 
magneto-mechanicznymi – Tab. 1. Wyniki prac opisują 
oddziaływania na poziomie spinowym i są przydatne do 
zastosowania w obszarze mechaniki pękania i diagnostyki 
technicznej.    

Tab. 1. Efekty magnetomechaniczne (Lupu, 2007;  
             Miles i Atherton, 1984; Dapino i inni, 1999) 

Efekty bezpośrednie 
Efekt Joule (1842)  
magnetostrykcja 

Zmiana rozmiarów próbki w kierunku 
przyłożonego pola magnetycznego  

Efekt ΔE Wpływ magnetosprężystości  na anizo-
tropię magnetokrystaliczną  

Efekt 
Wiedemanna 

Skręcanie wywołane przez  spiralną 
anizotropię 

Efekt 
magnetoobjętościowy 

Zmiana objętości pod wpływem mag-
nesowania (najbardziej widoczna  
w pobliżu temperatury Curie) 

Efekt  
Einsteina – de Haasa 

Obracanie się ferromagnetyka  
pod wpływem namagnesowania 

Efekty odwrotne 
Efekt Villariego 
(1865)  

Zmiana namagnesowania pod wpły-
wem obciążeń   

Efekt ΔE Magnetyzm indukuje zmiany  
w sprężystości 

Efek 
Matteuci 

Spiralna anizotropia i SEM wprowa-
dzona przez skręcanie 

Efekt 
Nagaoka-Hondy 

Zmiany w stanie namagnesowania 
przez zmiany objętości 

Efekt Barnetta  
(1914) 

Magnesowanie ciała pod wpływem 
ruchu obrotowego 
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 Pomiędzy zastanym namagnesowaniem badanego ele-
mentu, a historią obciążeń istnieje związek przyczynowy, 
który został zaproponowany przez Własowa i Dubowa 
(2004) do badań nieniszczących i diagnozowania poziomu 
zmęczenia materiału (metoda magnetycznej pamięci meta-
lu, MPM). Według Dubowa, MPM jest jedną z nielicznych 
metod, która w warunkach polowych deklaruje umiejętność 
wykrywania nie tylko pęknięć, ale również lokalizacji 
wczesnej fazy zmęczenia materiału i naprężeniowych de-
fektów struktury. Zmian odwzorowanych przez lokalne 
strefy koncentracji naprężeń własnych (SKN) i lokalną 
anizotropię materiału. Deklarowaną zaletą metody MPM 
jest również zapamiętywanie skutków cyklicznych obcią-
żeń, szczególnie odkształceń plastycznych.  

Naprężeniowe magnesowanie ferromagnetyka obser-
wowane jest m.in. podczas cyklicznego rozciągania  
i ściskania próbki. Pełny cykl symetrycznych obciążeń 
mechanicznych nie zamyka cyklu przemagnesowania prób-
ki. Po odciążeniu próbka wykazuje namagnesowanie. Zja-
wisko opisane m.in. przez Craika i Wooda  (1970) – Rys. 1, 
potwierdzono dla obciążeń niesymetrycznych w badaniach 
Bomby i Kalety (2005) – Rys. 2.        

σ [MPa]

ΔB 
[T]

σ [MPa]

ΔB 
[T]

 
Rys.1. Magnesowanie ferromagnetyka w słabym polu magne-

tycznym pod wpływem symetrycznego obciążenia (Craik  
i Wood, 1970) 

 
Rys. 2. Magnesowanie ferromagnetyka w słabym polu magne-

tycznym pod wpływem cyklicznego rozciągania (Bom-
ba i Kaleta, 2005) 

Metoda MPM wymaga pasywnego, bezdotykowego ob-
serwatora. Powyższa cecha stwarza przesłanki  stosowania 
MPM nie tylko w badaniach nieniszczących, ale również 
w systemach SHM i CM. Pod tym względem MPM prze-
wyższa aktywne metody magnetyczne, np. pomiar szumu 
Barkhausena (Żurek, 2005) czy siły koercji (Muzhitskiy 
i inni).  

W aplikacjach przemysłowych metoda MPM używana 
jest już do (Dubow i inni, 2004): 
− bardzo szybkiej (do kilku km/godz.) lokalizacji miejsc 

zwiększonego ryzyka inicjacji pęknięć zmęczeniowych 
(pomiar nie wymaga wcześniejszego przygotowania 
powierzchni); 

− zgrubnej oceny skutków rzeczywistych warunków  
pracy, w tym oszacowania pozostałości zdatności tech-
nicznej.  
Ocenie MPM podlegają głównie duże, stacjonarne ele-

menty (m.in. rurociągi, walczaki, mosty) wykonane ze stali 
nisko-stopowych, dla których spełniony jest warunek nie-
zmienności położenia badanego elementu względem słabe-
go pola magnetycznego Ziemi – pierwotnego źródła spon-
tanicznego magnesowania materiału ferromagnetycznego. 
Dla tych warunków pracy zasady lokalizacji SKN dobrze 
opisuje teoria Własowa i Dubowa (Vlasov i Dubow, 2004; 
Dubow i inni, 2004). Podczas postoju maszyny metodą 
MPM badane są również elementy ruchome, np. łopatki 
turbin parowych. Metoda MPM uzyskała międzynarodową 
akceptację do oceny spoin (norma PN-ISO-24497-1,2,3).    

Dotychczasowe spostrzeżenia i zalety MPM zostały już 
uwzględnione w zaleceniach norm EN 4179 i NAS 410 
stosowanych w lotnictwie. Przed defektoskopią magne-
tyczną proszkową normy zalecają pomiar zastanego pozio-
mu namagnesowania. Za obszary  zwiększonego ryzyka 
pękania zmęczeniowego, które wymagają szczególnej 
uwagi osoby wykonującej badania, normy uznają jednak 
obszary  
o zwiększonym namagnesowaniu, a nie SKN. Istniejąca 
różnice w interpretacji wyników efektów magnetycznych 
były impulsem do podjęcia prac badawczych w ITWL. Ich 
celem jest określenie rzeczywistych możliwości MPM w 
diagnozowaniu drobnych elementów techniki lotniczej, 
wykonanych ze stali stopowych, oraz ustalenie jedno-
znacznych zasad interpretacji wyników. 

Elementy techniki lotniczej są najsilniej wytężone pod-
czas złożonego ruchu statku powietrznego w polu magne-
tycznym Ziemi, tzn. nie jest spełnione podstawowe założe-
nie MPM przyjęte przez Dubowa i Własowa. Kontrolowa-
ne  elementy poddawane są najczęściej dodatkowej obrób-
ce powierzchniowej wprowadzającej naprężenia własne. 
Ze względu na własności modalne i widmo obciążeń ele-
menty narażone są na zmęczenie niskocyklowe (LCF), 
wysokocyklowe (HCF) i gigacyklowe (VHCF).  

W artykule poszukiwana jest odpowiedź na pytanie: 
„Czy MPM będzie skuteczna w diagnozowaniu zmęczenia 
materiału drobnych elementów?” 

W rozważaniach pominięto elementy z gorącej części 
silnika (komory spalania, turbiny, układu wylotowego), 
które wykonane są ze stopów paramagnetycznych i narażo-
ne są dodatkowo na termomechaniczne zmęczenie (TMF). 
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3. PODSTAWY TEORETYCZNE MPM 

Po wyłączeniu maszyny lub podczas obciążeń quasi-
statycznych zastane namagnesowanie badanego elementu 
(rozkład i natężenie pola magnetycznego w pobliżu po-
wierzchni) odwzorowuje wypadkowy wpływ:  
− początkowego stanu namagnesowania (w lotnictwie  

|Hpr| ≤ 240 A/m); 
− czasu pracy i historii obciążenia; 
− zmian rozkładu naprężeń wewnętrznych; 
− lokalnych obszarów anizotropowości materiału, wywo-

łanych przez efekty naprężeniowych lub termicznych 
przemian fazowych;  

− wtórnych źródeł magnesowania, np. sąsiadujących 
elementów czy czujników pomiarowych; 

− warunków brzegowych (kształtu i rozmiarów badanego 
elementu oraz położenia w przestrzeni). 
W celu lokalizacji SKN lub obszarów naprężeniowej 

anizotropii materiału poszukuje się lokalnych anomalii 
magnetycznych. Są one możliwe do zaobserwowania przy 
pomocy kompasu, magnetometru (np. GM-04 firmy Ma-
gnaflux), lub przenośnych wielokanałowych rejestratorów 
pola magnetycznego (np. IKN-1M-4 lub TSC-3M-12 firmy 
Energodiagnostyka). Zastosowanie wielokanałowego reje-
stratora pola magnetycznego:  
− znacząco skraca czas badań (archiwizacja wyników 

w pamięci przyrządu);  
− umożliwia graficzne zobrazowanie wyników pomiaru 

podczas badań; 
− umożliwia ilościową i jakościową analizę wyników 

badań (post-processing).  
Według Dubowa, do dokładnej lokalizacji oczekiwane-

go miejsca inicjacji pęknięć zmęczeniowych wykorzystuje 
się spostrzeżenie, że w SKN składowa pola magnetycznego 
prostopadła do powierzchni badanego elementu Hz jest 
równa zero, a składowa styczna Hx prostopadła do SKN 
osiąga lokalne ekstremum.     
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Kryterium „Hz = 0” identyfikuje koncentrację poziomo 
ustawionych domen magnetycznych (ścianek Blocha) 
i lokalnych zmian przenikalności magnetycznej, natomiast 
„ekstremum Hx” różnicuje rzeczywiste SKN od pozornych. 
Pozorne SKN wynikają m.in. z niewłaściwego zerowania  
przyrządu pomiarowego, równomiernych naprężeń ściska-
jących wprowadzonych na etapie produkcji (np. przez 
warstwy dyfuzyjne czy kulowanie) lub wstępnego nama-
gnesowania badanego elementu. 

Dla elementów lotniczych, w których najczęściej wy-
stępują naprężenia powierzchniowe Hzo (technologicznie 
wprowadzone) kryterium lokalizacji SKN przyjmuje postać 
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Do oceny poziomu zmęczenia materiału i pozostałości 
trwałości eksploatacyjnej elementu metoda MPM wykorzy-
stuje  informację o wartości współczynników umocnienia 

magnetycznego materiału: składowych mmax(i) w kierunku 
pomiaru i wypadkowego m, wyznaczanych w otoczeniu 
SKN     
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Graniczne wartości współczynników mmax i m dopusz-
czalne w eksploatacji są zależne od typu materiału i zasto-
sowanej obróbki cieplno-chemicznej (tekstury). Na pod-
stawie jednoosiowego rozciągania i ściskania różnych ga-
tunków stali, autorzy MPM wykazali związek granicznej 
wartości umocnienia mgr z podstawowymi cechami mecha-
nicznymi      

20.e

m
gr R

R
m ≈  (5) 

gdzie Rm – granica wytrzymałości doraźnej; Re0.2 – granica 
sprężystości materiału.  

Niestety, pomimo ponad 30-letniego stosowania efektu 
MPM w diagnostyce obiektów przemysłowych, graniczna 
wartość mgr nie została zweryfikowana dla złożonego stanu 
naprężeń. Istniejący stan wiedzy ogranicza możliwość 
stosowania metody MPM do oceny techniki lotniczej. 
Wdrożenie MPM do diagnozowania odpowiedzialnych 
konstrukcji, w tym techniki lotniczej, wymaga prowadzenia 
dalszych prac badawczych.  

4. MPM W BADANIU TECHNIKI LOTNICZEJ? 

Krytyczne elementy techniki lotniczej narażone są 
na złożony stan naprężeń, których źródłem są:  
− quasi-statyczne obciążenia normalne i styczne (siły 

rozciągania/ściskania, momenty gnące i skręcające); 
− krótkotrwałe przeciążenia występujące w stanach przej-

ściowych agregatów (silnik, pompy, prądnice) i podczas 
lotów krzywoliniowych (obciążenie wirników, skrzydła 
i usterzenia); 

− wąsko- i szerokopasmowe wymuszenia aerodynamiczne 
i masowe, będące źródłem drgań badanych elementów  
z modami giętymi, skrętnymi i powierzchniowymi. 
W okresie międzyremontowym wirujące elementy, np.  
łopatki ostatnich stopni sprężarki, poddawane są bardzo 
wysokiej liczbie cykli obciążenia – rzędu  8x1010 cykli. 
W okresie zdatności technicznej (resursu technicznego) 
widmo obciążeń łopatek przekracza często 1012 cykli. 
Użytkownik sprzętu lotniczego musi liczyć się z pęka-
niami zmęczeniowymi inicjowanymi zarówno na po-
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wierzchni (LCF, HCF) jak również na wtrąceniach we-
wnątrz materiału (VHCF) – Rys. 3.       

 

Zjawisko VHCF jest 
potencjalnym ryzykiem 

dla wirujących elementów

 

 

Tp > 30 godzTp > 30 godzTp > 30 godz.

HCF

Tp > 30 godzTp > 30 godzTp > 30 godz.Tp > 30 godzTp > 30 godzTp > 30 godz.

HCF

 
 

 

VHCF
 

VHCF

 
Rys. 3. Oczekiwane problemy zmęczeniowe techniki lotniczej  
            (Tp – czas propagacji pęknięcia do urwania) 

Rzeczywiste obciążenia elementów lotniczych są z za-
łożenia asymetryczne (składowa aperiodyczna i oscylacyj-
na). Amplituda  i widmo obciążeń są zmienne i zależą od 

bieżących warunków eksploatacji, m.in. prędkości i wyso-
kości lotu, przeciążeń, zakresu pracy silnika. Poziom 
i widmo obciążeń są najczęściej nieznane użytkownikowi, 
co utrudnia efektywne planowanie kontroli stanu technicz-
nego krytycznych elementów i prognozowanie ich żywot-
ności. Deklarowana zaleta MPM – zapamiętywanie historii 
(skutków) obciążenia przez materiał – wychodzi naprzeciw 
potrzebom użytkownika.  

Zgodnie z teorią mechaniki pękania (Schijve, 2009; 
Buch, 1964; Badeshia, 2006; Buehler, 2008; Newnham, 
2005) inicjacja pęknięć zmęczeniowych oczekiwana jest 
w obszarach koncentracji dyslokacji (na wtrąceniach 
lub na granicach ziaren) będących inicjatorem lokalnego 
uplastycznienia materiału. Strefy uplastycznienia – Tab. 2, 
są źródłem lokalnych anomalii magnetycznych, których 
rozmiary uwarunkowane są od poziomu naprężeń  i składu 
materiału. Wraz ze zmniejszaniem poziomu wytężenia 
materiału i zwiększeniem liczby cykli do zniszczenia  male-
ją rozmiary stref lokalnego uplastycznienia. Rozmiary 
domen magnetycznych maleją wraz ze wzrostem ilości 
dodatków stopowych. Zmniejszenie rozmiarów obszarów 
uplastycz-nienia i domen magnetycznych zwiększa wyma-
gania dla stosowanej aparatury pomiarowej.  

Tab. 2. Klasyfikacja pęknięć zmęczeniowych wg. Makhutova 
Liczba cykli Mechanizm niszczenia 

100
 – 101 Dekacyklowe plastyczne uszkodzenia wystę-

pujące przy obciążeniach uwzględnionych 
przez współczynniki bezpieczeństwa 

100
 – 103 hektocyklowe uszkodzenia określane przez 

duże mikroplastyczne deformacje w strefie 
uszko-dzenia na poziomie makrostrukturalnym 

103
 – 105 Kilocyklowe uszkodzenia widoczne w postaci 

relatywnie małych makroplastycznych defor-
macji w strefie uszkodzenia w skali makrosko-
powej 

105
 – 108 Megacyklowi uszkodzenia rozwijające się  w 

postaci mikroplastycznych deformacji w strefie 
uszkodzenia w skali mikro i makroskopowej 

108
 – 109 Gigacyklowe uszkodzenia występujące wsku-

tek znacznej ilości cykli obciążeń i  mikropla-
stycznych deformacji w skali mikroskopowej w 
pobliżu strefy uszkodzenia zlokalizowanej 
wewnątrz materiału 

1010
 –1012 
 

Teracyklowe uszkodzenia wewnątrz materiału 
występujące przy bardzo dużej ilości cykli 
obciążeń z deformacjami występującymi na 
poziomie makrostruktury 

Wdrożenie metody MPM do oceny techniki lotniczej 
wymaga:  
a)  spełnienia wymogów formalnych dotyczących: 
− jakości opisu teoretycznego metody badawczej  

i stosowanych kryteriów oceny; 
− jakości dokumentacji użytkowej, na podstawie której 

opracowana jest dokumentacja serwisowa; 
− zasad wzorcowania toru pomiarowego;  
b)  udokumentowanie wiarygodności badań, w tym słabych 

stron metody badawczej i ryzyka postawienia błędnej 
diagnozy (nieuzasadnionych kosztów badań lub ryzyka 
wypadku lotniczego);   

Tp < 30 minTp < 30 min

LCF

Tp < 30 minTp < 30 min

LCF
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c)  opracowania metodyk badawczych, uwzględniających 
specyfikę badanych elementów i warunki wykonywania 
badań (na obiekcie czy podczas demontażu). 

4.1. Badania wstępne 

Przystępując do oceny wybranych elementów techniki 
lotniczej z wykorzystaniem efektu MPM wykonano bada-
nia  porównawcze pomiędzy przyrządami: IKN-1M-4 fir-
my Energodiagnostyka z sondą transduktorową i GM-04 
firmy Magnaflux z punktową sondą Halla (wzorcowanym 
w laboratorium metrologicznym). Badania wstępne podyk-
towane były brakiem informacji o charakterystykach prze-
strzennych sond transduktorowych.    

Równoległe badania wykonane na wzorcach i 310 ło-
patkach sprężarki o różnej wysokości pióra (wykonanych 
ze stali 18H2N4WA) wykazały, że w zakresie Hz = – 1400 
do +2000 A/m istnieje liniowa zależność wyników  
(R2 = 0.961). Współczynnik kierunkowy prostej potwier-
dził 5% klasę dokładności deklarowaną dla IKN-1M-4 przy 
stosowaniu uproszczonej metody bieżącego wzorcowania 
toru pomiarowego (względem składowej pionowej pola 
magnetycznego Ziemi, Hz = ±40 A/m). 

Dla łopatek wirnikowych stwierdzono paraboliczny roz-
kład składowej normalnej pola magnetycznego wzdłuż 
cięciwy pióra – rys. 4. Uzyskane wyniki badań potwierdza-
ją sumaryczny wpływ odwrotnych efektów magnetospręży-
stych na zastane namagnesowanie łopatek. 

y = -4.3589x2 + 171.87x - 800.12
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Rys. 4. Rozkład pola magnetycznego wzdłuż cięciwy pióra  
            (x=0 – krawędź natarcia pióra) 

Na tym etapie badań stwierdzono przypadki występo-
wania SKN, które były odwzorowane przez kryterium 
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Powyższe kryterium identyfikuje prawdopodobnie pio-
nowe ułożenie domen magnetycznych.    

4.2.  Badania odkształconych plastycznie elementów 

Plastyczne odkształcenie elementu w polu magnetycz-
nym Ziemi jest źródłem silnego jego namagnesowania.  

W przypadku wygiętego wałka pompy paliwowej (wy-
konanego ze stali 30HGSA i pokrytego warstwą dyfuzyjną) 
– Rys. 5, stwierdzono, że na krzywiźnie zewnętrznej wy-
gięcia namagnesowanie wynosiło Hz= –3860 A/m. Zastany 
znak pola magnetycznego wskazuje na odwzorowanie 
naprężeń własnych ściskających.  

a) 
 

 
b) 

 

 
Rys. 5. Interpretacja znaku naprężeń własnych dla wygiętego 
             wałka bez pęknięć (Schijve, 2009) 

Stwierdzone namagnesowanie wałka – prawie 100 razy 
większe od składowej pionowej pola magnetycznego Ziemi 
– przekracza zakres pomiarowy sond transduktorowych 
przyrządów IKN-1M-4 i TSC-3M-12 (± 2000 A/m). 
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 4.3.  Próby LCF  

Badania MPM wykonano na łopatkach po próbach zmę-
czeniowych LCF, zrealizowanych z wymuszeniami sinuso-
idalnymi w paśmie do 4 kHz na częstotliwościach wyszu-
kanych modów.  

Metodą MPM stwierdzono obecność dużych gradien-
tów pola magnetycznego wzdłuż wysokości pióra łopatki 
(w zakresie -1400 do +1250 A/m). Położenie SKN było 
dobrze skorelowane z liniami węzłowymi drgań pióra ło-
patki – Rys. 6. Namagnesowanie powierzchni bocznej 
zamka przekraczało -1400 A/m i wskazywało na obecność 
naprężeń własnych ściskających. 

 

Hp= 0 A/m

1F 

wyższe 
mody- 1490 A/m

 

Hp= 0 A/m

1F 

wyższe 
mody- 1490 A/m

 
Rys. 6.  Strefy koncentracji naprężeń zlokalizowane MPM 

W testach LCF metoda MPM uzupełnia symptomy 
wczesnego zmęczenia materiału, identyfikowane w analizie 
modalnej i metodzie tip timing (obserwowany wzrost nieli-
niowości układu i zmniejszenie częstotliwości rezonanso-
wej). W przeciwieństwie do ww. metod, MPM umożliwia 
precyzyjną  lokalizację miejsc, w których nastąpiły lokalne 
zmiany właściwości modalnych (wytężenia materiału). 

Podczas tego etapu badań stwierdzono, że sondy 
transduktorowe  przyrządu IKN-1M-4 uśredniają wskaza-
nia pola magnetycznego – wyniki pomiarów były zaniżone, 
przy właściwym odwzorowaniu kształtu rozkładu pola 
wzdłuż wysokości pióra. Uśrednianie natężenia pola ma-
gnetycznego  zamaskowało obecność dwóch blisko poło-
żonych linii zerowych, odwzorowujących linie węzłowe 
różnych modów drgań pióra.  

Wynik badań potwierdził potrzebę starannego doboru 
sond (z uwzględnieniem charakterystyk przestrzennych) 
do rozmiarów badanego elementu. Zagadnienie jest szcze-
gólnie istotne podczas wykonywania pomiarów na obiekcie 
(np. w palisadzie łopatek), gdy sąsiednie elementy są źró-
dłem dodatkowego oddziaływania magnetycznego.    

4.4. Detekcja pęknięć HCF 

Badania możliwości detekcji kruchych pęknięć z wyko-
rzystaniem efektu MPM wykonano na:  
− łopatce sprężarki (12 mm pęknięcie pióra od krawędzi 

spływu zainicjowane na wzbudniku przy σ ≈ 0.6 σe0.2; 
wcześniej łopatka przepracowała na silniku ok. 1200 
godzin); 

− wale śmigła (40 mm obwodowe pęknięcie stwierdzone 
w eksploatacji na powierzchni wewnętrznej).  
W obu przypadkach stwierdzono (Witoś, Wiśnioch, 

2009), że:  

− zastosowanie dotychczasowego algorytmu metody 
MPM do detekcji SKN i pęknięć zmęczeniowych nie 
dało wiarygodnych wskazań;  

− stan namagnesowania uszkodzonych elementów nie 
przekraczał dopuszczalnego poziomu  namagnesowania 
resztkowego |Hpr| < 240 A/m (problem interpretacji źró-
dła namagnesowania). 
W przypadku pękniętej łopatki stwierdzono wyraźny 

wpływ jej położenia na czułość detekcji lokalnych anomalii 
magnetycznych. Przy zamkniętej szczelinie pęknięcia, 
lepsze wskazania uzyskano dla poziomego położeniu ło-
patki zamkiem na zachód – Rys. 7. Poziom namagnesowa-
nia zamka nie przekraczał 700 A/m i był ponad dwukrotnie 
niższy niż dla łopatki po testach LCF.  
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Rys. 7. Odwzorowanie anomalii magnetycznych w pobliżu pęk-

niętego pióra łopatki (h=0 – pomiar wzdłuż szczeliny pęk-
nięcia; dh < 0 – pomiar pomiędzy zamkiem i pęknięciem) 

W przypadku pękniętego wału śmigła stwierdzono 
zmniejszenie poziomu namagnesowania powierzchni we-
wnętrznej i brak efektu brzegowego (względem referencyj-
nego, nieuszkodzonego wału z silnika o analogicznym 
nalocie i przeciwnym kierunku obrotów śmigła) – Rys. 8. 
Powyższe spostrzeżenie częściowo tylko można wytłuma-
czyć zmniejszeniem naprężeń własnych w wyniku propa-
gacji pęknięcia (odciążenia) i różnego wpływu efektu Bar-
netta na proces magnesowania lewego i prawego wału. 
Poziom namagnesowania powierzchni wewnętrznej wału 
nie przekraczał ± 60A/m i był porównywalny z poziomem 
pola magnetycznego Ziemi. Podczas badań stwierdzono 
również, że efekt MPM właściwie rozpoznał pęknięcie na 
powierzchni zewnętrzne wału (wzdłuż szwu spawalnicze-
go), które pomimo znacznych rozmiarów (ok. 60% obwodu 
wału) nie zostało wcześniej dostrzeżone przez użytkownika 
samolotu, który wykonywał defektoskopię metodą penetra-
cyjną. 

Przy stosowanych sondach nie uzyskano wiarygodnych 
symptomów lokalnego uplastycznienia na wierzchołku 
szczeliny. Symptomów oczekiwanych z teorii mechaniki 
pękania. Na obecnym etapie badań uznano, że:  
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− algorytmy i urządzenia firmy Energodiagnostyka nie 
gwarantują wiarygodnego rozpoznania pęknięć zmę-
czeniowych HCF (domyślnie i VHCF) w drobnych ele-
mentach; 

− istnieją teoretyczne i praktyczne przesłanki wykorzy-
stania MPM w detekcji pęknięć HCF i VHCF. 
Powyższe przykłady HCF wskazują potrzebę doskona-

lenia stosowanego oprzyrządowania i algorytmów. Do 
opra-cowania i weryfikacji nowych algorytmów detekcji 
SKN i pęknięć zmęczeniowych niezbędne jest skorelowa-
nie wyników pomiarów MPM z symptomami diagnostycz-
nymi innych metod badawczych, w tym z wizualizacją 
rozkładu domen magnetycznych – Rys. 9, z wykorzysta-
niem efektu Kerra (DiMarzio i Sun Nian, Oakberg).  
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Rys. 8. Wpływ pęknięcia zmęczeniowego na odchylenie standar-

dowe namagnesowania wału śmigła, położenie pęknięcia  
x = – (10 – 20) mm 

 
Rys. 9. Zastosowanie efektu Kerra do zobrazowania magnetyzacji 
            wywołanej przez naprężenia [28] 

4.5.  MPM w zagadnieniach odwrotnych  

Niewątpliwą zaletą metody MPM jest możliwość jej za-
stosowania nie tylko w badaniach nieniszczących, ale rów-
nież w zagadnieniach odwrotnych, np. podczas analizy 
przyczyn uszkodzenia zmęczeniowego. Tą możliwość 

MPM zweryfikowano na bazie dwóch ukręconych wałków 
pomp hydraulicznych (ukręcenie po 163 i 483 godz. pracy).  

Pomimo podobnych skutków – ukręcenia na przewęże-
niu technologicznym – MPM wykazała zasadnicze różnice 
panujące przed zniszczeniem wałków. Dla wałka który 
uległ zniszczeniu po 163 godz. stwierdzono, że namagne-
sowanie: 
− powierzchni wierzchołkowej wielowypustu wykazuje 

wyraźną asymetrię wytężenia materiału, która świadczy 
o zablokowaniu nurnika w pompie; 

− części walcowej ma większy poziom.  
Obserwowane różnice – Rys. 10, zostały potwierdzone 

podczas badań faktograficznych i demontażu pomp.     
Zastosowanie MPM do diagnostyki wałków wymaga 

uwzględnienia naprężeń własnych wprowadzanych przez 
różne warstwy dyfuzyjne spotykane na tym samym typie 
wałka. Ich obecność jest źródłem różnego poziomu naprę-
żeń ściskających (składowej normalnej), co należy 
uwzględnić używając wzorów (2) i (6).   
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Rys. 10. Stan namagnesowania ukręconych wałków:  
               a) powierzchnia wierzchołkowa wielowypustu; 
               b) część walcowa. 
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4.6. Kumulacja odkształceń sprężystych 

Możliwość zastosowania MPM do oceny zużycia zmę-
czeniowego materiału zweryfikowano na okuciu łopat 
wirnika nośnego śmigłowca. Badane powierzchnie pracują 
w odmiennych, złożonych warunkach obciążenia.  

Stwierdzono, że po około 1400 godzinach nalotu stan 
namagnesowania górnej i dolnej części okucia łopaty wy-
kazuje wyraźną różnicę w namagnesowaniu – Rys. 11. 
Zastane namagnesowanie jest większe od dopuszczalnego 
namagnesowania resztkowego (±240A/m).  Obserwowane 
wyraźne pochylenie krzywych wzdłuż cięciwy (osi c) wy-
wołane jest przez naprężenia własne wprowadzone przez 
moment skręcający. Wzrost namagnesowania w połowie 
cięciwy na prawej półce jest wywołane kumulacją naprężeń 
w pobliżu otworu. Rozdzielenie składowych naprężeń 
własnych i wyskalowanie obserwowanych symptomów 
diagnostycznych w jednostkach naprężenia wymaga prze-
prowadzenia badań uzupełniających (eksperymentu czyn-
nego).    

a) 

-600

-400

-200

0

200

400

600

800

1000

0 20 40 60 80 100 120 140

c [mm]

HX [A/m]  Lew a strona

 Praw a strona

 
b) 

-800

-600

-400

-200

0

200

400

600

0 20 40 60 80 100 120 140

c [mm]

Hz [A/m]

 Lew a strona

 Praw a strona

 
Rys. 11. Stan namagnesowania okucia łopaty wirnika nośnego 
                śmigłowca: a) składowa pozioma; b) składowa pionowa 

4.7.  Metoda MPM w systemach SHM? 

Metoda MPM jest bardzo interesująca dla systemów 
SHM. Za jej atrakcyjnością przemawiają: 

− możliwość obserwacji kumulacji skutków rzeczywi-
stych warunków pracy (przyczyny problemów zmęcze-
niowych krytycznych elementów); 

− niski koszt montażu stacjonarnej, miniaturowej sondy 
pola magnetycznego; 

− prosty tor pomiarowy (rejestracji i akwizycji danych); 
− łatwiejsze, względem zagadnień NDT, algorytmy anali-

zy i interpretacji wyników pomiaru (metody statystycz-
ne  
i analiza trendów średniego namagnesowania i lokal-
nych anomalii magnetycznych). 
Algorytm analizy danych musi jednak uwzględniać 

większość zjawisk magnetomechanicznych występujących 
podczas pracy maszyny – Tab. 1, oraz rzeczywiste warunki 
magnesowania/rozmagnesowania badanego elementu 
w zewnętrznym polu magnetycznym (ziemskim, sąsiednich 
elementów) podczas pracy i postoju maszyny.  
Przykład. 1. Wirnik sprężarki 

Quasi-statyczne badania MPM (stała pozycja sondy, 
ręczny obrót wirnika) wykonano dla krótkich łopatek wy-
konanych ze stali 18H2N4WA, zamontowanych w wirniku 
sprężarki silnika SO-3. Tarcze sprężarki wykonane są 
ze stali EI-736Sz (wg TU14-1-1089-74) - łopatki z tarczą 
nie tworzą magnetowodu.  
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Rys. 12. Namagnesowanie łopatek IV (a) i VII (b) stopnia 
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Przy częściowo zdemontowanym kadłubie sprężarki 
ocenie podlegało zastane namagnesowanie 310 łopatek  
I – VII stopnia sprężarki:  
− w pobliżu krawędzi natarcia i spływu (wzdłuż wysoko-

ści pióra); 
− na powierzchni wierzchołkowej pióra    

Pomiary wykonano również w połowie odległości mię-
dzy kolejnymi stopniami sprężarki, w celu oceny wzajem-
nego oddziaływania wirujących palisad.  

Stwierdzono, że warunki magnesowania wirujących ło-
patek są bardziej złożone, niż w prostym modelu Dubowa. 
Obserwuje się wyraźny wpływ efektu Barnetta i drgań 
wirnika (VII stopień) – Rys. 12. 

Podczas pracy pióra łopatek sprężarki podlegają wielo-
kierunkowemu magnesowaniu przez zmienne pole magne-
tyczne: 
− Ziemi (wpływ obrotu wirnika); 
− sąsiednich łopatek danego stopnia sprężarki 
− łopatek palisady kierownic poprzedniego i bieżącego 

stopnia.    
− dodatkowego punktowego źródła (czujnik indukcyjny 

systemu SNDŁ-1b/SPŁ-2b, zamontowany nad łopatka-
mi I stopnia sprężarki; Hpz = –120 kA/m na powierzchni 
czołowej czujnika i Hpz = –75 kA/m przy minimalnym 
odstępie od powierzchni wierzchołkowej pióra łopatki). 

Przykład 2. Koło zębate z1 
Znana z wyważania statycznego zasada lokalizacji 

„ciężkiego punktu” dotyczy również wirnika sprężarki. 
Niewyważenie jest przyczyną zatrzymywania wirnika 
w jednakowym położeniu kątowym („ciężki punkt” 
na godz. 6), co potwierdza obserwowany stan namagneso-
wania łopatek I stopnia sprężarki – Rys. 13a). Trzy łopatki 
(nr 24 – 26) wykazują zwiększone namagnesowanie 
(>2000A/m) wywołane przez czujnik systemu diagnostycz-
nego SNDŁ-1b/SPŁ-2b. Niewyważenie i niewspółosio-
wość wirnika sprężarki jest źródłem nierównomiernego 
obciążenia zębów pierwszego koła zębatego w układzie 
kinematycznym silnika – Rys.13b). Przeciążenie zębów 
występujących głównie w fazie rozruchu. Pomiar namagne-
sowania powierzchni bocznej koła zębatego potwierdził 
oczekiwania, w tym wyniki wcześniejszych badań Rosko-
sza (2004) (Roskosz, 2004).  

5. ROZSZERZONY MODEL MATEMATYCZNY 

Zastosowanie MPM do diagnozowania narastającego 
zmęczenia materiału wymaga udokumentowania skutecz-
ności efektu przy pomocy innych uznanych metod badań 
nieniszczących, np. defektoskopii ultradźwiękowej, wiro-
prądowej, czy analizy modalnej. Metod wykorzystujących 
cechy materiałowe (m.in. moduł Younga, współczynnik 
Poissona, stałą dielektryczną), które są sprzęgnięte z od-
kształceniami i naprężeniami oraz bieżącym namagneso-
waniem badanego elementu ferromagnetycznego. W zakre-
sie odkształceń sprężystym sprzężenie pomiędzy ww. pa-
rametrami opisuje rozszerzony model matematyczny, sto-
sowany m.in. przez Shashidhar Srinivasa i zespół (2006):  
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 (7)       

gdzie, σij i εij są naprężeniem i odkształceniem sprężystym;  
Di i Ei są odkształceniem i polem elektrycznym; Bi, Hi są 
natężeniem i polem magnetycznym; Cijkl, κil, μil są tensora-
mi sztywności sprężystej, przenikalności dielektrycznej 
i przenikalności magnetycznej.       
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Rys. 13. Wpływ niewyważenia wirnika sprężarki na nierówno-

mierność wytężenia zębów koła zębatego z1: a) magne-
togram łopatek I stopnia sprężarki; b) magnetogram po-
wierzchni bocznej zębów koła z1 (H [A/m]) 

6. PODSUMOWANIE 

Dotychczasowe badania wykazały możliwość stosowa-
nia efektu i metody magnetycznej pamięci metalu 
do diagnozowania techniki lotniczej.  

Przy obecnym oprzyrządowaniu i algorytmach uzyska-
no wiarygodne wyniki identyfikacji stanu technicznego 
drobnych elementów tylko dla zmęczenia typu LCF  
i LCF+HCF. Algorytmy detekcji SKN, zaproponowane 
przez Dubowa, i charakterystyki przestrzenne stosowanych 
sond transduktorowych  nie gwarantują właściwego rozpo-
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znania pęknięć kruchych (HCF, VHCF) drobnych elemen-
tów wykonanych ze stali stopowych.  

Proces detekcji SKN jest bardziej złożony dla drobnych 
elementów pracujących w ruchomych obiektach, np. stat-
kach powietrznych. Skończona objętość elementu ujawnia 
wyraźny wpływ warunków brzegowych (kształtu  
rozmiaru i położenia) na mierzone gradienty pola magne-
tycznego, natomiast ruch obiektu jest modulatorem efektów 
magneto-mechanicznych (sprzężenie fazy wytężenia mate-
riału z chwilowym kierunkiem magnesowania).  

Podczas kontroli MPM należy pamiętać, że mierzony 
rozkład pola magnetycznego ulega zmianie w zależności 
od położenia badanego elementu względem zewnętrznego 
pola magnetycznego (Ziemi, innych elementów). Powyższe 
spostrzeżenie można wykorzystać do zwiększenia czułości 
detekcji pęknięć kruchych i lokalnych anizotropii napręże-
niowych (analiza różnicowa z dwóch pomiarów wykona-
nych dla różnego położenia badanego elementu).    
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FATIGUE MATERIAL ASSESMENT ON THE BASE  
OF MAGNETIC SHAPE MEMORY PHENOMENA 

Abstract: In the abstract there has been presented magnetic mem-
ory phenomena (MPM). Theoretical background is delivered with 
the examples of aerospace elements diagnosis. In the article ad-
vantages of technique (MPM) has been presented as well as diffi-
culties met during the inspection for example small elements 
and such as: driving shafts or compressor’s blades. Moreover 
indication of necessity of the reliability prove for the fatigue HCF 
and VHCF cracks has been highlighted. 
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Streszczenie: W Artykule przestawiono wyniki badań dotyczące spełniani norm toksyczności spalin pojazdów wyposażo-
nych w silniki ZI z katalizatorem spalin i układami OBD i EOBD. Badania przeprowadzono za pomocą wieloskładnikowego 
analizatora spalin typ CET 200B i czytnika informacji diagnostycznych OPUS OBD Contoler. Pojazdy zostały przebadane  
w Okręgowej Stacji Kontroli Pojazdów.  

1. WPROWADZENIE 

Świadomość zagrożeń ekologicznych, których źródłem 
jest pracujący silnik spalinowy stymuluje procesy jego 
doskonalenia. Dotyczy to przede wszystkim właściwej 
organizacji spalania paliwa, oczyszczania spalin i bieżącego 
monitorowania tego procesu. Eksploatacja pojazdu w stanie 
awaryjnym jest przyczyną gwałtownego wzrostu emisji 
spalin gazów wydechowych. W skali światowej jest to 
poważne zagrożenie ekologiczne. 

Rozwój systemów wpływających na poprawę czystości 
spalin wydechowych oraz systemów diagnostyki silnika 
jest ściśle związany z postępującymi wymaganiami norm 
emisji zanieczyszczeń gazów wydechowych. W Europie są 
one znane jako tzw. normy EURO, których kolejne genera-
cje obowiązują w krajach Unii od 1993 roku. 

Tab. 1.  Dopuszczalna emisja zanieczyszczeń z silników o zapłonie 
             iskrowym 

NORMA 

Data wejścia  
w życie  normy 

przy   
homologacji 

CO 
(g/km) 

CH 
(g/km) NOx(g/km) 

EURO II 1 stycznia 1996 2,2 6,5 6,5 

EURO III 1 stycznia 2000 2,3 0,20 0,15 

EURO IV 1 stycznia 2005 1,0 0,1 0,08 

EURO V 1 stycznia 2009 1,0 0,068 0,06 

Podstawowymi elementami ekologicznego silnika  
są systemy poprawiające przebieg spalania w cylindrze 
silnika, systemy oczyszczania spalin oraz monitorujące 
silnik pojazdu. 

W skład systemów poprawiających przebieg spalania  
w silnikach ZI wchodzą miedzy innymi, układ katalitycz-
nego oczyszczania spalin, układ EGR systemy regulacji 

wtrysku paliwa, zapłonu oraz układy sterowania napełnia-
niem. 

Do systemów oczyszczania spalin zaliczamy głownie 
trójfunkcyjne reaktory katalityczne zamontowane w ukła-
dzie wydechowym pojazdu. 

Systemy OBDII/EOBD (kontrolery przebiegów zacho-
dzących w pojeździe) monitorują parametry, które są ważne 
ze względu na emisję substancji zanieczyszczających śro-
dowisko naturalne. 

Tylko i wyłącznie poprawne działanie wymienionych 
systemów powoduje że pojazd jest naprawdę ekologiczny 
w czasie eksploatacji. Wykrycie niesprawności funkcjono-
wania jednostki napędowej jest sygnalizowane kierowcy 
zaświeceniem się znormalizowanej lampki informacyjnej 
MIL (Malfunction Indicators Light), dodatkowo silnik 
pojazdu może przejść w tryb pracy awaryjny.  

Dokładne badania zgodności pracy silników z normami 
Euro odbywają się tylko w trybie homologacji danego po-
jazdu. W dalszej części eksploatacji dokonuje się jedynie 
pomiaru toksyczności spalin zgodnie z Dziennikiem Ustaw  
Nr 227 z 30.12.2003 r, w czasie okresowych badań tech-
nicznych na Stacjach Kontroli Pojazdów, za pomocą anali-
zatora spalin który dokonuje pomiaru w czasie pracy silnika 
na wolnych (800-900obr/min) i podwyższonych  prędko-
ściach obrotowych (2500 – 30000obr/min). Niedopuszczal-
ne jest przekroczenie normy powyżej: 0,5% CO i 100ppm 
CH mierzone na biegu jałowym silnika oraz 0,3% CO  
i 100ppm CH mierzone z podwyższoną prędkością obroto-
wą silnika (z zakresu od 2.000 – 3.000 min-1)  Dodatkowo 
dokonujemy pomiaru wartości współczynnika nadmiaru 
powietrza λ (dopuszczalne granice 0,97 – 1,03), mierzonej 
z podwyższoną prędkością obrotową silnika (od 2000 min 
do 3.000 min)w  pojazdach zarejestrowanych po pierwszy 
po 30.06.1995 r. W pojazdach wyposażonych w pokładowy 
diagnostyczny typu OBDII/EOBD niedopuszczalne jest 
występowanie zarejestrowanego kodu usterki sygnalizowa-
nego kontrolką MIL przy jednoczesnym prawidłowym 
działaniu jej obwodu. Nieprawidłowe działanie elementów 
odpowiedzialnych za ograniczenie emisji substancji szko-
dliwych dla środowiska a w szczególności: brak lub złe 
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działanie reaktora katalitycznego, czujników tlenu, niewy-
konane procedur diagnostycznych (tzw. Monitory), niepo-
prawne działanie systemu EGR i systemu kontroli emisji 
par paliwa, skutkuje wykluczeniem pojazdu z dalszej eks-
ploatacji lub skierowaniem go do naprawy.  

2. WYNIKI BADAŃ 

Wyniki badań dotyczą pojazdów zbadanych podczas 
okresowych badań kontrolnych na Stacji Kontroli Pojazdów 
za pomocą wieloskładnikowego analizatora spalin typ CET 
200B oraz czytnika informacji diagnostycznych OPUS 
OBD Contoler. 

Badano pojazdy wyposażone w układ EOBD a więc 
wyprodukowane w okresie od 2000 roku. Liczebność bada-
nych pojazdu w zależności od wieku wynosiła następująco: 
–    do 3 lat 34 pojazdy 
–    od 3 do 5 lat 20 pojazdy 
–    od 5 do 7 lat 33 pojazdy 
–    pow. 7 lat 43 pojazdy 

Pierwszym badanym parametrem jest toksyczność spa-
lin, pokazuje procentowy udział sprawnych pojazdów  
w zależności od ich wieku  
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Rys. 1. Wyniki pomiaru emisji zanieczyszczeń silników ZI zgodnie  
            z Dziennik Ustaw Nr 227 z 30.12.2003r 

Kolejne badanie polegało na organoleptycznym spraw-
dzeniu czy badany pojazd jest wyposażony w reaktor katali-
tyczny.  

Trzecia część badania polegała na sprawdzeniu pokła-
dowej diagnostyki silnika EOBD/OBDII, polegającej  
na sprawdzeniu wykazów błędów zakodowanych w pamię-
ci sterownika, który dokonywał monitorowania pracy silni-
ka podczas jego eksploatacji. Dokonywano odczytywania 
błędów i podstawowych parametrów roboczych silnika. 

Dokonano sprawdzenia: 
− monitorów poprawności przebiegu spalania  
− poprawności działania czujników tlenu 
− układu EGR 
− układu par paliwa 
− czujników temperatury  
− czujników pomiaru ciśnienia 
− poprawności przesyłu informacji pomiędzy systemami  

a sterownikiem 
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Rys. 2. Wyniki badań kontrolujące wyposażenie pojazd w reaktora 
            katalitycznego 

WYKAZ BŁĘDÓW ZAPISANYCH W UKŁADZIE STERUJĄCYM 
EOBD
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 Rys. 3. Wyniki badań sprawdzenia monitorów EOBD pod kątem 
             posiadanych błędów w systemach. 

3. WNIOSKI 

Wyniki badań eksperymentalnych obrazują rzeczywisty 
stan przebadanych pojazdów. Na podstawie wykresów  
z badań można wnioskować że część pojazdów: 
− 3 letnich nie spełnia wymogów toksyczności spalin. 
− 5 letnich wykazują braki w wyposażeniu pojazdu  

w katalizator 
Wyniki badań potwierdzają że jedynie wczesne wykry-

wanie niesprawności układu zasilania i sterowania silnika 
może ograniczyć towarzyszące temu negatywne skutki  
dla środowiska naturalnego. 

Pojawienie się usterki i wykrycie jej przez układ EOBD 
powinno skutkować zapaleniem się lampki MIL, a następ-
nie zmusić kierowcę poprzez przejście w stan awaryjny  
do dokonania naprawy przed przejechaniem np. 50 km w 
stanie awarii. Kolejny etap powinien unieruchomić silnik 
uniemożliwiając dalsze poruszanie się niesprawnym samo-
chodem który zagraża środowisku naturalnemu. 

Pomimo pełnego monitorowania pojazdu przez układ 
EOBD, zaleca stosowanie układów redundantnych w celu 
poprawienia kontroli działania układów i lepszego monito-
rowania ich niesprawności. 

Badania homologacyjne nie powinny polegać na bada-
niu jedynie nowych pojazdów. Dodatkowo powinno się 
wykonywać badania na zgodność emisji spalin pojazdów  
z normami EURO po określonym przebiegu np. 100tyś km.  
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ANALYSIS OF THE ZI ENGINES CARS  
EXHAUST-GAS TOXICITY  

IN THE LIGHT OF VALID TRAFFIC REGULATIONS 

Abstract: Results concerning fulfilment of the ehxust-gas toxicity 
norms of cars with ZI engines equipped with catalyctic converter 
and either OBD or EOBD gears are shown in the article. Mea-
surements were taken with use of a multicomponent exhaust-gas 
analyzier type CET 200B and diagnostical information reader 
OPUS OBD Contoler. Cars were examined in regional vehicle 
control station. 
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