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PRZEDMOWA

Paradoksem jest, ze dobie zawrotnej kariery pojecia »IZeCzywistos¢ wirtualna”
wzrasta znaczenie klasycznych metod ksztattowania ,,wyobrazni przestrzennej”
zwigzanych z geometrig wykre$lna. Ksztaltowanie to realizowane jest tez w sposob
klasyczny, tj. poprzez rozwiazywanie zadan.

Zbior zadan jest wynikiem ponad dwudziestoletniego dogwiadczenia dydak-
tycznego, zdobytego podczas pracy autoréw ze studentami Wydzialu Mechaniczne-
go Politechniki Bialostockiej. Do studentéw wydzialow mechanicznych jest tez
giownie adresowany. Zbior moze réwniez stuzyé Jako pomoc studentom tych kie-
runkow studiéw, na ktorych program geometrii opiera si¢ na rzutowaniu metoda
Monge’a.

Duza liczba zadan oraz ich zréznicowanie pod wzgledem trudnosci daja prowa-
dzacemu zaj¢cia w grupie studenckiej szerokie mozliwosci doboru tresci zadan do
potrzeb dydaktycznych. Przygotowujac zadania autorzy uwzglednili takze coraz
powszechniejszy dostep do komputeréw, dotaczajac zestaw zadan wymagajacych
zastosowania techniki komputerowej. Szerzej uwzgledniono takze zagadnienie ak-
sonometrii, traktowane marginalnie w wigkszosci pomocy dydaktycznych z zakresu
geometrii wykreslne;.

Materiat podzielono na 14 oddzielnych tematéw. Kazdy temat opracowano
wedlug nastgpujacego schematu:

* podstawowe wiadomosci dotyczace tematu (definicje, twierdzenia, wskazéw-
ki);
e zadania;

przyktad rozwiazania zadania z opisem rozwiazania.

Rozwigzania zadan przedstawiono w postaci graficznego zapisu i stownego
opisu poszczegdlnych etapéw rozwiazania, co zdaniem autoréw powinno pomoéc
W zrozumieniu prezentowanego materiahu.

Autorzy



Cwiczenie 1

ODWZOROWANIE ELEMENTOW PODSTAWOWYCH

1. Obraz punktu

Odwzorowanie w metodzie Monge’a polega na wyznaczeniu prostokatnych
rzutow na dwie wzajemnie prostopadle plaszczyzny, zwane rzutniami. Jedng rzutnia
jest ptaszczyzna pozioma (oznaczana symbolem 7;), druga — pionowa (oznaczana
symbolem ). Rzutnie te przecinaja si¢ wzdluz osi x (osi rzutéw) i tworza uklad
odniesienia x(;,7;). Wprowadzamy takze pozostate osie uktadu kartezjanskiego — y
iz

Dowolny punkt 4 uwazamy za jednoznacznie okreslony w przestrzeni, jezeli
znamy trzy jego wspolrzedne: x4, y4, z4. Wspolrzedne te okreslaja potozenie pozio-
mego (A4") i pionowego (A4"”) rzutu punktu 4.

2. Obraz prostej

Rzuty dwoch réznych punktéw, nalezacych do tej samej prostej, wyznaczaja
rzuty tej prostej. Dwa rzuty prostej, nieprostopadtej do osi x, jednoznacznie okresla-
ja jej potozenie w przestrzeni.

Punkty przebicia rzutni dowolna prosta a nazywamy sladami prostej a. Slad
poziomy H, prostej a lezy na rzucie poziomym ' tej prostej. Slad pionowy V, pro-
stej a lezy na rzucie pionowym a” tej prostej.

Rzut poziomy a' prostej a przechodzi przez $lad poziomy H, tej prostej i rzut
poziomy V', §ladu pionowego V,. Rzut pionowy a” prostej a przechodzi przez slad
pionowy V, tej prostej i rzut pionowy H” $ladu poziomego H,. Para §ladéw H,, V,
niejednoczacych si¢ w jednym punkcie lezacym na osi x okresla potozenie w prze-
strzeni jednej i tylko jednej proste;.



3. Obraz prostych réwnoleglych, przecinajacych sig¢ i skosnych

W og6lnym przypadku prostych réwnolegtych mamy:
allb=d4d||b iad|d"

Jezeli dwie proste przecinajg sig, to rzut pionowy i rzut poziomy punktu prze-
cigcia sig tych prostych leza na prostej odnoszqcej tego punktu.

Jezeli prosta przechodzaca przez punkt przecigcia sig¢ rzutow pionowych i punkt
przecigcia sig rzutéw poziomych dwéch prostych nie lezy na prostej prostopadtej do
osi x (a wigc nie lezy na prostej odnoszacej), to proste wyznaczone tymi rzutami nie
przecinaja si¢ i nazywane sg prostymi skosnymi.

4. Obraz plaszczyzny

Odwzorowanie plaszczyzny polega na odwzorowaniu elementéw okreslajacych
t¢ ptaszczyzng. Plaszczyzng mozna okreslié¢ za pomoca:

a) trzech punktow,

b) prostej i punktu nielezacego na niej,

¢) dwdch prostych przecinajacych sig,

d) dwach prostych rownolegtych

e) sladow plaszczyzny (szczegdlny przypadek dwoch prostych, przecinaja-

cych si¢ lub réwnoleglych).

Sladem poziomym h,, plaszczyzny a nazywamy prosta, wzdtuz ktérej nastepuje
przecigeie si¢ tej plaszczyzny z rzutnia pozioma x; (inaczej — krawed? przeciecia
si¢), a Sladem pionowym v, — prosta, wzdhuz ktorej nastepuje przecigcie sie plasz-
Czyzny @ z rzutnia pionowa 7.

Kazda para §ladow plaszczyzny, przecinajacych si¢ na osi x w punkcie X, zwa-
nym wezlem plaszczyzny, a takze réwnolegtych do osi rzutéw x lub jednoczacych
si¢ w prostej nielezacej na x, wyznacza jednoznacznie w przestrzeni jedng i tylko
jedna plaszczyzne.

Wszystkie sposoby odwzorowania plaszczyzny sa rownowazne, tzn. kazda
plaszczyzng mozna odwzorowaé wykorzystujac jeden, wybrany z podanych powy-
zej sposobow. Nalezy jednak zaznaczy¢, ze w przypadkach szczegdlnego polozenia
plaszczyzny nie kazdy sposéb jest mozliwy do zastosowania.

-5-



ZADANIA. Cwiczenie 1

a) Odwzorowac w ukladzie przestrzenn
dwa punkty (wyznaczyé rzuty i $lady

b) Wyznaczyé rzuty Monge'a punktéw A, B, C oraz slady ptaszczyzny a (A, B, C).

ym prosta a przechodzacg przez dowolnie wybrane

prostej).

1.1

A(50, 0, 0)
B(80,-40, 40)
C( 0,30, 20)

1.2
A(60,60, 10)
B(30,-40, 50)
C{10, 40, 40)

1.3
A(40, 10 ,-20)
B(20,30,-10)
C(20,-20 ,-40)

1.4
A( 0,-40, 10)
B(20, 20, 20)
C( 40 ,-10, 25)

1.5

A(60, 0, 0)
8(50, 40 ,-40)
C(10, 40, 40)

1.6

A( 0,-20
B( 30 ,-20
C(60, 50

1.7
A(30, 0,20)
B( 80 ,-30 ,-30)
C(40,50, 10)

, 60)
, 30)
,-10)

1.8
A(40 ,-30 ,-40)
B{50, 20 ,-30)
c(20,

1.9

A( 0,50, 0)
B{ 0,-40, 30)
C(60,-20 ,-50)

1.10
A(80,45 ,-60)
B(20 ,-30 ,-60)
C(45,60,75)

1.11
A( 0,-30, 30)
B(40 ,-60, 60)
C (30 ,-30 ,-40)

1.12
A(50,40, 10)
B(20 ,-20 ,-40)
C(50,-40, 10)

1.13
Al 0O
B(90
c(50,

1.14
A(S50, 0,-40)
B(30,-30,-20)
c( 0, 20,-50)

1.15
A{( 40
B(10
c(80

0)
,-10)
,-60 , 45)

1.16

A(60, 45
B(20, 0
C (80 ,-60

1.17

A( 0,40, 50)
8( 0,20,-10)
Cc(80,60,60)

, 30)
, 60)
, 45)

1.18
A(90, 0,20)
B( o0, 0,50)
C(50,50,-30)

1.19

A(60, 0,-30)
B( 0, 0,60)
C(30,-50 ,-20)

1.20

A(10 0)
B( o, 0o, o)
c(50, ,-40)

1.21
A(-30
B( o
C(40

1.22

A(40 ,-30 ,-40)
B{(-40 , 30, 40)
C( 0,10, 20)

. 40)
,-40)
, 40)

1.23

A (-60 , 40
B(-20, 20
C(20, 20

, 30)
, 20)
,~40)

1.24
A(-60, 60 ,-60)
B(-30, 20, 50)
C(10, 40, 80)

1.25
A(80,80,80)
B(10,20,40)
C(30,40  30)

1.26
A(-20 ,-40
B(-80 ,-20
C(-100, 60

1.27
A (-100, 50 |,
B(-50 , 20
c( 0,10,

,-60)
,-20)
. 30)

20)
50)
40)

1.28
A(30,
B(-20, 30
c(-90, 20,

80, 70)
, 20)
80)

1.29
A(20, 0, 80)
B(-30, 60, 0)
C(-80, 40, 20)

1.30

A(-40 , 0,60)
B( 0,40 ,-80)
C(50,20, 20)




Cwiczenie 1

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

a) odwzorowac prosta a(A , B) w ukladzie przestrzennym (wyznaczyé rzuty i $lady prostej),
b) wyznaczy¢ rzuty Monge'a punktéw A, B, C oraz $lady ptaszczyzny afA, B, C).

X y z
A 10 -30 60
B 80 40 -30
C 50 40 20
a) b)
Z+ /7'2 z+’y-
;'_ _______
£
/
P
e
VA
e
13 A 0 10
10 }_ 10 10t
t
.L
4 F
z- z-y*




8"

—_——

.

A"
A

| 10

g"
B

N

z-

zhy-

0
10+

zoytt
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 1

1. Wykorzystujac podane wspéirzedne wyznaczamy rzuty poziome A4’, B’ oraz
rzuty pionowe 4", B" punktéw A i B. Wyznaczone rzuty wykorzystujemy do
odwzorowania przestrzennego potozenia 4 i B.

2. Na podstawie podanych wspéirzgdnych wyznaczamy rzuty Monge’a punktow
A4 B C.

3. Odwzorowane uprzednio punkty 4 i B wyznaczaja potozenie prostej a. Przez
rzuty A’, B’ prowadzimy rzut poziomy «' prostej a, za$ przez rzuty A”, B” rzut
pionowy a” prostej a.

4. Przez pary rzutow punktdéw A', B' oraz A, C' prowadzimy rzuty poziome a’ i b’
prostych a i b, a przez pary rzutéw A", B" i A", C" rzuty pionowe a”, b” tych
prostych.

5. Na przecigciu si¢ rzutu a’ z osia x znajdujemy rzut poziomy V.’ $ladu pionowe-
g0 V,, a na przecieciu si¢ rzutu a” z osia x odnajdujemy rzut pionowy H,” $ladu
poziomego H,. Na odnoszacej poprowadzonej z V' do przecigcia si¢ z a” znaj-
dujemy V, — pionowy $lad prostej a. Natomiast na odnoszacej poprowadzonej
z H," do przecigcia si¢ z a’ znajdujemy H, — poziomy $lad prostej. Postepowa-
nie to powtarzamy dla prostej b i znajdujemy w taki sam sposob jej $lady H,
oraz V.

6. Przez poziome slady H,, H, prostych a, b prowadzimy §lad poziomy 4,, a przez
slady pionowe V,, ¥, tych prostych §lad pionowy v, plaszczyzny «, wyznaczo-
nej przez te proste.

Uwaga: Warunkiem poprawnosci rozwiazania jest przecigcie si¢ wyznaczonych

sladow plaszczyzny w jednym punkcie X,, lezacym na osi x lub uzyskanie obu
$ladow réwnolegtych do osi x.

-11-



Cwiczenie 2

ELEMENTY PRZYNALEZNE

1. Punkt i prosta przynalezne do siebie

Jezeli punkt i prosta przynalezq do siebie, to odpowiednie ich rzuty réwniez do
siebie przynaleza. Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne: z przynaleznosci
rzutow punktu i prostej wynika ich przynaleznos¢ w przestrzeni. Wyjatkiem jest
przypadek, gdy prosta jest prostopadia do osi x (istnieje wéwczas koniecznogé wy-
konania dodatkowej konstrukcji, np. w postaci wprowadzenia jeszcze jednej (trze-
ciej) rzutni.

Jezeli cho¢ jeden z rzutéw punktu nie lezy na rzucie prostej, to taki punkt i pro-
sta nie sg do siebie przynalezne.

2. Prosta i plaszczyzna przynaleine do siebie

Istnieja dwie zasadnicze konstrukcje, zwigzane z przynaleznoscia prostej
i plaszczyzny:
a) konstrukcja prostej lezacej na danej plaszczyznie,
b) konstrukcja ptaszczyzny przechodzacej przez dana prosta.

Obie konstrukcje wykonujemy wykorzystujac jedno z podanych nizej twier-

dzen.

1. Prosta lezy na plaszczyznie, jezeli dwa dowolne jej punkty leza na tej
plaszczyznie.

2. Prosta lezy na plaszczyznie, jezeli przechodzi przez punkt nalezacy do tej
plaszczyzny i jednoczesnie jest rownolegla do prostej nalezacej do tej
plaszczyzny.

Jezeli prosta i ptaszczyzna przynaleza do siebie, to ich jednoimienne slady réwniez
przynaleza do siebie.

-12-



Z zasady wzajemnej przynalezno$ci prostej i plaszczyzny korzystamy m.in.
przy wyznaczaniu rzutow figur ptaskich.

3. Punkt i plaszczyzna przynalezne do siebie

Przynalezno$¢ punktu i plaszczyzny wiaze si¢ z nastepujacymi dwiema kon-

strukcjami:
a) konstrukcja punktu lezacego na danej ptaszczyznie,
b) Kkonstrukcja ptaszczyzny przechodzacej przez dany punkt.

Punkt jest przynalezny do ptaszczyzny, gdy jest przynalezny do dowolnej pro-
stej lezacej na tej ptaszczyznie. Wowczas rzuty punktu leza na odpowiednich rzu-
tach tej prostej. Brakujacy rzut punktu lezacego na plaszczyZnie mozemy wiec wy-
znaczy¢ wykorzystujac do tego dowolna prosta przechodzaca przez ten punkt
i przynalezng do danej ptaszczyzny. W praktyce postugujemy sie najczeSciej tzw.
prostymi szczegdlnymi (osobliwymi). Szczeg6lnym przypadkiem jest prosta prosto-
padta do osi rzutéw x, poniewaz potozenie rzutow punktoéw na rzutach takiej prostej
nie jest dostatecznym warunkiem przynaleznosci prostej i punktu, a tym samym
przynaleznos$ci plaszczyzny i punktu.

-13-



ZADANIA. Cwiczenie 2

Wyznaczy¢ drugi rzut wielokata lezacego na plaszczyznie a.

2.1 a(h,,v,) 2.2 a(hy,ve.K) 23a(a b)
B C v
/ >
X
D hasva il x
24 a(h,,v,) 2.5 a(hg,v,) 2.6 a(hy,v,)

-14-




2.10 a(a, b) 211 a(a, b) 212 a(a, b)

x
B'
AI C'
DI
El
a'lb’, a"l p” a'll b, a"i b” a’lb’, a”"ib”
213 a(a, K) 2.14 afa, K) 2.15 a(a, K)

=g
TK A

?K' A'
oK" x
BI
D'
C'
AB'lix, A'D'L x E'D'llx AD',B'C'] x
216 a(4,B.C) 217 a(4,B,C) 218 a(4,B,C)
B’
?C’
?
x
AB"

H" G"

H"G"l x DH']lx
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219 a(a, b, K)

2.21 afa, b)

/’@' a'
/. N\b"

AI

e
A

Kea a~a DE'1x; a b a" b"lix
222 afa, b) 2.23 a(a, b) 2.24 a(a, b)

a" b" "

" B" K" B
AI'
F" C" x
K%D,
” a'
Kea; ai1x

a b ix

Wyznaczyé rzuty réwnolegloboku lezacego na plaszczyZnie a, ktérego jednym

Bg=V,

bokiem jest odcinek 4B.
2.25 a(hg,v,) . 2.26 a(a, M) 2.27 a(hy,ve, M)
4" P e > M /
X, / x / x ha=va=x
v
lM'\ ey
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2.28 a(hg,v,) 229 a(k, L, M) 2.30 a(a, b)
Va TL" B” a” b
hy K"
7. .
x ? x
2 Ik’ a. A
e w7y AN
AL' ,—f”—””
RasVa il X alb
Wyznaczy¢ rzuty czworokata ABCD lezacego na plaszczyZnie a, ktérego bok CD
znajduje si¢ na plaszczy’nie z,.
2.31 afhg,v,) 2.32 afhg,v,) 2.33 a(a, b)
B" ha=va A ” a" "
A ”
X Xa x x
A n
hy a’
B” !
Rgs Vo 1 X alb
2.34 afhg;v,) 2.35 afa, M) 236 a(K, L, M)
M" , a" L"
A
P i k1
x x x
Nopr WM B’
va
\ LK' /
aQ
b e
hysvgll x
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Dana jest ptaszczyzna u oraz rzut pionowy (poziomy) boku AB wielokata ABCDE
lezacego na tej plaszczyznie. Narysowat drugi rzut tego wielokata, wiedzac ze
wierzchotek C polozony jest:

a) na rzutni m;,

2.37 a(a, b) 238 afa, b) 2.39 a(a, b)
a” b a’ b
B” BII BI
X X X
a' b! b" a %
b) na rzutni =,
2.40 a(a, b) 241 a(a, b) 2.42 a(a, b)
a"
BI
a4
- .| T,
\ “
b" ’
\ B /
a
b"
a'nb’a"b" a'uba”tb" A'B'1x a'wb’;a”n b”
c) na osi X,
2.43 afa, K) 2.44 a(a, K) 2.45 a(a, K)
a” zr
K By
A" T /
x ?K" x x
\ LK” " A/ 2
a' "
AK’=K"
a'lx ax
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Dany jest §lad poziomy (pionowy) plaszczyzny a oraz rzuty punktu B nalezacego
do plaszczyzny a. Uzupelnié rzuty figury.

2.46 2.47 2.48
B’ B" Va
C"
C"
/ x x
A / / B
B” A
hy
hgli x
2.49 2.50 2.51
Va
B v
B’ / 2
Ao/ c”
\fYa X / x

Vo ll x

B'I

2.52

2.53

2.54

Vo ll X

hgli x
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Cwiczenie 2
TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Wyznaczy¢ drugi rzut wielokata lezacego na ptaszczyznie a.
c

a (Va, ha)

ha

-920-
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 2

1. Na danym rzucie wielokata obieramy dwa sasiadujace ze soba rzuty wierzchot-
kéw B’, C’ i prowadzimy przez nie rzut poziomy «a’ prostej a. Na przecigciu sig
a’ z osia x znajdujemy rzut poziomy V,” §ladu pionowego prostej a. Na przecig-
ciu sig a’ ze $ladem poziomym h, ptaszczyzny o znajdujemy natomiast $lad po-
ziomy H, tej prostej. Przez rzut kolejnego wierzchotka D" prowadzimy rzut po-
ziomy ¢’ prostej ¢ (¢’ |} x). Na przecigeiu sig ¢’ ze $ladem h, otrzymujemy $lad
poziomy H, prostej czolowej ¢ (szczegblnej prostej réwnolegtej do rzutni pio-
nowej ).

2. Na odnoszacej poprowadzonej z V,” do przecigcia sig ze $ladem pionowym U,
plaszczyzny o znajdujemy $lad pionowy V, prostej a. Natomiast na odnoszacej
poprowadzonej ze $ladu H, do przecigcia sig z osig x znajdujemy rzut pionowy
H,” $ladu poziomego H, prostej a. W podobny sposob postgpujemy przy wy-
znaczaniu rzutu H.”. Punkty V, i H,” wyznaczaja rzut poziomy a” prostej a.
Z punktu H.” prowadzimy réwnolegle do $ladu v, rzut poziomy c” prostej czo-
fowej c.

3. Na odnoszacych poprowadzonych z rzutéw B’, C’ do przecigcia sig z a” znajdu-
jemy rzuty pionowe B”, C”, a na odnoszacej prowadzonej z D” do przecigcia sig
z ¢” znajdujemy rzut D”. Z polozenia rzutu A” wynika, ze rzut A” znajduje sig
na $ladzie v,. Polozenie rzutu E” wskazuje za$ na to, ze rzut E” znajduje sig na
osi x. Laczac rzuty A”, B”, C”, D”, E” otrzymujemy poszukiwany drugi rzut
wielokata.

Uwaga: Powyzej podano jedynie jeden z mozliwych sposobdéw rozwiazania zada-
nia. Jako ogdlna zasade nalezy przyja¢ stosowanie najprostszych metod rozwiazy-
wania, ktore daja w efekcie zawsze pozadana przejrzysto$¢ wykonywanego rysun-
ku.
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Cwiczenie 3

ELEMENTY WSPOLNE

Mozna wyr6zni¢ nastgpujace elementy wspdlne:
a) punkt przecigcia sig dwoch prostych,
b) punkt przebicia plaszczyzny prosta,
¢) krawedz dwoch plaszczyzn.

Znajdowanie elementéw wspolnych nalezy do elementarnych konstrukeji
w geometrii wykredlnej, wykorzystywanych podczas rozwiazywania wietu bardziej
ztozonych zadan.

1. Punkt przebicia prosta plaszczyzny rzutujacej

Rzut kazdego punktu lezacego na plaszczyznie rzutujqcej, tzn. prostopadiej do
rzutni, nalezy do lezacego na tej rzutni $ladu plaszczyzny rzutujacej. Z powyzszego
wynika, Ze rowniez rzut punktu przebicia ptaszczyzny rzutujacej prosta bedzie lezat
na $ladzie tej plaszczyzny (na $ladzie poziomym plaszczyzny poziomo-rzutujacej
lub na $ladzie pionowym plaszczyzny pionowo-rzutujacej). Majac znaleziony jeden
rzut punktu przebicia tatwo odnajdujemy drugi rzut, wykorzystujac prosta odnosza-
ca.

2. Krawedz plaszczyzny rzutujacej z plaszczyzng dowolng

Wyznaczenie krawgdzi, tj. wspdlnej prostej dwoch plaszczyzn, sprowadza sig
do znalezienia dwéch wspdlnych punktow tych ptaszczyzn. W tym celu znajdujemy
rzuty punktow przebicia plaszczyzny rzutujacej dwiema prostymi (przecinajacymi
si¢ lub réwnoleglymi) nalezacymi do plaszczyzny dowolnej (patrz p.1). Znalezione
dwa rzuty punktoéw przebicia pozwalaja wyznaczy¢ jednoznacznie rzuty poszuki-
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wanej krawedzi (w przypadku plaszczyzny poziomo-rzutujacej rzut poziomy kra-
wedzi jednoczy sig ze $ladem poziomym tej plaszczyzny, a w przypadku plaszczy-
zny pionowo-rzutujacej rzut pionowy krawedzi jednoczy sie ze $ladem pionowym
tej plaszczyzny).

3. Punkt przebicia prosta plaszczyzny dowolnej

Znalezienie punktu przebicia dowolnie lezacej plaszczyzny wymaga na ogol
wprowadzenia dodatkowej ptaszczyzny przechodzacej przez t¢ prosta. W celu uta-
twienia konstrukeji, jako dodatkowa obieramy najczesciej plaszczyzng rzutujacs.
Kolejnym krokiem jest znalezienie krawedzi miedzy plaszczyzna dang i plaszczy-
zng rzutujaca, a nasigpnie na przecigeiu krawedzi z dana prosta znajdujemy punkt
przebicia.

4. Krawedz dwéch plaszezyzn dowolnych

Wyznaczenie krawedzi dwéch plaszczyzn wymaga w ogélnym przypadku zna-
lezienia dwoch punktow lezacych réwnoczeénie na obu rozpatrywanych plaszczy-
znach. Kazdy z nich jest punktem przebicia jednej ptaszczyzny prosta nalezacg do
drugiej plaszczyzny. Jak tatwo zauwazyé, stosujac dwukrotnie opisany w punkcie 3
sposob, tj. prowadzac plaszczyzny rzutujace przez dwie proste lezace na jednej
ptaszczyznie, znajdujemy punkty przebicia tymi prostymi drugiej plaszczyzny,
a punkty te z kolei wyznacza krawedz ptaszczyzn.

W przypadku ptaszczyzn danych $ladami punkty przeciccia sie $ladow lezacych
na tej samej rzutni pozwalaja na bezposrednie wyznaczenie punktéw krawedzi,
poniewaz punkty te sa jednoczesnie §ladami krawedzi. Nie jest wymagane wiec
wprowadzenie dodatkowych plaszczyzn. Nieco inaczej postepujemy jedynie
w przypadku $ladow réwnolegtych do osi rzutéw x ($lady nie przecinaja si¢).
Wprowadzamy dwie dodatkowe proste (lezace na jednej plaszczyznie, badz po
Jednej prostej na kazdej z ptaszczyzn), przez ktore prowadzimy plaszczyzny rzutu-
jace, a nastgpnie wyznaczamy punkty przebicia i ostatecznie znajdujemy krawedz
ptaszczyzn.

Gdy obie plaszczyzny sa prostopadle do rzutni, to ich krawedz jest takze pro-
stopadta do tej rzutni, a jeden z rzutdw krawedzi jest punktem.
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ZADANIA. Cwiczenie 3
Wyznaczy¢ krawedZ przecigcia si¢ plaszezyzn a i B.

3.1 a(hysve)i Blhgovg) | 3.2 a(v,, 4); p(hg,B) 33 a(v,,4); B(hg,B)
—gn vg,
pd'=A '
/9
X
Xi=Xp
hy LB"
S-4a(4, B, C); B(D,E F) PSa(4, B, C D)B(E F. G)| 3.6 a(hyv,): B(4, B, C)
” E" Bn ” 7
£ o A
“WB’ x
B C
A'D', A"D", B'C', B"C" ux
3.7a(a, b); B(m, n) 3.8a(a, b); B(m, n) 3.9a(a, A); (b, B)
& B ow 7 % 4
" LN/} ”
>i(>i£ // 9 {
X x ‘?A
n" m’ ' n" 4 $B'
XX | ,,.
b / \ 18"
anb




3.10 a(h,v,) B4, B, C)

3.11 a(hg,v,) p(4, B, C)

3.12 a(hyv,) B4, B, C)

B" v“ " Va B" C
T B —
A" a a
A" " C’
C x c” X 4 j X
Cl Bl C,
AI
B A'
hy ' oaenmenx| /AN,
B'C' llh; B"C" lIv, ABLAB"Lx | A'C, A"C" Nhg=v,

Poprowadzié prosta przecinajaca trzy proste skoéne (rzuty tej prostej nie powinny

pokrywac si¢ z danymi).
3.13 3.14 3.15
rl . " t"
s r
t'
x x
316 317
cJ a”
P”
Vd \
x x

plizy; cli T,
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Dana jest plaszczyzna a i dwie proste skoéne. Przez dowolnie obrany punkt 4
poprowadzié plaszczyzng § tak, aby krawedZ k=ar\8 przecinala obie proste skosne

3.19 a(hyvy)

3.20 a(hg,v,)

321a(B, C D)
a" ?D' bn

a'iba nb" miux

Wyznaczyé punkt przebicia plaszczyzny a prosta m. Okresli¢ widocznoéé prostej

przy zalozeniu, ze plaszczyzna a jest nieprzezroczysta.

3.25 a(h,,v,); m(A, B)

3.26 a(ha, va); m(A) B)

3.27 a(hy,v,); m(l, 2)

hgs Vg Il X
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3.28 a(hyyvy )i m(l, 2)
$17

ha=Vy
\ 2!

X=1'" «x

2"
Tm'=m"

3.30 a(h,,4): m(1, 2)

|

s

Narysowaé prosts przechodzacq przez punkt 4 i przecinajaca proste a i b.

3.31
b"

74

X

3.32

3.33
a'=b’

a'

b

14
a

VAva
Lar

Przez proste a i b poprowadzié dwie plaszczyzny w taki sposéb, aby ich krawedZ
przeciecia zawierala punkt M.

335

N7,

3.36

a" b"
/ ?M'/
x

a (LN

SM”

a' b’
SM”




Cwiczenie 3

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Dana jest plaszczyzna « i dwie proste skosne a, b. Przez dowolnie obrany punkt A poprowadzié

ptaszczyzne Btak,aby krawedz k(a x g ) przecinata obie proste skosne.

o (Va, ha)

XN A w

Va
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a"=ve=k{ b"= vy=k3

ﬁ (A11R1YR2)
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 3

1. Obieramy dowolnie rzuty punktu A. Przez prosta a prowadzimy plaszczyzne
pionowo-rzutujaca @, a przez prosta b plaszczyzng pionowo-rzutujaca . Na
przecigciu sig Sladow hy 1 hy, znajdujemy $lad poziomy Hy, krawedzi k; powsta-
tej z przecigeia si¢ dwoch plaszczyzn: danej plaszczyzny o i pomocniczej @.
Slad pionowy V,, tej krawedzi znajdujemy na przecigciu $ladow vy i Uy W ten
sam sposob znajdujemy $lad poziomy Hy; i slad pionowy V,, krawedzi &, po-
wstatej z przecigcia sie plaszczyzn a1 y.

2. Na odnoszacych poprowadzonych ze $ladow H,; i V,,; do przeciecia sie z osig x
znajdujemy rzuty tych $ladéw, odpowiednio H,,” i Vi,/. W podobny sposéb
znajdujemy rzuty Hyp” i V)’ $ladéw krawedzi k,. Otrzymane $lady krawedzi
oraz rzuty tych sladéw wykorzystujemy do wyznaczenia rzutéw krawedzi
k; 1 k;. Nalezy zauwazy¢, ze w tym przypadku rzuty pionowe kazdej krawedzi
bgda pokrywaty si¢ z odpowiednimi $ladami pionowymi plaszczyzn rzutuja-
cych, otrzymujemy wigc odpowiednio &,” = v, oraz k;” = v,

3. Na przecigeiu prostej a z krawedzig k; znajduje si¢ punkt R; bedacy miejscem,
w ktérym prosta a przebija plaszczyzng o (znajdujemy R,” = a’ N k,’, a nastep-
nie na odnoszacej poprowadzonej z R,” do k;” znajdujemy R;”). Analogicznie
R, = b M k; jest punktem przebicia ptaszczyzny y prosta b. Punkty A, R;, R, wy-
znaczaja plaszczyzng 8. Krawedz k= n B spelnia warunki zadania, poniewaz
przecina proste @ i b. Nalezy podkresli¢, Ze ostateczne rozwiazanie bedzie zale-
zato jedynie od polozZenia punktu A, poniewaz w kazdym przypadku ptaszczy-
zna bgdaca rozwiazaniem zadania musi przechodzi¢ przez punkty przebicia
R, iR,

Uwaga: Zasadg rozwiazania powyzszego zadania pokazano na rysunku poglado-
wym.
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Cwiczenie 4

ELEMENTY ROWNOLEGLE I PROSTOPADLE

1. Roéwnoleglosé prostej i plaszczyzny

Jezeli prosta jest rownolegta do prostej lezacej na plaszczyznie, to jest rowniez
rownolegta do tej plaszczyzny. Z twierdzenia tego wynika spos6b konstruowania
prostej rownoleglej do danej ptaszczyzny i plaszczyzny rownolegtej do danej pro-
stej.

2. Roéwnoleglos¢ dwéch plaszezyzn

Jezeli dwie proste przecinajace sig i lezace na tej samej plaszczyznie sa rowno-
legle do drugiej plaszczyzny, to obie te plaszczyzny sa réwniez do siebie rownole-
gle.

Jezeli jednoimienne §lady dwoch plaszczyzn sa do siebie rownolegle, to réwno-
legte do siebie sg takze te plaszczyzny.

Krawgdzie dwoch plaszczyzn rownoleglych z ptaszczyzna do nich nieréwnole-
gla sa do siebie rownolegte.

3. Prostopadlosé¢ prostych

Jezeli przynajmniej jedna z dwéch prostych prostopadtych jest rownolegla do
rzutni lub lezy na tej rzutni, a druga nie jest prostopadia do tej rzutni, to rzuty tych
prostych na tg rzutnig sa réwniez prostopadle (konstrukcja dwéch dowolnych pro-
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stych prostopadlych wymaga znajomo$ci zagadnienia prostopadtosci prostej
i plaszczyzny).

W ogoélnym przypadku dwéch prostych o potozeniu dowolnym (tj. nie prosto-
padtym i nie réwnolegtym do rzutni) wzajemna prostopadto$é¢ rzutéw nie oznacza
prostopadiosci prostych.

4. Prostopadlo$¢ prostej i plaszczyzny

Jezeli prosta jest prostopadta do dwoch nieréwnoleglych prostych lezacych na
plaszczyznie, to ta prosta jest takze prostopadia do tej ptaszczyzny (tzn., ze jest
prostopadia do kazdej prostej lezacej na tej plaszczyznie). Z punktu 3 wynika, ze
przy konstruowaniu prostej prostopadlej do plaszczyzny najlepiej jest wykorzystaé
dwie proste szczegolne, tj. pozioma i czolowa, z ktérych kazda lezy na tej plasz-
czyzZnie.

W przypadku plaszczyzny danej sladami rzuty prostej prostopadtej do plasz-
czyzny beda prostopadie do odpowiednich $ladow plaszczyzny (Slady sa szczegol-
nym przypadkiem prostych — czolowe;j i poziome;.

Dwie dowolnie lezace proste bgda do siebie prostopadte, jezeli jedna z nich lezy
na plaszczyznie prostopadlej do drugiej prostej.

S. Prostopadlo$¢ dwéch plaszczyzn

Przy zadanej plaszczyzZnie prostopadta do niej drugg plaszczyzng wyznaczamy

dwoma sposobami:

1) na plaszczyznie danej obra¢ dowolna prosta i poprowadzi¢ plaszczyzne do niej
prostopadia,

2) poprowadzi¢ prosta prostopadla do danej ptaszczyzny (wéwczas kazda ptasz-
czyzna poprowadzona przez t¢ prosta bedzie prostopadia do danej plaszczy-

zny).
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ZADANIA. Cwiczenie 4

Zbudowag tréjkat prostokatny ABC, majac dang przyprostokatna AB i wiedzac, ze
przeciwprostokatna BC lezy na prostej a.

4.1 42 4.3
B" A" ' a”
A " all B a' B"
x X A'=4" x
a' a" ,
A’ A T B
B’ a
Znalez¢ punkt symetryczny do punktu 4 wzgledem plaszczyzny a.
44 o(B,C,D) 45 a(v, ,h) 46 a(ab)
V= ha a' b
(?B ?D" ?A” ’
A=4" o 74 4
7 ? x x x
5B $D’ /

4 c”

b
A" "
allb a'

Okresli¢ przebieg promienia wychodzacego z punktu 4 i przechodzacego przez

punkt B po odbiciu od ptaszczyzny a.
4.7 o(a,b) 4.8 a(a,b) 49 a(ab)
' an b" ?B a" b' a’ b ?Bn
?A ?B" ?BI
?AH
x x . x
i AI'
SAM f GA! ,
O i N )Q v
A'B, A"B"1 x allb a" b

-36-




Punkt 4 przemieszcza si¢ w kierunku s ze stalg predkoécig i spotyka sie z punktem
B, ktdry rozpoczyna ruch w tym samym czasie i z taka sama predkoscig co punkt 4.

Wyznaczy¢ kienmek ruchu punktu B.
4.10 411 4.12
" . B
A' S" BII A T\S'\ ?
S" B" A" ?
? i x
|k T
A A’
s's" 1x s"|[x
Wyznaczy¢ zbiér punktéw réwno oddalonych od punktéw 4, B, C.
4.13 414 415
?B" ?A" ?C"
74 o ?¢ A"
?B' ?A x ?B" x
" 6cn é,B' 6C'
J>A J,Cn $A'
$B" &B'
Na prostej a znalez¢ punkt réwno oddalony od punktéw B, C.
4.16 4.17 4.18
" B' / B al'
a " ' ”
, ? q ?Cl TB' ?C
4B a’ SB” ,
a an
/ v lo
a” ben B'C' B"C"L x a"||x
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Na plaszczy’nie a znalezé punkt réwno oddalony od punktéw A4, B, C.

419 afa, b) 420 afa, b) 421 afhy vg)
a” b” ” q”
c"
?B" B” " ?B" ‘\\
=" Q ‘?A ¢ x

——_—C ;

& ' ' ' ’

B g 5 o4 Sc \

LB’ ‘\

\B'C'.B"C" L x; A"B"||x; a|lb

Wyznaczy¢ prosta prostopadia do prostych skofnych a i b oraz przecinajacs je.

4.22

N\

423

4.24

2N

ayZ

Przez punkt A poprowadzi¢ prosta prostopadia do danej prostej m i przecinajacs ja.

4.25 4.26 4.27
m' '
/ 4
A"
? m’ / A
, A"
od' & / T4 x 7 x
pd




Punkt 4 przemieszcza si¢ w kierunku s ze stalg predkoécig i spotyka sie z punktem
B, ktdry rozpoczyna ruch w tym samym czasie i z taka sama predkoscig co punkt 4.

Wyznaczy¢ kienmek ruchu punktu B.
4.10 411 4.12
" . B
A' S" BII A T\S'\ ?
S" B" A" ?
? i x
|k T
A A’
s's" 1x s"|[x
Wyznaczy¢ zbiér punktéw réwno oddalonych od punktéw 4, B, C.
4.13 414 415
?B" ?A" ?C"
74 o ?¢ A"
?B' ?A x ?B" x
" 6cn é,B' 6C'
J>A J,Cn $A'
$B" &B'
Na prostej a znalez¢ punkt réwno oddalony od punktéw B, C.
4.16 4.17 4.18
" B' / B al'
a " ' ”
, ? q ?Cl TB' ?C
4B a’ SB” ,
a an
/ v lo
a” ben B'C' B"C"L x a"||x
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Na plaszczy’nie a znalezé punkt réwno oddalony od punktéw A4, B, C.

419 a(a, b) 4.20 a(a, b) 4.21 afhg,vg)
a” p” ” q”
c”

B B " ? " ‘\\

C'=C" ? ?A ?B x
——_—C ;
& ' ' ' ’

B AB' b & A J) c X

LB’ ‘\

\B'C'.B"C" L x; A"B"||x; a|lb

Wyznaczy¢ prosta prostopadia do prostych skofnych a i b oraz przecinajacs je.

4.22

N\

423

4.24

2N

ayZ

Przez punkt A poprowadzi¢ prosta prostopadia do danej prostej m i przecinajacs ja.

4.25 4.26 4.27
m' '
/ 4
A"
? m’ / A
, A"
od' & / T4 x 7 x
pd




Znalez¢ na prostej a punkt réwno oddalony od koficow odcinka 4B.

4.28

4.29

4.30

a ”

X

Bl

-

Przez punkt A poprowadzi¢ plaszczyzne prostopadia do dwoch plaszczyzn aif .

431a(a, b); p(m, n) 4.32afa, b); p(m, n) 4.33 a(a, b); pm, n)
% %I’ " h
A" wn’ r n' ! v n'
X VA%
y X y X y X
VRN VN ol

m' p'

e <

aib

Wyznaczyé kierunek wektora predkosci punktu 4 krazacego wokdl prostej / .

4.34 435 4.36
I'
l'
A" AI
f X ? X
$A ! (gA $ A ”
$4"

P




plaszczyzny a.

Przez punkt 4 poprowadzi¢ prosta prostopadta do prostej a i réwnoleghy do

4.37 a(m, n)

4.38 a(hgve)

Xa x

439 a(D, B, C)

f c'=c"T x

f ! “
N\ a; ' D’ a’
K\ / /4, . R | /
min
Przez punkt 4 poprowadzi¢ plaszczyzng réwnolegly do prostej a i prostopadia do
plaszczyzny a.
4.40 a(m, n) 4.41 afhg,v, ) 4.42 a(D, B, C)
m2 ” [ " a"
n a” a Va B
%\ \ .
? D 9
o4’ x Xa x 7 c=C" x
: | ba
, ’ a’ a é D’ a’
NYAEA LD
min

Dane sg dwie proste réwnolegte a i b oraz skoéna do nich prosta f . Wyznaczy¢ na
prostej f punkt réwno oddalony od prostych a i b.

4 43

N

444 ..

e

anb

aib




Znalezé rzuty rombu ABCD, majac dany rzut przekatnej i wiedzac, 2¢ jeden
wierzchotkéw lezy na prostej a.

4.47

B"
D"

4.48

Bﬂ

X
al %
DI

/ mf

Dana jest prosta a oraz jeden rzut przecinajace;j ja prostej bl a.
Znalez¢ drugi rzut prostej b oraz jednoznacznie okre§lié jej przebieg.

4.49 " 4.50 4.51
a” b a'=a
P"
a” / P'=p"
X X X
L = b"
a' M P /
bl
b"lx b'lx b"lx
Dane sa dwie proste a i b oraz punkt P. Przez punkt P poprowadzié prosta
prostopadia do a i przecinajaca b.
4.53 4.54

52 "
e

— "
a=a b"

.4

b
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Przez punkt 4 poprowadzi¢ prosta prostopadta do dwéch prostych skosnych a i b.

4.55 4.56 4.57
b" a” "
z :\
TA" T
x x oA’ x
S4' p /}7 b
a’ lA, b! \
\\\\\\j::///////,/ l‘4"

Wyznaczy¢ rzut prostokatny odcinka 4B na plaszczyzne a.

4.58 a(K, L, M)
B"

?M"
A L ?Kn
oM

4.59 a(a, b)
av b

A'=A"

4.60 a(a, b)

eKLL' x
AN

oL”
BI

\ .
\€n=n
\\q\a"

Przez punkt 4 poprowadzi¢ prosta rébwnolegla do plaszczyzny a oraz ptaszczyzne

réwnolegla do plaszczyzny a.
4.61 a(hg,vy) 4.62 a(h,,v,) 4.63 a(h,,v,)
v, hy=v,
? A/ 7 A h
X, . X, x ' x
b4
dar ha Z
La e
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Znalezé rzuty rombu ABCD, majac dany rzut przekatnej i wiedzac, 2¢ jeden
wierzchotkéw lezy na prostej a.

4.47

B"
D"

4.48

Bﬂ

X
al %
DI

/ mf

Dana jest prosta a oraz jeden rzut przecinajace;j ja prostej bl a.
Znalez¢ drugi rzut prostej b oraz jednoznacznie okre§lié jej przebieg.

4.49 " 4.50 4.51
a” b a'=a
P"
a” / P'=p"
X X X
L = b"
a' M P /
bl
b"lx b'lx b"lx
Dane sa dwie proste a i b oraz punkt P. Przez punkt P poprowadzié prosta
prostopadia do a i przecinajaca b.
4.53 4.54

52 "
e

— "
a=a b"

.4

b
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Przez punkt 4 poprowadzi¢ prosta prostopadta do dwéch prostych skosnych a i b.

4.55

X

4.56
b"

a'=a"

X

4.57

a’ lA'

éA' b’

La

!

\

o

ay !
/ ‘r;\
: pd’ x
/"

Wyznaczy¢ rzut prostokatny odcinka 4B na plaszczyzne a.

458 a(K, L, M) 4.59 a(a, b) 4.60 a(a, b)
B" an b " b"
pM" g
A" ?Kn A'=A" A’
X ?MI B"
eKLL' x A2~ x
SL" ' »

—

BI

\ .
\€"=B"
\\q\a"

Przez punkt 4 poprowadzi¢ prosta rébwnolegla do plaszczyzny a oraz ptaszczyzne

réwnolegla do plaszczyzny a.
4.61 a(hg,vy) 4.62 a(h,,v,) 4.63 a(h,,v,)
0 A" va ha=Va hy
A ’
X, . X, x ' x
b4
dar ha Z
v
La =

-42-



Dane s3 trzy proste skosne /, m, n. Poprowadzi¢ prosta réwnolegla do prostej
i przecinajaca proste m i n.

4.64

4.66 . m"
x

N\

4.65 .,
7" m'=m

X

//’

AN

Wyznaczy¢ réwnoleglobok ABCD, ktbrego bok 4B lezy na prostej a, bok BC jest
réwnolegly do plaszczyzny a, a wierzcholek C lezy na proste;j b.

467 a(K, L, M)

S

oK
6Lnoﬂ”

S
\J;L'M

4.68 afhy,v,)

X

4.69 a(m, n)

K

/ O<

Przez punkt 4 poprowadzi¢ prosta réwnolegla do plaszczyzny a i przecinajacq

prostg b.

4.70 afm, n)

4.71 afh,,v,)

4.72 a(d, e)

”

d e’
b"
> e
p

K 1




Cwiczenie 4

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Dane sg dwie proste rownolegle a. b oraz skosna do hich prosta f.
Wyznaczyc na prostej f punkt réwno oddalony od prostych ai b.

allb
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 4

1. Wprowadzamy dowolng prosta pozioma p lezaca na wyznaczonej przez parg
prostych a, b ptaszczyznie f. W tym celu prowadzimy dowolnie rzut pionowy
p” tej prostej (przy czym musi by¢ oczywiscie p” || x) i wyznaczamy rzuty pio-
nowe 1”, 2” punktéw, w ktérych prosta p przecina proste a i b. Na odnoszacych
poprowadzonych z tych rzutéw do przecigcia sig z a” i b’ znajdujemy za$ rzuty
poziome /" 2’, ktére wyznaczaja rzut poziomy p’ prostej poziomej p. Wprowa-
dzamy nastepnie prosta czotowa ¢ (¢’ || x) tak, aby przechodzita ona przez punkt
P bedacy srodkiem odcinka /2. W tym przypadku wyznaczamy najpierw
rzut ¢, a nastgpnie po uzyskaniu rzutdw 3’ i 4 znajdujemy rzuty pionowe
3”14” tych punktow, dzigki ktérym mozemy wyznaczy¢ rzut pionowy ¢” pro-
stej czotowej c.

2. Przez punkt P prowadzimy dwie proste m i n, ktére wyznaczaja plaszczyzne o
prostopadia do plaszczyzny f8 = ab i przechodzaca przez srodek odlegtosci po-
migdzy prostymi a i b. Prostopadto$¢ plaszczyzny @ do B wynika z tego, ze
przechodzi ona przez prosta n prostopadta do plaszczyzny S. Natomiast prosta n
jest prostopadta do ptaszczyzny a, poniewaz jest prostopadta do dwoch pro-
stych ¢ i p lezacych na tej plaszczyznie (rzuty prostej n rysujemy w ten sposéb,
zen' Lp orazn” 1 ¢”).

3. Przez prosta f prowadzimy ptaszczyzng pionowo-rzutujaca ¢. Plaszczyzna ta
przecina proste m, n w punktach 5, 6, ktore wyznaczaja krawedZ przeciecia si¢
plaszczyzn i @ (prosta k). Na rzucie poziomym otrzymujemy R’ = f N k’. Na
odnoszacej poprowadzonej z R* do f” znajdujemy R” i w ten sposéb mamy
okreslone rzuty punktu przebicia ptaszczyzny o prosta f. Poniewaz plaszczyzna
« jest zbiorem punktéw réwno oddalonych od prostych a i b, to punkt R € «

jest rozwigzaniem zadania

Uwaga: Zasadg rozwiazania powyzszego zadania pokazano na rysunku poglado-
wym.
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Cwiczenie 5

OBROTY

1. Obrét punktu

Obrotem punktu A dookota osi / nazywamy przemieszczenie tego punktu do
nowego potozenia A, po tuku okregu lezacego na plaszczyznie € L [ przechodzqcej
przez punkt A. Srodek § okregu polozony jest na osi obrotu [ i nazywa si¢ srodkiem
obrotu, a promien AS okregu — promieniem obrotu. Skierowany kat w = ASA; na-
zywamy katem obrotu.

Konstrukeja obrotu jest mozliwa pod warunkiem prostopadtosci osi obrotu { do
rzutni. Oznacza to, ze plaszczyzna obrotu jest plaszczyzna pozioma lub czotowa.

2. Obrét prostej

Obrotu prostej dokonujemy poprzez obrét dwéch punktéw tej prostej o taki sam
kat skierowany.

Metodg obrotu mozemy znalez¢ rzeczywista dlugo$é dowolnie potozonego od-
cinka, a takze kat nachylenia odcinka (prostej) do rzutni.

3. Obrét plaszczyzny, figury

Obrotem plaszczyzny o lub figury I" dookola osi [ o skierowany kat nazy-
wamy obrot dookota tej osi o ten sam kat @ tylu punktéw plaszczyzny o lub figury
I’ aby ich nowe potozenie jednoznacznie okreSlaty plaszczyzne lub figure¢ w no-
wym potozeniu I'; lub .
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ZADANIA. Cwiczenie 5
Obrécié plaszczyzng a dookota osi / o 180°.

5.1 a(a, b) 5.2 a(hy,v,) 53a(4, a)
%' ' ha=Va rr ?A" a r
AI
X Xa X ? X
4
r r

Obrécié plaszezyzng a dookola osi / o taki kat, aby plaszczyzna a zawierata

punkt 4.
5.4 a(hyv,) 5.5a(a, b) 56a(B, a)
" "
?A
o4 x
Ol'
Obrécié prosta a dookota osi / tak, aby znalazla si¢ na plaszczyZnie a.
5.7 a(hg,v,) 58a(b, d) 59a(4, B, C)
va al—_-a" bn d" a" TBI' TA" )"/
>< / 7 €
x x x
% o dc a
by a 4
Iim lim, .z,




Przez punkt A poprowadzi¢ prosta a, nachylong pod katem 45° do 7130° do =,.

5.10

TA"

5.11

A=A"
I

5.12

P4

A" &

ba

Wyznaczy¢ kat nachylenia plaszczyzny a do rzutni .

5.13 a(4, B, C, D)

5.14 a(a, b)

5.15 afhyvy)

V,
X;/x

A" B"
D"m ”
¢ X
AI
B’
D'
C'

h
Wyznaczy¢ katy nachylenia odcinka AB do rzutni i,
516 517 5.18
B"
B" B”
A/B! B:, &
A x 4 x
o | ,
A L B
AB1x
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Punkt 4 obréci¢ dookota prostej / tak, aby stat si¢ réwno odlegly od punktéw B i C.

5.19 5.20 5.21
"
BI
) r c" 7
M T o
g ML e
?A ?B x ?B X X
Yol $B” 6 A’
ol’ J, &A" A c”
c” " é B”
ol ‘LC' r

Wyznaczy¢ taka o ! L x;, aby po obrocie dookola niej punkt 4 znalaz} sie na prostej

a. Poda¢ zbiér rozwiazaf.

522 5.23 5.24
" ’ a”
?A/ 74 \
A'=A"
P4 X T X
1] a" a'
>4 \ bar / \
Przez punkt 4 poprowadzi¢ plaszczyzne y pod katem a do =i B do =,
5.25 5.26 5.27
?A” TA'
TA'=A»
x x x
Lo 4
a=45°; =60° a=60°; p=45° a=60°; B=60°
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Wyznaczyé metoda obrotu odleglosé dwéch prostych skosnych.

5.28 5.29 a” b” 5.30 ,
a b
/
x x x
Wyznaczyé érodek okregu wpisanego w tréjkat ABC.
5.31 B" 532 5.33 B
A" c ,
A& W 4 c
C”
x ‘B X x
C' B" BII
"'Xd < -
B’ A’ A”

Stosujac metode obrotu wyznaczy¢ miejsce geometryczne punktéw réwno

oddalonych od punktéw 4, B, C.
5.34 535 5.36
ol P ¥
pA'=A 7€ . 7 B oA’ ¢
o o YU
$B’ ip s sC"
¥ou Lo
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Cwiczenie 5
TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Obréci¢ prosta a dookota osi/ tak, aby po obrocie znalazia sie ona na plaszczyznie a.
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 5

1. Przez prosta a prowadzimy plaszczyzng pionowo-rzutujaca y, a nastepnie znaj-
dujemy rzuty krawedzi k = R;R; plaszczyzn a = bd i y. Na przecigciu sig¢ pro-
stych a i k otrzymujemy punkt P, w ktorym prosta a przebija plaszczyzne a.
W punkcie P umieszczamy o$ obrotu /. Przyjmujemy o$ obrotu prostopadla do
rzutni poziomej 7;.

2. Prowadzimy dowolnie ptaszczyzne pozioma ¢, ktdra przecina plaszczyzng o
wzdhuz prostej poziomej p. Prosta p wyznaczaja punkty /, 2, bgdace punktami
przebicia plaszczyzny ¢ przez proste b i d. Prosta a przebija plaszczyzng y
w punkcie 3.

3. Dokonujemy obrotu rzutu poziomego 3’ punktu 3 dookota osi /, przyjmujac
jako promien obrotu odcinek Fy, o taki kat, aby w nowym potozeniu 3,
punkt ten znajdowat si¢ na prostej poziomej p. Rzut pionowy 3,” znajdujemy na
odnoszacej, poprowadzonej z 3, do rzutu p”. W ten sposéb wprowadziliSmy
punkt 3 na plaszczyzng a. (Uwaga: w przypadku, gdy promien obrotu

P'3 punktu 3 jest mniejszy od odlegtosci osi obrotu / od prostej p, tj. gdy okrag
zatoczony promieniem obrotu nie przecina prostej poziomej, zadanie nie bedzie
mialo rozwigzania).

4. Punkty 3; i P wyznaczaja poloZenie a,, w ktorym prosta a zostata wprowadzona
na plaszczyzne a. Nalezy zauwazy¢, ze w ogdlnym przypadku zadanie bgdzie
mialo dwa rozwiazania, ktére zostaly uwzglednione na zataczonym rysunku
pogladowym.

Uwaga: Zasade rozwiazania powyzszego zadania pokazano na rysunku poglado-
wym.
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Cwiczenie 6

KLAD I PODNIESIENIE Z KEADU

Klad jest szczegolnym rodzajem obrotu. W odréznieniu od klasycznego obrotu,
kiedy to o$ obrotu jest prostopadta do jednej z rzutni uktadu odniesienia (711,72),
dokonuje sig go dookota osi obrotu potozonej na rzutni lub na plaszczyznie rowno-
legtej do rzutni.

1. Klad punktu

Ktadem punktu P na rzutnig 7 lub ptaszczyzne y|| 7 nazywamy obré6t punktu P
dookota osi obrotu / potozonej na rzutni 7 (ptaszezyznie y) o taki kat obrotu, po
ktérym punkt ten w nowym polozeniu a° znajdzie sie na rzutni 7 lub plaszczyz-
nie 7.

Do wyznaczenia kladu prostej wystarczajace jest wykonanie kladu dwoch
punktow tej prostej (przyjmujac tg sama o$ obrotu). W ten sposob dokonujemy
Jjednoczesnie ktadu odcinka okreslonego przez te punkty i wyznaczamy jego rze-
czywista dhugosé.

W zaleznosci od tego, jak zostanie umiejscowiona 0§ obrotu, mozemy otrzy-
mac:

a) kiad trapezowy odcinka (0§ obrotu pokrywa sie z rzutem prostej, na ktorej lezy
odcinek — o$ obrotu potozona jest na rzutni),

b) kifad roéznicowy odcinka (0o$ obrotu pokrywa sie z rzutem prostej, na ktorej lezy
odcinek — 0§ obrotu potozona na ptaszczyznie przechodzacej przez jeden z kon-
c6w odcinka).

¢) kiad prostej (odcinka) — przypadek, gdy o$ obrotu nie pokrywa sie z rzutem
proste;j.

Kiad réznicowy (trapezowy) odcinka umozliwia takze wyznaczanie kata nachy-
lenia do rzutni prostej przechodzacej przez ten odcinek (tzn. zawierajacej ten odci-
nek).
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2. Klad i podniesienie z kladu plaszczyzny

Kiadem plaszczyzny nie bgdacej w poloZeniu rzutujacym « na rzutni¢ 7 lub na
plaszczyzng y || m nazywamy taki obrot ptaszczyzny o dookota osi obrotul! =an 7
(an y), ze po obrocie o skierowany kat @ # 90° plaszczyzna & w nowym potoze-
niu & jednoczy sig z rzutnia 7 (plaszczyzng 7).

Podniesieniem z kladu plaszczyzny nie bgdacej w polozeniu rzutujacym o,
jednoczacej si¢ z rzutnia 7z lub ptaszczyzna y || 7, nazywamy taki obrot plaszczyzny
o° dookota osi obrotu I = o N 7 (& M y), przy ktérym po obrocie o skierowany kat
w # 90° plaszczyzna ® w nowym polozeniu jednoczy si¢ z plaszczyzna .

W przypadku ktadu lub podniesienia z kladu plaszczyzny danej $ladami najko-
rzystniej jest przyja¢ jako o$ obrotu Slad plaszczyzny, pionowy lub poziomy,
w zaleznosci od tego, ktora rzutnig bierzemy pod uwagg.

Klad plaszczyzny moze stuzy¢ do wyznaczenia wzajemnego polozenia lub rze-
czywistej wielkosci elementow lezacych na tej plaszczyznie. Podniesienie plasz-
czyzny z ktadu wykorzystuje si¢ natomiast do wykreslenia rzutéw elementdéw leza-
cych na tej plaszczyznie, przy znanej wielkoSci rzeczywistej tych elementéw lub
znanych relacjach wzajemnego polozenia migdzy nimi.
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ZADANIA. Cwiczenie 6
Wyznaczyé kat miedzy plaszczyznami a i B.

6.1 ofa,b); B(m,n)

6.2 (I(A, a),' B(B) b)

6.3 o(4,B,C); B(D.EF)

a" b" ” " a’ " F
XK 4 )2k o
"9 " "
x gBII x QE ?C ?Dx
>K | ,
al b’ ' b °E' '
2T e
m
F

6.5 of4, a);p(hg,vs)

6.5 ofa,p); Blhg,vs)

6.6 afa,c); flhg,vs)

v a” hﬂ=vﬁ a
a' B " !
" P :
od -\/
o4 Xa x Xa . x Kl X
p' C" a"
a"/ hg |4 >< -

Wyznaczyt kat nachylenia prostej a do plaszczyzny a .

6.7 a(4,B,C)

C
" "
: A c

?A' a"?Bn ?

6.8 a@db)

5

6.9 a(d,d)
?A"

Sy
/

AV4

blld




Dane s trzy proste réwnolegle. Wyznaczyé prosta m réwnolegta do tych prostych

1 réwno oddalona od nich.
6.10 6.11 6.12
//7 // 7 / 7
X x X
"N p\ d’ "N \d' }"4/
af|bl|ld al|bl|ld allb||d

Wyznaczyé dwusieczng kata nachylenia prostej a do plaszezyzny a.

6.13 a(d b)

6.14 a(d, b)

dv b '
//l/a

a

7>

bl|d

6.15 a(hy,v,)

a'lky; a"v,

Przez punkt A poprowadzi¢ prosta nachylona pod katem a do plaszczyzny 8.

6.16 o =45 P(ab)

a" b

6.17 a=60° P(aB)

6.18 o=30° B(B,CD)

| B a” . Dy

oA od” \ Q Cf} A%

04" B'o DY x
cy 4

%




Na prostej / wyznaczy¢ odcinek o dlugoéci 5 cm, jezeli wiadomo, Ze prosta
przechodzaca przez koniec tego odcinka i punkt P tworzy z prosta / kat a.

6.19 a=45° 6.20 o=60° 6.2] a=30°

l" I II l"
?PII "
/ / o P’ >< 3P

P x x X

' & pr
~ /’ Lpr d

ZnaleZ¢ rzeczywiste wielkosci czworokata ABCD lezacego na plaszczysnie a.

6.22 ofh,,v,,K) 6.23 afhy,Vs) 6.24 a(hy,Va)
ha

hy=v,

BI

AI
B \A
D' c
A >C
b — Ya

D' K'=K"

Wyznaczy¢ rzuty figury lezacej na plaszczysnie a.

6.26 ah,,vs) 6.27 afh,,v,)

v,
o
Vo

A -]
ha///////J /fk\\hB° hq
D°u

CO
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Przez punkt A lezacy na plaszczyZnie a poprowadzié proste przecinajace sic pod
katem 45°1i lezace na plaszczy#nie a.

6.28 a(a, b) 6.29 a(a, b) 6.30 a(B, a)
" b" a" b” ”
A’ B’ /
? 7 »
f
x x
a' b A.,An
>< \' b ‘LB" \
a a'
aib
Wyznaczy¢ rzuty trojkata réwnobocznego lezacego na plaszczysnie a, o frodku
cigzkosci w punkcie 4.
6.31 a(hy,v,) 6.32 a(4, a) 6.33 a(a, b)
v, a a b
A '
7 >
x x
b4 $4” a" b
b \ ><

Wyznaczy¢ zbiér punktéw réwno oddalonych od §ladéw plaszczyzny a.

6.34 a(hg,v,)

Va

6.35 afh,,v,)
ha=v,

6.36 a(ha, Va)
Va
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Wyznaczy¢ dwusieczng kata zawartego migdzy przecinajacymi si¢ prostymi a i b.

6.37 6.38 6.39
” b* bl=bn "
A" P"
An
X X
A
AN’
al P' a'
Aeb; Peb; b'ix; b"=b'

Przez punkt A narysowaé dowolnie lezaca prosta tworzaca kat ¢ z plaszczyzng a.

6.40 @=60° 6.41 @=60° 6.42 @=60°
ha=vy Va
74"
A”
x, P oA
L g
Lar 4
6.43 9=30° 6.44 =30° 6.45 9=30°
au b" .,
A" 7
! TA"
x x
a’ |
A’ '
’ a
S| e
a(a, b) a(a, b) a(a, B)




Cwiczenie 6

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Wyznaczyé dwusieczng kata zawartego miedzy przecinajacymi sie prostymi a i b.

mj

my
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l.

OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 6

Prowadzimy dowolnie ptaszczyzng y rownolegla do rzutni 7, ktdéra przecinajac
dane proste a 1 b w punktach /, 2 wyznacza nam o$ obrotu /, potrzebna do wy-
konania kiadu.

Wykorzystujac wyznaczona o$ obrotu ! znajdujemy kiad A° punktu A. Punkty
I’, A° wyznaczaja klad b° prostej b, a punkty 2/, A° wyznaczajg ktad a® pro-

stej a.

Na kfadach prostych a® i b° odmierzamy odcinki o jednakowej diugosci

A°B® 1 A°C°. Z punktdw A° i C° zakre$lamy tuki o jednakowym promieniu,
ktore przecinajac si¢ wyznaczaja punkt D° lezacy na dwusiecznej kata zawarte-
go migdzy prostymi a® i b°. Przez punkty A°, D° prowadzimy dwusieczna m°
tego kata. Prosta m° jest przecigta przez 0§ obrotu w punkcie 3. Rzuty punktéw
A, 3 pozwalajg na wyznaczenie rzutéw m’, m” dwusiecznej kata zawartego mic-
dzy prostymi a i b.

-67-



Cwiczenie 7

TRANSFORMACJE

1. Transformacja polozenia przez przeniesienie

Transformacja polozenia nazywamy taka zmiang pierwotnego polozenia ele-
mentéw (punktoéw, prostych, figur, plaszczyzn) w przyjetym ukiadzie odniesienia
x(7;,7,), ktora nie zmienia wzajemnych relacji migdzy tymi elementami, tzn. nie
zmienia odleglosci i katow.

Przyktadem transformacji polozenia sa poznane we wczesniejszych rozdziatach
ktady i obroty.

Transformacja potozenia przez przeniesienie moze by¢ dokonana w nastepujacy
sposéb:

a) poprzez przeniesienie poziome, w ktorym przejscie do nowego potozenia za-
chowuje wysoko$¢ wszystkich punktéw (tzn. odleglos$¢ punktéw od rzutni 7;
nie zmienia sig),

b) poprzez przeniesienie czolowe, w ktorym przejécie do nowego potozenia za-
chowuje glgbokosé wszystkich punktéw (tzn. odlegtos¢ punktéw od rzutni 7,
nie zmienia sieg).

Przy przeniesieniu poziomym figury nie zmienia si¢ wielko$¢ 1 ksztalt jej rzutu
poziomego i analogicznie, przy przeniesieniu czotowym nie zmienia si¢ wielko$¢
i ksztalt rzutu pionowego.

2. Transformacja odwzorowania

Transformacja odwzorowania polega na zmianie sposobu pierwotnego odwzo-
rowania elementéw w przyjetym ukladzie odniesienia x(7;,7;).
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Ten rodzaj transformacji wiaze si¢ z wprowadzeniem nowego, nieprostopadte-
go do rzutni, kierunku rzutowania. W wyniku transformacji odwzorowania otrzy-
mujemy tzw. rzut ukosnokqtny. Jest to sposéb, ktory wykorzystujemy m.in. przy
wyznaczaniu linii przenikania prostopadtoscianow.

3. Transformacja ukladu odniesienia

Transformacja ukladu odniesienia (lub po prostu metoda zmiany rzutni) nazy-
wamy operacj¢ polegajaca na wprowadzeniu kolejnej rzutni, prostopadtej do jednej
rzutni pierwotnego ukladu rzutowania, i na dokonaniu rzutowania elementoéw
(punktoéw, prostych, figur, ptaszczyzn) na wprowadzonag rzutnig. W ten sposéb do-
konujemy zmiany pierwotnego uktadu odniesienia x(7;,7;) na nowy uklad x,;(7;,7;)
lub x,(7;,73) — tzn. jednokrotnej zmiany rzutni. Wprowadzajac rzutni¢ prostopadia
do ktorejkolwiek rzutni nowego uktadu mozemy dokonywa¢ kolejnej transformacji
uktadu odniesienia — wielokrotnej zmiany rzutni.

Transformacjg¢ uktadu odniesienia stosuje si¢ w celu takiego doboru ukfadu
rzutni, w ktérym elementy zajmuja potozenie szczegdlne, co w konsekwencji ula-
twia znalezienie rozwigzania zadania. Znalezienie wiasciwego rozwiazania wymaga
w niektorych przypadkach zastosowania kilku nastgpujacych po sobie transforma-
cji, a wybdr sposobu transformowania jest zalezny od warunkéw konkretnego za-
dania (zasadnicze znaczenie ma zawsze odpowiedni wybor potozenia osi nowego
uktadu odniesienia).

W praktyce spotykamy nastgpujace szczegdlne przypadki zmiany pierwotnego
uktadu odniesienia:

3.1.  Rzutnia réownolegila do danej prostej

Dokonanie transformacji uktadu odniesienia, po ktérej nowa rzutnia jest rowno-
legta do danej prostej, wymaga wprowadzenia osi nowego uktadu odniesienia row-
noleglej do odpowiedniego rzutu danej prostej (jednokrotna zmiana rzutni). W ten
sposéb prosta przyjmuje w nowym ukladzie odniesienia potozenie szczegélne, tzn.
staje sig prosta czolowa (0§ nowego ukladu jest rownolegia do rzutu poziomego
prostej) lub pozioma (0§ nowego uktadu jest rownolegla do rzutu pionowego pro-
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stej). Jest to dobry sposéb np. na szybkie znalezienie rzeczywistej dhugosci odcinka
lub rzeczywistej wielkoéci kata nachylenia prostej do rzutni.

3.2.  Rzutnia prostopadla do danej prostej

Transformacji uktadu odniesienia, po ktérej w nowym ukladzie rzutnia jest pro-
stopadia do danej prostej, dokonuje si¢ w takim przypadku, gdy w pierwotnym
ukiadzie odniesienia prosta ta przyjmuje polozenie szczegélne, tj. poziome lub czo-
towe. O$ nowego ukiadu odniesienia ustawiamy woéwczas prostopadle do odpo-
wiedniego rzutu prostej i w ten sposéb otrzymujemy jej nowy rzut w postaci punk-
tu.

3.3.  Rzutnia réwnolegla do danej ptaszczyzny

Uktad odniesienia transformujemy ustawiajac nowa rzutnie rownolegle do da-
nej plaszczyzny w takim przypadku, gdy w pierwotnym ukladzie odniesienia dana
plaszczyzna przyjmuje polozenie rzutujace, co oznacza, ze jeden z jej rzutdw jest
prosta. O$ rzutdw nowego uktadu odniesienia jest wowczas rownolegla do tego
rzutu lub jednoczy sie z nim.

3.4.  Rzutnia prostopadla do danej plaszczyzny

Aby rzutnia w nowym uktadzie odniesienia byla prostopadta do dane;j plaszczy-
zny, nalezy ustawic¢ jg w takim polozeniu, w ktérym rzutnia ta bedzie prostopadta
do prostej poziomej lub czolowej lezacej na danej plaszczyznie. Otrzymujemy
wowczas nowy rzut ptaszezyzny w postaci prostej, na ktérym znajduje sig rzut pro-
stej szczegolnej (poziomej lub czotowej) w postaci punktu.
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ZADANIA. Cwiczenie 7
Wyznaczy¢ najkrétszy odcinek poziomy, ktérego kofice leza na dwéch prostych
sko$nych.

7.1 7.2 7.3

a”
/\,"
X

a"

<

"

b4’

x
b a' b a’
\ / ><
Wyznaczy¢ odcinek o dlugosci réwnej dwukrotnej odleglosci dwéch danych
prostych skoénych i koficach polozonych na tych prostych.
7.4 . 7.6
a b" a' b
) a "
b n
X X
b ”n ,
a 14 b L a
a b’
Wyznaczy¢ tréjkat réwnoboczny ABC, ktérego bok BC lezy na prostej a.
7.8 9 g”
a [4
’ e 4
? A / T A’
A n
x x

éA”
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Na prostej a wyznaczy¢ punkty odlegle od plaszczyzny trojkata ABC 0 3 em.

7.10

7.11

/<

7.12

e

/&L

Al

B’
C'\,
a

Na plaszczyZinie a wyznaczyé proste odlegle od plaszczyzny £ o 3 cm.

7.13 afa, b); p(m, n)

7.14 a(a, b); fm, n)

EANS

7.15 a(a, A); B(b, B)

”

AN

X

>‘<\a

anb

alb;min

N

Na plaszczy’mie a wyznaczyé punkt réwno oddalony od wierzchotk6w trékata ABC.

7.16 a(a. b)

7.17 a(hg,vg )

\\,

anb

7.18 afa, b)

-72-




Na prostej m skoénej wzgledem przecinajacych si¢ prostych a i b wyznaczyé punkt
réwno oddalony od tych prostych,

7.19

X

7.20
X

7.21

b"
AI'

X

Wyznaczyé rzuty okregu o promieniu réwnym dwukrotnej odleglosci dwéch
prostych skosnych, stycznego do prostej a i frodku polozonym na prostej 1.

alblic

7.22 7.23 7.24
b" a” b” .,
X X X
a' /b’
\ a, bl a, b'
Znalez¢ prosta réwno oddalona od trzech prostych réwnoleglych.
7.25 o 726 7.27 , ,
// 7 by ay o Y < b
x x x
AR
alblc albic
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Wyznaczy¢ prosta nachylona pod jednakowym katem do kazdej z danych trzech
prostych, przecinajacych si¢ w jednym punkcie.

7.28

P"

7.29
a"=b"
P"
d"
X

7.30

Poprowadzi¢ ptaszczyzng B réwnolegla do plaszczyzny a tak, aby plaszczyzny te
odcinaly na prostej @ odcinek o dlugoéci 30 cm.

7.31 a(b, d)

><\

7.32 a(b, d)

7.33 a(4, b)
b"

3

i

a’
b d' /

\\/“'

bnd

Kula o §rodku O toczy si¢ po plaszczyznie a. Znalez¢ polozenie §rodka kuli w
momencie jej zetknigcia z rzutnia ;.

7.34 P
9 pn
/ 79"
X

7.35

7.36

Ky\lo

alb

X
, bor
al




Wyznaczy¢ rzuty prostej odleglej od plaszczyzny a o 20 mm i od plaszczyzny

B 030 mm.

7.37 a(a, b); B(m, n)

X

7.38 a(a, b); p(m, n)

ZAN

7.39a(4,a); BB b)
b"

SR

miin

e/

aib min

Wyznaczyé plaszczyzne

dwusieczng kata miedzy plaszczyznami a i .

7.40 a(A B C); (A BD)

7.41 a(a, b); B(m, n)

7.42 a(a, b); Bm, n)

B" c” a7 p n"\m" n b m} pn
Dll \\
A”
7 X X x
C' ’ m' n' a b, mr n
Al
DI
allb;min min
Na plaszczyZnie a narysowaé prosta n prostopadia do m i przecinajaca ja.
7.43 a(4, B, C) 7.44 a(a, b) 7.45 a(a, b)
B" n, b"
/m )
A” ” ” m"
A - a/ b

/.
W
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Znalez¢ rzeczywisty kat nachylenia prostej m do plaszczyzny a.

7.46 a(4, B, C)

”

/m”
A’Acn
X

7.47 a(a, b)

7.48 a(a, b)

BI
A’ m)
CI /

Dane sg dwie proste skosne a i b. Zbudowaé tréjkat réwnoboczny o wysokoéci h
tak, aby podstawa lezala na jednej prostej a wierzcholek na drugie;j.

7.49 h=2cm

7.51 h=4cm

a"
X

a”
X
X
N
\

Narysowaé rzuty minimalnego okregu stycznego do dwu prostych sko§nych.

7.52 h=2cm

7.53 h=3cm

7.54 h=4 cm

%
X
><

a”
X
X
N
N
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Obréci¢ punkt A wokét prostej 1 o kat a. Podaé obydwa rozwigzania.

7.55 a=30°

TA"/’"

X

.56 a=45°

TAl:A"X

7.57 a=60°

n=jt

J)A'/I'

>

o4’
sA4"

/

Przez punkt A poprowadzié dowolnie lezaca prosta tworzaca kat ¢ z dana

plaszczyzna a.

7.58 p=45°

7.59 p=45°

7.60 p=60°

b"

a

o A"

' S A

Obrbci¢ prosta a woko! prostej [ tak, aby po obrocie prosta a przechodzita przez

punkt 4.

7.61

7.62

7.63




Cwiczenie 7

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Wyznaczyé najkrétszy odcinek poziomy, ktérego kofce leza na dwdch prostych skosnych min.

N/
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 7

Przez dowolnie obrany na danej prostej m punkt A prowadzimy prostg a réwno-
legta do danej prostej n (a’ || n” 1 a” || n”). Otrzymujemy plaszczyzne o = am ta-
ka, ze a|| n.

Obieramy dowolnie prosta pozioma p € «, ktéra przecina proste a i m w punk-
tach [, 2.

Obieramy o$ nowego uktadu odniesienia x; L p’ i zmieniamy uklad pierwotny
x(71;,7) na uklad odniesienia x,(7;,7;), w ktérym mamy 7; L o . Znajdujemy
w nowym ukladzie odniesienia rzuty prostych nalezacych do plaszczyzny o
oraz rzuty prostej n. Otrzymujemy @’ = m’™” = p”” = of”. Wprowadzamy kolejna
0§ rzutdéw x, L x; 1 otrzymujemy nowy uklad odniesienia x,(7;,7,), w ktérym
7y || p. Znajdujemy w tym ukladzie rzuty n’Y, m"" prostych m i n. Odnajdujemy

punkt przecigcia sig rzutéw n’" i m'. Punkt ten jest rzutem MY NV odcinka
MN , bgdacego rozwigzaniem zadania.

Majac dany rzut M "' N MYNTY dokonujemy powrotu do pierwotnego uktadu rzuto-

wania i odnajdujemy rzuty M’ N’ i M” N” najkrétszego poziomego odcinka,
ktorego konce leza na danych prostych m i n.
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Cwiczenie 8

WIELOSCIANY I BRYLY OBROTOWE

1. WieloSciany

Wieloscianem nazywamy geometryczng figurg przestrzenna ztozona ze skon-
czonej liczby ptaskich wielokatow, przy czym kazdy bok jest wspolnym bokiem
tylko dla dwoch wielokatow. Wielosciany zbudowane sa ze Scian, ktore maja
wspllne krawedzie, a krawgdzie maja wspolne wierzcholki.

Wsrod wiclo$cianow mozemy w szczegoinosci wyrdzni€ ostrostupy i grania-
stostupy.

Ostrostupem nazywamy wielo$cian utworzony z wielokata ptaskiego o n bo-
kach, bedacego podstawq ostrostupa, i z n trojkatow o wspdlnym wierzchotku,
zwanym wierzchotkiem ostrostupa, stanowiacych jego Sciany boczne. Odleglos¢
wierzchotka ostroshupa od jego podstawy nazywamy wysokosciq ostroshupa. Wsrod
ostrostupéw wyrodzniamy ostrostup prosty, w ktérym krawgdzie boczne maja jed-
nakowa dlugo$¢, oraz ostrostup prawidlowy, w ktérym dodatkowo podstawa jest
wielokatem foremnym.

Graniastostupem nazywamy wicloscian utworzony z dwoch przystajacych wie-
lokatow o n bokach, parami réwnolegtych, zwanych podstawami graniastosfupa,
oraz z n rownoleglobokow, stanowiacych jego sciany boczne, ktére z kolei tworzg
pobocznice graniastostupa. Jezeli krawedzie boczne graniastostupa sa prostopadie
do plaszczyzn podstaw, to graniastostup taki nazywamy prostym. W przypadku,
gdy podstawy graniastostupa sa wielokatami foremnymi, graniastostup nazywamy
prawidfowym. Graniastostup, ktorego podstawa jest rownoleglobok, nazywamy
réwnolegloscianem, za$ graniastostup o podstawie prostokata — prostopadloscia-
nem.

Wieloscian bedacy przestrzenng figura wypukta nazywa sig wieloscianem wy-
puktym. Oznacza to, ze zawieraja si¢ w nim wszystkie odcinki, ktorych konce do
niego naleza. Do wielo$cianow wypuklych odnosi si¢ twierdzenic Eulera:
W-K+S5=2, gdzie W oznacza liczbg wierzchotkoéw, K — liczbg krawedzi, a S - liczbg
Scian wielokata.
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Wieloscian wypukly utworzony z przystajacych wielokatow foremnych, ktore-
go kazdy wierzcholek nalezy do takiej samej liczby $cian, nazywamy wieloscianem
Jforemnym (bryla platonskq). Istnieje tylko pieé wieloscianow foremnych: czworo-
Scian (cztery trdjkaty réwnoboczne), szescian (szes¢ kwadratdéw), o$mioscian
(osiem tréjkatéw réwnobocznych), dwunastoscian (dwanascie pigciokatow forem-
nych), dwudziestoscian (dwadziescia trojkatéw rownobocznych).

Przyjmujac, ze $ciany wieloscianu sa nieprzezroczyste, w rzucie na rzutni¢ 7,
wykonanym zgodnie z kierunkiem rzutowania k&, otrzymujemy $ciany, krawedzie
i wierzchotki widoczne (kreslone linia ciagla) i niewidoczne (kreslone linig kre-
skowaq).

2. Bryly obrotowe

Obracajac dowolna krzywa o kat 360° dookota dowolnej osi obrotu otrzymuje-
my powierzchni¢ obrotows. Najczesciej spotyka si¢ powierzchnie obrotowe po-
wstale w wyniku obrotu prostej lub kuli. W pierwszym przypadku powstaje po-
wierzchnia walcowa lub stozkowa, w drugim — kula lub torus.

Powierzchnia kuli lub inaczej sfera (brzeg kuli) powstaje w wyniku obrotu
okregu o kat 180° wokot osi obrotu, lezacej w ptaszczyznie tego okregu i przecho-
dzacej przez jego srodek. Kula jest bryla stanowigca zbior punktéw sfery i punktow
potozonych wewnatrz sfery. Kazdy odcinek faczacy dowolny punkt sfery ze srod-
kiem kuli nazywamy promieniem kuli. Odcinek o koncach nalezacych do sfery
i przechodzacy przez srodek kuli nazywamy srednicq kuli.

Jezeli obrotu okregu dokonujemy dookota osi obrotu lezacej w ptaszczyznie te-
go okregu, ale nieprzechodzacej przez jego $rodek, to otrzymujemy bryle zwana
torusem.

Zbior prostych rownoleglych poprowadzonych przez dowolng krzywsa nazy-
wamy powierzchniq walcowq. Krzywa t¢ nazywamy kierownicq, a proste - tworzq-
cymi powierzchni walcowej. W przypadku gdy krzywa jest okregiem, a tworzace sa
prostopadte plaszczyzny tego okregu, powstaje powierzchnia walcowa obrotowa.
Jezeli poprowadzimy zbior prostych przez kierownice i dowolny punkt nielezacy na
plaszczyznie kierownicy, to powstaje powierzchnia stozkowa. Gdy kierownicg jest
okrag, a prosta przechodzaca przez ten punkt i §rodek okrggu jest prostopadta do
plaszczyzny okrggu, to powierzchni¢ taka nazywamy powierzchniq stozkowa obro-
towq.

Dowolny punkt lezy na powierzchni walcowej lub stozkowej, jezeli lezy na
tworzacej jej powierzchni.
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ZADANIA. Cwiczenie 8

Wykresli¢ rzuty ostrostupa o podstawie tréjkata polozonej na ptaszczyznie a
i wysokosci A.

8.1 a(hy,v,) 8.2 afhysv,) 8.3 afhysvy)
B"
B" va

" vﬂ " "
A A n C A n
C" "
Xa x Xo x C x

« a™ a h,

h =50mm h =60mm h =70mm
8.4 a(a, b) 85a(ab) 8.6 a(D, a)

a’p a” y a’

// >‘<K 8
x \ x

4 B" a4

AV (0d o
h =50mm allb h =60mm h =70mm

Dana jest przekatna kwadratowej podstawy ostroshupa o wysokoéci A, stojacego na
plaszczyZznie a. Wykre§lié rzuty tego ostrostupa.

8.7 a(hysv,) 8.8 afhg,v,) 8.9 a(h,,v,)
A"

B" v,
A ?/? c"
Xa x
\ ha
()

h =70mm h =60mm h =50mm

hy=v,




8.10 a(a, b) 8.11 a(a, b) 812 a(M, a)
a” b> "
a
M
0// f
X X X
, a’ b’ a
A c M &
a' ! ? A'
h =70 mm aiub h =60 mm h =50 mm ¢

Wykresli¢ rzuty prawidlowego ostrostupa tréjéciennego o wierzchotku W i jednym
z wierzchotkéw podstawy A, gdy wysokoé tego ostroshupa jest nachylona pod
katem a do m, i pod katem f do .

813 814 8.15

A" A" wr

W f i ?
7

X =" x A'=4A" x

wy

4’} 4’} W

a=30° B =45° a=45° B =30° a=30° B =30°

Wykreflié rzuty szeécianu o krawedzi AB, lezacej na plaszczy#nie y nachylone;j do|
n,podkatem a i do =, pod katem B.

8.16 8.17 8.18
A "T\?B" B" B"
4 '%/T
x x A'=A7 X
A'l A
a=60° B =60° a=45° B =60° a=60° B =45°
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Dane sa dwie proste skoéne a i b. Skonstruowat sze§cian o krawedzi réwnej
odleglosci tych prostych i jednej krawedzi polozonej na prostej a.

8.19

all b"

820

a b"

821
X

X+

e

/

b’

Wykresli¢ rzuty czworoécianu foremnego o wierzchotku W i podstawie lezacej na

plaszczyZnie a.
8.22 a(h,,v,) 8.23 a(a, b) 824 afa, b)
a" ” N b"

va ? W" ?W"

1“1 x W’fW" x X

w

\ - \ 4
’ [ al '

a=b

Dany jest §rodek O jednej ze Scian sze§cianu oraz prosta m, na ktérej lezy krawedz
prostopadta do tej §ciany. Wykre£lié rzuty szeécianu. Podaé liczbe rozwigzas,

8.25 8.26 8.27
m" "
” m
?0” 2
o" o o"
X ? X X
b g | m'
o ’
\ \l\ S0
0'




Wykresli¢ rzuty walca o wysokoéci 4 i §rednicy d stycznej do danych dwu

plaszczyzn.
8.28a(4, B, C); B(4, C, D)| 8.29 a (4, B, C); B(B, C, D)| 8.30 a(ky,v,); Blhg,vg)
B" B"
A "
Cll
D" x A" D" x
D' B' AI DI
Cl
A C

d=30 mm; h=50 mm

d=40 mm; h=60 mm

d=40 mm; h=70 mm

Wykresli¢ rzuty prostego stozka stojacego na plaszczyZnie a, o wysokosci A i
wierzchotku W lezacym na prostej m.

8.31 a(hg,v,)

h=50 mm

8.32 a(h,,v,) hy=v,

24

h=60 mm

8.33 a(hy,vy)

m" v,

h=70 mm

Wykreslié rzuty prostego stozka o wysokosci h, opisanego na kuli o érodku O
1 podstawie na plaszczyZnie a.

8.34 a(h,, vy )

8.35 afhg,v,)

8.36 a(hg,v,)




Wyznaczy¢ rzuty prostego walca obrotowego o osi /, wysokosci 4 i podstawie
stycznej do rzutni z;,. Punkt 4 lezy na powierzchni walca.

8.37 8.38 8.39 .
I" \
I ?A"
? 74
x X
5 bar /’ ba / ba
h=50 mm h=60 mm h=70 mm

Wyznaczyé rzuty prostego walca obrotowego o osi /, wysokoéci & i podstawie
stycznej do rzutni 7, Punkt 4 lezy na powierzchni walca.

8.40 8.41 842
) ?A"
" , ?A"
?A" 1
X X
I A)A' é’A' &A'
\ l! l'
h=50 mm h=60 mm h=70 mm

Wyznaczy¢ rzuty prostego stozka obrotowego o srodku podstawy O, osi m i

wysokosci . Punkt 4 lezy na powierzchni stozkowe;.

8.43 m”" 8.44 8.45 A"

0" i n"
?
X X
s, m
J’A' J,A' /
(0} m' O’
h=50 mm h=60 mm h=70 mm




Wykresli¢ rzuty kuli o érodku O lezacym na prostej m, stycznej do danych

plaszczyzna i f.
846 a(4, B, C); B(4, C, D) 8.47 a (4, B, C); B(B, C, D) 8.48 a(h,,vg); Blhg,vp)
m"/ A" B" Va
C"
D"
X
DI
m
N .
Wykresli¢ rzuty torusa powstatego w wyniku obrotu okregu o érednicy 4 i Srodku
O wokét proste;j 1.
8.49 d=2cm 8.50 d=2cm 8.51 d=2cm
" " /
?0 x x c0" x
40’ L ! éo /
0'
L0’ s

Wykresli¢ rzuty bryly powstatej w wyniku obrotu fragmentu krzywej a wokoét

proste;j /.

853

8.54

="

X

8.52
a”
"
| X
I
a'




Cwiczenie 8a

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Dane sg dwie proste a i b. Skonstruowac szesécian o krawedzi réwnej odleglosci tych prostych
i jednej krawedzi poloZonej na prostej a.

b
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 8a

Stosujemy w zadaniu metode transformacji uktadu odniesienia, zmieniajac
w pierwszym etapie pierwotny uktad x(7;,7;) na uktad nowy x,(7,73), w kt6-
rym prosta a staje si¢ prosta czolowa (x; || a’). Znajdujemy trzecie rzuty a'”, b’
prostych a i b. Wprowadzamy kolejny uklad odniesienia xx(7;,7,), w ktérym
prosta a jest prostopadta do rzutni z,(x, L a”’). Znajdujemy czwarte rzuty a',
b" prostych a i b. Rzut a" otrzymujemy w postaci punktu, co oznacza., ze W
uktadzie odniesienia x,(73,7,) otrzymaliSmy taki uklad rzutéw prostych a, b,
ktory pozwala na bezposrednie wyznaczenie odlegto$¢ miedzy nimi (dhugosé
odcinka poprowadzonego z a'” prostopadle do przeciecia sie z ™).

Konstruujemy rzut szeScianu na rzutni¢ 7, ktéory w naszym przypadku bedzie
kwadratem o boku réwnym odlegtosci rzutéw o’ i b", czyli odlegtosci pro-
stych a i b. Nalezy przy tym zauwazy¢, ze istnieje pewna dowolnos¢ w wybo-
rze potozenia tego kwadratu, jedynym ograniczeniem jest to, aby rzut jednego
z wierzchotkéw znajdowat si¢ na rzucie @’ prostej a ( w ten sposdb czwarty
rzut jednej krawedzi szescianu jest punktem, co oznacza, ze krawedz ta lezy na

prostej a).

Wyznaczamy rzut szescianu na rzutni¢ 7;, poczynajac od ustalenia rzutu kra-
wedzi polozonej na prostej a, tj. rzutu E7]™ (dlugos$¢ tego rzutu jest rowna rze-
czywistej dlugosci krawedzi szescianu, ktéra moze by¢ umieszczona w dowol-
nym miejscu rzutu a'”, poniewaz potozenie krawedzi EI na prostej a nie jest
w warunkach zadania $ciSle okreslone). Rzuty $ciany ["J"K"L"™ oraz
E"F"G"H" otrzymujemy w postaci odcinkéw réwnoleglych do osi uktadu od-
niesienia x,. Majac wyznaczony trzeci i czwarty rzut szescianu mozemy, od-
mierzajac odpowiednie odleglosci, skonstruowaé jego rzuty w pierwotnym
ukladzie rzutowania. Wyznaczamy widoczno$é krawedzi szescianu. Poniewaz
wierzcholek L ma najwigksza wysoko$¢, musi by¢ widoczny w rzucie z gory
(poziomym). Widoczne musza by¢ wige takze te Sciany (krawgdzie), ktore ta-
czg si¢ z wierzchotkiem L. Krawedzie faczace si¢ z wierzchotkiem F beda przy-
stonigte 1 niewidoczne na rzucie poziomym szescianu. Podobnie postepujemy
okreslajac widoczno$¢ na rzucie pionowym. W tym przypadku widoczny be-
dzie wierzcholek o najwigkszej glebokosci, tj. E, a niewidoczne krawedzie 1a-
czace si¢ z wierzchotkiem K.
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Cwiczenie 8b

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Wyznaczy¢ rzuty prostego walca obrotowego o osi /, wysokasci h i podstawie stycznej do rzutni 7,
(punkt A le2zy na powierzchni walca).

"
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 8b

1. Wprowadzamy o$ nowego ukladu odniesienia x, || /' i zmieniamy pierwotny
uktad x(7;,7;) na uktad nowy x,(7;,73), w ktorym dana prosta / przyjmuje poto-
zenie prostej czotowej. W nowym uktadzie odniesienia wyznaczamy rzuty /'
i 4", Nastepnie wprowadzamy o$ x, L [ oraz nowy ukiad rzutowania
x5(73,75), W ktdrym prosta / jest prostopadta do rzutni z,. Wyznaczamy czwarte
rzuty prostej / i punktu 4. Otrzymujemy czwarty rzut prostej " w postaci punk-
tu.

2. Odcinek /" 4" wyznacza promien podstawy poszukiwanego walca. Pozwala
to narysowaé czwarty rzut walca. Poniewaz o$ walca / w ukladzie odniesienia
x(73,74) jest prostopadta do rzutni 7z, to czwarty rzut otrzymamy w postaci
okregu.

3. Na czwartym rzucie podstawy obieramy punkty 1", 2" 3% 4" a nastepnie
przystepujemy do wyznaczenia trzecich rzutéw tych punktow. Potozenie rzutu
1" wyznaczamy, wiedzac ze podstawa walca jest styczna do rzutni 7, z czego
wynika, ze rzut ten musi si¢ znajdowa¢ na osi x,. Rzuty 2" 3" 4" zas sa po-
tozone na odcinku réwnoleglym do osi x; i poprowadzonym z rzutu /7 (jest to
trzeci rzut podstawy walca). Poniewaz w ukladzie odniesienia x,(7;,7;) prosta /
jest rownolegta do rzutni 73, to na rzucie /””” mozemy odmierzy¢ rzeczywista
wysoko$é walca h. Zaznaczamy $rodek jednej podstawy ;"= 3= 4" a na-
stepnie odmierzamy podang w zadaniu wysoko$¢ 4 i zaznaczamy S, srodka
drugiej podstawy. Zaznaczamy rzuty punktéw 5 67 7" 87, nalezacych do
drugiej podstawy. Jeszcze raz powracamy do czwartego rzutu, na ktorym za-
znaczamy rzuty 5 woglv 71V g g, s, Majac dany trzeci i czwarty rzut
walca mozemy powrécié do pierwotnego ukladu odniesienia i wyznaczy¢
w nim poziomy i pionowy rzut walca. Na rzucie pionowym widoczna bedzie ta
podstawa, na ktérej znajduje si¢ punkt o najwigkszej glgbokosci, a na rzucie
poziomym widoczna bedzie ta podstawa walca, na ktdrej znajduje si¢ punkt o
najwigkszej wysokosci.

Uwaga: Rzuty podstaw walca przyjmuja posta¢ elipsy. Istnieja sposoby dokladnego

wykreélenia elipsy, przy znanych (jak w koncowym etapie zadania) Srednicach
sprzezonych.
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Cwiczenie 9

PRZEKROJE WIELOSCIANOW

Wielokat, ktérego boki sa krawedziami pewnej ptaszczyzny ze Scianami wielo-
$cianu nazywamy przekrojem wieloscianu ta plaszczyzna. Przekrdj wieloScianu
wypuklego jest wielokatem wypuktym.

Przekroj wielo$cianu dana ptaszczyzna znajdujemy wyznaczajac punkty przebi-
cia ptaszczyzny prostymi, na ktorych potozone sa krawedzie tego wielo$cianu. Naj-
prostsza, ale jednocze$nie najbardziej pracochlonna metoda wyznaczania tych
punktéw jest metoda polegajaca na poprowadzeniu plaszczyzn rzutujacych przez
wszystkie krawedzie danego wieloscianu. Wygodniejsza w zastosowaniu i dajaca
bardziej przejrzysty rysunek jest w tym przypadku metoda transformacji ukfadu
odniesienia.

Punkt przebicia wielo$cianu prosta wyznaczamy dokonujac nastgpujacych ko-
lejnych czynnosci:

a) przez prosta prowadzimy plaszczyzng pomocnicza,
b) wyznaczamy przekroj wieloscianu tg plaszczyzna,
c) punkty wspolne przekroju i prostej sa punktami przebicia wielo§cianu prosta.

Na ogo6t poszukiwana jest wielko$¢ rzeczywista przekroju wielo$cianu plasz-
czyzna. Uzyskujemy ja sprowadzajac plaszczyzng tnaca wraz z wyznaczonym
przekrojem na rzutnie, stosujac do tego celu jedna z metod: obroét, kiad lub trans-
formacje.

Rozwinieciem wieloscianu nazywamy figure ptaska, ktora powstaje z rozcigcia
wielo$cianu wzdluz czesci krawedzi i nastgpujacych po nim obrotoéw $cian dookota
nie rozcigtych krawedzi, po ktorych wszystkie $ciany sa sprowadzone do jednej
ptaszczyzny (plaszczyzna rysunku). Po rozwinigciu kazda z krawedzi dowolnej
$ciany wieloscianu jest jednoczes$nie krawedzia co najmniej jednej z pozostatych
$cian.
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Wyznaczy¢ rzuty i znalezé wielkosé rzeczywists przekroju ostrostupa (graniastoshipa)
plaszczyzng a przechodzacy przez:
a) bok AB podstawy i polowe wysokosci,

9.13 N A 9.14 W 9.15

B, c

b) bok 4B podstawy i §rodek §ciany CDHI,

o

9.16 e Gr E 917 E" 918 F'G'J"H'I"

¢) prosta a i wierzcholek
9.19 w 9.20 921




d) bok 48 podstawy 1 punks 3.

9.22

9.23

Dokonad przekroiu 1 wyznaczyd jego wielko$é rzeczywists plaszezyrng ¢ przecho-
degen przez 122 wysokosel 1 tworzaca kat ¢ z dowolng Sciang boczng;
&) prostopadiodcianu {wysokosé jest "prostg” przechodzgeg przez srodki okregdw

opisanych na jego podstawach),

9.25

9.26

9.27

CI

p=45°
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Przeciaé czworofcian foremny tak, aby jego przekrojem byl kwadrat. Podaé liczbg
rozwigzan, Na jaki nowy wieloscian zloia sig te przekroje?

9.31 9.32 9.33
- hk
X X x
vﬂ
podstawa o boku 6 em podstawa ¢ boku 7 cm podstawa o boku 8 cm
leZy na rzutni m; ley na rzuini w5 ety na plaszczyinie

Zralead rauty przekroju plaszezyzng przechodzacy przez punkty przebicia
wielocianu prosta m i punkt M.

9.34

B’ W

Al

9.35

9.36

Znalezé rzuty przekroju szeScianu o boku a stojacego na plaszezyinie a
plaszezyzna 8. Okreélié wielkos§é rzeczywists przekroju.

9.37 a=3cm

9.38 a=3cm
ha=Vy

9.39 a=3cm
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Cwiczenie 9

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Wyznaczyé rzuty i znale2¢é wielko$é rzeczywista przekroju ostrostupa ptaszczyzna o przechodzaca
przez bok AB i potowe wysokosci.
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 9

Znajdujemy rzuty punktu P bedacego s$rodkiem wysokoSci WS. Nastgpnie
zmieniamy pierwotny uklad odniesienia x(m,ng) na taki ukiad x,(7;,73), w kt6-
rym rzutnia 7z jest prostopadta do boku 4B (x; L A"B” ). Wyznaczamy trzeci
rzut ostrostupa i zgodnie z warunkami zadania prowadzimy przez A”" = B"”
oraz P’ rzut o ptaszczyzny o (plaszczyzna jest widoczna w postaci prostej).

Zaznaczamy na przecigciu sie o/” z D"W” rzut E””, a nastepnie na przecigciu
si¢ o z C"W"rzut F”. Sa to rzuty punktéw, w ktorych krawedzie DW
i CW przebijaja plaszczyzng .

Znajdujemy rzuty punktéow E, F' w pierwotnym uktadzie rzutowania x(7;,7,).
Laczymy ze soba rzuty punktow A, B, E, F i uzyskujemy w ten sposéb rzuty
wielokata przekroju. Okreslamy widocznos$é krawedzi na poszczegolnych rzu-
tach.

Wprowadzamy kolejny ukfad odniesienia x,(m3,7,), w ktérym rzutnia 7, jest
rownolegta do plaszczyzny o (x; || ). Wyznaczamy czwarty rzut

A" B C" D" wielokata, ktory przedstawia rzeczywista wielkoéé przekroju
ostrostupa plaszczyzna «.
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Cwiczenie 10

PRZEKROJE POWIERZCHNI OBROTOWYCH

Przekrojem powierzchni ptaszczyzna nazywamy krzywa, bedaca zbiorem punk-
tow wspolnych powierzchni i plaszczyzny.

Rzuty przekroju dowolnej powierzchni obrotowej plaszczyzna konstruujemy
przez wyznaczenie punktéw przecigcia ta plaszczyzng poszczegdlnych réwnolezni-
kéw i potudnikéw powierzchni.

Plaszczyzna nachylona do osi powierzchni walcowej obrotowej pod katem roz-
nym od 90° przecina t¢ powierzchnie wzduz elipsy.

Przekrdj powierzchni walcowej obrotowej plaszczyzna rownolegla do osi tej
powierzchni moze by¢ wykorzystany do wyznaczenia rzutéw dowolnego punktu tej
powierzchni lub tez do wyznaczenia drugiego rzutu, gdy jeden rzut punktu jest da-
ny.

Przekrojem powierzchni stozkowej o kacie wierzcholkowym w plaszczyzng ¢,
tworzgca z osig stozka kat g, jest:

a) elipsa, gdy —65 <e<90°;
)
b) parabola, gdy B =¢;

c) hiperbola, gdy —C;i >e>0.

Podane wyzej krzywe nosza nazwe krzywych stozkowych wlasciwych. Istnieja
takze przypadki szczegolne - przekroj stozka plaszczyzna przechodzaca przez jego
‘wierzchotek jest trojkatem, prostg lub punktem (krzywe stozkowe niewlasciwe), zas
plaszczyzna réwnolegla do podstawy — okregiem.

Konstrukcja punktéw przebicia powierzchni prosta jest podobna do konstrukcji
przebicia prostg Scian wieloscianu. W przypadku obrotowej powierzchni stozkowej
najdogodniej jest poprowadzi¢ powierzchni¢ pomocnicza przez dana prosta i wierz-
chofek stozka (fatwy do wyznaczenia przekrdj stozka w postaci trojkata). Przy wal-
cowej powierzchni obrotowej plaszczyzng pomocnicza staramy sie poprowadzi¢
przez dang prosta rownolegle do tworzacych tej powierzchni.
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ZADANIA. Cwiczenie 10

A. Dana jest powierzchnia walcowa obrotowa opisana na kuli o $rednicy d i érodku w punkcie S.

Rzuty linii osiowej powierzchni walcowej tworza z osia x katy y1/ yz.
Wyznaczyé: 1. Rzuty walca i jego podstawy.

2. Rzuty przekroju plaszczyzng o

3. Rzeczywistg wielko$¢ przekroju.

_(L
y
\j
. @ Walec Plaszczyzna
o E
£3 s
zZQ d V] 72 Xa Ph. Py. Zp, Z,,
X y z
10.1 40 0 35 0 0 45 60 90 120
10.2 40 0 35 0 0 45 80 135 90
70.3 40 0 35 0 0 45 60 40
10.4 40 0 35 0 0 45 80 135 120
10.5 40 0 35 0 0 45 0 30 120
10.6 40 0 15 30 60 0 50 120 90
10.7 40 0 20 30 30 0 60 90 120
10.8 40 0 15 30 60 0 80 70
10.9 40 0 15 30 60 0 75 120 135
10.10 40 0 20 30 30 0 40 150 60
10.11 40 0 40 30 45 60 40 105 135
10.12 40 0 30 30 15 60 80 135 135
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ZADANIA Cwiczenie 10

8. Przeciac¢ stozek obrotowy stojacy na rzutni 7, plaszczyzng a :
1. wyznaczyé dwa rzuty przekroju,
2. wyznaczy¢ wielkosc rzeczywista przekroju,
3. wyznaczyé rzut podstawy.

r4

0, x
y
Numery Stozek Ptaszczyzna
zadan d WX y 7 S X Pha Pva Yha Zhq
013 | 30 |0 7|0 101 s0 90° | 145°
1014 | 30 | OB 0T 45 120° | 135°
1015 | 30 |07 810071 50 450 | 165°
1016 | 30 |50 155 1007 o 90° 30°
1017 | 30 | 071071807 0° 0° 65 50
1018 | 30 |0 15710 s0 45° | 135°
1019 | s0 |07 N80T TN 70 135° | 120°
1020 | 30 |9 55 0 | © 0° oo | 50 50
1021 | 30 |9 0 60 1 #0 135° | 120°
1022 | s0 |07 1871607 4 90° 45°
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Cwiczenie 10

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Przecig¢ stozek obrotowy stojqcy na rzutni 77, ptaszczyzna a:
a) wyznaczyé dwa rzuty przekroju,
b) wyznaczy¢ wielko¢ rzeczywista przekroju,

W
¢) wyznaczy¢ rzut podstawy. X y z

w 55 100 60

d=30, x,=75 @,,=60, g, =30
















OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 10

Obieramy dowolnie poczatek uktadu wspdirzednych, a nastepnie, na podstawie
danych zadania, wyznaczamy polozenie $ladow plaszczyzny o oraz rzuty zary-
su stozka. Przez pionowy rzut W” wierzchotka stozka prowadzimy pionowe
rzuty 1,7, t,” tworzacych stycznych do rzutu kuli, na ktérej stozek zostat opisa-
ny. Otrzymujemy pionowe rzuty punktdéw stycznosci T,”, T,”. Rzuty poziome
tych punktéw znajdujemy na linii czotlowej poprowadzonej przez S’ (linia ta jest
rzutem réwnika kuli), co umozliwia wyznaczenie polozenia rzutow poziomych
tworzacych 1/, t;’. Postepujac w odwrotnej kolejnosci, tzn. zaczynajac od rzutu
poziomego, mozemy w ten sam sposob wyznaczy¢ rzuty tworzacych 1, f.
Przedluzamy rzuty pionowe wyznaczonych tworzacych do przecigcia si¢ z osia
rzutéw x, dzigki czemu otrzymujemy rzuty punktéw 1, 2, 3, 4, nalezacych do
podstawy stozka. Zmieniamy pierwotny uklad odniesienia x(7;,7;) na uklad
x,(m;,73), w ktorym o$ stozka jest rownolegla do rzutni 73, Rysujemy rzuty kuli
wpisanej w stozek oraz rzuty wierzchotka W w uktadzie odniesienia x,;(7;,7;)
Wyznaczamy rzuty ts””, ts”” kolejnej pary tworzacych stycznych do kuli. Rzuty
ts', ts beda si¢ pokrywaly z rzutem /” osi stozka. Przedtuzamy 5, 15" do prze-
cigcia si¢ z osig x i znajdujemy rzuty 7” oraz 8. Wyznaczamy kolejne rzuty
punktéw podstawy 7/, 8 - odcinek 7°8" jest osia wielka elipsy podstawy.
Wprowadzamy nowy uktad odniesienia x,(7;,7,), w ktérym o$ stozka jest pro-
stopadta do rzutni 7, (x, L I”’). Znajdujemy rzut '’ osi stozka w uktadzie odnie-
sienia x,(7;,7,), ktory pokrywa sig ze $rodkiem okrggu bedacego rzutem pod-
stawy (kierownicy) stozka na 7, Na tym okregu obieramy dwa punkty T,
Ts'", a nastepnie znajdujemy ich rzuty 7;”, T¢” w ukladzie odniesienia
x1(7;,73). Przez rzut W’ wierzchotka irzuty 7,7, Tg” prowadzimy rzuty
ts" = t;/” kolejnych tworzacych stozka do przecigcia si¢ z osig x; i otrzymuje-
my rzuty 97 = 10’ kolejnych punktéw podstawy. Znajdujemy rzuty poziome
Ty, T;/, ktére wykorzystujemy do wyznaczenia poziomych rzutéw 14, ¢,/
i ostatecznie wyznaczamy nastgpne punkty podstawy 9, 10’. Punkt 5 znajdu-
jemy jako symetryczny do punktu I’ wzgledem rzutu osi I’”.

Znajdujemy poziome rzuty 57, 9”, 10” punktow wyznaczajacych podstawe

stozka, a nastgpnie poziome rzuty 1,7, 15", ts” tworzacych. Zmieniamy pierwotny
uktad odniesienia x(77;,7,) na uktad x;(7;,7s), w ktérym rzutnia 75 jest prostopa-
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dta do danej ptaszczyzny a (x; L v,). Wyznaczamy piate rzuty 1,", 1,%, ;7 1,”,
7,17 1" tworzacych, ktére przecinajg slad k, plaszczyzny a w punktach /”,
w,ur, v, v v, vl wyznaczajac rzut przekroju stozka plaszczyzna «
(slad k, znajdujemy za pomoca dowolnie obranego na $ladzie 4, rzutu 4" punk-
tu A). Znalezione rzuty punktéw przekroju odnosimy do pierwotnego ukladu
odniesienia. Prowadzimy przez rzuty punktow przekroju zarys elipsy, ktéra od-

cina na sladzie s, odcinek VIII, X uzupetniajacy znaleziona czgs¢ przekroju.

3. W celu znalezienia rzeczywistej wielko$ci przekroju wprowadzamy uklad od-
niesienia x,(7s, 7;), w ktérym nowa rzutnia 7 jest réwnolegla do ptaszczyzny
przekroju (x4 || k). Znalezione w nowym ukladzie odniesienia rzuty punktéw
od I do IX beda wyznaczaly rzeczywista wielko$¢ przekroju stozka dang plasz-
czyzna Q.

Uwaga: Na kazdym rzucie okreslamy widocznosé zaryséw podstawy i przekroju
stozka.
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Cwiczenie 11

PRZENIKANIE WIELOSCIANOW

Zbiér zawierajacy punkty wspolne dwoch wielosciandw nazywamy liniq prze-
nikania. Linia przenikania jest najczesciej wielokatem przestrzennym (linig famang
przestrzenna), a wierzchotkami tego wielokata sa punkty przebicia $cian Jednego
wieloscianu krawgdziami drugiego.

Aby znalez¢ lini¢ przenikania dwoch wieloscianéw, wykonujemy kolejno na-
stgpujace czynnosci:

a) znajdujemy punkty przebicia $cian jednego wieloscianu krawedziami drugiego,

a nastgpnie punkty przebicia $cian drugiego wieloscianu krawedziami pierw-

szego,

b) ustalamy pary punktéw polozone na jednej $cianie jednego i drugiego wielo-
$cianu,

¢) wykreslamy boki wielokata przenikania, uwzgledniajac przy tym ich widocz-
nos¢.

Przy okreslaniu widocznosci nalezy pamigtaé o tym, ze bok wiclokata przeni-
kania jest widoczny wowczas, gdy widoczne sa obie sciany wieloscianéw, na kté-
rych ten bok jest potozony. Gdy chociaz jedna z przenikajacych sie $cian jest nie-
widoczna, potozony na nich bok wielokata przenikania bedzie rowniez niewidocz-
ny.

W celu ustalenia kolejnosci taczenia wyznaczonych punktéw przenikania spo-
rzadzamy specjalny schemat taczen — siatke, ktéra umieszczamy obok kazdego
rzutu. Punkty przenikania zawsze znajduja si¢ na krawedziach wieloscianu, a nigdy
pomigdzy nimi. Ponadto, linia przenikania zawsze na krawedziach wieloscianu si¢
zatamuje.
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ZADANIA. Cwiczenie 11
Wyznaczy¢ linie przenikania bryt.
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11.27
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Cwiczenie 11

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Wyznaczyé linie przenikania bryl i okreslié ich widocznosé.
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 11

Przez wierzchotek W ostrostupa prowadzimy prosta /, rownolegla do krawedzi
bocznych graniastostupa. Znajdujemy slad pionowy ¥, prostej /. Przedtuzamy
pobocznicg graniastostupa do przecigcia si¢ z rzutnig 7, a otrzymany tym spo-
sobem czworokat Dy, Ey, Ey, Gy traktujemy jako nowa podstawe graniastostupa
stojacego na rzutni 7;.

Aby wyznaczy¢ punkty przebicia $cian graniastostupa przez krawedzie ostro-
stupa, nalezy poprowadzi¢ przez te krawedzie ptaszczyzny réwnolegle do kra-

wedzi graniastostupa. W tym celu przez krawgdz AW prowadzimy plaszczy-

zn¢ a, a przez krawedz CW plaszczyzne S (krawedz BW nie bierze udzialu
w przenikaniu ). Slady plaszczyzny a wyznaczamy w ten sposob, Ze h, prowa-
dzimy przez wierzcholek C podstawy ostrostupa, réwnolegle do poziomych
rzutéw krawedzi bocznych graniastostupa, a slad v, prowadzimy przez $lad V,
prostej /. Slad v, przecina podstawe graniastostupa w punktach 7, /1. Z tych
punktéw wyprowadzamy linie roéwnolegle do krawedzi graniastostupa, bedace
krawedziami przecigcia si¢ plaszczyzny a ze $cianami FGG,Fy i GDD,G,. Na
przecigciu tych linii z krawedzia CW ostrostupa uzyskujemy punkty /, 2, czyli
punkty, w ktorych krawedz CW przebija $ciany graniastostupa. W podobny
sposob znajdujemy punkty 3, 4, bedace punktami przebicia $cian graniastostupa
przez krawedz AW ostrostupa.

Punkty przebicia $cian graniastostupa przez krawedzie ostrostupa znajdziemy
W sposOb odmienny niz w zastosowany w punkcie 2. Sposob postepowania
przedstawimy na przykladzie wyznaczenia punktéw przebicia ostrostupa kra-

wedzig GG, . W celu wyznaczenia tych punktéw, przez krawedz GG, prowa-
dzimy plaszczyzng poziomo-rzutujaca y. Plaszczyzna ta przecina krawedz
ostrostupa w punktach V, VI, VII. Otrzymujemy krawedzie V VII i VI VII,
wzdhuz ktorych plaszczyzna y przecina $ciany ostrostupa. Na przecigciu tych

krawedzi z krawedzia GG, otrzymujemy punkty 5, 6, czyli kolejne wierzchotki
wielokata przenikania. Pozostale krawgdzie graniastostupa nie biorg udziatu w
przenikaniu.
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Do prawidtowego potaczenia wierzchotkéw wielokata przenikania oraz okre-
slenia widocznosci jego bokow wykorzystujemy specjalng siatke. Pionowe linie
siatki przyporzadkowujemy krawedziom jednej bryty (ostroshupa), a linie po-
ziome krawgdziom drugiej bryly (graniastostupa). W naszym przypadku lku mamy
nastQpUche przyporzadkowanie: krawqdme ostroshpa AW - a, BW - b,
CW - c; krawedzie graniastostupa DD - d, EE - e, GG - g. Kolejnosé

przyporzadkowania na siatce powinna wynika¢ z sgsiedztwa krawedzi w wielo-
scianie. Pierwsze linie, zaréwno pionowa jak i pozioma, powtarzamy na kofcu
siatki. W przypadku gdy wystepuja krawedzie niebiorace udziatu w przenika-
niu, bardzo istotne jest ustawienie na poczatku siatki linii odpowiadajacych tym
krawedziom. Pasy pomiedzy sgsiednimi liniami na siatce odpowiadajg po-
szczegOlnym $cianom wieloscianéw. Na pasach odpowiadajacych scianom
niewidocznym stawiamy znak ,,—”, natomiast na pasach odpowiadajacych §cia-
nom widocznym ~ znak ,,+”. Sporzadzamy oddzielne siatki dla kazdego rzutu.
Punkty przenikania znajdujace si¢ na rysunku i nalezace do poszczegdinych
krawedzi przenosimy na linie siatki odpowiadajace tym krawedziom. Na przy-
kiad punkt 6 lezacy na krawedzi GG, przenosimy na lini¢ g i umieszczamy na

pasie bc (6 jest punktem przebicia sciany BWC przez krawedz GG, ). Nanie-
sione na siatk¢ punkty taczymy ze soba, pamigtajac o tym, ze mozemy bezpo-
srednio ze sobg potaczy¢ punkty lezace na sasiadujacych liniach. Otrzymany
wielokat pokazuje, ze punkty przenikania nalezy na rysunku potaczy¢ w kolej-
nosci /, 3, 5, 4, 2, 6, 1. Jako widoczne rysujemy te boki wielokata przenikania,
ktére na siatce leza na polach przecigcia si¢ dwoch paséw oznaczonych zna-
kiem ,,+”. Pozostale boki rysujemy jako linie kreskowe. W naszym przypadku
wigc wszystkie boki wielo$cianu przenikania quq niewidoczne na rzucie pio-

nowym, a na rzucie poziomym widoczne sa boki 62i24 4, pozostale sq na-
tomiast niewidoczne.
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Cwiczenie 12

PRZENIKANIE POWIERZCHNI

Liniq przenikania powierzchni nazywamy zbiér punktéw wspdlnych tych po-
wierzchni. Linia przenikania powierzchni jest krzywa przestrzenng i tylko w szcze-
gblnych przypadkach przyjmuje np. posta¢ okregu.

Linie przenikania dwoch powierzchni mozemy wyznaczy¢ za pomoca jedne;j
z metod:

a) plaszczyzn pomocniczych, przecinajacych obie powierzchnie wzdtuz linii, kto-
rych punkty wspdlne naleza do linii przenikania;
b) kul, dobieranych w sposéb pozwalajacy na uzyskanie linii przenikania kul

z danymi powierzchniami w postaci okregow.

Dla poszczegolnych przypadkéw przenikania powierzchni ptaszczyzny pomoc-
nicze prowadzimy nastgpujaco:

1) walec — stozek, przez prosta przechodzacg przez wierzchotek stozka i réwnole-
gla do tworzacych walca,

2) stozek — stozek, przez prosta taczaca oba wierzchotki stozkow,

3) walec — walec, plaszczyzng prowadzimy réwnolegle do ptaszczyzny wyznaczo-
nej przez proste rownolegte do tworzacych walcow.

Metodg kul mozna stosowa¢ do wyznaczania linii przenikania powierzchni ob-
rotowych o osiach przecinajacych sie. Srodek kul umieszczamy w punkcie przecie-
cia sig osi (stad metoda nazywana jest rowniez metodq kul wspotsrodkowych).
Okregi bedace liniami przenikania tej samej kuli z danymi powierzchniami przeci-
naja si¢ w punktach nalezacych do linii przenikania. Wprowadzajac szereg kul o
roznych $rednicach mozemy wyznaczy¢ pelen zarys linii przenikania dwoch po-
wierzchni.

Zagadnienie przenikania powierzchni wystgpuje czgsto w praktyce. Do przy-
ktadowych konstrukcji naleza instalacje cieptownicze, urzadzenia wentylacyjne
oraz rurociagi, skladajace si¢ z segmentéw ograniczonych najczesciej powierzch-
niami obrotowymi.
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ZADANIA. Cwiczenie 12
Wyznaczy¢ linie przenikania bryt i okresli¢ widocznos¢.
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Wyznaczyé lini¢ przenikania oraz rozwiniecie powierzchni ostroshupa.
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Wyznaczy¢ linig przenikania oraz rozwini¢cie powierzchni graniastoshupa.
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Cwiczenie 12

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Wyznaczy¢ linie przenikania bryt i okreslié ich widoczno$é.
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 12

Prowadzimy szereg ptaszczyzn poziomych (im wigcej plaszczyzn, tym doktad-
niejsze rozwiazanie), ktére przecinaja stozek w okregach (oznaczonych symbo-
lem r), a walec wzdhiz jego tworzacych (oznaczonych symbolem k). Okregi
i tworzgce potozone na tej samej plaszczyZnie przecinajac si¢ ze soba wyzna-
czaja punkty zarysu linii przenikania. Kazda tworzaca przecina okrag w dwéch
punktach, oznaczonych ta sama liczba, w jednym przypadku bez indeksu,
a w drugim z indeksem ”,”. Znajdujemy najpierw rzuty poziome punktéw prze-
nikania:

]i11=k12ﬁr7
2i21=kzmr2
3i3,:k,,mr6
4i41=kgﬁr5
5i51=kgﬁr5
6i16,=ksNry
7i71:k7ﬁr7
8i8,=k4mr4
9i9,=k5r\r3
]0i101:k,0('\r6
1]i11,=k3f\r2
12i121=k1(\r1

Majac dane rzuty poziome punktow przenikania mozemy wyznaczy¢ ich rzuty
pionowe, prowadzac odnoszace do przeciecia sig z rzutami pionowymi odpo-
wiednich tworzacych walca. Znalezione punkty taczymy w nastepujacej kolej-
nosci: 1, 3,5,7,9, 11, 12, 2, 8, 6, 4, 10, 1. Na rzucie pionowym widoczne beda
te fragmenty linii przenikania, ktore przechodza przez punkty lezace na wi-
docznej stronie stozka. Na rzucie poziomym natomiast widoczne beda te frag-
menty linii przenikania, ktére polozone sa na widocznej w tym rzucie stronie
stozka.
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Cwiczenie 13

ODWZOROWANIA AKSONOMETRYCZNE PROSTOKATNE

1. Istota tworzenia rzutéow aksonometrycznych

Rzutem aksonometrycznym przedmiotu odniesionego do uktadu wspétrzednych
prostokatnych O(x, y,z) nazywamy jego rzut rownolegly o kierunku okreslonym
wektorem rzutowania W na rzutnie 7° (indeks goérmy "a" od "aksonometria™) zwa-
na aksonometryczng. Zaréwno wektor W jak i rzutnia z° musza spetnia¢ warunek
nieprostopadtosci i nieréwnoleglosci do zadnej z osi x,y,z ukladu odniesienia.
Rzutnia 7% przecina osie x,y,z i tworzy tzw. trojkat Sladéw aksonometrycznych
o wierzchotkach X,Y,Z lezacych na osiach uktadu odniesienia i bokach lezacych
na ptaszczyznach jego rzutni. Tréjkat $ladow odwzorowuje wigc plaszczyzne 7.
Rzut uktadu wspétrzednych odniesienia O(x, ¥,z) na 7 tworzy uklad osi akso-
nometrycznych O°(x“, y“,z") . Dowolny uktad przestrzenny @ rzutowany zgod-
nie z kierunkiem w na rzutni¢ 7° przeksztatca si¢ w rzut aksonometryczny ®°
(rys. 13.1). Jezeli kierunek rzutowania w bedzie prostopadty do rzutni aksonome-
trycznej 7%, to uzyskane odwzorowanie bedzie rzutem aksonometrycznym prosto-

katnym. (Jezeli zas kierunek rzutowania w bedzie ukosny do rzutni 7%, to takie
odwzorowanie nazywane bedzie rzutem aksonometrycznym ukosnym. )

Przyjecie wektora w jednoznacznie okreéla uktad osi aksonometrycznych oraz
tak zwane skrocenia aksonometryczne definiowane jako kosinusy katow nachylenia
osi ukladu odniesienia do osi aksonometrycznych. :

Przypus¢my, ze zadany jest wektor w(w,,w,,w,) okreslajacy kierunek rzuto-
wania w pewnym uktadzie odniesienia O(x, y,z). Rzut tego uktadu w kierunku w
na dowolna ptaszczyzng aksonometryczng 7° utworzy ukiad osi aksonometrycz-

nych O“(x%,y“,z"). Konstrukcja jest elementarna i moze zostaé wykonana me-

todg obrotow, transformacja przez przeniesienie albo transformacja uktadu odnie-
sienia (Cwiczenie 13a).
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Rys. 13.1 Pogladowe przedstawienie odwzorowan aksonometrycznych.

Znajac kierunki osi aksonometrycznych, mozna przystapi¢ do wyznaczenia
trojkata Sladéw oraz dokona¢ kladéw par osi x,y, y,z oraz x,z na plaszczy-

zng aksonometryczna 7° . Kolejne etapy tej konstrukcji przedstawiono w éwicze-
niu 13b. Podano tam réwniez wykreslny sposéb wyznaczenia tzw. skrécen akso-
nometrycznych okreslanych stosunkami odcink6w:

s, ==, s, ==, s, =—+ (1)

orazkatow a , 3, y:
a =arccos(s,), B =arccos(s,), y =arccos(s.). (2)

Mozna udowodnic, ze dla aksonometrii prostokatnej spetnione bedzie
sx2 +sy2 +sz2 =2 3)
oraz
ex2+ey2+e22:2-e2. 4

Zadanie skrécen s _<1/, s , <1, s_ <1 spelniajacych zwiazek (3) jednoznacznie
okresla ukiad osi aksonometrycznych i katy nachylenia osi tego ukladu do osi

uktadu odniesienia.
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2. Rodzaje rzutéw aksonometrycznych

Rzuty aksonometryczne okreslone przez trzy rézne od siebie skrocenia
s, # 5, #5, azywane sa rzutami anizometrycznymi, trymetrycznymi albo tréjmia-
rowymi.

Rzuty aksonometryczne okreslone przez trzy réwne sobie skrocenia s, = 5, =5,
nazywane sg rzutami izometryeznymi albo rownomiarowymi. Trojkat sladéw ak-
sonometrycznych XYZ jest trojkatem rownobocznym.

Rzuty aksonometryczne okreslone przez dwa dowolnie wybrane i réwne sobie
skrocenia s, =s,, s, =s, lub s, =5, nazywane sa rzutami dimetrycznymi albo
dwumiarowymi. Tréjkat §ladow aksonometrycznych XYZ jest tréjkatem ostrokat-
nym réwnoramiennym.

Uklfady osi wspétrzednych i teoretyczne wartosci skrotow dla rzutéw izome-
trycznych oraz dimetrycznych dla przypadku s, =s, przedstawiono na rys. 13.2.

Rys. 13.2 Uklady osi wspdtrzednych i teoretyczne wartosci skrotow:
a) dla rzutéw izometrycznych,
b) dlarzutéw dimetrycznych.
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3. Zastosowanie odwzorowan aksonometrycznych do zapisu konstrukeji
inzynierskich

Odwzorowania aksonometryczne stosowane sa powszechnie do przedstawiania
ksztaltu elementéw maszynowych w sposéb pogladowy przy wykorzystaniu wy-
tacznie jednego rzutu. Rzuty aksonometryczne by¢ moga tworzone w zadanym
uktadzie osi aksonometrycznych w dwojaki sposob:

1. metoda konstruowania rzutu aksonometrycznego bezposrednio z rzutéw pro-
stokatnych lub

2. metoda okreslania jego wymiaréw zgodnych z kierunkami osi x?,y“ z° jako
iloczynéw wymiaréw rzeczywistych i odpowiednich skrétow.

W odwzorowaniach realizowanych sposobem pierwszym wykorzystuje sie
istniejace rzuty prostokatne przedmiotu, zgodne (w ukladzie rzutéw europejskich -
E) z rzutami Monge'a, przedstawianymi powszechnie w kartezjanskim lewostron-
nym ukladzie wspétrzednych.

Jesli rzut aksonometryczny konstruowany bedzie sposobem drugim, to do jego
utworzenia wystarczy znajomo$¢ rzeczywistych wymiaréw przedmiotu w pewnym
prostokatnym ukiadzie odniesienia O(x, y,z) oraz wartosci skrétéw s, s s S,
spetniajacych zaleznos¢ (2), jednoznacznie definiujacych uktad osi aksonometrycz-
nych O°(x%,y“,z%). Oczywista pozostaje zgodna skretnosé uktadow O(x, y,z)
i0%(x%,y%,z%).

Pewne rodzaje aksonometrii s3 przedmiotem normy PN-82/N-01619. Norma ta
dopuszcza pewne przyblizone (rézne od wyliczonych teoretycznie) wartosci skré-
tow oraz proponuje konstruowanie rzutu aksonometrycznego w prawostronnym
ukladzie wspoétrzednych.
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ZADANIA. Cwiczenie 13

Wykresli¢ aksonometrig prostokatng przedmiotu danego rzutami Monge'a, zgodna
z kierunkiem rzutowania, zadanym sktadowymi w' i w" pewnego wektora W:

a) stosujgc metode obrotdw,
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b) stosujac metodg transformacji przez przeniesienie,
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¢) stosujac metode transformacji uktadu odniesienia.
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Dane sq rzuty prostokatne przedmiotu oraz kierunki dwéch osi aksonometrycznych,
Wyznaczy¢ kierunek trzeciej osi oraz wykresli¢ aksonometrie prostokatna przedmiotu:

a: metoda wykreélng,

b: metoda wykorzystujaca wykresy przeliczeniowe skrétow.

13.10 Rozwigzat metoda "a",

13.11 Rozwigzaé metodg "b"

Q)
N
y o =2

13.12 Rozwigzat metoda "a".

[

)
':, x* =?

13.13 Rozwigzaé metods "b"

13.14 Rozwigzaé metody "a".

13.15 Rozwiazaé metody "b".

2
&
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y'-

y- =P Xx*

13.16 Rozwigzaé metody "a",

13.17 Rozwiazaé metods "b"

13.18 Rozwigzaé metods "a".

=
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-
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Wykresli¢ aksonometrig prostokatng réwnomiarowa przedmiotu danego rzutami

Monge'a:

a) wprowadzajac rzuty wektora W wyznaczajacego nowy kierunek rzutowania,
b) wprowadzajac odpowiednie kierunki osi aksonometryczoych i wyznaczajac

warto$ci skrocen.

13.19 Rozwiazaé metods "a".

Z

13.20 Rozwiazat metods "b".
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13.2]1 Rozwiazaé metody "a".
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13.22 Rozwigzat metody "b".

13.24 Rozwiazat metods "b".
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Dane sq rzuty prostokatne przedmiotu oraz warto§ci dwéch skrécen aksonometrycz-
nych. Wyznaczy¢ wykreslnie kierunki osi aksonometrycznych oraz trzecie skrécenie.
Wykresli¢ aksonometrig prostokatna przedmiotu. Obliczyé sume kwadratéw skrocen.

13.28 13.29 13.30

m—l— lﬁl”:l, “‘:ﬂ

5.=09 C1

5,=7 5.=09 '
8=0,8 8y=0,6 8y="7 |
8, =7 L 8;=0,7 8,=0,7
//
¥y y y
13.31 13.32 13.33
z z z

-
7
<3>*_

p 9 X X
5,=0,8 | { s, =? l 8,=? | I
Sy=0,7 I Sy=o,74 I Sy=o,s2 l | I
w7 | =207 | == L
y y y
13.34 13.35 13.36
Z Z V4
L \ I I_l
< F—\ | = g L]_I_L.
| a g l L ; - — — ;

8, =075 [ 8, =7 5,=0,9
Sy= 0,85 [ 8= 0,65 8y= ? I
§,=7 8,=0,75 8,=0,85

- 139 -




Cwiczenie 13.a

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Wykrosii¢ aksonometrig prostokatng przedmiotu danego rzutami Monge'a,zgodnq z klerunkiem

rzutowania zadanym sktedowymi w' i w” pewnego wekfore W. Zastosowad motode transformacyi
uiktadu odnfesienia.

N~
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 13a

Wprowadzamy zwigzany z przedmiotem lokalny uklad wspotrzednych
xp, vz oosiach x ||x y. ||y, z;||z. Opisujemy wierzcholki bryly oraz

poczatek 1 koniec wektora . w .

Wprowadzamy nowa rzutni¢ 7; prostopadla do rzutni poziomej =, oraz
réwnolegta do wektora w. Nowa of rzutow x, jest rownolegta do primowego
rzutu tego wektora: x, |[w’. Wyznaczamy trzecie rzuty: przedmiotu, uktadu osi
X;,y..2, oraz wektora w.

Wprowadzamy nowa rzutni¢ 7, prostopadia do rzutni poprzedniej oraz do
wektora w. Nowa of rzutéw x, jest prostopadta do trzeciego rzutu tego
wektora: x,Llw”. Wyznaczamy czwarty rzut przedmiotu, uktadu osi x;,y,,z;

oraz wektora w. Uzyskany rzut przedmiotu jest jego poszukiwanym
odwzowaniem aksonometrycznym. Uzyskany rzut ukfadu osi przedstawia osie

aksonometryczne x“,y%,z°.  Uzyskany czwarty rzut w"" wektora w
odwzorowany jest punktem.
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Cwiczenie 13b

TRESG ZADANIA (dane, szkic):

Dane sq rzuly prostokatne przedmiotu oraz kierunki dwéch osi aksonometrycznych. Wyznaczyé
kierunek trzecief osl oraz wykreslié aksonometrig prostokatng przedmiotu:

a) metodq wykre$ing, na podstawie rzutbw prostokatnych,

b) przy pomocy wykreséw przeliczeniowych skrotbw.

N

/ Zadane rzuty prostokatne przedmiotu.

o

y/ Zadane kierunki dwbch osi aksonometrycznych.
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1.
2.

3.

4.

5.

OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 13b

Wykreslamy dwie zadane osie aksonometryczne z?oraz .
Na osie nanosimy dowolnie wybrane punkty wierzchotkowe
aksonometrycznego tréjkata $ladéw: Y e y* oraz Z e z®. Laczymy punkty Z1i

Y. Z punktu Z kreslimy pétprosta prostopadia do osi y°.

Z punktu Y kreslimy pélprosta prostopadta do osi z“ . Punkt przeciecia sig tej
polprostej z pélprosta wyznaczona w p. 2 jest trzecim wierzcholkiem X
aksonometrycznego trojkata sladow.

Korzystajac z metody kladéw wyznaczamy katy nachylenia osi ukfadu
odniesienia x,y,z do osi aksonometrycznych.

Dokonujemy ktadéw plaszczyzn zy, zx oraz xy na rzutnig aksonometryczna.

6,7,8 Wykonujemy szkice odwzorowujace katy nachylenia osi rzeczywistych

9.

z,y,z do aksonometrycznych x“,y?,z%.

Konstruujemy rzut aksonometryczny na podstawie zadanych rzutéw
prostokatnych, albo kreslimy rzut aksonometryczny okreslajac jego wymiary
przy pomocy wykreséw przeliczeniowych skrétow.
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Cwiczenie 13¢

TRESC ZADANIA (dane, szkic):

Dane sq rzuty prostokatne przedmiotu oraz warto$c! dwoch skrbcent

aksonometrycznych.
Wyznaczy¢ wykresinie kisrunki osi aksonometrycznych oraz trzecie skrocenie. Wykreslié
aksonometrig prostokatng przedmiotu. Obliczy¢ sume kwadratéw skrécer:.

4 N
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\

Podz. 5:1

Dalszy przebieg rozwigzania jak w éwiczeniu 13b.
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OPIS ROZWIAZANIA. Cwiczenie 13¢

1. Wykreslamy o$ aksonometryczng z*. Na osi tej zaznaczamy wierzchotek Z
aksonometrycznego trojkata sladow. Z punktu Z kreslimy tuk 1 o promieniu
réwnym jednostce (na szkicu za jednostke przyjeto 1 cm). Kreslimy linig
pomocniczg 2 przechodzaca przez Z i prostopadla do ‘. Linig tg
przesuwamy w dot o s, =0.90554 cm do polozenia 3. Przeciecie tej linii z

tukiem 1 wyznacza nam punkt O (poczatek ukladu wspotrzednych 0,x,y,z), za$
Jej przecigeie z osig z“ wyznacza punkt 0° (poczatek uktadu wspotrzednych
aksonometrycznych 07,x%,y“,z%). Punkty OZ wyznaczaja o§ z ukladu

odniesienia w ktadzie na rzutni¢ aksonometryczng 7. Prostopadia do z
poprowadzona przez punkt 0 lezy na plaszczyznie O,x,y oraz tnie 0§ “w
punkcie 4 lezacym na przeciwleglym do p-tu Z boku trojkata $ladow
aksonometrycznych.

2. Lini¢ pomocnicza 2 przesuwamy w dot o s, =0.82464 cm do potozenia S.
Przecigcie tej linii z tukiem 1 wyznacza nam punkt M. Kat nachylenia prostej
okreslonej punktami ZM odwzorowuje nachylenic osi y do rzutni
aksonometrycznej 7m“. Prosta ZM przesunigta réwnolegle do punktu 0
wyznacza nam na osi z¢ punkt 6.

3. Z punktu 6 kreslimy tuk o $rodku 0“, az do przecigcia z przeciwlegtym do
punktu Z, bokiem trdjkata §ladow aksonometrycznych. Punkt ten wyznacza
nam wierzchotek Y aksonometrycznego trojkata §ladow.

Kreslimy aksonometryczna 0§ y°.

Kres$limy bok YZ aksonometrycznego trojkata $ladéw. Przez punkt 0°
kreslimy 0§ x“ prostopadle do YZ.

Dalszy przebieg rozwiazania jak w ¢wiczeniu 13b.
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Cwiczenie 14

ELEMENTY KOMPUTEROWEGO WSPOMAGANIA
W GEOMETRII WYKRESLNEJ

1. Wprowadzenie do zagadnieir komputerowego zapisu konstrukeji

Omowione  w  poprzednich  rozdziatach metody  odwzorowan
wykorzystywane sa powszechnie do zapisu konstrukcji réznych maszyn, urzadzen i
ich elementéw. Tradycyjne sposoby uzyskania takiego zapisu realizowane przy
pomocy roznego rodzaju przyrzadéw kreslarskich sa bardzo pracochlonne.
Nosnikiem takiego zapisu zwykle jest papier, a narzedziem stuzacym do jego
wykonania otéwek o ostrzu okreslonej grubosci. Jego dokladnosé jest ograniczona i
zalezy od uzytych przyrzadéw i doswiadczenia wykonawcy. Korekta takiego zapisu
jest utrudniona koniecznoscia usuwania i powtérnego rysowania niektérych jego
fragmentow. Najczgsciej stosowanym rodzajem zapisu jest zapis dwuwymiarowy
2D. Z zapisu takiego mozna uzyska¢ zapis trojwymiarowy 3D, ale tradycyjne
metody przy pomocy linijki i oféwka sa bardzo pracochtonne. Przyktadem takiego
zapisu sa odwzorowania aksonometryczne.

Przysziosciowym sposobem zapisu konstrukcji jest zapis komputerowy
oferowany  przez wspolczesne  systemy komputerowego  wspomagania
projektowania CAD. Pierwotnym i oryginalnym nosnikiem takiego zapisu jest
pamig¢ operacyjna komputera. Poniewaz pamieé ta jest adresowalna, wszelkie
korekty takiego zapisu sa nieskomplikowane i moga by¢ dokonywane na dowolnym
etapie jego tworzenia. Zapis utworzony w pamigci operacyjnej nie jest trwaly i
ginie po wylaczeniu komputera. Z tego powodu jest on okresowo zapisywany w
tzw. pamigci masowej, najczesciej na dysku twardym komputera. Mozna tworzy¢
dowolng ilo$¢ kopii tego zapisu na dyskach przenosnych lub dyskietkach. Z kazde;j
z tych kopii mozna uzyskaé ponownie zapis pierwotny w pamigci operacyjnej
komputera. Zapis na papierze uzyskamy przy pomocy drukarki sprzezonej
z komputerem.

Jednym z najbardziej rozpowszechnionych programéw z grupy CAD jest
program AutoCAD opracowany przez firm¢ Autodesk z USA. Rysunek 2D w takim
programie tworzony jest przez przy uzyciu szeregu obiektéw plaskich, takich jak
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linie, tuki, okregi itp. Rysunek 3D tworzony jest przy pomocy tzw. prymitywow
(tzn. obiektow prostych), takich jak prostopadiosciany, stozki, kule, walce itp.
Program umozliwia tworzenie rysunkéow o duzej dokladnosci. Wspotrzedne
punktéw rysunkowych moga by¢ zapamigtywane w pamieci komputera z
doktadnoscia do 14 miejsc po przecinku.

Po wiaczeniu AutoCADa na monitorze komputera pojawia si¢ okno programu
zawierajace pasek rozwijalnego menu w gomej czesci, pasek stanu na dole, obszar
rysowania, pole polecen i wiele paskéw narzedziowych, zawierajacych ikony
symbolizujace polecenia. Poszczegdlne komendy rysunkowe mozna wprowadzaé z
klawiatury w polu polecen, wybiera¢é z menu lub paskéw narzedziowych.
Korzystanie z pierwszego z owych sposobéw wymaga znajomosci sktadni polecen i
umiejetnosei ich zapisania. Sposéb ostatni (klikanie na ikony) nie wymaga nawet
umiejetnosei czytania.

Z oknem rysunku zwiazany jest kartezjanski prawostronny uktad
wspotrzednych (rys. 14.1a) o poczatku w lewym dolnym narozniku okna. Oznacza
to, ze 0§ x skierowana jest w prawo, os y do gory, zas o$ z w strong uzytkownika.
Identyczna orientacj¢ ma uktad wspétrzednych zwiazany z ekranem graficznym
programu Turbo Pascal. Poczatek ukladu jest tu jednak zwigzany z lewym gémym
naroznikiem ekranu (rys. 14.1b). Natomiast odmienna orientacje maja osie ukladéw
uzywanych w geometrii wykreslnej i rysunku technicznym (rzutnie Monge'a).
Zastosowano tam kartezjanski lewostronny uktad wspotrzednych (Rys. 14.1c).

a) b) c)

Rys. 14.1 Orientacje wybranych uktadéw wspotrzednych
a) prawostronny programu AutoCAD, b) prawostronny Turbo Pascala,
c) lewostronny dla rzutni Monge'a.
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Kolejne polecenia konieczne do wykonania rysunku mozna zapisaé do pliku,
wywota¢ i wykona¢ w trakcie sesji programu AutoCAD. Umozliwia to interpreter
Jjeézyka AutoLISP, wbudowany do programu AutoCAD. Programy w tym jezyku
musza by¢ zapisane w plikach z rozszerzeniem */sp. Taki Sposob pracy umozliwia
tzw. parametryzacjg rysunku oraz jego wielokrotne poprawianie i wykonywanie,

2. Komputerowe wspomaganie konstruowania wybranych odwzorowan
geometrii wykreslnej w zapisie algorytmicznym

Kazde zadanie zapisa¢ mozna w postaci sieci dziatan prowadzacych do jego
rozwigzania. Taki sposob zapisu nazywany jest algorytmem. Algorytm budowany
Jest przy przestrzeganiu pewnych regul logiki matematycznej oraz przedstawiany
zwykle jednym z nastgpujacych dwéch sposobow:

1. jako schemat blokowy na podstawie pewnego zbiéru symboli okreslony norma
PN-75/E-01226 i przy przestrzeganiu pewnych regut laczenia tych symboli,
2. przy wykorzystaniu jezyka naturalnego za pomocg tzw. pseudokodu.

Algorytm tworzenia wybranej elementarnej konstrukcji tworzy procedure, ktéra

moze stanowi¢ elementarny sktadnik innej, bardziej ztozonej konstrukcji.

Do elementarnych procedur stosowanych w  konstrukcjach geometrii

wykresinej naleza:

* wyznaczanie $ladéw prostej zadanej jej rzutami lub rzutami dwéch
niepokrywajacych si¢ punktéw,

* wyznaczanie sladéw plaszczyzny zadanej parg przecinajacych sie lub
wzajemnie réwnoleglych i niepokrywajacych sie prostych, punktem i prosta
nie przechodzaca przez ten punkt albo trzema nie wspotosiowymi
punktami,

* Wyznaczanie krawedzi dwoch plaszezyzn zadanych $ladami,

* Wyznaczanie punktu przebicia plaszczyzny prosta.

Ponizej przedstawione zostana algorytmiczne zapisy pierwszej z tych procedur.

2.1. Odwzorowanie elementéw podstawowych i przynaleznych
2.1.1. Wyznaczanie $ladéw prostej zadanej dwoma punktami

Przypus¢my, ze mamy do rozwiazania nastgpujace zadanie:
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Wyznaczy¢ w ukladzie rzutni 77, i 7, $lady H, V, prostej a, zadanej punktami

AiB.

Aby rozwiazaé to zadanie, nalezy wykreslic osie x,y,z ukiadu rzutni Monge'a

sprowadzonych do plaszczyzny rysunku pokrywajacej si¢ z rzutnia 7, i wykonac

czynnosci wymienione w ponizszym algorytmie.

Algorytm rozwigzania:
oW uktadzie osi x, y,z odwzorowaé rzuty A',A",B',B" punktow 4,B. Przez

odpowiednie rzuty punktow wykresli¢ rzuty prostej: p'= A'B', p"= A"B".

eJezeli wspolrzedne x obu punktéow A4 i B beda sobie rowne, to
rozwigzanie zadania wymaga wprowadzenia trzeciej rzutni.

eJezeli wspbirzedne y obu punktow A i B beda sobie rowne, to $lad
pionowy V¥, bedzie punktem niewlasciwym.
eJezeli wspotrzedne z obu punktéw A4 i B bgda sobie rowne, to $lad
poziomy H, bedzie punktem niewlasciwym.

eJezeli wspoirzedne x obu punktéw 4 i B beda rdzne, to rozwiazanie
zadania nie wymaga wprowadzenia trzeciej rzutni.

KONIEC

eJezeli wspolrzedne z obu punktow 4 i B beda sobie réwne, to §lad
poziomy H, bedzie punktem niewlasciwym (pliz,, prosta

pozioma). Rzut primowy $ladu pionowego ¥, bedzie punktem
przecigcia rzutu primowego prostej p 1 0si x. Slad pionowy V, bedzie
lezal na rzucie wtéorowym prostej p.

eJezeli wspolrzedne y obu punktéw A i B bgda sobie rowne, to $lad
pionowy V¥, bedzie punktem niewlasciwym ( p|| 7, prosta czotowa).
Rzut wtérowy $ladu poziomego H, bedzie punktem przecigcia rzutu
wtérowego prostej p i osi x. Slad poziomy H , bedzie lezal na rzucie
primowym prostej p.

eJezeli wspobirzedne z obu punktow A4 i B oraz wspétrzedne y obu
tych punktéw beda rdézne, to rzut primowy S$ladu pionowego V,

bedzie punktem przecigcia rzutu primowego prostej p 1 osi x. Rzut
wtorowy sladu poziomego H, bedzie punktem przecigeia rzutu

wtdrowego prostej p i osi x. Slad pionowy v, bedzie lezal na rzucie
wtérowym prostej p, a $lad poziomy H, bedzie lezal na rzucie

primowym prostej p.
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Ten sam algorytm zapisany w formie pseudokodu bedzie wygladat nastepujaco:

START
W ukiadzie osi x,y,z naniesé rzuty 4',4” i B’ B" punktow A i B. Przez

odpowiednie rzuty punktéw wykredli¢ rzuty prostej: p'=A'B',

l)” — A’I BII
Jezeli X, =xg,t0 . B .
Jezeli Y4i=Yg,to !/74” 0 A"=B"=p =V,
"_ . . . . X X
A'= 4 ; HP =4 ; Vp J=0oC, Ey= Y
Jezeli zZy=125,10 o A'=B'=p'~H, 143}
Y y ,
A'=4" ; Vp = AII; Hp o )
Jezeli x,#xp,t0 )
Jezeli z,=2g,t0 22 Vo 4" Bo o

H :=m . V/
14 ’ ' I ,
Vp=p'nx; y B’

Vp = f(x,,l; 0,z ,)

Jezeli y,=yg,to "

- A
V, =, B" Hy ;
LA ” . , |
Hy=p'ox, o e o
— A’ [
Hp'_f(xh';'yp’o) Y B i
Jezeli z,#zp Ay, # yp,to
V,; =pnx;
V;ﬁp",‘ z
—_yn
Vp =V, x
H, =p"nx; y'
H,np'"
— .
Hp =H,;

KONIEC
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Przedstawiona wyzej procedurg zapisano (uzywajac specjalnego kodu) w
jezyku AutoLISP w pliku o nazwie "drawLIN.Isp". Procedura ta zawiera w swej
tresci pewne parametry formalne (np. zapisane symbolicznie jako ptA i ptB

oznaczenia punktéw A i B, oznaczenie prostej pros oraz wspoirzedne xA yA zA xB
yB zB punktéw A i B).

oS drawLIN.Isp

;35 procedura shuzaca do rysowania rzutow prostej pros przechodzacej przez punkty ptA i
ptB.

(defun DRAW (ptA ptB pros xA yA zA xB yB zB)
(setq Apr (list xA yA))
(setq Bpr (list xB yB))
(setq Awt (list xA zA))
(setq Bwt (list xB zB))
(command "pline” Apr Bpr "")
(command "pline” Awt Bwt"")
(load (strcat DIR "TEKST"))
(if (= xA xB) (progn
(if (= yA yB) (progn ;;prosta pionowa (pros 1m; )
(tekst Awt (strcat ptA """))
(tekst Bwt (strcat ptB "))
(tekst Apr (strcat ptA "'=" ptB"'=H" pros))
(setq ptHa Apr)

)

(if (= zA zB) (progn ;;prosta celowa (pros Lm; )
(tekst Apr (strcat ptA "™)) .
(tekst Bpr (strcat ptB "))

(tekst Awt (strcat ptA ""=" ptB ""=V" pros ))
(setq ptVa Awt)
)

)
(if (/= xA xB) (progn

(tekst Apr_(strcat ptA "))

(tekst Bpr (strcat ptB "))

(tekst Awt (strcat ptiA """))

(tekst Bwt (strcat ptB """))

(if (= zA zB) (progn ;;prosta pozioma (pros ||m; )
(setq xVa (/ (- (*xA yB) (*xB yA)) (- yB yA)))
(tekst (list xVa 0) (strcat "V" pros "™))

(tekst (list xVa zA) (strcat "V" pros """))
(setq yVa zA)
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)
(if (= yA yB) (progn ;;prosta czotowa (pros ||rt; )
(setgxHa (/ (- (*xA zB) (* xB zA)) (- zB zA)))
(tekst (list xHa Q) (strcat "H" pros "))
(tekst (list xHa yA) (strcat "H" pros ))
(setq yHa yA)
)
(if (and (/=zA zB) (/= yA yB)) (progn ;3; prosta dowolna
(setgqxVa(/ (- (*xA yB) (*xByA)) (- yB yA)))
(tekst (list xVa Q) (strcat "V" pros "))
(setqxHa (/ (- (*xA zB) (*xBzA)) (- zB zA)))
(tekst (list xHa 0) (strcat "H" pros ""™))
(setq yVa (/ (+ (*xVa (- zA zB)) (- (* xA zB) (* xB zA))) (- XA xB)))
(setq yHa (/ (+ (*xHa (- yA yB)) (- (* xA yB) (* xB yA))) (- XA xB)))
(setq ptHa (list xHa yHa)) .
(setq ptVa (list xVa yVa))
(tekst ptHa (strcat "H" pros ))
(tekst ptVa (strcat "V" pros ))

)
(if (and (/= xA xB) (and (/=zA zB) (/=yA yB)))
(command "pline” ptHawt ptHa ptVapr ptVa "_c")
)
)
)

Wywolania tej procedury w innej, hierarchicznie wazniejszej (np. zapisanej nizej,
stanowigcej tu gléwny blok programu) moga nastepowaé wielokrotnie dla coraz to
innych parametréw aktualnych.

(defun C:rys () ; polecenie wywolujqce procedure
(command "pline"” "0,0" "100,0" "") ; rysowanie osi x
(command "pline" "0,-50" "0,50" "") ; rysowanie osi y-z
(command "rectangle" "-20,-70" "130,70") ; obramowanie rysunku
(command "zoom" "extents") ; powiekszenie rysunku do wymiaréw ekranu
(load "g:/skrypt_gw/cad/drawLIN") ; tadowanie procedury drawLIN

(DRAW "A" "B" "a" 10.0 -5.0 55.0 wywolanie procedury drawLIN w celu
30.0 -25.0 55.0) | narysowania prostej a przechodzqcej
; przez punkty: A(10,5,55) i B(30,25,55)
(DRAW "C" "D" "b" 50.0 -55.0 55.0 ; wywolanie procedury drawLIN w celu
70.0 -55.0 15.0) |, narysowania prostej b przechodzqcej
; przez punkty: C(50,55,55) i D(70,55,15)

- 163 -



Wykaz symboli

(AB) diugo$¢ odcinka o kohcach A i B

AB odcinek o koncach A i B

L symbol prostopadiosci

Z(a, B) kat nachylenia plaszczyzn o i B

£(a, o) kat nachylenia prostej a do plaszczyzny o

Z(a, b) kat nachylenia prostych a i b

O(hg, Vo) plaszczyzna o okre$lony dwoma $ladami hy i vg
a, B,... dowolne plaszczyzny

oa=aA plaszczyzna o okreslona prosta a i punktem A
o=ab ptaszczyzna o okre$lona prostymiaib
a:=ABC plaszczyzna o okreslona trzema punktami A, B, C
) rzutnia pozioma

T, rzutnia pionowa

ZABC, Z1A2 Kkaty

| symbol réwnoleglosci

1,2,... dowolne punkty

ala’, a”) prosta a okre$lona dwoma rzutamia’ia”
A(A', A" punkt A okre$lony dwoma rzutami A'i A"

a, b,... dowolne proste

A B,... dowolne punkty

A’ B primowe (poziome) rzuty dowolnych punktow
a,b,.. primowe (poziome) rzuty dowolnych prostych
a’, b’,... bisowe rzuty dowolnych prostych (pionowe)
A", B"..... bisowe rzuty dowolnych punktéw (pionowe)
Ar=ana punkt A okreslony prosta a i ptaszczyzna o
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A:=amnb
a.=A4B

a’, bo,...

A° B°...

a, b,
A B,...
he

H,

H,,

H,",

LI L
k=anf
/

Ry Rs,..
R/ Ry...
R;" R)". .
Vo

Ve

v,

V.

X

Ko

x(m, m)

x)(7, 73)

punkt A okreslony dwiema prostymi a i b (punkt przecigcia)
prosta a okreslona punktami 4 i B

ktady prostych a, b,... uzyskane przez obrét o skierowany kat r6z-
ny od 90°

kfady punktéw 4, B,... uzyskane przez obrét o skierowany kat
rézny od 90°

kfady prostych a, b,... uzyskane przez obrét o skierowany kat 90°
ktady punktéw 4, B,... uzyskane przez obrét o skierowany kat 90°
slad poziomy plaszczyzny o

slad poziomy prostej a

rzut poziomy sladu poziomego prostej a

rzut pionowy $ladu poziomego prostej a

kolejne ¢wiartki ukladu wspotrzednych

prosta k, okreslona dwiema plaszczyznami ai 8 (krawedz)

0s obrotu

punkt przebicia plaszczyzny prosta

rzut poziomy punktu przebicia plaszczyzny prosta

rzut pionowy punktu przebicia ptaszczyzny prosta

slad pionowy plaszczyzny o

slad pionowy prostej a

rzut poziomy sladu pionowego prostej a

rzut pionowy $ladu pionowego prostej a

0$ odcigtych

wezel plaszczyzny a

uktad odniesienia o osi x i rzutniach 7, Ln,

transformowany uklad odniesienia o osi x, i rzutniach T, L,
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